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1. Wstęp 

1.1. Wprowadzenie do tematyki książki 

Obiektami rozważań w niniejszym opracowaniu są ciała mikroniejednorodne, 
takie jak: laminaty, płyty, powłoki, które są zbudowane z bardzo dużej liczby 
regularnie rozmieszczonych, oddzielnych elementów (np. warstw, żeber), ideal-
nie ze sobą (lub z matrycą) połączonych. Rozpatrywane ciała można podzielić 
na komórki, przy czym zakładamy (odmiennie niż w przypadku ciał periodycz-
nych), że sąsiednie komórki są prawie takie same, natomiast komórki od siebie 
oddalone – mogą się bardzo różnić. Budowa taka jest często nazywana lokalną 
mikrostrukturą, co oznacza, że wymiar charakterystyczny komórki jest mały  
w porównaniu z wymiarem charakterystycznym całego obiektu. 

Rozważania będą dotyczyć kompozytów i struktur, które są zarówno mi-
kro- jak i makroniejednorodne. Zakładamy, że obiekty te mają przestrzennie 
wolnozmienną mikrostrukturę. Przykłady takich ciał pokazane są na rys. 1.1 oraz 
1.2. Elementy o takiej mikrostrukturze stosowane są wtedy, gdy wymagany jest 
wolnozmienny rozkład lokalnych makroskopowych charakterystyk materiało-
wych, por. książka pod redakcją Cz. Woźniaka, Michalaka i Jędrysiaka (2008). 
Tego rodzaju rozkład charakterystyk materiałowych może być uzyskany na po-
ziomie mikro w postaci wolnozmieniającej się mikrostruktury w sąsiednich ko-
mórkach. Mikrostruktura ta ma ogromne znaczenie w projektowaniu materiałów 
o funkcyjnej gradacji własności (ang. functionally graded materials, por. Suresh 
i Mortensen (1998)). W większości takich materiałów makroskopowe własności 
zmieniają się w sposób łagodny („wolny”) i gładki od własności jednej jedno-
rodnej części ciała do własności innej jednorodnej części, przy dużych różnicach 
między własnościami tych fragmentów. Ponieważ przejście to jest realizowane 
na poziomie mikro, potrzebna jest informacja o lokalnych makroskopowych 
charakterystykach ośrodka mikroniejednorodnego. 
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W tej książce nieperiodyczną mikrostrukturę rozpatrywanego ciała bę-
dziemy nazywać mikrostrukturą tolerancyjnie-periodyczną, co stanowi odnie-
sienie do wykorzystywanego dalej w modelowaniu matematycznym pojęcia 
tolerancji, które związane jest z dokładnością prowadzonych operacji bądź obli-
czeń, por. Zeeman (1965), Fichera (1992), Cz. Woźniak i Wierzbicki (2000). 

Rozpatrywane w książce laminaty, płyty i powłoki charakteryzują się za-
tem tolerancyjnie-periodyczną budową na poziomie mikro, natomiast w skali 
makro traktujemy je jak wykonane z pewnego materiału zastępczego, tzn.  
z pewnego rodzaju materiałów o funkcyjnej gradacji własności. Przykłady ta-
kich kompozytów pokazano na rys. 1.1-1.2. Wymienione wyżej obiekty można 
podzielić na: 

1) kompozyty i struktury o poprzecznej gradacji własności, rys. 1.1, które 
charakteryzują się tym, że każda jednorodna warstwa ma inną, ale stałą grubość; 
zatem ich własności efektywne (uśrednione) są wolnozmienne w kierunku pro-
stopadłym do warstw; 

2) kompozyty i struktury o podłużnej gradacji własności, rys. 1.2, które 
charakteryzują się tym, że każda jednorodna warstwa ma wolnozmienną gru-
bość; zatem ich własności uśrednione (efektywne) są wolnozmienne wzdłuż 
warstw. 

 
Rys. 1.1. Przykład mikroniejednorodnego kompozytu o funkcyjnej  

poprzecznej gradacji własności, por. Cz. Woźniak, Michalak, Jędrysiak (2008) 

Rozważania zostały ograniczone do zagadnień termomechanicznych la-
minatów, płyt i powłok o poprzecznej gradacji własności. Zakładamy, że 
wszystkie rozpatrywane procesy termiczne i mechaniczne będą opisane znanymi 
liniowymi równaniami termomechaniki. Przyjmujemy zatem znane analityczne  
i fizyczne podstawy analizy ciał mikroniejednorodnych w postaci jak dla ciał 
niejednorodnych bez mikrostruktury, tj.: 
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- liniową teorię przewodnictwa ciepła Fouriera, 
- liniową teorię sprężystości; 

a w przypadku mikroniejednorodnych płyt i powłok: 
- teorię płyt Kirchhoffa, 
- teorię powłok Kirchhoffa-Love’a. 

 
Rys. 1.2. Przykład mikroniejednorodnego kompozytu o funkcyjnej  

podłużnej gradacji własności, por. Cz. Woźniak, Michalak, Jędrysiak (2008) 

Za najważniejszą różnicę pomiędzy makro- i mikromechaniką uznaje się 
charakterystyki materiałowe ciał mikroniejednorodnych, które są silnie niecią-
głymi funkcjami na płaszczyznach kontaktu sąsiednich składników. Liczba 
płaszczyzn kontaktu jest więc bardzo duża. W związku z tym dla ciał mikronie-
jednorodnych współczynniki funkcyjne równań różniczkowych cząstkowych, 
tak przewodnictwa ciepła, jak również teorii sprężystości, są silnie oscylujące  
i nieciągłe. Z tego powodu podstawowe równania termomechaniki takich ciał 
nie stanowią dobrego matematycznego narzędzia do opisu szczególnych przy-
padków i proponowane są różne procedury matematyczne, które mają zastąpić te 
„niewygodne” równania równaniami o regularnych współczynnikach. Mają one 
umożliwić prostsze formułowanie problemów brzegowo-początkowych. Ponad-
to, rozwiązania tych równań powinny uwzględniać wpływ niektórych cech ich 
mikrostruktury. Otrzymane na takiej drodze nowe równania reprezentują tzw. 
model uśredniony ciała mikroniejednorodnego. W literaturze można znaleźć 
wiele różnych procedur, które prowadzą od mikro- do makromechaniki, czyli do 
różnych modeli uśrednionych ciał mikroniejednorodnych. 



1. Wstęp 10 

1.2. Przegląd wybranych metod modelowania 

Stosowane w wielu konstrukcjach elementy kompozytowe charakteryzują się 
zwykle budową mikroperiodyczną. W pewnych zastosowaniach, w których 
można je uważać za makrojednorodne, ich makroskopowe (uśrednione) własno-
ści są stałe. Modele makroskopowe tego typu kompozytów są opisane równa-
niami różniczkowymi cząstkowymi o stałych współczynnikach. W zastosowa-
niach coraz większą rolę pełnią jednak kompozyty, których uśrednione własno-
ści są określone gładkimi funkcjami współrzędnych przestrzennych. Kompozyty 
te stanowią zatem szczególny przypadek materiałów o funkcyjnej gradacji wła-
sności (por. Suresh i Mortensen (1998)). Celem modelowania takich kompozy-
tów jest, przy obecnym stanie badań, opisanie ich zachowania równaniami róż-
niczkowymi cząstkowymi o wolnozmiennych współczynnikach. 

Obiektem rozważań niniejszego opracowania są laminaty, płyty i powłoki 
o funkcyjnej poprzecznej gradacji własności. Większość technik ich modelowa-
nia stanowi rozwinięcie takich technik stosowanych dla struktur periodycznych. 
W związku z tym, w tym podrozdziale zostanie przedstawiony pewien, subiek-
tywny z punktu widzenia autora, przegląd metod wykorzystywanych w termo-
mechanice kompozytów i struktur o budowie mikroniejednorodnej, zarówno 
periodycznej, jak i nieperiodycznej. 

Omówienie technik modelowania, stosowanych w analizie zagadnień ter-
momechaniki dotyczących kompozytów i struktur zarówno periodycznych, jak 
również o funkcyjnej gradacji własności można znaleźć w książkach autorów: 
Bensoussan, Lions i Papanicolau (1978), Sanchez-Palencia (1980), Bakhvalov  
i Panasenko (1984), Jikov, Kozlov i Oleinik (1994), Hornung (1997), Suresh  
i Mortensen (1998), Lewiński i Telega (2000), Cz. Woźniak i Wierzbicki (2000), 
czy pod redakcją Cz. Woźniaka, Michalaka i Jędrysiaka (2008)  
lub Cz. Woźniaka (2010). 

Kryteria klasyfikacji metod modelowania, w tym także matematycznego, 
stosowanych dla materiałów i struktur mikroniejednorodnych mogą być różne. 
Na przykład ze względu na możliwość badania pewnych efektów związanych  
z mikroniejednorodnością można wyróżnić – metody, których równania 
uwzględniają wpływ wielkości mikroniejednorodności oraz metody opisane rów-
naniami bez tego efektu; natomiast ze względu na możliwość analizy różnych 



1.2. Przegląd wybranych metod modelowania 11 

ciał mikroniejednorodnych można wskazać – metody ogólne i metody specjalne. 
Metody ogólne mają szersze zastosowania w badaniu ciał mikroniejednorod-
nych, bez określania rodzaju mikroniejednorodności. Natomiast metody specjal-
ne dotyczą badania pewnych specjalnych rodzajów mikroniejednorodności bądź 
struktur mikroniejednorodnych i stosowane są tylko dla szczególnych postaci 
współczynników równań różniczkowych cząstkowych, które je opisują. 

Do specjalnych technik modelowania należy tzw. teoria sztywności efek-
tywnych, por. Hermann i Achenbach (1967). Wykorzystywana jest ona głównie 
w analizie zagadnień propagacji fal w periodycznych laminatach, periodycznie  
i kierunkowo zbrojonych kompozytach. Pozwala ona uwzględniać zjawisko 
dyspersji związane z mikrostrukturą tych kompozytów. Zastosowania tego po-
dejścia można znaleźć w pracach autorów: Achenbach, Delph, Hermann, Kaul, 
Sun (por. Literatura). 

Inną technikę modelowania proponuje tzw. teoria fal Floquet’a-Bloch’a, 
pozwalająca analizować zagadnienia propagacji fal o wyższych częstościach, 
związanych z periodyczną strukturą kompozytu, por. Stoker (1950), E.H. Lee 
(1972). Jej zastosowanie jest skomplikowane z obliczeniowego punktu widze-
nia. Stąd teoria ta została zastosowana jedynie do badania zjawisk dyspersyjnych 
stosunkowo prostych zagadnień dla jednowymiarowych kompozytów perio-
dycznych, np. laminatów. Wyniki takich rozważań pokazali w swoich pracach 
np.: Christensen, W. Kohn, Krumhansl, E.H. Lee (por. Literatura). 

Efekty dyspersyjne w kompozytach włóknistych, np. dodatkowe, „wyż-
sze” prędkości fal bądź częstości, analizowano w pracach teoretycznych i ekspe-
rymentalnych Taucherta i Guzelsu (1972), Lorda i Hay’a (1972), Bedforda,  
Sutherlanda i Lingle’a (1972), Tolfa (1983). Niestety, ze względu na dość skom-
plikowaną budowę tych kompozytów w porównaniach nie były wykorzystane 
dokładne relacje dyspersyjne. Jednakże takie porównanie mogło być wykonane 
dla laminatów, np. w pracy Robinsona i Leppelmeiera (1974). 

We wszystkich wymienionych wyżej metodach specjalnych możliwe jest 
opisywanie efektów dyspersyjnych, związanych z niejednorodnością rozpatry-
wanych obiektów. 

Należy także tu uwzględnić makromodelowanie układów dyskretnych, 
złożonych z wielu drobnych elementów. Do tej grupy należą np. periodyczne 
struktury siatkowe. Ich specyficzny charakter prowadzi do konieczności formu-
łowania różnych specyficznych modeli opisujących wybrane problemy dla tych 
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układów, w tym uśrednionych modeli ciągłych. Ciągłe modele gęstych i regu-
larnych struktur siatkowych były proponowane w serii prac Baczyńskiego,  
Barańskiego, Klemma, Koniecznego, Lewińskiego, Peły, Pustelnika,  
Wilmańskiego, Cz. Woźniaka, S. Zielińskiego, Żukowskiego (por. Literatura). 
Niektóre wyniki z tych prac zostały podsumowane w monografii Cz. Woźniaka 
(1970). 

Wymienimy także podejścia kombinowane, stosowane w analizie dwu-
wymiarowych periodycznych struktur komórkowych, które wykorzystują  
w istotny sposób cechę periodyczności i metodę elementów skończonych dla 
komórki podstawowej. Proponowało je wielu autorów, np.: dla rusztów belko-
wych – Langley, Bardell i Ruino (1997); dla siatek o sześciokątnych komórkach 
– Ruzzene, Scarpa i Soranna (2003). Zastosowania różnych modeli ciał siatko-
wych lub komórkowych prezentowali w swoich pracach np.: Horvay (1952), 
Noor i Nemeth (1980), Gibson, Ashby, Schajer i Robertson (1982). Zagadnienia 
dynamiczne struktur dyskretnych były także analizowane w ramach znanych 
technik uśredniania proponowanych dla ciągłych, mikroniejednorodnych kom-
pozytów i struktur. Należy tu wymienić metody o charakterze ogólnym takie, jak 
metody asymptotyczne teorii homogenizacji, por. Bakhvalov i Panasenko 
(1984), Jikov, Kozlov i Oleinik (1994). Równania uśrednione wyżej wymienio-
nych modeli pomijają niestety wpływ wielkości mikrostruktury na ogólne za-
chowanie rozpatrywanego układu. 

Wśród ogólnych metod modelowania należy wymienić homogenizację 
struktur periodycznych i lokalnie-periodycznych, homogenizację wyższego rzędu 
struktur periodycznych, technikę tolerancyjnego uśredniania. 

Najbardziej znane są sposoby uśredniania, w których stosuje się homoge-
nizację równań różniczkowych o silnie oscylujących, periodycznych, funkcyj-
nych współczynnikach. W tym podejściu analizuje się trudne z matematycznego 
punktu widzenia przejście graniczne z wymiarem komórki periodyczności do 
zera. Ta interesująca metoda ma szereg wad, z których najważniejszą z punktu 
widzenia zastosowań jest zacieranie pewnych ważnych cech fizycznych rozwa-
żanych struktur. W szczególności uwaga ta dotyczy eliminacji zjawiska dysper-
sji, bardzo ważnego w poprawnym opisie dynamiki struktur mikroperiodycz-
nych. Wady te są spowodowane faktem, że w otrzymanych w ten sposób uśred-
nionych równaniach pominięty zostaje wpływ wielkości mikrostruktury na ma-
krodynamikę opisywanego ciała periodycznego. Literatura omawiająca zastoso-
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wania tego podejścia jest bardzo obszerna. Obejmuje m.in. monografie takich 
autorów, jak: Bensoussan, Lions i Papanicolau (1978), Sanchez-Palencia (1980),  
Bakhvalov i Panasenko (1984), Jikov, Kozlov i Oleinik (1994), Hornung (1997), 
Lewiński i Telega (2000). Modele matematyczne różnych struktur mikroperio-
dycznych, w których wykorzystano homogenizację, przedstawili w swoich pra-
cach autorzy, np.: dla kompozytów o mikrobudowie heksagonalnej – Abd  
El-Sayed, Burgess, Jones; dla kompozytów periodycznie „pofałdowanych” – 
Kalamkarov, Kudryavtsev, Parton; dla przewodnictwa ciepła i/lub zjawisk dyfu-
zji – Gałka, Telega i Wojnar (1994), Furmański (1997); dla płyt periodycznych – 
Duvaut i Metellus (1976), Caillerie (1984), Kohn i Vogelius (1984), Lewiński 
(1991, 1992) oraz inni – Artola, Ciarlet, Destuynder, Kalamkarov, Telega; dla 
płyt pofałdowanych – Aganovic, Jurak, Marusic-Paloka, Tutek; dla periodycz-
nych powłok – Lutoborski (1985); dla zagadnień termosprężystości – Wojnar 
(1990); dla periodycznych struktur siatkowych – Cioranescu i Saint Paulin 
(1979, 1999). 

Innym ogólnym podejściem, które wykorzystuje się w modelowaniu za-
gadnień termomechanicznych kompozytów i struktur periodycznych, jest homo-
genizacja wyższego rzędu. W ramach tej techniki formułowane są matematyczne 
recepty dla przybliżeń drugiego i wyższych rzędów. Jednakże ze względu na 
trudności natury obliczeniowej rozpatrywane są przy jej użyciu raczej fizycznie 
proste przykłady na bardzo skomplikowanej matematycznej drodze, por. Fish  
i Wen Chen (2001). Należy podkreślić, że w ramach homogenizacji wyższego 
rzędu wydaje się być możliwy opis zjawiska dyspersji. 

Pewną odmianą homogenizacji jest homogenizacja realizowana przy wy-
korzystaniu pojęcia parametrów mikrolokalnych, por. Matysiak i Cz. Woźniak 
(1988). W tym podejściu niezwykle użyteczne w zastosowaniach równania mo-
delowe zawierają wprowadzone tu po raz pierwszy pewne dodatkowe niewia-
dome, zwane parametrami mikrolokalnymi. Ich wprowadzenie stanowi propozy-
cję całkowicie nowego opisu zjawisk cieplnych i mechanicznych. Tego rodzaju 
modele zaproponowano dla różnych problemów termomechanicznych w wielu 
pracach, np. Cz. Woźniaka (1986, 1987, 1989), Matysiaka i Cz. Woźniaka 
(1987, 1988), Kaczyńskiego i Matysiaka (1988), Matysiaka i Nagórkę (1989). 
Wśród zastosowań można wymienić takie, jak: problemy dynamiczne kompozy-
tów warstwowych analizowane przez Bielskiego, Matysiaka, Nagórkę; procesy 
termiczne i dyfuzyjne w laminatach – Ivanyk, Kaczyński, Kulchytsky-Zhyhailo, 
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Machyshyn, Matysiak, Mieszkowski, Nagórko, Pauk, Ukhanska, Wągrowska, 
Cz. Woźniak, Yevtushenko; problemy pękania w kompozytach warstwowych – 
Kaczyński, Kulchytsky-Zhyhailo, Matysiak; zagadnienia sprężystości w lamina-
tach – Kulchytsky-Zhyhailo, Perkowski, Matysiak, Wągrowska; modelowanie 
kompozytów piezoelektrycznych – Matysiak, Pauk, Yevtushenko; modelowanie 
płyt wielowarstwowych – Matysiak, Nagórko. Niektóre prace z tej tematyki 
zostały wymienione w spisie literatury, a także można je znaleźć w książkach 
pod redakcją Cz. Woźniaka, Michalaka i Jędrysiaka (2008) lub Cz. Woźniaka 
(2010). Przedstawione wyżej przykłady dotyczą modelowania kompozytów  
o jednokierunkowej periodyce, jak laminaty, wielowarstwowe płyty. Homogeni-
zacja przez parametry mikrolokalne nie jest jednak typową metodą szczególną; 
pewne rozszerzenie na struktury periodyczne nie tylko w jednym kierunku za-
proponowano np. w książce pod redakcją Cz. Woźniaka (2010). 

Z wyżej wymienionych ogólnych metod modelowania równania uśred-
nione homogenizacji i homogenizacji przez parametry mikrolokalne pomijają 
wpływ wielkości mikrostruktury. Efekt ten jest uwzględniany w homogenizacji 
wyższego rzędu. 

Struktury lokalnie-periodyczne (tu nazywane strukturami tolerancyjnie-
periodycznymi) mogą być często traktowane jak wykonane z materiałów o funk-
cyjnej gradacji własności (por. Suresh i Mortensen (1998)). W tego rodzaju cia-
łach nie można wskazać elementu reprezentatywnego (tj. komórki). Pomimo tej 
niedogodności, własności makroskopowe (uśrednione) tych ciał mogą być okre-
ślane przy wykorzystaniu technik uśredniania, zdefiniowanych w ramach  
wyidealizowanej geometrii. Tego rodzaju idealizacje są zwykle podobne do 
stosowanych dla kompozytów jednorodnych makroskopowo. 

Wśród tych technik należy wyróżnić techniki stanowiące uogólnienie pro-
cedury homogenizacji, por. Jikov, Kozlov i Oleinik (1994), w wyniku której 
otrzymuje się tzw. modele homogenizacyjne struktur lokalnie-periodycznych. 
Modele takie wykorzystywano w badaniu różnych zagadnień termomechanicz-
nych w materiałach o funkcyjnej gradacji własności, np. Miller i Lanutti (1993), 
Itoh, Takahashi i Takano (1996), Schmauder i Weber (2001). Podstawowe po-
dejścia stosowane w modelowaniu tego rodzaju kompozytów i struktur omówili 
m.in. Reiter, Dworak i Tvergaard (1997), Suresh i Mortensen (1998), gdzie 
można znaleźć obszerny spis literatury. Wśród innych metod używanych w ana-
lizie różnych zagadnień termosprężystości kompozytów i struktur o funkcyjnej 
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gradacji własności można wymienić: techniki oparte na metodzie Mori-Tanaki – 
np. Hirano, Teraki i Hamada (1990); tzw. metody konsystentne, stosowane  
w układach wieloskładnikowych – np. Benveniste, Dworak i Chen (1991); po-
dejścia wykorzystujące zasady modelowania mieszanin – np. Fukui, Takashima  
i Ponton (1994), Y.-D. Lee i Erdogan (1994/1995), Markworth i Saunders 
(1995); metoda elementów brzegowych – np. Goldberg i Hopkins (1995); zasto-
sowanie wielomianów w modelowaniu laminatów – np. Kantor, Smetankina  
i Shupikov (2001), lub funkcji Greena – Kim i Noda (2001, 2002); metody bez-
siatkowe – np. J. Sladek, V. Sladek i Zhang (2003); metody korzystające z trans-
formacji Laplace’a – np. Ootao i Tanigawa (2004, 2006); wykorzystanie metody 
kolokacji – np. Ferreira, Batra, Roque, Qian i Jorge (2006), Roque, Ferreira  
i Jorge (2007); metoda elementów skończonych – np. Santos, C.M. Mota Soares, 
C.A. Mota Soares i Reddy (2008), Sadowski, Ataya i Nakonieczny (2009). Pew-
ną alternatywną metodą modelowania materiałów o funkcyjnej gradacji własno-
ści, mających mikrostrukturę, jest tzw. teoria wyższego rzędu, która była omó-
wiona w serii prac Aboudi’ego, Arnolda i Pindery (por. Literatura). Podsumo-
wanie zastosowań tego podejścia można znaleźć w pracy Aboudi’ego, Pindery  
i Arnolda (1999), a jego przeformułowanie zaproponowali Bansal i Pindera 
(2003). Metoda ta została wykorzystana w niniejszym opracowaniu w niektó-
rych przykładach z przewodnictwa ciepła. 

W niniejszym opracowaniu wykorzystano nową metodę, zaproponowaną 
przez profesora Cz. Woźniaka i rozwijaną przez wielu autorów, nazywaną zwy-
kle techniką tolerancyjnego uśredniania lub tolerancyjnym modelowaniem. 
Można ją stosować w modelowaniu zarówno ciągłych, jak i dyskretnych mikro-
niejednorodnych kompozytów i struktur. W tej technice wykorzystuje się poję-
cia tolerancyjnego uśredniania funkcji i funkcjonałów kompozytowych oraz tzw. 
mikro-makro dekompozycję, które są omówione w rozdziale 2 tego opracowa-
nia. W podejściu tym wykorzystuje się koncepcję tolerancji, ściśle związanej  
z dokładnością prowadzonych obliczeń. W zagadnieniach niestacjonarnych ciał 
mikroniejednorodnych w ramach tej techniki otrzymuje się równania różnicz-
kowe, w których podstawowymi niewiadomymi są uśrednione pola termome-
chaniczne (np. uśredniona temperatura, uśrednione przemieszczenia) oraz do-
datkowe niewiadome, zwane amplitudami fluktuacji. Te podstawowe niewiado-
me pozwalają uwzględnić w trakcie analizy wpływ wielkości mikrostruktury na 
ogólne zachowanie kompozytu, por. książka Cz. Woźniaka i Wierzbickiego 
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(2000), a także monografie pod redakcją Cz. Woźniaka, Michalaka i Jędrysiaka 
(2008) oraz Cz. Woźniaka (2010). Warto podkreślić, że stosując tu pewną for-
malną procedurę, zacierającą wpływ mikrostruktury, można dokonać przejścia 
od modelu tolerancyjnego do modelu często nazywanego modelem asympto-
tycznym. Otrzymane na tej drodze równania mogą różnić się od równań modelu 
wyprowadzonego w ramach homogenizacji asymptotycznej jedynie postacią 
tzw. modułów efektywnych. Z tego powodu równania homogenizacji asympto-
tycznej są uznawane najczęściej za szczególny przypadek równań tolerancyj-
nych. Modele tolerancyjne dotyczące różnych zagadnień termomechanicznych 
różnych kompozytów lub struktur periodycznych były przedstawione w serii 
prac zamieszczonych w Literaturze. Można tu wymienić takie zagadnienia ter-
momechaniki, jak: przewodnictwo ciepła w kompozytach mikroperiodycznych – 
np. Cz. Woźniak, Baczyński i M. Woźniak (1996) oraz inni – Baczyński, Igna-
czak, Łaciński, Nagórko, Piwowarski, Siedlecka, Wierzbicki, Cz. Woźniak,  
M. Woźniak, J. Zieliński; zagadnienia termosprężystości – np. Cz. Woźniak  
i M. Woźniak (1995a), a także Wierzbicki, Cz. Woźniak, M. Woźniak (1997a), 
Baczyński (2003); problemy elastodynamiki – np. Dell'Isola, Rosa  
i Cz. Woźniak (1997, 1998) oraz inni – Jędrysiak, Juszczak, Łacińska,  
Mielczarek, Nagórko, Szymczyk, Wągrowska, Wierzbicki, Cz. Woźniak,  
M. Woźniak. Modelowanie tolerancyjne zastosowano także do analizy innych 
szczególnych problemów dotyczących kompozytów periodycznych, takich jak: 
zagadnienia mikropęknięć – np. praca Cz. Woźniaka i M. Woźniak (1994); sta-
teczność ciał mikroperiodycznych – np. Wierzbicki, Cz. Woźniak i M. Woźniak 
(1997b); zagadnienia kontaktu ciał o periodycznie pofałdowanych brzegach – 
np. Pauk (1997), Pauk i Cz. Woźniak (1999); przewodnictwo ciepła w kompo-
zycie wieloperiodycznym – Cz. Woźniak (2002); propagacja fal w wieloperio-
dycznym kompozycie zbrojonym włóknami – praca Jędrysiaka i Cz. Woźniaka 
(2006). Modele tolerancyjne zaproponowano także dla różnych struktur perio-
dycznych. Modele periodycznych belek dla założeń teorii Eulera-Bernoulli’ego, 
opisujące problemy dynamiczne oraz stateczności, otrzymano pierwszy raz  
w pracy Mazur-Śniady (1993), a następnie rozwijano w pracach – Mazur-
Śniady, Rystweja, Śniadego, Zielichowskiego-Habera. Podobne zagadnienia dla 
periodycznych płyt średniej grubości przy założeniach teorii Hencky’ego-
Bolle’a były rozpatrywane w pracy Barona i Cz. Woźniaka (1995), następnie 
przez Barona, Jędrysiaka, a pewne podsumowanie przedstawił Baron (2006b). 
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Model tolerancyjny cienkich płyt periodycznych, w ramach założeń teorii Kir-
chhoffa, zaproponowali Jędrysiak i Cz. Woźniak (1995). Model ten był wyko-
rzystany w analizie problemów dynamicznych i stateczności takich płyt  
w kolejnych pracach Barona, Jędrysiaka, Michalaka, a częściowego podsumo-
wania dokonał Jędrysiak (2001b). Problemy drgań cienkich płyt periodycznie 
użebrowanych analizowali Nagórko i Cz. Woźniak (2002, 2003), Nagórko 
(2010). Natomiast drgania jednorodnych płyt średniej grubości w ramach teorii 
Hencky’ego-Bolle’a badali Jędrysiak i Paś (2005, 2006) oraz Paś (2006). Mode-
le tolerancyjne, opisujące problemy dynamiczne oraz stateczności periodycz-
nych płyt pofałdowanych, zostały zaproponowane i wykorzystane w pracach 
Michalaka – np. Michalak, Cz. Woźniak i M. Woźniak (1996), a ich zastosowa-
nia podsumowano w pracy Michalaka (2001b). Modelowanie tolerancyjne cien-
kich powłok periodycznych przedstawiono najpierw w pracach Cz. Woźniaka 
(1999) i Tomczyk (1999), a następnie zastosowania pokazano w pracach  
Tomczyk (por. Literatura). Ciągłe modele tolerancyjne periodycznych struktur 
siatkowych lub komórkowych zaproponowano w pracy Cieleckiej (1995), a ich 
wykorzystanie przedstawiono w pracach Cieleckiej, Jędrysiaka, Wierzbickiego, 
Cz. Woźniaka, M. Woźniak. 

Przy okazji informacji o zastosowaniach modelowania tolerancyjnego  
w układach siatkowych i komórkowych warto wspomnieć o pewnym odmien-
nym podejściu związanym z tą techniką i uwzględniającym wpływ wielkości 
mikrostruktury, zaproponowanym w pracy Rychlewskiej, Szymczyk  
i Cz. Woźniaka (1999). Przedstawiony tam model uśredniony jest oparty na 
podziale simplicjalnym rozpatrywanej dyskretnej lub ciągłej struktury perio-
dycznej. Jego zastosowania pokazano także w pracach: Rychlewskiej,  
Szymczyk, Cz. Woźniaka, por. Literatura. 

W ostatnich latach modelowanie tolerancyjne zaadaptowano i rozszerzono 
na kompozyty i struktury o nieperiodycznej mikroniejednorodności, np. wyko-
nane z materiałów o funkcyjnej gradacji własności. Równania różniczkowe opi-
sujące zagadnienia termomechaniczne tego rodzaju ciał są równaniami o silnie 
oscylujących, nieciągłych, tolerancyjnie-periodycznych współczynnikach. Tech-
nika tolerancyjnego uśredniania pozwala zastąpić te równania równaniami 
uśrednionymi o wolnozmiennych współczynnikach. Pierwszy raz propozycję 
tolerancyjnej procedury modelowania dla tego rodzaju ciał pokazano w mono-
grafii Cz. Woźniaka i Wierzbickiego (2000). Modele tolerancyjne różnych kom-
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pozytów i struktur o funkcyjnej gradacji własności przedstawiono w kolejnych 
pracach. Zagadnienia przewodnictwa ciepła w kompozytach o tzw. podłużnej 
gradacji własności były analizowane przez – Michalaka i M. Woźniak (2006), 
Michalaka, Cz. Woźniaka i M. Woźniak (2007), Michalaka i Ostrowskiego 
(2007), Ostrowskiego (2009a, 2009b); natomiast w laminatach o tzw. poprzecz-
nej gradacji własności pokazano w pracach – Jędrysiaka i Radzikowskiej (2007, 
2008, 2010a, 2010b), Radzikowskiej i Jędrysiaka (2007, 2009), Radzikowskiej 
(2009/2010). Quasi-liniowe przewodnictwo ciepła w laminatach rozpatrywali 
Siedlecka, Wierzbicki i Cz. Woźniak (2010). Problemy elastodynamiki w cia-
łach o funkcyjnej gradacji własności badano w pracach: Jędrysiaka,  
Wierzbickiego i Cz. Woźniaka (2006), Rychlewskiej, Cz. Woźniaka  
i M. Woźniak (2006), Rychlewskiej (2006a, 2006b), Rychlewskiej  
i Cz. Woźniaka (2006a, 2006b, 2010), Szymczyk i Cz. Woźniaka (2006b).  
W serii prac zaproponowano i zastosowano modele tolerancyjne dla różnych 
struktur wykonanych z materiałów o funkcyjnej gradacji własności. Pierwszy 
raz problem drgań cienkich płyt tolerancyjnie-periodycznych (o poprzecznej 
gradacji własności) przedstawił Jędrysiak (2001b). Natomiast zagadnienia dy-
namiczne i stateczności rozpatrywano w pracach Jędrysiaka (2010), Jędrysiaka  
i Michalaka (2010). Płyty o podłużnej gradacji własności były modelowane 
przez Michalaka (2004, 2010), Wirowskiego (2007, 2008, 2009, 2010a, 2010b), 
Jędrysiaka i Michalaka (2010). Modelowanie płyt warstwowych o funkcyjnej 
gradacji własności przedstawili Jędrysiak, Rychlewska i Cz. Woźniak (2005),  
a tego rodzaju powłok – Cz. Woźniak, Rychlewska i Wierzbicki (2005). Nato-
miast cienkie powłoki małowyniosłe o funkcyjnej gradacji własności rozpatry-
wali Jędrysiak i Cz. Woźniak (2009, 2010), a powłoki szkieletowe o podobnej 
budowie – Michalak i Cz. Woźniak (2009, 2010). 

Wyniki otrzymane przy zastosowaniu modelowania tolerancyjnego zosta-
ły podsumowane w książce Cz. Woźniaka i Wierzbickiego (2000), a także  
w monografiach pod redakcją Cz. Woźniaka, Michalaka i Jędrysiaka (2008) oraz 
Cz. Woźniaka (2010). 

1.3. Cel i zakres opracowania 

Celem niniejszego opracowania jest przedstawienie, omówienie i zastosowanie 
techniki tolerancyjnego uśredniania do modelowania zagadnień termomecha-
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nicznych ciał tolerancyjnie-periodycznie mikroniejednorodnych, których wła-
sności w skali makro mają poprzeczną gradację, por. rys. 1.1 oraz 1.2. 

Część prezentowanych w tym opracowaniu rezultatów została przedsta-
wiona m.in. w pracach: Jędrysiaka, Wierzbickiego i Cz. Woźniaka (2006),  
Jędrysiaka i Radzikowskiej (2007, 2008, 2010a, 2010b), Radzikowskiej  
i Jędrysiaka (2007, 2009), Jędrysiaka i Cz. Woźniaka (2009, 2010),  
Radzikowskiej (2009/2010), Jędrysiaka (2010), Jędrysiaka i Michalaka (2010). 
Natomiast część wyników była uzyskana i zaprezentowana na konferencjach 
przez samego autora. 

Zawartość książki jest podzielona na siedem rozdziałów. Opracowanie 
zakończone jest indeksem pojęć, spisem literatury oraz streszczeniami w języku 
polskim i angielskim. We Wstępie omówiono pojęcia podstawowe, dokonano 
pewnego subiektywnego przeglądu literatury oraz wskazano cel i zakres opra-
cowania. W rozdziale 2 przedstawione są podstawy tolerancyjnego modelowa-
nia oraz modelowania asymptotycznego. Skorzystano przy tym z omówienia 
tych metod w książkach pod redakcją Cz. Woźniaka, Michalaka i Jędrysiaka 
(2008) oraz Cz. Woźniaka (2010). Omówiono tu podstawowe pojęcia obu spo-
sobów modelowania, przedstawiono podstawowe założenia oraz, w pewnym 
skrócie, zarys procedur modelowania w obu podejściach. Kolejne rozdziały po-
kazują zastosowania obu technik modelowania w różnych zagadnieniach ter-
momechanicznych laminatów, płyt i powłok o tolerancyjnie-periodycznej mi-
krostrukturze, a zatem o funkcyjnej gradacji własności w skali makro.  
W rozdziale 3 przedstawione jest przewodnictwo ciepła w laminatach. Wypro-
wadzono, korzystając z ogólnej procedury modelowania, równania różniczkowe 
modelu tolerancyjnego i asymptotycznego, opisujące problem przewodnictwa 
ciepła w takich laminatach. Następnie pokazano zastosowania tych modeli  
w przypadkach szczególnych, takich jak: stacjonarne przewodnictwo ciepła pro-
stopadle do warstw w laminatach o równomiernym lub nierównomiernym rozło-
żeniu warstw, niestacjonarne przewodnictwo ciepła w kierunku prostopadłym do 
warstw w laminatach o równomiernym rozłożeniu warstw, niestacjonarne prze-
wodnictwo ciepła w kierunku równoległym do warstw, dwukierunkowe (pła-
skie) stacjonarne przewodnictwo ciepła. Ponadto dla przypadków przewodnic-
twa w kierunku prostopadłym do warstw porównano otrzymane wyniki z wyni-
kami uzyskanymi w ramach teorii wyższego rzędu (por. Aboudi, Pindera  
i Arnold (1999)). Rozdział 4 dotyczy modelowania tolerancyjnego i asympto-
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tycznego zagadnień elastodynamiki laminatów. Otrzymano tu uśrednione rów-
nania modeli – tolerancyjnego i asymptotycznego, a następnie zastosowano je  
w analizie szczególnego zagadnienia drgań poprzecznych laminatu o nierówno-
miernym rozłożeniu warstw, spoczywającego na nieodkształcalnej bazie.  
W przykładzie tym pokazano, przy jakich dodatkowych założeniach oraz dla jak 
przyjętych rozkładów własności (dostosowanych do obciążeń jednej z krawędzi 
laminatu) podstawowe niewiadome obu modeli nie zależą od współrzędnej pa-
rametryzującej oś prostopadłą do warstw. W rozdziale 5 wyprowadzono nato-
miast równania modelu tolerancyjnego i asymptotycznego, opisujące problemy 
termosprężystości w rozpatrywanych laminatach. 

Kolejne dwa rozdziały dotyczą modelowania zagadnień dynamicznych 
struktur konstrukcyjnych o funkcyjnej gradacji własności. W rozdziale 6 omó-
wiono wyprowadzenie równań płyt cienkich tolerancyjnie-periodycznych we-
dług procedury tolerancyjnej i asymptotycznej. Następnie otrzymane równania 
wykorzystano w analizie drgań swobodnych pasma płytowego, stosując metodę 
Ritza do znalezienia formuł określających częstości tych drgań. Analizę prze-
prowadzono dla różnych warunków podparcia pasma płytowego oraz różnych 
funkcji, opisujących rozkład własności. Rozdział 7 zawiera wyprowadzenie 
równań różniczkowych cienkich powłok tolerancyjnie-periodycznych w ramach 
modelowania tolerancyjnego i asymptotycznego. 

Książkę kończą – indeks najważniejszych pojęć, spis literatury oraz 
streszczenia w języku polskim i angielskim. 

Przykłady oraz wyniki przedstawione w niniejszym opracowaniu pozwa-
lają zauważyć, że modelowanie tolerancyjne może być skutecznie stosowane  
w analizie różnorodnych zagadnień termomechanicznych w laminatach, płytach 
i powłokach mikroniejednorodnych o tolerancyjnie-periodycznej mikrostruktu-
rze, których własności w skali makro są opisane wolnozmiennymi funkcjami. 
Ponadto, ponieważ zaproponowane modele tolerancyjne uwzględniają wpływ 
wielkości mikrostruktury już w równaniach, stanowią ciekawą alternatywę dla 
innych metod w badaniu wielu problemów, w których ten efekt ma znaczącą 
rolę. 

Książka stanowi podsumowanie części badań przeprowadzonych  
w Katedrze Mechaniki Konstrukcji Politechniki Łódzkiej w ramach projektu 
badawczego nr N N506 398535, finansowanego przez Ministerstwo Nauki  
i Szkolnictwa Wyższego w latach 2008-2010. 
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Na zakończenie Wstępu autor pragnie złożyć podziękowania  
prof. zw. dr. hab. inż. Czesławowi Woźniakowi, który zainspirował autora do 
napisania tego opracowania, oraz dr. hab. inż. Bohdanowi Michalakowi,  
prof. PŁ, i dr. hab. Ewarystowi Wierzbickiemu, prof. SGGW, dyskusje z który-
mi pozwoliły na lepsze przedstawienie zagadnień rozpatrywanych w książce. 
Autor przekazuje również podziękowania swoim Kolegom i Współpracowni-
kom, którzy aktywnie uczestniczyli w pracach związanych z tematyką książki: 
dr. inż. Piotrowi Ostrowskiemu, dr Alinie Radzikowskiej, dr. inż. Arturowi  
Wirowskiemu. 

 



2. Podstawy modelowania 

W technice tolerancyjnego uśredniania, stosowanej w celu uśredniania równań 
różniczkowych cząstkowych, wykorzystywanych jest szereg pojęć, definicji oraz 
założeń, które zostały wprowadzone oraz obszernie wyjaśnione w monografiach: 
Cz. Woźniaka i Wierzbickiego (2000), pod redakcją Cz. Woźniaka, Michalaka  
i Jędrysiaka (2008) oraz pod redakcją Cz. Woźniaka (2010). Dla zapewnienia 
spójności rozważań zostaną one w tym rozdziale omówione i dostosowane do 
potrzeb tego opracowania. 

2.1. Pojęcia podstawowe 

2.1.1. Parametr tolerancji 

Niech X będzie niepustym zbiorem oraz ≈ relacją tolerancji w zbiorze X. Jest to 
dowolna relacja binarna, symetryczna, zwrotna i nieprzechodnia. Para (X,≈) jest 
zwykle nazywana przestrzenią tolerancji, por. Zeman (1965). W dalszym ciągu 
X będzie unormowaną przestrzenią liniową, natomiast relacja tolerancji ≈ dla 
pewnego parametru δ>0 będzie rozumiana jako: 

 δ≤−⇔≈∈∀ XX ||||),( 2121
2

21 xxxxxx . (2.1) 

Dodatnia stała δ jest nazywana parametrem tolerancji, por. książka  
Cz. Woźniaka i Wierzbickiego (2000) oraz książki pod redakcją: Cz. Woźniaka, 
Michalaka i Jędrysiaka (2008) oraz Cz. Woźniaka (2010). 

Wprowadzone przez Zeemana (1965) pojęcie relacji tolerancji można fi-
zycznie interpretować jako pewną relację „nierozróżnialności”. Jeśli elementy 
liniowej, unormowanej przestrzeni X reprezentują pewne obiekty fizyczne  
i relacja tolerancji jest zdefiniowana przez (2.1), to x1≈x2 oznacza, że obiekty x1, 
x2 można uważać za „nierozróżnialne” z obliczeniowego i/lub doświadczalnego 
punktu widzenia. Parametr tolerancji δ charakteryzuje więc pewną dokładność 
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obserwacji, pomiarów lub obliczeń dokonywanych na obiektach zbioru X  
w dowolnym rozpatrywanym zagadnieniu fizycznym, por. Fichera (1992). Wię-
cej szczegółów Czytelnik może znaleźć w wyżej wymienionych monografiach. 

2.1.2. Jednorodne i niejednorodne rozłożenie komórek 

Niech Ω będzie ograniczonym obszarem w Rm. Punkty obszaru Ω  
oznaczamy przez ),...,,( 21 mxxxx =  bądź ),...,,( 21 mzzzz = . Zbiór 

]2/,2/[]2/,2/[ 11 mm λλ−××λλ−≡ K , gdzie 0,...,1 >λλ m , będziemy nazywać 
komórką podstawową, a liczbę diam≡λ  – średnicą komórki  lub parame-
trem mikrostruktury. Załóżmy, że λ<<LΩ, gdzie LΩ jest minimalnym wymiarem 
charakterystycznym obszaru Ω. Z kolei zbiór +≡ xx)(  nazwiemy komórką 
o środku w punkcie mx R∈ . W tym miejscu podkreślmy, że przyjęcie przedzia-
łów otwartych lub domkniętych w definicji komórki podstawowej jest umowne  
i nie ma wpływu na wyniki dalszych rozważań. Zdefiniujmy także klaster  
w punkcie x jako sumę 2m komórek o wspólnych brzegach 

 )(
)(

z
xz

x
∈

∩Ω≡Ω U , Ω∈x . 

Jednorodnym rozłożeniem komórek przyporządkowanym obszarowi Ω nazywać 
będziemy rodzinę }),({),( Ω∈≡Ω xx . 

Niech obszar Ω będzie opisywany przez ortogonalne współrzędne 
Ω∈= ˆ)ˆ,...,ˆ(ˆ 1 mxxx  ( Ω̂  to pewien obszar ograniczony w mR ). Tym samym znane 

jest gładkie odwzorowanie Φ zbioru Ω na zbiór Ω̂ . Dla każdego Ω∈ ˆx̂   
i pewnych dodatnich stałych λi, i=1,…,m, oznaczmy 

]2/ˆ,2/ˆ[]2/ˆ,2/ˆ[)ˆ(ˆ 1111 mmmm xxxxx λ+λ−××λ+λ−≡ K . W tym przypadku dla 
każdego Ω∈Φ=Ω∈ − ˆˆ),ˆ(, 1 xxxx , komórkę )(x  można zdefiniować jako 

))ˆ(ˆ()( 1 xx −Φ≡ . Oznaczając diamsup≡λ , Ω∈x , załóżmy, że λ<<LΩ. Przy 
spełnieniu tego warunku rodzinę komórek }),({),( Ω∈≡Ω xx  nazwiemy nie-
jednorodnym rozłożeniem komórek przypisanym obszarowi Ω. W tym przypad-
ku parametr λ będziemy nazywać parametrem mikrostruktury. 

2.1.3. Funkcje tolerancyjnie-periodyczne, wolnozmienne, silnie 
oscylujące 

Niech α≥0 będzie ustaloną liczbą całkowitą nieujemną. Oznaczmy przez ∂if 
gradient rzędu i funkcji f=f(x), x∈Ω, i=0,1,…,α; przyjmujemy ∂0f≡f dla α=0. 
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Parametr α będzie w dalszym ciągu przyjmowany niezależnie w każdym rozwa-
żanym problemie i będzie dotyczyć zakresu zmienności wykładnika rozważanej 
przestrzeni Sobolewa Hi(Ω), i=0,1,…,α. Przestrzeń −periodycznych funkcji, 
całkowalnych z kwadratem i zdefiniowanych w mR  oznaczmy przez H0( ). 
Wprowadźmy ponadto funkcję ),(~ )( ⋅⋅if , i=0,1,…,α, zdefiniowaną w obszarze 

mR×Ω . W celu ułatwienia rozważań załóżmy, że powyższe oznaczenia obo-
wiązują zarówno w przypadku funkcji skalarnych, jak i wektorowych. 

Definicja 1 

Funkcję f∈Hα(Ω) nazwiemy funkcją tolerancyjnie-periodyczną (TP) 
(względem komórki  oraz parametru tolerancji δ), ),(Ω∈ α

δTPf , gdy dla 
i=0,1,…,α są spełnione następujące warunki: 

(i) )||),(~)(|(||))(),(~()( )(
)(0)(

0 δ≤⋅−⋅∂∈⋅∃Ω∈∀ ΩΩ xx H
iii xffHxfx , 

(ii) ( )∫
⋅

Ω∈⋅
)(

0 )(),(~ Cdzzf i . 

Funkcję ),(~ )( ⋅xf i  będziemy nazywać periodycznym przybliżeniem gradientu ∂if  
w α=Ω∈ ,,1,0,),( Kixx . 
Należy podkreślić, że dla danej komórki  każda funkcja stała jest elementem 
przestrzeni H0( ). 

Można wykazać, że funkcje tolerancyjnie-periodyczne mają następujące 
własności: 

1) )(
0

0
α

>δ

α
δ

α =≡ HTPTP I , 

2) U
0

)(
≥δ

αα
δ

α Ω=≡ HTPTP , 

3) )()()( ||
α
δν

α
δ ∈ν∈∀∈ν∀ TPfTPfR , 

4) )()0,(
112121

α
δ+δ

α
δ

α
δ ⊂⊕≥δδ∀ TPTPTP , 

5) )()0( 0
α
δ

αα
δ =⊕≥δ∀ TPTPTP , 

gdzie przyjęto 0),(),( ≥δΩ⊂Ω≡ αα
δ

α
δ HTPTP , por. książka pod redakcją  

Cz. Woźniaka (2010). 
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Definicja 2 

Funkcję u∈Hα(Ω) nazwiemy funkcją wolnozmienną (SV – z ang. slowly 
varying) (względem komórki  oraz parametru tolerancji δ), ),(Ω∈ α

δSVu , 
gdy: 

(i) ),(Ω∈ α
δTPu , 

(ii) ),,1,0),(|),(~()( )(
)( α=∂=⋅Ω∈∀ Kixuxux i

x
i . 

Należy podkreślić, że periodyczne przybliżenie )(~ iu  pochodnej )(⋅∂ ui  w )(x  
jest pewną funkcją stałą dla każdego x∈Ω. Można również zauważyć, że jeśli 

),(Ω∈ α
δSVu , to ),...,1,0  ,||)()((||)( ))((0 α=δ≤∂−⋅∂Ω∈∀ ixuux xH

ii , por. książka 
pod redakcją Cz. Woźniaka (2010). 

Definicja 3 

Funkcję h∈Hα(Ω) nazwiemy funkcją silnie oscylującą (HO – z ang.  
highly oscillating) (względem komórki  oraz parametru tolerancji δ), 

),(Ω∈ α
δHOh , gdy: 

(i) ),(Ω∈ α
δTPh , 

(ii) ),,1,0),(~|),(~()( )(
)( α=∂=⋅Ω∈∀ Kixhxhx i

x
i . 

(iii) )),(),(( Ω∈≡Ω∈∀ α
δ

α
δ TPhufSVu    

  ),,1,0,|)(~)(|),(~( )()(
)( α=∂=⋅ Kixhxuxf x

i
x

i . 

Dla α=0 )0(~~ ff ≡ . 
Należy zauważyć, że zarówno funkcja wolnozmienna, jak i funkcja silnie oscy-
lująca są szczególnymi przypadkami funkcji tolerancyjnie periodycznych. 

2.1.4. Uwagi 

Podkreślmy, że przy każdym wykorzystaniu przytoczonych powyżej pojęć po-
winny być stosowane poniższe ograniczenia, por. książka pod redakcją  
Cz. Woźniaka (2010). 

• Parametr tolerancji δ jest w każdym rozpatrywanym zagadnieniu do-
wolny, ale ustalony. Nie jest on dany a priori, może natomiast być określony 
a posteriori, po wyznaczeniu rozwiązania danego zagadnienia brzegowo-
początkowego. 
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• Niech Ξ będzie regularnym obszarem w mn−R  dla n≥m, takim, że 
Ξ×Ω  i Ω są dziedzinami funkcji występujących w rozpatrywanych zagadnie-

niach. Wprowadźmy funkcje u(·), vA(·) zdefiniowane na Ξ×Ω  oraz hA(·) zdefi-
niowaną na Ω, A=1,…,N. Warunki Ξ∈ξΩ∈ξ⋅ξ⋅ α

δ ),,(),(),,( SVvu A , 
),()( Ω∈⋅ α

δHOhA  takie, że wyrażenie w=u+hAvA jest ograniczone przez warunek 
Ξ∈ξΩ∈ξ⋅ α

δ ),,(),( TPw , są konieczne lecz niewystarczające na to, by w było 
akceptowalnym rozwiązaniem każdego rozważanego problemu. 

• Przybliżenia periodyczne pochodnych funkcji w winny być przyjęte  
w postaci: 

 ,),(),,(),(~),(),(~),(),,(~ )( Ξ∈ξ∈ξ∇+ξ∂+ξ∇=ξ xzxvzxhxvzxhxuzxw AiAAAiii  

dla każdego x∈Ω, i=0,1,…,α, gdzie ∂≡∂/∂z, )(),,(~ xzzxh A ∈ , jest przy-
bliżeniem periodycznym funkcji hA(·) w )(x . 

2.2. Założenia modelowania 

Uśrednianie równań różniczkowych cząstkowych, opisujących różne zagadnie-
nia termomechaniki kompozytów, oraz odpowiadających im funkcjonałów może 
być przeprowadzone przy zastosowaniu podejść asymptotycznych, np.  
Bensoussan, Lions i Papanicolau (1978), Jikov, Kozlov i Oleinik (1994). Ponie-
waż w tych procedurach korzysta się z przejścia granicznego z wymiarem mi-
krostruktury do zera, otrzymane uśrednione funkcjonały lub równania nie opisu-
ją zjawisk związanych z wpływem wielkości mikrostruktury. Z tego powodu  
w kolejnych rozdziałach zostanie przytoczony odmienny sposób postępowania, 
wykorzystujący pojęcia wprowadzone w poprzednim podrozdziale, tj. funkcję 
tolerancyjnie-periodyczną, funkcję wolnozmienną, funkcję silnie oscylującą, 
oraz dodatkowe założenia, które zostaną poniżej sformułowane, por. książka pod 
redakcją Cz. Woźniaka (2010). Ta technika modelowania jest nazywana tole-
rancyjnym uśrednianiem lub modelowaniem tolerancyjnym. 

2.2.1. Wybór sposobu uśredniania 

Wprowadźmy funkcję ),()( Ω∈⋅ α
δTPf . 

Uśrednieniem funkcji tolerancyjno-periodycznej f≡∂0f oraz jej pochodnych 
∂if, i=1,2,…α, będziemy nazywać funkcję <∂if>(x), Ω∈x , zdefiniowaną jako: 
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 .,,1,0,),(~)(
)(

||
1 α=≡>∂< ∫ Kidzzxfxf

x

ii  (2.2) 

Stąd, jeśli ),(Ω∈ α
δHOh  i ),(Ω∈ α

δSVv , to otrzymujemy: 

 ,),(~)(
)(

||
1 ∫∂≡>∂<

x

ii dzzxhxh  

 ),()()(
)(

||
1 xvdzxvxv i

x

ii ∂=∂≡>∂< ∫  

 ),(),(~)()(
)(

||
1 xvdzzxhxhv

x

ii ∫∂≡>∂<  

dla x∈Ω, i=0,1,…α. Można zauważyć, że w przypadku periodycznej funkcji f 
funkcja f~  nie zależy od współrzędnej x, zatem uśrednienie <f> jest stałe. 

Wprowadźmy funkcję złożoną ))(,( xgzf i∂ , i=0,1,…α, zdefiniowaną  
w obszarze Ω, spełniającą warunki: ),(),( 0 Ω∈∂⋅ δHOgf i , ),()( Ω∈⋅ α

δTPg . To-
lerancyjne uśrednianie takiej funkcji definiujemy następująco: 

 .~~,,)),(~,,(~)())(,( )0(

)(

)(
||

1 ffxdzzxgzxfxgf
x

ii ≡Ω∈≡>⋅∂⋅< ∫  (2.3) 

Rozpatrzmy teraz uśrednianie szczególnych przypadków funkcji toleran-
cyjnie-periodycznych, tj. funkcji wolnozmiennej i funkcji silnie oscylującej. 

Rozpatrzmy funkcję ),(Ω∈ α
δHOf . Wprowadzamy ortonormalną bazę 

wektorową (e1,…,em) w Rm. Oznaczmy zbiór liczb całkowitych przez I oraz 
wprowadźmy siatkę Λ w Rm, przyjmując },...,,...{ 1111 I∈λ++λ≡Λ mmmm iieiei . 
Ponadto niech Ω0 będzie pewnym podzbiorem w Ω∩Λ . 

Tolerancyjne uśrednianie funkcji ),(Ω∈ α
δHOf  oraz jej pochodnych ∂if, 

i=1,2,…α, zdefiniujemy w postaci: 

 .,,,1,0,)()( 0
)(

||
1

0 Ω∈α=∂≡>∂< ∫ xidzzfxf
x

ii K  

Ponadto przez ,,,,1,0),( Ω∈α=>∂< xixf E
i K  oznaczamy gładkie ekstrapolacje 

funkcji ,,,,1,0),( 00 Ω∈α=>∂< xixfi K  na obszarze Ω. 
Podkreślmy (por. monografia pod redakcją Cz. Woźniaka (2010)), że dla każdej 
funkcji silnie oscylującej ),(Ω∈ α

δHOf  istnieją periodyczne przybliżenia jej 
pochodnych )(,),,(~ )( xzxzxf i ∈Ω∈  oraz podzbiór Ω0 zbioru Ω takie, że: 

(i) ),()( xfxf i
E

i >∂=<>∂<  
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(ii) ),()( Ω∈⋅>∂< α
δSVfi . 

Powyższy tok postępowania pozwala tolerancyjnie uśrednić funkcję 
),(Ω∈ α

δHOf  bez określania funkcji periodycznych ),(~ ⋅xf  dla każdego Ω∈x . 

2.2.2. Założenie mikro-makro dekompozycji 

W rozpatrywanych w tym opracowaniu zagadnieniach wartość α jest w każdym 
przypadku podana i jest liczbą całkowitą dodatnią. Natomiast w tym rozdziale 
przyjmiemy α≥1. 

Niech Ξ×Ω  stanowi obszar ograniczony w Rn taką, że mR⊂Ω  oraz 
mn−⊂Ξ R  pod warunkiem, że n>m. Punkty zbioru Ω oznaczmy przez 

),,,( 21 mxxxx K=  lub ),,,( 21 mzzzz K= , a punkty z Ξ przez ),,,( 21 mn−ξξξ=ξ K . 
W przypadku gdy n=m, wówczas symbole Ξ oraz ξ są pomijane. Wprowadźmy 
operatory różniczkowania ),( ξ≡∂ zfgradf z , ),( ξ≡∇ ξ zfgrad  dla gładkiej 
funkcji f zdefiniowanej na Ξ×Ω , dla n>m, takie, że fff ∇+∂≡∇ . W przypad-
ku n=m symbol ∇  jest pomijany oraz ∇f=∂f. 

Dalej będziemy stosować oznaczenie ),(),( Ω∈ξ⋅ α
δTPf  pod warunkiem, 

że dla każdego x∈Ω istnieje periodyczne przybliżenie ),,(~ )( ξzxf i  pochodnych 
)(),,()( xzzfi ∈ξ∇ . Jeśli f jest funkcją złożoną postaci )),(,( ξ∇= zgzff i , 

i=0,1,…,α, z∈Ω, ξ∈Ξ, taką, że ),(),( 0 Ω∈∇⋅ δTPgf i , ),(),( Ω∈ξ⋅ α
δTPg , ξ∈Ξ, 

to w miejsce wzoru (2.3) otrzymujemy: 

 .,,)),,(~,,(~)()),(,(
)(

)(
||

1 Ξ∈ξΩ∈ξ≡>ξ⋅∇⋅< ∫ xdzzxgzxfxgf
x

ii  (2.4) 

Wprowadzamy teraz funkcję )(1 Ξ×Ω∈Hw , w=w(z,ξ), z∈Ω, ξ∈Ξ, oraz 
funkcjonał postaci: 

 ,)),(),,(,())(( ∫∫
ΩΞ

ξξξ∇=⋅ dzdzwzwzw LD  

gdzie ),(),,( 0 Ω∈∇⋅ δHOwwL . Oznacza to, że istnieje periodyczne przybliżenie 
),,,(~~ wwzx ∇=LL , )(xz∈ , funkcjonału ),,( wwz ∇L . 

Oznaczmy przez },,1),,()({ 1 NAHOhh A K=Ω∈⋅= δ  układ N liniowo-
niezależnych funkcji, przyjmowanych a priori w każdym rozpatrywanym za-
gadnieniu. Załóżmy, że dla dowolnego Ω∈x  spełniony jest warunek 
<ρhA>(x)=0 dla pewnej danej, dodatnio określonej funkcji ),(0 Ω∈ρ δTP . Przy 
czym, w szczególnych przypadkach <hA>(x)=0, A=1,…,N. 
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Podstawowym założeniem techniki tolerancyjnego uśredniania jest zało-
żenie zwane mikro-makro dekompozycją, zgodnie z którym przyjmujemy, że 
pole w będące argumentem funkcjonału L można przedstawić w postaci: 

 ),,()(),(),(),( ξ+ξ=ξ=ξ zvzhzuzwzw A
A

h  (2.5) 

gdzie obowiązuje konwencja sumacyjna dla wskaźników A=1,…,N; 
),(),(),,( 1 Ω∈ξ⋅ξ⋅ δSVvu A , ),(),(),,( 0 Ω∈ξ⋅∇ξ⋅∇ δSVvu A  oraz ),(),( 1 Ω∈ξ⋅ δTPw  

dla każdego ξ∈Ξ. 
Funkcje u oraz vA, A=1,…,N, są nazywane, odpowiednio, uśrednioną 

(makro-) zmienną oraz amplitudami fluktuacji. Przyjmowane a priori funkcje hA, 
A=1,…,N, to tzw. fluktuacyjne funkcje kształtu (FS; ang. – fluctuation shape 
functions), które możemy oznaczać ),()( Ω∈⋅ α

δFShA  (tu: α≥1).  

2.3. Zarys metody modelowania tolerancyjnego 

2.3.1. Tolerancyjne uśrednianie funkcjonałów 

W celu przytoczenia pojęcia tolerancyjnego uśrednienia funkcjonału Lagrange‘a 
wprowadźmy funkcje ),(~ ⋅xh A , ),(~ ⋅∂ xh A  będące, odpowiednio, periodycznymi 
przybliżeniami funkcji )(⋅Ah , )(⋅∂ Ah  w )(x , Ω∈x . Zauważmy, że periodycz-
ne przybliżenia funkcji ),( ξ⋅hw  oraz jej pochodnej ),( ξ⋅∇ hw  w )(x , dla każde-
go Ω∈x , mają postać: 

 
),,(),(~),(),(~),(),,(~

),,(),(~),(),,(
)1(

)0(

ξ∇+ξ∂+ξ∇=ξ
ξ+ξ=ξ

xvzxhxvzxhxuzxw
xvzxhxuzxw

A
A

A
A

h

A
A

h  (2.6) 

prawie dla każdego )(xz∈  i dla każdego ξ∈Ξ. 
Niech w=wh oraz ),,( hhh wwz ∇≡LL . Załóżmy jednocześnie, że 

),(),,( 0 Ω∈∇⋅ δHOww hhhL . Istnieje zatem periodyczne przybliżenie tego funk-
cjonału w każdym )(x , oznaczone przez ),,,(~ )0(

hhh wwzx ∇L , )(xz∈ . 
Uwzględniając relacje (2.6), otrzymujemy periodyczne przybliżenie funkcji 
złożonej ),,( hhh wwz ∇L  w postaci )),,(~),,,(~,,(~~ )0()1()0( ξξ= zxwzxwzx hhhh LL . Toleran-
cyjne uśrednienie funkcjonału hL  przy wykorzystaniu mikro-makro dekompo-
zycji (2.5) jest określone przez: 

 ( ) ( ) .)),,(~),,,(~,,(~),,,,(
)(

01
||

1 ∫ ξξ≡∇∇><
x

hhhAAh dzzxwzxwzxvuvux LL  (2.7) 
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Funkcjonał 

 ,),,,,())(),(( ∫∫
ΩΞ

ξ∇∇><=⋅⋅ dxdvuvuxvu AAhAh LD  (2.8) 

z >< hL  zdefiniowanym wzorem (2.7), nazywamy tolerancyjnym uśrednieniem 
funkcjonału ))(( ⋅wD . 

2.3.2. Rozszerzona zasada stacjonarności działania 

Równania różniczkowe cząstkowe, opisujące różne zagadnienia termomechani-
ki, wyprowadzone z zasady stacjonarności działania w postaci klasycznej, mogą 
zawierać jedynie pochodne parzystego rzędu względem wszystkich argumentów 
nieznanych funkcji. W celu uniknięcia tej wady w monografii pod redakcją  
Cz. Woźniaka (2010) zaproponowano pewną modyfikację tej zasady, nazwaną 
rozszerzoną zasadą stacjonarności działania. Modyfikacja ta zostanie teraz 
przytoczona. 

Ograniczymy rozważania do funkcji Lagrange’a zależnych jedynie od 
pierwszych pochodnych niewiadomych pól. W tym przypadku funkcjonał dzia-
łania ))(( ⋅wD  będzie przyjęty, dla danego p, w postaci: 

 ,)),(),,(),,(,())(),(( ∫∫
ΩΞ

ξξξξ∇=⋅⋅ dzdzpzwzwzpw LD  (2.9) 

gdzie Ξ∈ξΩ∈ξ⋅Ω∈ξ⋅Ω∈∇⋅ δδδ ),,(),(),,(),(),,(),,,( 010 TOpTOwHOpwwL . 
Funkcje ww,∇  są więc argumentami funkcji Lagrange’a L(·), natomiast p(·) 
jest parametrem. Zapiszmy znane równanie Eulera-Lagrange’a w postaci 

 0=
∂
∂−

∂∇
∂⋅∇

ww
LL  (2.10) 

i załóżmy, że jest ono spełnione w obszarze Ω×Ξ. Ponadto założymy jedynie 
ciągłość pochodnej w∂∇∂ /L . Wtedy )/( w∂∇∂⋅∇ L  jest dywergencją w słabej 
postaci. 

Załóżmy też, że funkcja p jest określona następującą zależnością 

 )),,(),,(,(),( ξξ∇=ξ zwzwzrzp  (2.11) 

ze znaną, w każdym rozpatrywanym zagadnieniu, funkcją 
),(),,,( 0 Ω∈∇ξ⋅ δTOwwr . Równanie (2.11) będzie interpretowane jako równanie 

konstytutywne dla funkcji p. 
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Rozszerzoną zasadą stacjonarności działania nazywamy przejście od 
funkcjonału działania (2.9) do równania Eulera-Lagrange’a (2.10), w którym 
funkcja p, zdefiniowana związkiem konstytutywnym (2.11), nie podlega waria-
cji, otrzymane jako warunek konieczny istnienia ekstremum opisanego wyżej 
funkcjonału Lagrange’a. Rozszerzona zasada stacjonarności działania stanowi 
pewne analityczne narzędzie, służące do wyprowadzania równań, m.in. takich, 
których nie można otrzymać z zasady stacjonarności działania w znanej postaci. 
Podstawiając prawą stronę wzoru (2.11) do funkcji Lagrange’a ),,,( pww∇⋅L   
w równaniu (2.10), dostajemy równania, które nie wynikają z zasady stacjonar-
ności działania zastosowanej do funkcjonału (2.9). 

Pomimo ograniczenia rozważań do przypadków, w których funkcje L(·) 
oraz p(·) zależą tylko od pochodnych pierwszego rzędu funkcji w, otrzymane 
tutaj wyniki można stosunkowo łatwo uogólnić na przypadki z funkcjami L(·), 
p(·) zależnymi od pochodnych w wyższego rzędu. 

2.3.3. Modelowanie tolerancyjne równań Eulera-Lagrange’a 

W podrozdziale tym pokazana zostanie procedura postępowania mająca na celu 
tolerancyjne uśrednianie równań Eulera-Lagrange’a. Załóżmy funkcjonał dzia-
łania D w postaci (2.9), funkcję Lagrange’a ),(),,,( 0 Ω∈∇⋅ δHOpwwL  oraz 
funkcję ),(),( 0 Ω∈ξ⋅ δHOp , określoną równaniem konstytutywnym (2.11). Ko-
rzystamy zatem z równania Eulera-Lagrange’a (2.10). 

Procedurę tolerancyjnego modelowania w przypadku równania (2.10) 
można przeprowadzić w dwóch etapach: 

• w pierwszym etapie uśrednia się tolerancyjnie funkcjonał działania 
(2.9), biorąc pod uwagę funkcjonał (2.8) oraz mikro-makro dekompozycję (2.5); 
w tym etapie funkcję p traktuje się jak parametr; 

• w drugim etapie wykorzystuje się rozszerzoną zasadę stacjonarności 
działania, otrzymując z funkcjonałów (2.8) i (2.9) uśredniony funkcjonał 

 ,)),,,,,(())(),(),(( ∫∫
ΩΞ

ξ∇∇><=⋅⋅⋅ dxdpvuvuxpvu AAhAh LD  (2.12) 

z uśrednioną funkcją Lagrange’a określoną wzorem 
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 ∫ ξξξ+ξ
ξ∇+ξ∂+ξ∇=

=∇∇><

)(
||

1
,)),,(~),(~),,,(~),,(),(~),(

),,(),(~),(),(~),(,,(~
),,,,(

x
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A
A

A
A

A
A

AAh

dzzxpzxhzxpxvzxhxu
xvzxhxvzxhxuzx

vuvux
L

L
 (2.13) 

dla każdego ξ∈Ξ. Biorąc pod uwagę rozszerzoną zasadę stacjonarności działania 
załóżmy, że funkcja p jest określona przez równanie konstytutywne (2.11). 
Wówczas uśrednione równania konstytutywne mają postać:  

 
∫

∫
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ξ≡><
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||

1
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||
1

.),,(~),(~)(

,),,(~)(

x

AA
x

dzzxpzxhxph

dzzxpxp
 (2.14) 

Oznaczając: 
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równania konstytutywne (2.14) możemy zapisać w postaci: 

 ).,,,,()(
),,,,,()(

AA
A

h
A

AAh
vuvuxrxph

vuvuxrxp
∇∇≡><

∇∇≡><  (2.15) 

Korzystając z zasady stacjonarności działania do funkcjonału Dh, otrzy-
mujemy następujący układ równań Eulera-Lagrange’a: 

 
.,...,1,0

,0

NA
vv

uu

A

h

A

h

hh

==
∂

><∂−
∇∂

><∂⋅∇

=
∂

><∂−
∂∇

><∂⋅∇

LL

LL

 (2.16) 

Po podstawieniu prawych stron równań (2.13) i (2.15) do (2.16) otrzymujemy 
końcowy układ równań dla podstawowych niewiadomych u=u(x,ξ), vA=vA(x,ξ), 
A=1,…,N. Równania (2.16) są równaniami modelu tolerancyjnego, przy założe-
niu mikro-makro dekompozycji (2.5). 

Rozwiązania równań (2.16) mają fizyczne znaczenie w danym zagadnie-
niu wtedy, gdy mikro-makro dekompozycja (2.5) może stanowić odpowiednie 
przybliżenie funkcji w(·), opisującej zachowanie ciała mikroniejednorodnego.  
Z taką sytuacją można spotkać się w wielu zagadnieniach termomechaniki kom-
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pozytów i konstrukcji, por. książka pod redakcją Cz. Woźniaka (2010). Ponadto, 
parametr tolerancji δ w definicji funkcji u(·,ξ), vA(·,ξ), ξ∈Ξ, musi być dosta-
tecznie mały. Niestety, wymóg ten może być sprawdzony tylko a posteriori, tj. 
po wyznaczeniu postaci funkcji u(·,ξ), vA(·,ξ). 

2.4. Zarys metody modelowania asymptotycznego 

2.4.1. Asymptotyczne uśrednianie funkcjonałów 

Niech ),()( 0 Ω∈⋅ δHOf . Wtedy dla każdego Ω∈x  istnieje funkcja 
)(),,(~ xzzxf ∈ , będąca periodycznym przybliżeniem funkcji silnie oscylującej 

f(·) w Ω∩)(x . 
W podejściu asymptotycznym wprowadzamy do rozważań  

parametr ε=1/n, n=1,2,…, w następujący sposób. Niech 
]2/,2/[]2/,2/[ 11 mm ελελ−××ελελ−≡ε K , wtedy εε +≡ xx)(  nazwiemy 

ε-komórką o środku w Ω∈x . Przyjmijmy też, że funkcja )(),(~ 1Hxf ∈⋅  dla 
dowolnego Ω∈x . Zdefiniujmy rodzinę funkcji )()(),(~ 11 HHxf ⊂∈⋅ εε  jako 

)/,(~),(~ ε≡ε zxfzxf , Ω∈∈ xxz ),( . 
Rozważmy dla )(1 Ξ×Ω∈Cw  funkcję Lagrange’a 

),(),,( 0 Ω∈∇⋅= δHOwwLL . Ponieważ L jest silnie oscylującą funkcją w Ω, to 
dla każdego Ω∈x  istnieje )(x −periodyczne przybliżenie ),,,(~ wwx ∇⋅L  funkcji 
Lagrange’a L w )(x . 

Niech ),()( 1 Ω∈⋅ δHOhA , A=1,…,N, będzie układem liniowo-
niezależnych, silnie oscylujących funkcji. Dla każdego Ω∈x  istnieją więc 
przybliżenia periodyczne ),(~ ⋅xh A . Wprowadźmy również rodzinę funkcji 

 )(),/,(~),(~ xzzxhzxh AA
εε ∈ε≡ . (2.17) 

Podstawowym założeniem przedstawionej tu procedury asymptotycznej 
jest zastąpienie mikro-makro dekompozycji (2.5) przez: 

 ,),(),,(),(~),(),,( Ξ∈ξ∈ξε+ξ=ξ εεε xzzvzxhzuzxw A
A  (2.18) 

(obowiązuje konwencja sumacyjna względem wskaźników A=1,…,N). Przyjmu-
jemy, że funkcje u, vA są ciągłymi, ograniczonymi funkcjami w Ω  wraz ze swo-
imi pierwszymi pochodnymi. Wzór (2.18) będziemy nazywać asymptotyczną 
dekompozycją pola w(x,z,ξ), Ξ∈ξ∈ ),(xz . 
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Wprowadzając 

 ,|),(~),(~ˆ /
1

ε=
−

ε ∂ε≡∂ zz
AA zxhzxh  (2.19) 

ze wzorów (2.17) i (2.18) otrzymujemy: 

 ),(),,(),(~),(),(~ˆ),(),,( xzzvzxhzvzxhzuzxw A
A

A
A

εεεε ∈ξε+ξ∂+ξ∇=ξ∇  (2.20) 

dla dowolnego, ale ustalonego Ω∈x . 
Zauważmy, że w przedstawianym tu podejściu asymptotycznym przyjmu-

jemy, że funkcje u(·), vA(·), A=1,…,N, są niezależne od ε, co stanowi zasadniczą 
różnicę między tym podejściem a podejściem stosowanym w teorii homogeniza-
cji (Bensoussan, Lions i Papanicolau (1978), Jikov, Kozlov i Oleinik (1994)). 

Biorąc pod uwagę własność wartości średniej (por. Jikov, Kozlov  
i Oleinik (1994)), funkcje )(),,(~ xzzxh A

εε ∈  dla 0→ε  mają słabą granicę. Sto-
sując przejście graniczne 0→ε , na mocy Ω∈∈ ε xxz ),( , otrzymujemy: 

 ),(),(),(),(),(),(
),(),(),(),(),(),(
ε+ξ∇=ξ∇ε+ξ=ξ

ε+ξ∇=ξ∇ε+ξ=ξ
OxvzvOxvzv

OxuzuOxuzu
AAAA

 (2.21) 

gdzie symbol O(ε) oznacza składniki rzędu ε (lub wyższego). Korzystając  
ze wzorów (2.21), zależności (2.18) i (2.20) można zapisać jako: 

 ).(),(),(~ˆ),(),,(
),(),(),,(

ε+ξ∂+ξ∇=ξ∇
ε+ξ=ξ

εε

ε

Oxvzxhxuzxw
Oxuzxw

A
A  (2.22) 

Wraz z przejściem granicznym składniki O(ε) w powyższych równaniach znika-
ją. Wprowadźmy rodzinę funkcji εL

~  daną przez 

 .),()),,(),,(),,(,/,(~~ Ω∈∈ξξξ∇ε= εε xxzxvxuxuzx ALL  

Jeśli 0→ε , to εL
~  jako funkcje argumentu z/ε, )(xz ε∈ , przy wykorzystaniu 

własności wartości średniej (por. Jikov, Kozlov i Oleinik (1994)), dążą słabo  
w )( m

lokL Rγ , γ≥1, do 
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x
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A
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L

 (2.23) 

Wzór (2.23) jest uśrednioną postacią funkcji Lagrange’a L w ramach uśrednia-
nia asymptotycznego. 



2.4. Zarys metody modelowania asymptotycznego 35 

Zauważmy, że postać graniczną )),(),,(),,(,(0 ξξξ∇ xvxuxux AL  można 
otrzymać bezpośrednio ze wzorów (2.6) oraz (2.7) przez pominięcie składników 

),(),(~ ξxvzxh A
A  i ),(),(~ ξ∇ xvzxh A

A . 

2.4.2. Modelowanie asymptotyczne równań Eulera-Lagrange’a 

Procedura modelowania asymptotycznego równań różniczkowych cząstkowych 
jest tu przedstawiona dla zagadnień opisanych znaną zasadą stacjonarności dzia-
łania. Uogólnienie rozważań na przypadki opisane przez rozszerzoną zasadę 
stacjonarności działania wymaga asymptotycznego modelowania również funk-
cji p we wzorze (2.9) i nie będzie w rozważanym przypadku stosowana. 

W ramach modelowania asymptotycznego wprowadźmy asymptotyczny 
funkcjonał działania określony następująco 

 ,),,,())(),(( 0
0 ∫∫

ΩΞ

ξ∇=⋅⋅ dxdvuuxvu AAh LD  

gdzie funkcja L0 jest dana wzorem (2.23). 
Zakładając, że pochodna u∂∇∂ /0L  jest ciągła, z zasady stacjonarności 

działania dla ),(0
Ah vuD  otrzymujemy równania Eulera-Lagrange’a: 
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 (2.24) 

Ponieważ funkcje ),(~ ⋅xh A , A=1,…,N, są przybliżeniami periodycznymi przyj-
mowanych a priori fluktuacyjnych funkcji kształtu hA(·), zdefiniowanych na 
zbiorze Ω∈x , a funkcja w(·) musi być jednoznacznie określona w Ω×Ξ, można 
zauważyć, że funkcja w(·) ma postać: 

 ),,()(),(),( ξ+ξ=ξ zvzhzuzw A
A  (2.25) 

dla każdego Ξ×Ω∈ξ),(z . Równania (2.24) wraz z dekompozycją (2.25) stano-
wią model asymptotyczny równań Eulera-Lagrange’a otrzymanych z funkcji 
Lagrange’a ),,( wwz ∇L . 

Znana homogenizacja asymptotyczna operatorów różniczkowych prowa-
dzi do otrzymania rozwiązań tzw. zagadnień na komórce periodyczności, por. 
Jikov, Kozlov i Oleinik (1994). Rozwiązanie takiego zagadnienia umożliwia 
m.in. wyznaczenie modułów efektywnych rozważanego kompozytu lub struktu-



2. Podstawy modelowania 36 

ry. W większości przypadków znalezienie rozwiązania zagadnienia na komórce 
nie jest łatwe i nie może być uzyskane w postaci analitycznej. Przedstawione  
w tym podrozdziale modelowanie asymptotyczne równań różniczkowych nie 
wymaga analizy zagadnienia na komórce (periodycznego lub lokalnie-
periodycznego). Procedura ta wprowadza jednakże dodatkowe niewiadome 
funkcje, zwane amplitudami fluktuacji. Eliminacja tych niewiadomych z otrzy-
manych równań, jeśli jest możliwa, pozwala wyznaczyć moduły efektywne, por. 
książka pod redakcją Cz. Woźniaka, Michalaka i Jędrysiaka (2008) oraz pod 
redakcją Cz. Woźniaka (2010). 



3. Przewodnictwo ciepła w laminatach 

3.1. Laminaty o poprzecznej gradacji własności 

W tym rozdziale przedmiotem rozważań są dwuskładnikowe kompozyty, złożo-
ne z dużej liczby warstw. Rozkład materiałów składowych jest nieperiodyczny 
wzdłuż kierunku prostopadłego do warstw, tj. osi x1, por. rys. 3.1 oraz 3.2. War-
stwy, zwane komórkami, mają tą samą grubość λ i wykonane są z dwóch jedno-
rodnych składników (lamin), idealnie połączonych z sobą na płaszczyznach 
kontaktu. Do rys. 3.1-3.2 będą również odniesienia w rozdziałach 4-5. 

 
Rys. 3.1. Fragment kompozytu w skali makro 

   
Rys. 3.2. Fragment kompozytu w skali mikro: a) równomierne rozłożenie warstw,  

b) nierównomierne rozłożenie warstw; 1 – składnik nr 1, 2 – składnik nr 2 
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Zakładamy, że w skali makro własności takich laminatów (uśrednione  
lub makroskopowe) zmieniają się w sposób ciągły i gładki wzdłuż kierunku x1. 
Natomiast w skali mikro laminaty te mogą mieć równomiernie rozłożone war-
stwy, tj. grubość warstw jest stała, λ=const (por. rys. 3.2a) lub nierównomiernie 
rozłożone warstwy, tj. grubość warstw jest określona funkcją λ=λ(x1) (por.  
rys. 3.2b). Przy czym zakłada się, że maksymalna grubość λ jest mała w porów-
naniu z minimalnym charakterystycznym wymiarem całego laminatu. Takie 
laminaty są wykonane z materiałów o funkcyjnej gradacji własności (ang. func-
tionally graded materials, FGM), por. Suresh i Mortensen (1998). Nazywać je 
będziemy laminatami o poprzecznej gradacji własności, por. Wstęp, rys. 1.1. 

W rozdziale tym rozpatrywane są zagadnienia przewodnictwa ciepła  
w laminatach o poprzecznej gradacji własności. W celu uproszczenia analizy 
tych zagadnień rozważania zostaną ograniczone do problemów płaskich –  
w płaszczyźnie Ox1x2. Oznaczmy ),( 21 xx≡x , x≡x1, ξ≡x2, ),( 21 ∂∂≡∇ , )0,( 1∂≡∂ , 

),0( 2∂≡∂ . Wymiary laminatu wzdłuż osi x≡x1, ξ≡x2 oznaczmy przez H≡L1, 
L≡L2, odpowiednio. Niech x∈Ω≡(0,H), ξ∈Ξ≡(0,L) oraz ]2/,2/[ λλ−= , a także 
λ=const lub λ=λ(x). Tym samym komórką o środku w punkcie x∈Ω jest 

]2/,2/[)( λ+λ−≡ xxx . Ponadto, indeksem „prim” oznaczmy wielkości doty-
czące składnika nr 1, a indeksem „bis” – składnika nr 2. Niech M stanowi liczbę 
warstw, a mxxx 11 == , m=1,…,M, będzie płaszczyzną środkową m-tej warstwy. 

W przypadku laminatów z nierównomiernym rozłożeniem warstw przyj-
mujemy, że istnieje nieujemna funkcja λ=λ(x), x∈[0,H], taka, że: 

(i) ),()( 1 Ω∈⋅λ δSV , 
(ii) m

mx λ=λ )( 1  jest grubością m-tej warstwy, m=1,…,M. 
Funkcję λ(·) będziemy nazywać funkcją grubości warstw. 

Ze względu na rozpatrywanie dwóch rodzajów mikrouwarstwienia wpro-
wadzamy dwa różne parametry, określające wielkość mikrostruktury laminatu: 

– dla równomiernego rozłożenia warstw, λ=const, parametrem mikro-
struktury będziemy nazywać stałą grubość warstwy λ, przy założeniu, że speł-
niony jest warunek λ/H<<1; 

– dla nierównomiernego rozłożenia warstw, λ=λ(x), parametrem mikro-
struktury będziemy nazywać stałą grubość l laminy wykonanej ze składnika nr 1 
(por. rys. 3.2b), zakładając, że l/H<<1. 

Zakładamy również, że istnieją nieujemne funkcje )(xν′=ν′ , )(xν′′=ν′′ , 
x∈[0,H], takie, że: 
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(i) ),()(),( 1 Ω∈⋅ν′′⋅ν′ δSV , 
(ii) 1)()( =ν′′+ν′ xx , 
(iii) m

mx ν′=ν′ )( 1  oraz m
mx ν′′=ν′′ )( 1  określają, odpowiednio, objętościową 

zawartość składnika nr 1 oraz składnika nr 2 w m-tej warstwie, m=1,…,M. 
Funkcje )(),( ⋅ν ′′⋅ν′  będziemy nazywać funkcjami nasycenia. Wprowadźmy rów-
nież tzw. funkcję niejednorodności, zdefiniowaną jako ν′′ν′=ν , por. książka 
pod redakcją Cz. Woźniaka, Michalaka i Jędrysiaka (2008). 

Ważnym pojęciem wykorzystywanym w tolerancyjnym modelowaniu jest 
fluktuacyjna funkcja kształtu, por. podrozdział 2.2. Dla rozpatrywanych lamina-
tów wprowadzamy jedną taką funkcję h(x), x∈[0,H], którą dla przedziału 

)2/,2/()( 111 m
m

m
mm xxx λ+λ−≡  zdefiniujemy następująco 
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m
m

m
mm

xxxxA

xxxxA
xh  (3.1) 

gdzie A jest amplitudą, przyjmowaną zwykle jako wielkość rzędu wymiaru ko-
mórki  lub parametru mikrostruktury w danym zagadnieniu. Wykres funkcji 
h(·) w przedziale o długości λm jest pokazany na rys. 3.3. 

 
Rys. 3.3. Fragment wykresu fluktuacyjnej funkcji kształtu 

Wzór (2.2) określający uśrednienie funkcji f przyjmuje postać 
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Jeśli f jest funkcją tolerancyjnie-periodyczną, to <f>0(x), Ξ×Ω∈x , jest wolno-
zmienną funkcją będącą w tolerancji z funkcją <f>(x). 

W kolejnych podrozdziałach przedstawione jest wyprowadzenie uśred-
nionych równań modelu tolerancyjnego oraz modelu asymptotycznego, a dalej 
ich zastosowanie w analizie pewnych szczególnych przypadków stacjonarnego  
i niestacjonarnego przewodnictwa ciepła. 

3.2. Równania uśrednione 

3.2.1. Model tolerancyjny 

Zakładamy, że oscylacje nieznanego pola temperatury T=T(x,ξ,t), 
Ξ×Ω∈ξ= ),(xx , ),( 10 ttt∈ , są małe. Wówczas przewodnictwo ciepła w lamina-

cie o poprzecznej gradacji własności może być rozpatrywane w ramach modelu 
Fouriera, por. także książka pod redakcją Cz. Woźniaka, Michalaka  
i Jędrysiaka (2008). Możemy zatem wprowadzić tolerancyjnie-periodyczne 
funkcje argumentu x, opisujące własności termiczne laminatu, tj. ciepło właści-
we c oraz tensor przewodnictwa ciepła K, )(),()(),( 00 Ω⊂Ω∈⋅⋅ δ HTPc K . Przyj-
mujemy, że funkcje te mają stałe wartości c′, K′ oraz c″, K″ w składniku nr 1 
oraz nr 2, odpowiednio. Wprowadźmy również źródła ciepła f=f(x,ξ,t), 

Ξ×Ω∈ξ),(x , ),( 10 ttt∈ . 
Postępując jak w rozdziale 2, zakładamy, że przewodnictwo ciepła w roz-

patrywanym laminacie jest opisane funkcjonałem działania (2.9), który przyjmu-
je postać 

 ,)),,(),,,(),,,(,((),(
1

0

∫∫ ∫
ΩΞ

ξξξξ∇=
t

t

dzdtdtzptzTtzTzpT LD  (3.3) 

z funkcją Lagrange’a L określoną przez 

 pTTT +∇⋅⋅∇= K2
1L , (3.4) 

oraz funkcją p zdefiniowaną równaniem konstytutywnym 

 fTcp += & , (3.5) 

gdzie f=f(x,ξ,t) jest źródłem ciepła. Zakładamy, że ),,,( pTT∇⋅L  oraz f(·) są 
tolerancyjnie-periodycznymi, silnie oscylującymi funkcjami argumentu x, x∈Ω. 
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Wykorzystując rozszerzoną zasadę stacjonarności działania dla funkcjona-
łu działania D, (3.3), i funkcji Lagrange’a L, (3.4), otrzymujemy dobrze znane 
równanie przewodnictwa ciepła modelu Fouriera 

 fTcT =−∇⋅⋅∇ &)(K . (3.6) 

Temperatura T=T(x,ξ,t), Ξ×Ω∈ξ= ),(xx , ),( 10 ttt∈ , musi spełniać odpowiednie 
warunki regularności. Niech T∇⋅−= Kq  będzie strumieniem ciepła, ),( txq , 

Γ∈x , jego skokiem na Γ (tj. na płaszczyznach kontaktu lamin), a )(xn , Γ∈x , 
wektorem prostopadłym do Γ. Zakładamy, także warunek ciągłości strumienia 
ciepła na płaszczyznach Γ w postaci 0nq =⋅ . 

Równanie (3.6) ma silnie oscylujące, nieciągłe współczynniki funkcyjne, 
nie jest więc wygodne w zastosowaniach do analizy zagadnień szczególnych. Za 
punkt wyjścia tolerancyjnego modelowania weźmiemy zatem funkcjonał działa-
nia D, (3.3), wraz z funkcją Lagrange’a L, (3.4), i funkcją p, (3.5). Sformułowa-
nie tych trzech funkcji stanowi pierwszy etap procedury modelowania. 

Drugim etapem jest mikro-makro dekompozycja pola temperatury 
T(x,ξ,t), przyjęta w postaci 

 ),,,()(),,(),,( txxhtxtxTh ξψ+ξϑ=ξ  (3.7) 

gdzie ),(),,(),,,( 1 Ω∈ξ⋅ψξ⋅ϑ δSVtt  dla każdej chwili t∈(t0,t1). Podstawowymi 
niewiadomymi są funkcje ϑ oraz ψ, które nazywamy makrotemperaturą oraz 
amplitudą fluktuacji (temperatury). Funkcja ),()( 1 Ω∈⋅ δFSh  jest natomiast fluk-
tuacyjną funkcją kształtu, postulowaną w każdym szczególnym, analizowanym 
zagadnieniu, tu przyjęta w postaci (3.1). 

W trzecim etapie modelowania ograniczamy rozważania do dowolnej, ale 
ustalonej komórki ]2/,2/[)( λ+λ−≡ xxx , x∈Ω. Wprowadzamy tolerancyjne 
przybliżenia ),(~),,(~ ⋅⋅ xcxK  funkcji )(),( ⋅⋅ cK  w )(x  oraz zakładamy, że 

0),(~),(~ >=⋅⋅< xhxc . Stosując procedurę tolerancyjnego uśredniania  
z podrozdziału 2.3, otrzymujemy uśredniony funkcjonał działania przy dekom-
pozycji (3.7) dla komórki )(x : 

 ,),,,,,(),,(
1

0

∫∫ ∫
ΩΞ

ξψψ∂ϑϑ∇><=ψϑ
t

t
hh dzdtdpzp LD  

w którym uśredniona funkcja Lagrange’a L jest określona przez 
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 ,)
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2
1

ψ><+ϑ><+ϑ⋅∇>⋅∂<ψ+ψ>∂⋅<⋅ϑ∇+
+ψ∂⋅><⋅ψ∂+ψ>∂⋅⋅∂<ψ+ϑ⋅∇><⋅ϑ∇>=<

phphh
hhhh

KK
KKKL  (3.8) 

a równania konstytutywne mają postać: 

 .
,

2 ><+ψ>>=<<
><+ϑ>>=<<

fhchph
fcp

&

&
 (3.9) 

Wykorzystując rozszerzoną zasadę stacjonarności działania do uśrednionej 
funkcji Lagrange’a (3.8) i traktując wyrażenia (3.9) jak parametry, otrzymujemy 
równania: 
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,)(
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fch
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 (3.10) 

Powyższe równania wraz z mikro-makro dekompozycją (3.7) stanowią narzę-
dzie do analizy zagadnień przewodnictwa ciepła w laminatach o poprzecznej 
gradacji własności w ramach modelu tolerancyjnego. Równania (3.10) mają 
gładkie, wolnozmienne współczynniki, w przeciwieństwie do równania (3.6)  
o nieciągłych, silnie oscylujących współczynnikach. Ponadto równania (3.10) 
uwzględniają wpływ wielkości mikrostruktury laminatu w przewodnictwie cie-
pła poprzez składniki podkreślone, zależne od parametru mikrostruktury. 

Należy zauważyć, że warunki początkowe muszą być określone dla obu 
podstawowych niewiadomych )(),( ⋅ψ⋅ϑ . Natomiast warunki brzegowe dla ma-
krotemperatury ϑ  trzeba sformułować na wszystkich brzegach, tj. x=0, H; ξ=0, 
L, a dla amplitudy fluktuacji ψ  tylko na brzegach ξ=0, L. Ponadto rozwiązania 

)(),( ⋅ψ⋅ϑ  mają fizyczny sens tylko wtedy, gdy spełnione są warunki 
),(),,(),,,( 1 Ω∈ξ⋅ψξ⋅ϑ δSVtt . Warunki te mogą być wykorzystane do oceny 

a posteriori parametru tolerancji δ, a zatem również do weryfikacji fizycznej 
poprawności otrzymanych wyników. 

3.2.2. Model asymptotyczny 

W tym podrozdziale, podobnie jak w 3.2.1, korzystamy z równania przewodnic-
twa ciepła Fouriera (3.6), które można otrzymać stosując rozszerzoną zasadę 
stacjonarności działania do funkcjonałów D(·), (3.3), L(·), (3.4) oraz p(·), (3.5). 
Stanowi to punkt wyjścia procedury modelowania. 
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W modelowaniu asymptotycznym wprowadza się parametr ε∈(0,1], prze-
dział ]2/,2/[ ελελ−≡ε  oraz ε-komórkę εε +≡ xx)(  o środku w Ω∈x . 

Następnie formułuje się podstawowe założenie modelowania asympto-
tycznego, tj. asymptotyczną dekompozycję (2.18), która w tym przypadku 
przyjmuje postać 

 ),,,(),(~),,(),,,( tzzxhtztzxT ξψε+ξϑ=ξ εε  (3.11) 

gdzie ),,(,),( 10 tttxz ∈Ξ∈ξ∈ ε  oraz funkcje T, ϑ, ψ są ciągłe i ograniczone  
w Ω  łącznie ze swoimi pierwszymi pochodnymi. Korzystając z oznaczeń 
(2.19), pochodne (2.20) dla temperatury można zapisać jako: 

 
).,,(),(~),,(),,,(

),,,(),(~),,(),(~ˆ),,(),,,(
tzzxhtztzxT

tzzxhtzzxhtztzxT
ξψ∂ε+ξϑ∂=ξ∂

ξψ∂ε+ξψ∂+ξϑ∂=ξ∂
εε

εεε  (3.12) 

Uwzględniając 0→ε  i korzystając ze wzorów (2.21), zależności (3.11) i (3.12) 
przyjmują postać: 

 
).(),,(),,,(

),(),,(),(~ˆ),,(),,,(
),(),,(),,,(

ε+ξϑ∂=ξ∂
ε+ξψ∂+ξϑ∂=ξ∂

ε+ξϑ=ξ

ε

εε

ε

OtxtzxT
OtxzxhtxtzxT

OtxtzxT
 (3.13) 

Zakładając przejście z parametrem ε do zera, pomijamy składniki O(ε) w po-
wyższych formułach. 

W kolejnym etapie modelowania wprowadzamy rodzinę εL
~  funkcji 

 ),,(,),()),,,(),,,(),,,(,/,(~~
10 tttxxztxtxtxzx ∈Ω∈∈ξψξϑξϑ∇ε= εε LL  

które są funkcjami Lagrange’a w funkcjonałach działania: 

 .),,,,/,(~(),,( 1
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∫ ∫ ∫
Ω Ξ

ε
ε ξψϑϑ∇ε=ψϑ

t

th dxdtdpzxp LD  

Wykorzystując procedurę modelowania asymptotycznego (również dla parame-
tru p), w której dla ε→0 funkcje εL

~  zmiennej z/ε, )(xz ε∈  dążą do uśrednionej 
funkcji Lagrange’a 0L , (2.23), przyjmującej postać 
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 (3.14) 
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asymptotyczny funkcjonał działania można zapisać jako: 

 .),,,,(),,(
1

0

0
0 ∫∫ ∫

ΩΞ

ξψϑϑ∇=ψϑ
t

t
h dxdtdpxp LD  

Stosując uśrednianie asymptotyczne wraz z dekompozycją (3.11) i wyrażeniami 
(3.13), otrzymujemy funkcję Lagrange’a L0, (3.14), 

 ,)
(2

1
0

ϑ><+ϑ⋅∇>⋅∂<ψ+ψ>∂⋅<⋅ϑ∇+
+ψ>∂⋅⋅∂<ψ+ϑ⋅∇><⋅ϑ∇=

phh
hh

KK
KKL  (3.15) 

z <p> zdefiniowanym równaniem konstytutywnym 

 .><+ϑ>>=<< fcp &  (3.16) 

Wykorzystując rozszerzoną zasadę stacjonarności działania do uśrednionej 
funkcji Lagrange’a (3.15) i traktując wyrażenie (3.16) jak parametr, otrzymuje-
my równania Eulera-Lagrange’a: 
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 (3.17) 

Powyższe równania wraz z asymptotyczną dekompozycją (3.11) reprezentują 
model asymptotyczny, opisujący zagadnienia przewodnictwa ciepła w lamina-
tach o poprzecznej gradacji własności. Równania (3.17) mają gładkie, wolno-
zmienne współczynniki, w przeciwieństwie do równania (3.6) o nieciągłych, 
silnie oscylujących współczynnikach. Ponadto równania te nie uwzględniają 
wpływu wielkości mikrostruktury laminatu. 

Równania (3.17) można łatwo otrzymać z równań (3.10) modelu toleran-
cyjnego przez pominięcie w nich składników podkreślonych, zależnych od pa-
rametru mikrostruktury. 

W modelu asymptotycznym należy sformułować warunek początkowy  
i warunki brzegowe tylko dla makrotemperatury ϑ . Ponadto funkcje )(),( ⋅ψ⋅ϑ  
muszą spełniać warunki ),(),,(),,,( 1 Ω∈ξ⋅ψξ⋅ϑ δSVtt . 
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3.3. Wybrane zagadnienia 

3.3.1. Stacjonarny problem przewodnictwa ciepła w kierunku 
prostopadłym do warstw 

3.3.1.1. Wprowadzenie 

W tym podrozdziale rozpatrzmy laminaty o poprzecznej gradacji własności, por. 
rys. 3.2, poddane różnicy temperatur w kierunku równoległym do osi x (czyli 
prostopadle do warstw). Analizujemy problem stacjonarnego przewodnictwa 
ciepła, tj. z temperaturą T będącą funkcją jedynie współrzędnej x, T=T(x).  
W rozważaniach pomijamy źródła ciepła f, tj. f=0. Oznaczmy współczynnik 
przewodzenia ciepła w laminacie przez k≡k11, a współczynniki składnika nr 1 
(warstwy „prim”) oraz składnika nr 2 (warstwy „bis”) przez, odpowiednio, 
k′≡k′11 oraz k″≡k″11. 

Poniżej najpierw zostanie przedstawione rozwiązanie problemu, a następ-
nie w przykładach pokazane będą rozkłady temperatur w przypadku laminatu  
o równomiernym rozłożeniu warstw, laminatu o nierównomiernym rozłożeniu 
warstw oraz porównanie z rozwiązaniem otrzymanym według tzw. teorii wyż-
szego rzędu (ang. higher-order theory), którą zaproponowali Aboudi, Pindera  
i Arnold (1999). 

3.3.1.2. Rozwiązanie tolerancyjne 

Ponieważ analizujemy stacjonarne przewodnictwo ciepła wzdłuż osi x, podsta-
wowe niewiadome modelu tolerancyjnego są funkcjami argumentu x, tj. ϑ=ϑ(x), 
ψ=ψ(x). Wprowadźmy oznaczenia: 

 ),(12),(32~, kkKkkKkkK ′ν ′′+′′ν′≡′′−′ν≡′′ν ′′+′ν′≡
(

 (3.18) 

które otrzymano dla fluktuacyjnej funkcji kształtu przyjętej w postaci (3.1), przy 
czym przyjęto w niej A=λ=const dla laminatu o równomiernym rozłożeniu 
warstw, albo A=l=const dla laminatu o nierównomiernym rozłożeniu warstw; ν′ 
oraz ν″ są funkcjami nasycenia składnikiem nr 1 oraz nr 2, odpowiednio. 
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Równania (3.10) modelu tolerancyjnego przewodnictwa ciepła w lamina-
tach o poprzecznej gradacji własności można zatem zapisać w postaci: 

 .0)()(~
,0])(~)([

=ψ+ϑ∂
=ψ+ϑ∂∂

xKxK
xKxK (  (3.19) 

Zauważmy, że amplitudę fluktuacji ψ można obliczyć z równania (3.19)2: 

 .)]()[(~ 1 ϑ∂−=ψ −xKxK
(

 (3.20) 

Podstawiając prawą stronę wzoru (3.20) do równania (3.19)1 oraz oznaczając 

 ,)]([)](~[)()( 12 −−≡ xKxKxKxKef
(

 (3.21) 

otrzymujemy jedno równanie dla makrotemperatury ϑ: 

 .0])([ =ϑ∂∂ xKef  (3.22) 

Powyższe równanie wraz ze wzorem (3.20) dla amplitudy fluktuacji ψ oraz mi-
kro-makro dekompozycją (3.7), która przyjmuje postać 

 ),()()()( xxhxxT ψ+ϑ=  (3.23) 

opisuje stacjonarne przewodnictwo ciepła w kierunku prostopadłym do warstw 
w laminacie o poprzecznej gradacji własności. 

Równanie (3.22) ma wolnozmienne współczynniki, zdefiniowane przez 
znane funkcje, np. ν′, ν″, ν, h, por. (3.1). Stąd, całkując równanie (3.22), jego 
rozwiązanie analityczne można zapisać jako: 

 ,)]([)( 2
1

1 CdxxKCx ef +=ϑ ∫ −  (3.24) 

ze stałymi C1, C2 określonymi przez warunki brzegowe. W przypadku rozpatry-
wanego laminatu o stałych współczynnikach przewodzenia ciepła k′, k″ oraz 
fluktuacyjnej funkcji kształtu w postaci (3.1) uśredniony (efektywny) współ-
czynnik przewodzenia ciepła Kef, (3.21), wynosi 

 1)]()([)( −ν′′−′′+′′′′= xkkkkkxKef . (3.25) 

Przyjmijmy następujące warunki brzegowe dla makrotemperatury ϑ: 

 .0)(:;)0(:0 0 =ϑ==ϑ= HHxTx  (3.26) 
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Oznaczając 

 ∫ν′= dxxxN )()( , (3.27) 

oraz wykorzystując warunki brzegowe (3.26) oraz wzory (3.24) i (3.25), otrzy-
mujemy stałe C1, C2: 

 
.

)]()0()[(
)()(

,
)]()0()[(

02

01

HkHNNkk
HNkkHkTC

HkHNNkk
kkTC

′−−′−′′
′−′′+′−=

′−−′−′′
′′′=

 (3.28) 

Zatem makrotemperaturę ϑ można zapisać jako 

 2
11

1 )]())(()([)( CxNkkkkkxCx +′′′′−′′+′′=ϑ −− , (3.29) 

natomiast amplitudę fluktuacji ψ w postaci 

 .)())(()( 1
1

6
3 Cxkkkkx ν′′′′−′′=ψ −  (3.30) 

Wstawiając podstawowe niewiadome modelu tolerancyjnego (3.29) i (3.30) do 
mikro-makro dekompozycji (3.7), temperatura T jest równa: 

 .)]}()()([))(()({)( 216
311 CCxxhxNkkkkkxxT +ν+′′′′−′′+′′= −−  (3.31) 

Wzór (3.31) ze stałymi C1, C2, określonymi przez (3.28), oraz fluktuacyjną 
funkcją kształtu h, (3.1), opisuje „dokładny” rozkład całkowitej temperatury  
w rozpatrywanym laminacie o poprzecznej gradacji własności w modelu tole-
rancyjnym. 

3.3.1.3. Przypadek laminatu o równomiernym rozłożeniu 
warstw – wyniki obliczeń 

Obliczenia w tym przykładzie wykonano dla laminatu o równomiernym rozło-
żeniu komórek, por. rys. 3.2a. Przyjęto pięć różnych przypadków rozłożenia 
składników wzdłuż osi x, przyjmując funkcje nasycenia ν′, ν″ w postaci: 

1) funkcji liniowych (oznaczonych liczbą φ=1) 

 ν′(x)=x/H, ν″(x)=1−ν′(x); (3.32) 

2) wielomianów drugiego stopnia (φ=2) 

 ν′(x)=(x/H)2, ν″(x)=1−ν′(x); (3.33) 
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3) wielomianów trzeciego stopnia (φ=3) 

 ν′(x)=(x/H)3, ν″(x)=1−ν′(x); (3.34) 

4) funkcji wykładniczych (φ=4) 

 )(1)(,)]2exp(1)][/2exp(1[)( 1 xxHxx ν′−=ν′′−−=ν′ − ; (3.35) 

5) funkcji logarytmicznych (φ=5) 

 )(1)(],1)/)(1)2ln[(exp()( 2
1 xxHxx ν′−=ν′′+−=ν′ . (3.36) 

Funkcje ν′(·) pokazano na rys. 3.4 i, jak można zauważyć, są one funkcjami 
rosnącymi argumentu x. Oznacza to, że udział składnika nr 1 rośnie, a składnika  
nr 2 maleje wraz z tą współrzędną. 
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Rys. 3.4. Wykresy funkcji nasycenia ν′ składnikiem nr 1 

Niektóre wyniki obliczeń przedstawiono na rys. 3.5 oraz rys. 3.6. Na tych 
rysunkach zaprezentowano wykresy rozkładów temperatury T w laminacie w 
zależności od współrzędnej x∈[0,H]. Temperatura T jest określona wzorem 
(3.31) wraz ze stałymi (3.28) oraz funkcją kształtu (3.1), w której przyjęto 
A=λ=const dla laminatu o równomiernym rozłożeniu warstw. Obliczenia wyko-
nano dla funkcji nasyceń (3.32)-(3.36) i bezwymiarowego współczynnika 
λ/H=0,02, tj. liczby warstw równej M=50. Rys. 3.5 przedstawia wykresy dla 
parametrów k″/k′=1/2 (a) oraz k″/k′=2 (b), natomiast rys. 3.6 – dla parametrów 
k″/k′=1/16 (a) oraz k″/k′=16 (b). Pewne wyniki dla liniowych funkcji nasycenia 
pokazano także w pracy Jędrysiaka i Radzikowskiej (2008). 
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Rys. 3.5. Wykresy temperatury T wzdłuż grubości laminatu  

dla parametrów: k″/k′=1/2 (a) oraz k″/k′=2 (b)  
(dla funkcji nasyceń (3.32)-(3.36) (φ=1,…,5); dla λ/H=0,02) 

  
Rys. 3.6. Wykresy temperatury T wzdłuż grubości laminatu  

dla parametrów: k″/k′=1/16 (a) oraz k″/k′=16 (b)  
(dla funkcji nasyceń (3.32)-(3.36) (φ=1,…,5); dla λ/H=0,02) 
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Analiza wyników obliczeń pozwala zauważyć, że: 
1° funkcje rozkładu temperatury całkowitej w laminacie o poprzecznej 

gradacji własności, otrzymane w modelu tolerancyjnym, uwzględniają 
wpływ mikrostruktury, rys. 3.5-3.6; 

2° rozkłady temperatury zależą od rozkładu własności materiałowych, 
czyli od funkcji nasyceń ν′, tj.: 
a) wartości temperatury maleją dla następującej kolejności funkcji na-

sycenia: (3.36), (3.32), (3.35), (3.33), (3.34): 
− dla argumentów x bliskich 0, jeśli k″>k′, 
− dla argumentów x bliskich H, jeśli k″<k′; 

b) wartości temperatury maleją dla następującej kolejności funkcji na-
sycenia: (3.34), (3.33), (3.35), (3.32), (3.36): 
− dla argumentów x bliskich 0 jeśli k″<k′, 
− dla argumentów x bliskich H jeśli k″>k′; 

3° rozkłady temperatury zależą od różnic między wartościami współ-
czynników przewodzenia ciepła k′, k″, tj.: 
a) wartości temperatury dla tej samej funkcji nasycenia są mniejsze 

dla k″<k′ (np. k″/k′=1/2, 1/16) niż dla k″>k′ (np. k″/k′=2, 16); 
b) temperatura silniej maleje dla k″<k′ niż dla k″>k′; 
c) zanikanie temperatury jest silniejsze dla k″/k′→0, por. rys. 3.6; 
d) dla małych różnic między współczynnikami przewodzenia ciepła, 

np. k″/k′=1/2, 2, por. rys. 3.5, różnice między rozkładami tempera-
tury dla różnych funkcji nasycenia są mniejsze niż dla dużych róż-
nic między tymi współczynnikami, k″/k′=1/16, 16, por. rys. 3.6. 

3.3.1.4. Przypadek laminatu o nierównomiernym rozłożeniu 
warstw – wyniki obliczeń 

W tym podrozdziale pokazane są wyniki obliczeń dla przypadku stacjonarnego 
przewodnictwa ciepła w laminacie o nierównomiernym rozłożeniu komórek, 
por. rys. 3.2b. Część tych rezultatów przedstawiono w pracy Jędrysiaka  
i Radzikowskiej (2010b). 

Załóżmy stałą grubość rozpatrywanego laminatu H, która jest związana  
z parametrem mikrostruktury l (przyp. stała grubość warstwy wykonanej  
ze składnika nr 1) oraz liczbą warstw M relacją 



3.3. Wybrane zagadnienia 51 

 H=2(M−1)l. 

Funkcję grubości warstw λ(x) przyjmujemy w następującej postaci: 
1) funkcji liniowej (oznaczonej liczbą α=1) 

 lxx MH
MlH +=λ −

−
)1(
)(2)( ; (3.37) 

2) wielomianu drugiego stopnia (α=2) 

 lxx HMM
MlHM +=λ −−

−
2)12)(1(

)(62)( ; (3.38) 

3) wielomianu trzeciego stopnia (α=3) 

 lxx HM
MlHM +=λ −

−
32)1(
)(43)( ; (3.39) 

gdzie x  jest środkiem „komórki”. Dla porównania, rozpatrzono także laminat 
periodyczny o stałej funkcji grubości warstw λ(x)=2l (oznaczony α=0). Dla 
funkcji grubości warstw funkcje nasycenia zdefiniowano następująco: 

  )(1)(,))(()( 1 xxxlx ν′−=ν′′λ=ν′ − . 

Zatem udział składnika nr 1 maleje, a składnika nr 2 rośnie wraz ze wzrostem 
współrzędnej x, w przeciwieństwie do przykładu z podrozdziału poprzedniego. 

  
Rys. 3.7. Wykresy makrotemperatury ϑ wzdłuż grubości laminatu  

(dla funkcji grubości warstw: (3.37), (3.38), (3.39) (α=1,2,3)  
oraz rozkładu periodycznego (α=0); l/H=0,026) 
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Rys. 3.8. Wykresy amplitudy fluktuacji ψ wzdłuż grubości laminatu  

(dla funkcji grubości warstw: (3.37), (3.38), (3.39) (α=1,2,3)  
oraz rozkładu periodycznego (α=0); l/H=0,026) 

  
Rys. 3.9. Wykresy temperatury T wzdłuż grubości laminatu  
(dla funkcji grubości warstw: (3.37), (3.38), (3.39) (α=1,2,3)  

oraz rozkładu periodycznego (α=0); l/H=0,026) 

Wyniki obliczeń pokazano na rys. 3.7-3.9. Wykresy wykonano dla M=20, 
stąd l/H=0,026. Rys. 3.7 przedstawia krzywe makrotemperatury ϑ, określonej 
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wzorem (3.29) w zależności od współrzędnej x∈[0,H], a rys. 3.8 – krzywe am-
plitudy fluktuacji ψ (wzór (3.30)). Natomiast na rys. 3.9 pokazano wykresy cał-
kowitej temperatury T, określonej wzorem (3.31), w zależności od tej współ-
rzędnej. We wzorze tym zastosowano fluktuacyjną funkcję kształtu  
w postaci (3.1), w której A=l=const (dla laminatu o nierównomiernym rozłoże-
niu warstw). Przedstawione wyniki otrzymano dla ilorazów k″/k′=1/3 (a) oraz 
k″/k′=1/5 (b). 

Na podstawie otrzymanych wyników obliczeń możemy sformułować na-
stępujące uwagi: 

1° wartości makrotemperatury ϑ i amplitudy fluktuacji ψ zależą od funk-
cji grubości warstw λ, rys. 3.7-3.8; 
a) najmniejsze wartości – makrotemperatury są dla funkcji liniowej 

(3.37), a amplitudy fluktuacji – dla wielomianu trzeciego stopnia 
(3.39); 

b) największe wartości – makrotemperatury są dla wielomianu trze-
ciego stopnia (3.39), a amplitudy fluktuacji – dla funkcji liniowej 
(3.37); 

2° wartości ϑ i amplitudy fluktuacji ψ zależą od ilorazu współczynników 
przewodnictwa ciepła k″/k′, rys. 3.7-3.8: 
a) makrotemperatura rośnie, gdy maleje iloraz k″/k′ (rys. 3.7); 
b) makrotemperatura w laminacie periodycznym (α=0, rys. 3.7) nie 

zależy od ilorazu k″/k′; 
c) amplitudy fluktuacji rosną, gdy maleje iloraz k″/k′ (rys. 3.8); 
d) amplitudy fluktuacji w laminacie periodycznym (α=0, rys. 3.8) za-

leżą od ilorazu k″/k′ i ich wartości są większe niż amplitud w lami-
nacie o poprzecznej gradacji własności; 

3° wartości temperatury zależą od funkcji grubości warstw oraz od ilora-
zu współczynników przewodnictwa ciepła k″/k′, w podobny sposób jak 
wartości makrotemperatury, rys. 3.9. 

3.3.1.5. Przypadek laminatu o równomiernym rozłożeniu 
warstw – porównanie wyników obliczeń wg modelu  
tolerancyjnego z wynikami wg teorii wyższego rzędu 

W tym podrozdziale przedstawione zostanie porównanie wyników obliczeń dla 
przypadku stacjonarnego przewodnictwa ciepła w laminacie o równomiernym 
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rozłożeniu komórek, rys. 3.2a, otrzymanych w ramach modelu tolerancyjnego 
oraz tzw. teorii wyższego rzędu, por. Aboudi, Pindera i Arnold (1999). 

Ponieważ w niniejszym opracowaniu wykorzystuje się przede wszystkim 
techniki modelowania tolerancyjnego oraz asymptotycznego, omówione  
w rozdziale 2, poniżej w skrócie będzie przedstawiona wspomniana teoria  
wyższego rzędu. 

Niech x′, x″ będą lokalnymi współrzędnymi w laminach warstwy m-tej, 
(m=1,…,M). Podstawowym założeniem tego sposobu modelowania jest przyję-
cie rozkładów temperatury w obu składnikach w m-tej warstwie w postaci: 
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gdzie parametry 210210 ,,,,, TTTTTT ′′′′′′′′′  są nieznanymi stałymi. Można zauważyć, że  
w przypadku laminatu złożonego z M warstw, otrzymujemy 6M podstawowych 
niewiadomych modelu. Stąd, w celu obliczenia tych niewiadomych należy sfor-
mułować 6M dodatkowych warunków. 

Wykorzystując wyżej wprowadzone oznaczenia współczynników prze-
wodzenia ciepła k′, k″ obu składników oraz oznaczając pochodną ∂≡∂/∂x, dla 
x=x′, x″, można zapisać następujące dodatkowe relacje: 

− równania przewodnictwa ciepła w m-tej warstwie 

 ,0)]([,0)]([ =′′′′∂′′−∂=′′∂′∂− xTkxTk  (3.41) 

− warunki ciągłości strumienia ciepła w m-tej warstwie 
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− warunki ciągłości temperatury w m-tej warstwie 
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− warunki brzegowe dla temperatury (przyjęte w postaci (3.26)) 
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gdzie T1 oraz TM to temperatury na brzegach x=0 oraz x=H, odpowiednio. 
Wykorzystując relacje (3.41)-(3.44) oraz wzory (3.40), otrzymujemy 

układ 6M liniowych równań algebraicznych dla 6M niewiadomych 
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210210 ,,,,, TTTTTT ′′′′′′′′′ . Należy jednak zauważyć, że równania (3.41) są spełnione wte-
dy, gdy 022 =′′=′ TT , co oznacza uproszczenie wzorów (3.40) do postaci: 

 .)(,)( 1010 TxTxTTxTxT ′′′′+′′=′′′′′′+′=′′  (3.45) 

W tym przypadku liczba niewiadomych oraz równań redukuje się do 4M. Ko-
rzystając ze wzorów (3.45), relacje (3.42)-(3.44) można zapisać jako: 

− warunki ciągłości strumienia ciepła w m-tej warstwie 

 ,||,|| 1
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− warunki ciągłości temperatury w m-tej warstwie 
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− warunki brzegowe dla temperatury 
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W ten sposób otrzymujemy układ 4M liniowych równań algebraicznych dla 
niewiadomych 1010 ,,, TTTT ′′′′′′ . 

 
Rys. 3.10. Wykresy temperatury T według modelu tolerancyjnego (MT)  

i teorii wyższego rzędu (TWR) dla funkcji nasycenia (3.32) (φ=1): 
a) w przedziale [0,H]; b) w przedziale [0,6H;0,7H]; (λ/H=0,02) 

Wyniki obliczeń uzyskanych w ramach modelu tolerancyjnego, MT (przy 
zastosowaniu wzorów (3.31), (3.28) i (3.1), gdzie przyjęto A=λ=const – dla la-
minatu o równomiernym rozłożeniu warstw) oraz teorii wyższego rzędu, TWR, 
(po wstawieniu rozwiązań układu 4M równań do wzorów (3.45)) pokazano na 
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rys. 3.10-3.14. Wykresy wykonano dla ilorazów: λ/H=0,02 (liczba warstw 
M=50), k″/k′=1/16 (a), k″/k′=16 (b), k″/k′=1/2 (c) oraz k″/k′=2 (d). Na rys. 3.10, 
3.11, 3.12, 3.13, 3.14 pokazano krzywe wykonane dla funkcji nasyceń: linio-
wych (3.32), wielomianów drugiego rzędu (3.33), wielomianów trzeciego rzędu 
(3.34), wykładniczych (3.35), logarytmicznych (3.36), odpowiednio. Wyniki 
przedstawiono dla dwóch przedziałów argumentu x: [0,H] – rys. 3.10a, 3.11a, 
3.12a, 3.13a, 3.14a; [0,6H;0,7H] – rys. 3.10b, 3.11b, 3.12b, 3.13b, 3.14b. 

 
Rys. 3.11. Wykresy temperatury T według modelu tolerancyjnego (MT)  

i teorii wyższego rzędu (TWR) dla funkcji nasycenia (3.33) (φ=2): 
a) w przedziale [0,H]; b) w przedziale [0,6H;0,7H]; (λ/H=0,02) 

 
Rys. 3.12. Wykresy temperatury T według modelu tolerancyjnego (MT)  

i teorii wyższego rzędu (TWR) dla funkcji nasycenia (3.34) (φ=3): 
a) w przedziale [0,H]; b) w przedziale [0,6H;0,7H]; (λ/H=0,02) 
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Rys. 3.13. Wykresy temperatury T według modelu tolerancyjnego (MT)  

i teorii wyższego rzędu (TWR) dla funkcji nasycenia (3.35) (φ=4): 
a) w przedziale [0,H]; b) w przedziale [0,6H;0,7H]; (λ/H=0,02) 

 
Rys. 3.14. Wykresy temperatury T według modelu tolerancyjnego (MT)  

i teorii wyższego rzędu (TWR) dla funkcji nasycenia (3.36) (φ=5): 
a) w przedziale [0,H]; b) w przedziale [0,6H;0,7H]; (λ/H=0,02) 

Analizując wyniki obliczeń, przedstawione na rys. 3.10-3.14, można za-
uważyć, że: 

1° różnice między rozkładami temperatury T, obliczonymi w ramach mo-
delu tolerancyjnego (MT) i teorii wyższego rzędu (TWR), są bardzo 
małe, rys. 3.10-3.14; 

2° wartości temperatury otrzymane w modelu tolerancyjnym są: 
a) wyższe niż wartości temperatury według teorii wyższego rzędu dla 

k″<k′, np. k″/k′=1/2, 1/16; 
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b) niższe niż wartości temperatury według teorii wyższego rzędu dla 
k″>k′, np. k″/k′=2, 16; 

3° różnice między wartościami temperatury, otrzymanymi w modelu tole-
rancyjnym i teorii wyższego rzędu, można uszeregować malejąco dla 
przyjętych funkcji nasyceń w następujący sposób: 
a) dla k″<k′, np. k″/k′=1/2, 1/16: dla funkcji logarytmicznych (3.36), 

rys. 3.14; dla funkcji liniowych (3.32), rys. 3.10; dla wielomianów 
drugiego stopnia (3.33), rys. 3.11; dla funkcji wykładniczych 
(3.35), rys. 3.13; dla wielomianów trzeciego stopnia (3.34),  
rys. 3.12; 

b) dla k″>k′, np. k″/k′=2, 16: dla wielomianów trzeciego stopnia 
(3.34), rys. 3.12; dla funkcji wykładniczych (3.35), rys. 3.13; dla 
wielomianów drugiego stopnia (3.33), rys. 3.11; dla funkcji linio-
wych (3.32), rys. 3.10; dla funkcji logarytmicznych (3.36),  
rys. 3.14. 

3.3.2. Kontrolowane przewodnictwo ciepła – kierunek  
prostopadły do warstw 

3.3.2.1. Wprowadzenie 

Obiektem badań w tym podrozdziale są laminaty o poprzecznej gradacji własno-
ści o równomiernym rozłożeniu warstw, por. rys. 3.2a, poddane różnicy tempe-
ratur w kierunku równoległym do osi x. Analizujemy szczególny problem nie-
stacjonarnego przewodnictwa ciepła, w którym temperatura T jest funkcją 
współrzędnej x oraz czasu t, tj. T=T(x,t), przy czym zależność od czasu jest dana.  
W rozważaniach pomijamy źródła ciepła f, tj. f=0. Oznaczmy współczynnik 
przewodzenia ciepła w laminacie przez k≡k11, a współczynniki składnika nr 1 
(warstwy „prim”) oraz składnika nr 2 (warstwy „bis”) przez, odpowiednio, 
k′≡k′11 oraz k″≡k″11. Ciepło właściwe dla obu składników jest równe c′, c″. 

Poniżej najpierw zostanie przedstawione rozwiązanie problemu w ramach 
modelu tolerancyjnego przy zastosowaniu metody różnic skończonych, następ-
nie wykorzystana będzie teoria wyższego rzędu, a na zakończenie pokazane 
będzie porównanie wyników obliczeń otrzymanych według obu metod. Część 
rezultatów zamieszczono także w pracach Radzikowskiej i Jędrysiaka (2009) 
oraz Radzikowskiej (2009). 
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3.3.2.2. Analiza zagadnienia w modelu tolerancyjnym –  
zastosowanie metody różnic skończonych 

Rozpatrując zagadnienie niestacjonarne przewodnictwa ciepła wzdłuż osi x, 
przyjmujemy, że podstawowe niewiadome modelu tolerancyjnego są funkcjami 
współrzędnej x oraz czasu t, tj. ϑ=ϑ(x,t), ψ=ψ(x,t). Zakładając fluktuacyjną 
funkcję kształtu w postaci (3.1), w której A=λ=const (dla laminatu o równo-
miernym rozłożeniu warstw), oraz wprowadzając oznaczenia: 

 ,,,~, >≡<>∂∂≡<>∂≡<>≡< cChhkKhkKkK
(

 (3.49) 

równania (3.10) modelu tolerancyjnego przewodnictwa ciepła w laminatach  
o poprzecznej gradacji własności można zapisać w postaci: 
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Rozważmy szczególny przypadek niestacjonarnego przewodnictwa ciepła 
prostopadle do warstw, w którym warunki brzegowo-początkowe przyjęte są 
następująco: 

− warunki początkowe: 

 ),()0,(),()0,( xwxxux =ψ=ϑ  (3.51) 

− warunki brzegowe: 

 ,0)exp()(),(
),exp()exp()0(),0( 0

=γ−=ϑ
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tHutH
tutut  (3.52) 

gdzie parametr γ>0. Analizowany problem niestacjonarny można zatem nazwać 
zagadnieniem kontrolowanego przewodnictwa ciepła. 

Rozwiązania układu równań (3.50) przyjmijmy w postaci: 

 ),exp()(),(),exp()(),( txwtxtxutx γ−=ψγ−=ϑ  (3.53) 

gdzie parametr γ>0 jest parametrem zanikania temperatury w czasie. 
Podstawiając prawe strony wzorów (3.53) do równań (3.50), otrzymu-

jemy: 
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wCKuK
wKCuuK (  (3.54) 

Z równania (3.54)2 wyznaczmy funkcję w, tj.: 
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przy czym można wykazać, że 022 ≠−νγλ KC
(

. Wstawiając (3.55) do równania 
(3.54)1, otrzymujemy 
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Równania (3.56) oraz (3.55) są równaniami o współczynnikach funkcyjnych. 
Znalezienie ich rozwiązań w sposób analityczny w ogólnym przypadku nie jest 
możliwe, stąd zostanie zastosowana metoda różnic skończonych (MRS). 

W celu uproszczenia zapisu równań tej metody wprowadźmy oznaczenia: 
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Wówczas równania (3.56) i (3.55) przyjmują postać: 

 .,0 uBwCuuAuA ∂==γ+∂∂+∂∂  (3.58) 

W metodzie różnic skończonych dzielimy zbiór Ω=(0,H) na N przedziałów. 
Wykorzystując tzw. różnice centralne, odpowiednie pochodne funkcji g=g(x), 
x∈Ω, względem współrzędnej x można przedstawić w sposób przybliżony: 
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gdzie Δx jest przyrostem argumentu x, i=0,1,…N+1. Oznaczając: 

 ,,, )0()1()0( CCAAAA γ≡∂≡≡  (3.60) 

oraz zastępując relacjami (3.59) pochodne podstawowych niewiadomych u oraz 
w, równania (3.58) zapiszemy w postaci układu równań różnicowych: 
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Wyrażenie (3.61)1 stanowi układ równań algebraicznych z niewiadomymi ui. 
Korzystając z warunków brzegowych (3.52), w punktach „1” oraz „N+1” po-
działu mamy: 

 u1=u0, uN+1=0. (3.62) 
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Uwzględniając warunki (3.62) w równaniach (3.61)1 oraz odpowiednio je po-
rządkując, otrzymujemy układ N−1 równań: 
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Po rozwiązaniu układu (3.63) z uwzględnieniem warunków brzegowych (3.62), 
dostajemy wartości ui, i=1,2,…,N. Następnie obliczamy wartości wi, wstawiając 
ui do wzoru (3.61)2. Wyniki obliczeń zostaną przedstawione  
w podrozdziale 3.3.2.4. 

3.3.2.3. Analiza zagadnienia w teorii wyższego rzędu 

Problem kontrolowanego przewodnictwa ciepła można analizować także wyko-
rzystując teorię wyższego rzędu (por. Aboudi, Pindera i Arnold (1999)), zmody-
fikowaną w pracy Radzikowskiej (2009). 

Wzory teorii wyższego rzędu (3.40)-(3.44) można zapisać w postaci: 
− rozkłady temperatury w obu składnikach w m-tej warstwie (m=1,…,M) 
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z nieznanymi stałymi 210210 ,,,,, TTTTTT ′′′′′′′′′ ; 
− równania przewodnictwa ciepła w m-tej warstwie 
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z ciepłami właściwymi cc ′′′, ; 
− warunki ciągłości strumienia ciepła w m-tej warstwie 
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− warunki ciągłości temperatury w m-tej warstwie 
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− warunki brzegowe dla temperatury w chwili początkowej t=0 
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Równania (3.64)-(3.68) tworzą układ 6M liniowych równań algebraicznych  
z 6M niewiadomymi 210210 ,,,,, TTTTTT ′′′′′′′′′ . 

3.3.2.4. Porównanie wyników obliczeń 

Porównamy teraz rezultaty otrzymane w przypadku kontrolowanego przewod-
nictwa ciepła w modelu tolerancyjnym (MT, przy zastosowaniu metody różnic 
skończonych) oraz teorii wyższego rzędu (TWR). 

Wprowadźmy oznaczenia: d′≡k′/c′, d″≡k″/c″, ζ≡d″/d′. Wyniki obliczeń 
pokazano na rys. 3.15-3.17. Wykresy wykonano dla ilorazów: λ/H=0,02 (liczba 
warstw M=50). Na rys. 3.15a, 3.16a, 3.17a pokazano wykresy temperatury  
w zależności od współrzędnej x∈[0,H], na rys. 3.15b, 3.16b, 3.17b – dla 
x∈[0,4H;0,5H]. Rys. 3.15-3.16 przedstawiają wyniki obliczone dla 
d′=1/8900 m2/s, ζ=1. Na rys. 3.15 pokazano krzywe wykonane dla liniowych 
funkcji nasycenia (3.32) oraz ilorazu k″/k′=0,2; 0,9; a na rys. 3.16 – dla funkcji 
nasyceń: liniowych (3.32), φ=1; wykładniczych (3.35), φ=4; logarytmicznych 
(3.36), φ=5, oraz k″/k′=0,2. Natomiast rys. 3.17 przedstawia wykresy dla 
d′=1/15400 m2/s, ζ=5, k″/k′=2 oraz funkcji nasyceń: liniowych (3.32), φ=1; wy-
kładniczych (3.35), φ=4; logarytmicznych (3.36), φ=5. 

 
Rys. 3.15. Wykresy temperatury T według modelu tolerancyjnego (MT)  

i teorii wyższego rzędu (TWR) dla funkcji nasycenia (3.32), φ=1: 
a) przedział [0,H]; b) przedział [0,4H;0,5H]; (λ/H=0,02; d′=1/8900 m2/s; ζ=1) 
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Rys. 3.16. Wykresy temperatury T według modelu tolerancyjnego (MT) i teorii  

wyższego rzędu (TWR) dla funkcji nasyceń – (3.32), φ=1; (3.35), φ=4; (3.36), φ=5: 
a) przedział [0,H]; b) przedział [0,4H;0,5H]; (λ/H=0,02; d′=1/8900 m2/s; ζ=1; k″/k′=0,2) 

Na podstawie wyników obliczeń z rys. 3.15-3.17 można zauważyć, że: 
1° różnice między rozkładami temperatury T, obliczonymi w ramach mo-

delu tolerancyjnego (MT) i teorii wyższego rzędu (TWR), są bardzo 
małe, rys. 3.15-3.17; 

2° wartości temperatury otrzymane w modelu tolerancyjnym są: 

0,4 0,42 0,44 0,46 0,48 0,5
0,53

0,57

0,61

0,65

0,69
[T] 

[x] 
[×H]

[×
T 0

] 

φ=4; TWR

φ=4; MT

φ=1; TWR

φ=1; MT

φ=5; MT 

φ=5; TWR

b)

0 0,2 0,4 0,6 0,8 10 

0,25

0,5

0,75

1 
[T] 

[x] 
[×H]

[×
T 0

] 

φ=4; TWR

φ=4; MT

φ=1; TWR

φ=1; MT

φ=5; MT

φ=5; TWR

a)



3. Przewodnictwo ciepła w laminatach 64 

a) wyższe niż wartości temperatury według teorii wyższego rzędu dla 
k″<k′, np. k″/k′=0,2; 0,9; rys. 3.15-3.16; 

b) niższe niż wartości temperatury według teorii wyższego rzędu dla 
k″>k′, np. k″/k′=2; rys. 3.17; 

3° wartości temperatury, otrzymane w modelu tolerancyjnym i/lub teorii 
wyższego rzędu, można łatwo uszeregować malejąco/rosnąco w zależ-
ności od przyjętych funkcji nasyceń dla k″>k′, np. k″/k′=2, oraz wyż-
szych wartości parametrów d′, ζ; rys. 3.17; 

4° malejące/rosnące uszeregowanie wartości temperatury, w modelu tole-
rancyjnym i/lub teorii wyższego rzędu, w zależności od przyjętych 
funkcji nasyceń dla k″<k′, np. k″/k′=0,2; 0,9, oraz niższych wartości 
parametrów d′, ζ, zależy od współrzędnej x określającej położenie  
w laminacie, rys. 3.16. 

 
Rys. 3.17. Wykresy temperatury T według modelu tolerancyjnego (MT) i teorii  

wyższego rzędu (TWR) dla funkcji nasyceń – (3.32), φ=1; (3.35), φ=4; (3.36), φ=5: 
a) przedział [0,H]; b) przedział [0,4H;0,5H]; (λ/H=0,02; d′=1/15400 m2/s; ζ=5; k″/k′=2) 

3.3.3. Kontrolowane przewodnictwo ciepła – kierunek  
równoległy do warstw 

3.3.3.1. Wprowadzenie 

Problem przewodnictwa ciepła w laminatach o poprzecznej gradacji własności 
jest rozpatrywany w tym opracowaniu przede wszystkim w ramach modelu tole-
rancyjnego. Równania tego modelu mają współczynniki, które są ciągłymi, wol-
nozmiennymi funkcjami współrzędnej x, przy czym niektóre z nich uwzględnia-
ją wpływ wielkości mikrostruktury w przewodnictwie ciepła. 
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W ogólnym przypadku równania modelu tolerancyjnego stanowią układ 
równań różniczkowych sprzężonych ze sobą, por. (3.10). W pewnych zagadnie-
niach, zwłaszcza gdy celem jest analiza wybranych, szczególnych efektów, 
wskazane jest doprowadzenie do rozprzęgnięcia równań modelu. Jednym z ta-
kich przypadków jest zbadanie wpływu mikrooscylacji pola temperatury na 
brzegu laminatu prostopadłym do warstw. 

W tym podrozdziale pokazane będą sposoby rozprzęgnięcia równań 
(3.10), na przykład przez wprowadzenie zastępczej niewiadomej lub przez przy-
jęcie źródeł ciepła w odpowiedniej postaci tak, aby można było analizować wy-
żej wymieniony efekt w laminatach o równomiernym rozłożeniu warstw,  
rys. 3.2a. Problem zostanie także zilustrowany przykładem obliczeniowym dla 
szczególnych postaci źródeł ciepła. Zaproponowane sposoby rozprzęgnięcia 
równań (3.10) wymagają dalszej, rozszerzonej analizy w celu potwierdzenia ich 
przydatności w badaniu przypadków szczególnych. 

Punktem wyjścia są równania modelu tolerancyjnego (3.10). Załóżmy, że 
fluktuacyjna funkcja kształtu ma postać (3.1), gdzie przyjęto A=λ=const (dla 
laminatu o równomiernym rozłożeniu warstw). Przyjmując, że ciepło właściwe 
składników nr 1 oraz nr 2 wynosi c′ oraz c″, odpowiednio, a elementy tensora 
przewodnictwa ciepła obu składników są równe k′11=k′22=k′ oraz k″11=k″22=k″,  
a także oznaczając: 
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równania te można zapisać w postaci: 
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λ−=ψ∂∂−ψνλ+ψ+ϑ∂
=ψ∂+ϑ−ϑ∂∂+ϑ∂∂  (3.70) 

gdzie wszystkie współczynniki są wolnozmiennymi funkcjami x. 

3.3.3.2. Rozprzęgnięcie układu równań – zastępcza  
niewiadoma 

Przedstawiony zostanie tutaj sposób rozprzęgnięcia układu równań (3.70) zapro-
ponowany w pracy Jędrysiaka i Radzikowskiej (2007). Podobne podejście było 
zastosowane dla laminatów periodycznych przez Cz. Woźniaka, Wierzbickiego  
i Łacińską (2005), a dla laminowanych struktur o funkcyjnej gradacji własności 
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w artykułach: Jędrysiaka, Rychlewskiej i Cz. Woźniaka (2005) (płyty) oraz  
Cz. Woźniaka, Rychlewskiej i Wierzbickiego (2005) (powłoki). 

Załóżmy, że źródło ciepła f=0. Wówczas 
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 (3.71) 

Równania (3.70) redukują się do postaci: 

 ,0)(~
,0)~()(

22 =ψ∂∂−ψνλ+ψ+ϑ∂
=ψ∂+ϑ−ϑ∂∂+ϑ∂∂

KCKK
KCKK

&
(

&
 (3.72) 

czyli układu równań różniczkowych jednorodnych. 
Wprowadźmy nową niewiadomą Ψ w miejsce niewiadomej amplitudy 

fluktuacji ψ, zdefiniowaną następująco 

 ϑ∂+ψ≡Ψ −1~KK
(

, (3.73) 

którą będziemy nazywać zmienną fluktuacyjną. Ponieważ zarówno makrotempe-
ratura ϑ, jak i amplituda fluktuacji ψ są funkcjami wolnozmiennymi współrzęd-
nej x, nowa niewiadoma Ψ jest również funkcją wolnozmienną tego argumentu. 
Można zauważyć, że w modelu asymptotycznym, opisanym równaniami (3.17), 
które przy oznaczeniach (3.69) i warunku (3.71) mają postać: 
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funkcja Ψ jest równa zero. 
Po podstawieniu (3.73) do równań (3.72) otrzymujemy: 
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Wykorzystując równanie (3.75)1 oraz biorąc pod uwagę, że współczynniki są 
funkcjami wolnozmiennymi argumentu x, prawą stronę równania (3.75)2 można 
zapisać w postaci 

 ].~)~[(~)(~ 12122122 Ψ+ϑ∂−∂∂νλ≅ϑ∂∂∂−ϑ∂νλ −−− KKKKKKKCKK
((&(

 (3.76) 

Ponieważ makrotemperatura ϑ i amplituda fluktuacji ψ są funkcjami wolno-
zmiennymi argumentu x, prawą stronę równania (3.75)2 można uważać za małą 
w porównaniu z jego lewą stroną. Stąd w tzw. pierwszym przybliżeniu modelu 
tolerancyjnego prawa strona równania (3.75)2 może być pominięta. Wówczas  
w miejsce równań (3.75) mamy równania: 
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W ten sposób otrzymujemy układ równań różniczkowych (3.77), w którym dru-
gie równanie dla zmiennej fluktuacyjnej Ψ jest niezależne. Równania (3.77) 
mogą stanowić pierwsze przybliżenie równań (3.72) i opisują pewien przybliżo-
ny model tolerancyjny, w którym temperaturę całkowitą można przedstawić  
w postaci 

 )],,())()((~),,()[(),,(),,( 1 txxKxKtxxhtxtxT ξϑ∂−ξΨ+ξϑ=ξ −
(
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Zauważmy, że przyjmując jednorodne warunki początkowo-brzegowe dla 
makrotemperatury ϑ (zarówno na brzegach x=0, H jak i ξ=0, L) oraz niejedno-
rodne warunki dla zmiennej fluktuacyjnej Ψ (tylko na brzegach ξ=0, L), może-
my uwzględnić wpływ mikrooscylacji pola temperatury na brzegu laminatu pro-
stopadłym do warstw na makrotemperaturę i temperaturę całkowitą (por. równa-
nie (3.77)1 oraz wzór (3.78)). 

3.3.3.3. Rozprzęgnięcie układu równań – modelowanie źródeł 
ciepła 

W tym podrozdziale pokazany będzie sposób rozprzęgnięcia układu równań 
(3.70), zaproponowany w pracy Jędrysiaka i Radzikowskiej (2010a). 

W przypadku źródła ciepła f, które może być funkcją współrzędnych 
x∈Ω, ξ∈Ξ, oraz czasu t∈(t0,t1), zakładamy podobnie jak o temperaturze T, że 
jest funkcją tolerancyjnie-periodyczną argumentu x. Możemy zatem wprowadzić 
dekompozycję funkcji f w postaci: 

 ),,(),,(~),,( txftxftxf ξ+ξ=ξ
)

, (3.79) 

gdzie ),,(~ tf ξ⋅  jest uśrednionym źródłem ciepła, o którym zakładamy, że jest 
wolnozmienną funkcją argumentu x, natomiast funkcja ),,( tf ξ⋅

)
 stanowi fluktu-

ację źródła ciepła i jest tolerancyjnie-periodyczną funkcją x. Ponadto, funkcje te 
są znane, czyli można je przyjąć w określonej postaci. 

Można pokazać, wykorzystując tolerancyjne uśrednianie, że między 
składnikami dekompozycji (3.79) źródła ciepła f a prawymi stronami równań 
(3.70) zdefiniowanymi przez (3.69)5,6 zachodzą relacje: 
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Poniżej zostaną pokazane trzy warianty przyjęcia źródła ciepła f tak, aby układ 
równań (3.70) uległ rozprzęgnięciu. Zostały one zaproponowane w pracy  
Jędrysiaka i Radzikowskiej (2010). 

a) Wariant 1 

Przyjmijmy źródło ciepła f w takiej postaci, że spełnione są warunki: 

 .~,0 ϑ∂−=λ= KFF
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 (3.80) 

Przy założeniach (3.80) równania (3.70) redukują się do postaci: 
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W powyższym układzie równań równanie (3.81)2 – to niezależne, jednorodne 
równanie różniczkowe cząstkowe drugiego rzędu ze względu na amplitudę fluk-
tuacji ψ, natomiast (3.81)1 – to niejednorodne równanie różniczkowe cząstkowe 
drugiego rzędu ze względu na makrotemperaturę ϑ. 

Łatwo zauważyć, że, podobnie jak w poprzednim podrozdziale, przyjmu-
jąc jednorodne warunki początkowo-brzegowe dla makrotemperatury ϑ (zarów-
no na brzegach x=0, H, jak i ξ=0, L) oraz niejednorodne warunki dla amplitudy 
fluktuacji ψ (tylko na brzegach ξ=0, L), możemy uwzględnić wpływ mikrooscy-
lacji pola temperatury na brzegu laminatu prostopadłym do warstw na makro-
temperaturę i temperaturę całkowitą. 

b) Wariant 2 

Przyjmijmy źródło ciepła f w takiej postaci, że spełnione są warunki: 
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)

 (3.82) 

Powyższe założenia prowadzą do redukcji równań (3.70) do postaci: 
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W tym układzie równań równanie (3.83)1 jest niezależnym, jednorodnym rów-
naniem różniczkowym cząstkowym drugiego rzędu ze względu na makrotempe-
raturę ϑ, natomiast (3.83)2 – to niejednorodne równanie różniczkowe cząstkowe 
drugiego rzędu ze względu na amplitudę fluktuacji ψ. 

Zauważmy, że przyjmując jednorodne warunki początkowo-brzegowe dla 
makrotemperatury ϑ (zarówno na brzegach x=0, H, jak i ξ=0, L) oraz niejedno-
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rodne warunki dla amplitudy fluktuacji ψ (tylko na brzegach ξ=0, L), możemy 
uwzględnić wpływ mikrooscylacji pola temperatury na brzegu laminatu prosto-
padłym do warstw na temperaturę całkowitą. Zatem pomimo zerowej makro-
temperatury ϑ temperatura całkowita T jest różna od zera. 

c) Wariant 3 

W trzecim wariancie przyjmijmy możliwość emisji ciepła przez źródło 
ciepła f w takiej postaci, że spełnione są warunki: 

 .~),~( ϑ∂−=λψ∂= KFKF
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 (3.84) 

Przy tych założeniach równania (3.70) redukują się do postaci: 
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Układ (3.85) tworzą dwa niezależne, jednorodne równania. Równanie (3.85)1 
jest równaniem różniczkowym cząstkowym drugiego rzędu ze względu na ma-
krotemperaturę ϑ, natomiast (3.85)2 – równaniem różniczkowym cząstkowym 
drugiego rzędu ze względu na amplitudę fluktuacji ψ. 

Rozpatrywany wariant 3 przyjęcia postaci źródła ciepła f jest wygodny do 
znalezienia rozwiązań analitycznych modelu tolerancyjnego. W związku z tym 
przyjmijmy dla rozwiązań równań (3.85) następujące warunki początkowe-
brzegowo: 

• warunki początkowe (t=0): 
 − dla makrotemperatury 

 0)0,,( =ξϑ x , (3.86) 

 − dla amplitudy fluktuacji 

 ),()0,,( ξ=ξψ ψ xsx , (3.87) 

• warunki brzegowe: 
 − dla makrotemperatury (na brzegach ξ=0, ξ=L oraz x=0, x=H) 

 ,0),,(),,0(,0),,(),0,( =ξϑ=ξϑ=ϑ=ϑ tHttLxtx , (3.88) 

 − dla amplitudy fluktuacji (tylko na brzegach ξ=0, ξ=L) 

 ,0),,(
),)exp(())exp(0,(),0,( 0

=ψ
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tLx
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gdzie γ≥0 jest „parametrem zanikania amplitudy fluktuacji temperatury w cza-
sie”. Dla γ=0 otrzymujemy stacjonarne zagadnienie przewodnictwa ciepła, a dla 
γ>0 – zagadnienie „kontrolowanego przewodnictwa ciepła”. 

Zauważmy, że jednorodne warunki początkowe (3.86) i brzegowe (3.88), 
przyjęte dla makrotemperatury ϑ, prowadzą do rozwiązania zerowego równania 
(3.85)1, tj. 

 .0),,( =ξϑ tx  (3.90) 

Dla amplitudy fluktuacji przyjęto warunki początkowe w postaci (3.87),  
a warunki brzegowe – tylko dla brzegów ξ=0 i ξ=L, w postaci (3.89). Rozpatru-
jemy zatem szczególny przypadek tzw. kontrolowanego przewodnictwa ciepła  
w kierunku równoległym do warstw, wywołany jedynie przez amplitudę fluktu-
acji ψ. Rozwiązanie równania (3.85)2 można zapisać jako 

 ))exp(,(),,( txstx γ−ξ=ξψ ψ . (3.91) 

Po podstawieniu rozwiązania (3.91) do równania (3.85)2 oraz wykorzystaniu 
(3.90) w miejsce równań (3.85) otrzymujemy jedno równanie różniczkowe zwy-
czajne rzędu drugiego tylko dla amplitudy fluktuacji 
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Można wykazać, że dla każdego x∈Ω współczynniki występujące w równaniu 
(3.92) są dodatnie, tj.: 
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W celu znalezienia rozwiązań równania (3.92) ustalamy chwilowo argu-
ment x (traktując go jak parametr). Zauważmy, że wówczas równanie (3.92) 
można traktować jak równanie różniczkowe liniowe jednorodne dla niewiado-
mej sψ względem zmiennej ξ o stałych współczynnikach. 

Rozpatrzmy równanie (3.92) dla warunku γ>0. Rozwiązania tego równa-
nia zależą od wartości wyrażenia .22 CK νγλ−

(
 W celu znalezienia tych rozwią-

zań rozpatrujemy trzy przypadki. 
1° Jeżeli CK 22νγλ>

(
 oraz 2/112222

1 ])()[()( −νλνγλ−≡ KCKxr
(

, to rozwiąza-
nie równania (3.92) ma postać 

 ).)(exp()())(exp()(),( 1211 ξ−+ξ=ξ ψψψ xrxCxrxCxs  (3.93) 
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Stałe całkowania wyznaczamy z warunków brzegowych (3.89), otrzymując: 
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Stąd rozwiązanie równania (3.92) ma postać 
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a amplituda fluktuacji ψ jest w tym przypadku określona zależnością 
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nie równania (3.92) ma postać 
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Stałe całkowania wyznaczamy z warunków brzegowych (3.89), zakładając, że 
sin(r2(x)L)≠0. Otrzymujemy: 
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Rozwiązanie równania (3.92) ma więc postać 
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natomiast amplituda fluktuacji ψ jest określona wzorem 
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3° Jeżeli CK 22νγλ=
(

, to rozwiązanie równania (3.92) ma postać 

 ).()(),( 21 xCxCxs ψψψ +ξ=ξ  (3.101) 

Stałe całkowania wyznaczamy z warunków brzegowych (3.89) i otrzymujemy: 

 .)()(,)()( 0201 xsxC/LxsxC ψψψψ =−=  (3.102) 

Rozwiązanie równania (3.92) ma zatem postać 
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 )/1()(),( 0 Lxsxs ξ−=ξ ψψ , (3.103) 

a amplituda fluktuacji ψ jest określona zależnością 

 )exp()/1()(),,( 0 tLxstx γ−ξ−=ξψ ψ . (3.104) 

Rozwiązania (3.95), (3.99) i (3.103) zostaną wykorzystane w przykładzie obli-
czeniowym. 

Na zakończenie tego podrozdziału przyjmijmy, że zachodzi warunek γ=0. 
Można zauważyć, że to założenie w odniesieniu do równania (3.92) sprawia, że 
mamy do czynienia z przypadkiem 1°. Zatem rozwiązanie tego równania jest 
szczególną postacią rozwiązania (3.95) uzyskanego dla tego przypadku. 

Rozpatrywany wyżej wariant 3 rozprzęgnięcia układu równań (3.70) od-
powiada szczególnemu problemowi niestacjonarnego przewodnictwa ciepła, 
który został nazwany kontrolowanym przewodnictwem ciepła w kierunku równo-
ległym do warstw (por. Jędrysiak i Radzikowska (2007); Siedlecka, Wierzbicki  
i Cz. Woźniak (2010)). Otrzymane rozwiązania (3.95), (3.99) i (3.103) zależą 
nie tylko od współrzędnej ξ (w kierunku równoległym do warstw) oraz czasu t, 
ale również od współrzędnej x. Jednakże w tych rozwiązaniach występuje funk-
cja )(0 xsψ , która jest zadaną funkcją określającą amplitudę fluktuacji temperatu-
ry ψ na brzegu ξ=0. Odpowiedni dobór tej funkcji brzegowej, wraz z przyjętymi 
warunkami dla źródła ciepła f, powinien zapewnić przewodnictwo wzdłuż 
warstw. Jednakże przedstawione w tym opracowaniu omówienie tego problemu 
nie wydaje się dostatecznie wyczerpujące, a samo zagadnienie pozostaje nadal 
otwarte i wymaga dalszej analizy. 

3.3.3.4. Wyniki obliczeń 

Rozpatrzymy tutaj przykład ilustrujący przedstawiony wcześniej problem kon-
trolowanego przewodnictwa ciepła wzdłuż warstw, opisany równaniem (3.92), 
przy wykorzystaniu rozwiązania dla makrotemperatury w postaci (3.90). Ponie-
waż rozwiązania równania (3.92), tj. (3.95), (3.99) i (3.103), zależą od wartości 
wyrażenia CK 22νγλ−

(
, wprowadźmy oznaczenie: 

 Ω∈νγλ≡θ xxKxCxx ),(/)()()( 22
(

. (3.105) 

Rozpatrywanym w poprzednim podrozdziale trzem przypadkom (1°-3°) odpo-
wiadają wartości parametru θ: 1° – dla θ∈[0,1), 2° – dla θ∈(1,∝), 3° – dla θ=1. 
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Rys. 3.18. Wykresy funkcji sψ dla funkcji nasyceń (3.32) (φ=1) i (3.35) (φ=4): 

a) zanikające (θ≤1: θ=0; 0,9; 1); b) oscylujące (θ>1: θ=1,1); 
(λ/L=0,1; k″/k′=0,5, x/H=0,5) 

Wyniki przedstawiono w postaci wykresów funkcji sψ na rys. 3.18-3.20. 
Wykonano je dla liniowych funkcji nasycenia składnikami nr 1 oraz nr 2 (wzory 
(3.32), φ=1) oraz funkcji wykładniczych (wzory (3.35), φ=4). Na rys. 3.18 poka-
zano krzywe w zależności od współrzędnej ],0[ L=Ξ∈ξ  dla parametrów: 
λ/L=0,1, k″/k′=0,5, x/H=0,5. Rys. 3.18a zawiera rozwiązania zanikające, (3.95)  
i (3.103), dla θ=0; 0,9; 1, a rys. 3.18b – oscylujące, (3.99), dla θ=1,1. 

 
Rys. 3.19. Wykresy rozwiązań zanikających sψ w zależności od ilorazu k″/k′ dla funkcji 

nasyceń (3.32) (φ=1) i (3.35) (φ=4); (λ/L=0,1; x/H=0,5; ξ/L=0,05) 

Z przedstawionych rozwiązań (3.95), (3.99) i (3.103) rozwiązania oscylu-
jące (3.99) (dla θ>1, np. θ=1,1) nie są funkcjami wolnozmiennymi argumentu x, 
zatem nie spełniają odpowiedniego warunku w ramach modelu tolerancyjnego. 
Z tego względu poniżej rozpatrywane są tylko rozwiązania zanikające. 
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Rys. 3.20. Wykresy rozwiązań zanikających sψ w zależności od ilorazu λ/L dla funkcji 

nasyceń (3.32) (φ=1) i (3.35) (φ=4); (k″/k′=0,5; x/H=0,5; ξ/L=0,05) 

Rys. 3.19 przedstawia wykresy funkcji sψ w zależności od ilorazu współ-
czynników przewodzenia ciepła k″/k′, dla rozwiązań zanikających (3.95), dla 
parametrów: θ=0; 0,9, λ/L=0,1, x/H=0,5, ξ/L=0,05, oraz funkcji nasyceń (3.32), 
φ=1, (3.35), φ=4. Na rys. 3.20 są natomiast wykresy funkcji sψ w zależności od 
parametru mikrostruktury λ, dla rozwiązań zanikających (3.95), dla parametrów: 
θ=0; 0,9; k″/k′=0,5, x/H=0,5, ξ/L=0,05, oraz obu funkcji nasyceń. 

Analizując wyniki obliczeń przedstawione na rys. 3.18-3.20, można sfor-
mułować następujące uwagi szczegółowe: 

1° funkcje sψ, będące składowymi amplitud fluktuacji ψ, zależą od para-
metru θ, (3.105), por. rys. 3.18, tj.: 
a) zanikają wykładniczo dla θ∈[0,1); 
b) zanikają liniowo dla θ=1; 
c) oscylują dla θ∈(1,∝); 

2° na podstawie wykresów rozwiązań pokazanych na rys. 3.18 można za-
uważyć, że: 
a) funkcje sψ silnie zanikają dla małych wartości parametru θ i dla ma-

łych wartości ilorazów λ/L, k″/k′, rys. 3.18a; 
b) rozwiązania sψ silniej zanikają dla wykładniczych funkcji nasycenia 

(3.35), φ=4, niż dla funkcji liniowych (3.32), φ=1, rys. 3.18a; 
c) ze wzrostem parametru θ (θ>1) amplituda fluktuacji silnie oscyluje, 

rys. 3.18b; 

0 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 10 

0,2 

0,4 

0,6 

0,8 

1 

[λ/L]

[sψ] 

θ=0: φ=1 

θ=0: φ=4 

θ=0,9: φ=4 

θ=0,9: φ=1 
[×

s 0
ψ
] 



3.3. Wybrane zagadnienia 75 

3° wartości funkcji sψ rosną wraz ze wzrostem ilorazu k″/k′ dla wykładni-
czych funkcji nasycenia(3.35), φ=4, natomiast dla funkcji liniowych 
(3.32), φ=1, funkcje sψ są stałe, rys. 3.19; 

4° rozwiązania sψ rosną wraz ze wzrostem parametru mikrostruktury λ 
dla obu funkcji nasyceń, rys. 3.20. 

3.3.4. Stacjonarny problem dwukierunkowego przewodnictwa 
ciepła 

3.3.4.1. Równania modelu tolerancyjnego 

W tym podrozdziale analizowane jest zagadnienie stacjonarnego przewodnictwa 
ciepła w dwóch kierunkach w laminatach o poprzecznej gradacji własności.  
W badaniu tego problemu zastosowano model tolerancyjny, przyjmując, że ele-
menty tensora przewodnictwa ciepła obu składników laminatu są równe 
k′11=k′22=k′ oraz k″11=k″22=k″, a temperatura T nie zależy od czasu t, tj. T=T(x,ξ), 
x∈Ω, ξ∈Ξ. Ponadto fluktuacyjna funkcja kształtu ma postać (3.1), w której 
przyjęto A=λ=const dla laminatu o równomiernym rozłożeniu warstw. Równa-
nia modelu (3.10) przy wprowadzeniu oznaczeń (3.69) oraz pominięciu źródła 
ciepła f przyjmują postać: 

 .0~
,0)~()(

22 =ψ∂∂νλ−ψ+ϑ∂
=ψ∂+ϑ∂∂+ϑ∂∂

KKK
KKK (  (3.106) 

Układ równań (3.106) jest układem równań różniczkowych cząstkowych rzędu 
drugiego względem współrzędnych przestrzennych x, ξ dla dwóch nieznanych 
funkcji – makrotemperatury ϑ oraz amplitudy fluktuacji ψ, które są funkcjami 
wolnozmiennymi argumentu x, ),(),(),,( 1 Ω∈ξ⋅ψξ⋅ϑ δSV . Dla makrotemperatury 
ϑ należy sformułować po dwa warunki brzegowe dla każdej współrzędnej, tj. x, 
ξ, natomiast dla amplitudy fluktuacji ψ wprowadzamy dwa warunki brzegowe 
tylko dla współrzędnej ξ. Całkowita temperatura T jest natomiast wyrażona wzo-
rem (3.7), który przyjmuje postać 

 ),,()(),(),( ξψ+ξϑ=ξ xxhxxTh  (3.107) 

gdzie fluktuacyjna funkcja kształtu h(·) jest określona przez (3.1), z A=λ=const 
(dla laminatu o równomiernym rozłożeniu warstw). 
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Ponieważ równania (3.106) są równaniami o współczynnikach będących 
wolnozmiennymi funkcjami argumentu x, znalezienie ich rozwiązań w ogólnym 
przypadku nie jest możliwe. W celu otrzymania rozwiązań dla pewnych zada-
nych warunków brzegowych wykorzystano metodę różnic skończonych (podob-
nie jak w zagadnieniu kontrolowanego przewodnictwa ciepła – por. podrozdział 
3.3.2) oraz program obliczeniowy przygotowany przez Wirowskiego (2010c). 

3.3.4.2. Wyniki obliczeń 

W przykładzie rozpatrzono zagadnienie stacjonarnego, dwukierunkowego prze-
wodnictwa ciepła w laminacie o jednakowych wymiarach wzdłuż osi x, ξ, tj. 
H=L. Przyjęto liczbę warstw wzdłuż osi x równą M=20. Składniki nr 1 oraz nr 2 
są rozłożone zgodnie z wykładniczymi funkcjami nasycenia określonymi wzo-
rami (3.35). Obliczenia przeprowadzono dla różnych warunków brzegowych dla 
makrotemperatury ϑ, tj.: 
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 (3.111) 

oraz jednorodnych warunków brzegowych dla amplitudy fluktuacji ψ. Całkowi-
ta temperatura T została obliczona według wzoru (3.107), przy wykorzystaniu 
fluktuacyjnej funkcji kształtu (3.1).  

Wyniki obliczeń w postaci wykresów całkowitej temperatury T dla wa-
runków brzegowych (3.108), (3.109), (3.110) pokazano na rys. 3.21, 3.22, 3.23, 
odpowiednio. Wykresy te otrzymano dla ilorazu współczynników przewodzenia 
ciepła k″/k′=10. Dla porównania pokazano również wykresy temperatury całko-
witej T, rys. 3.24, i makrotemperatury ϑ, rys. 3.25, wykonane dla warunków 
brzegowych (3.111) oraz ilorazu k″/k′=0,1. 
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Rys. 3.21. Temperatura całkowita T, [°C], dla warunków brzegowych (3.108); k″/k′=10 

 
Rys. 3.22. Temperatura całkowita T, [°C], dla warunków brzegowych (3.109); k″/k′=10 
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Rys. 3.23. Temperatura całkowita T, [°C], dla warunków brzegowych (3.110); k″/k′=10 

 
Rys. 3.24. Temperatura całkowita T, [°C], dla warunków brzegowych (3.111); k″/k′=0,1 
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Rys. 3.25. Makrotemperatura ϑ, [°C], dla warunków brzegowych (3.111); k″/k′=0,1 

Na podstawie analizy wyników obliczeń przedstawionych na  
rys. 3.21-3.25 można zauważyć, że: 

1° model tolerancyjny pozwala uwzględnić wpływ mikrostruktury lami-
natu na rozkład całkowitej temperatury dla różnych warunków brze-
gowych, rys. 3.21-3.24; 

2° wpływ mikrostruktury na makrotemperaturę, czyli temperaturę uśred-
nioną (którą można badać w modelu asymptotycznym), nie jest wi-
doczny, rys. 3.25. 

Problem stacjonarnego przewodnictwa ciepła w dwóch kierunkach w la-
minacie o porzecznej gradacji własności wymaga szeregu dalszych analiz,  
na przykład porównawczych w celu weryfikacji modelu tolerancyjnego. Wydaje 
się również, że efekty związane z występowaniem w równaniach tego modelu, 
np. (3.106), składników z parametrem mikrostruktury λ mogą odgrywać znaczą-
cą rolę w tzw. zagadnieniach warstwy brzegowej, por. Jędrysiak (2000b, 2001b) 
(dla cienkich płyt o periodyce w jednym kierunku), Łaciński (2005) (w prze-
wodnictwie ciepła w periodycznych laminatach), Wierzbicki, Cz. Woźniak  
i Łacińska (2005) (w drganiach periodycznych laminatów). 



4. Elastodynamika laminatów 

4.1. Wprowadzenie 

W tym rozdziale, podobnie jak w rozdziale 3, obiektami rozważań są kompozyty 
dwuskładnikowe, złożone z dużej liczby warstw. Zakładamy, że rozkład mate-
riałów składowych jest nieperiodyczny wzdłuż kierunku prostopadłego do 
warstw, tj. osi x1, por. rys. 3.1-3.2. Przyjmujemy, że w skali mikro laminaty mo-
gą mieć budowę z równomiernym rozłożeniem warstw, tj. stała grubość warstw 
(por. rys. 3.2a), lub z nierównomiernym rozłożeniem warstw, tj. grubość warstw 
jest określona funkcją (por. rys. 3.2b); natomiast na poziomie makro własności 
laminatów zmieniają się w sposób ciągły i gładki wzdłuż kierunku x1. Stąd takie 
kompozyty nazywamy laminatami o poprzecznej gradacji własności. 

Wykorzystamy pojęcia wprowadzone w rozdziale 3: funkcja grubości 
warstw λ(·), funkcje nasycenia )(),( ⋅ν ′′⋅ν′ , funkcja niejednorodności ν(·), fluktu-
acyjna funkcja kształtu h(·), (3.1), pokazana na rys. 3.3. 

Zakładamy, że rozważania prowadzimy w prostokątnym kartezjańskim 
układzie współrzędnych Ox1x2x3. Przyjmijmy ),,( 321 xxx≡x , x≡x1, ξ≡(x2,x3), 

),,( 321 ∂∂∂≡∇ , )0,( 1∂≡∂ , ),,0( 32 ∂∂≡∇ . Niech wymiary laminatu wzdłuż osi 
x≡x1, x2, x3 wynoszą, odpowiednio, H≡L1, L2, L3. Wprowadźmy zbiory 
x∈Ω≡(0,H), ξ∈Ξ≡(0,L1)×(0,L2) oraz przedział ]2/,2/[ λλ−= , będący komórką 
w przedziale Ω  (przy czym λ=const lub λ=λ(x)). Komórkę o środku w punkcie 
x∈Ω oznaczmy przez ]2/,2/[)( λ+λ−≡ xxx . 

Wzór (2.2) określający uśrednienie funkcji f przyjmuje postać 

 .,),()(
2/

2/

1 ∫
λ+

λ−
λ Ξ×Ω∈=><

x

x

dyyff xξx  (4.1) 

Zauważmy, że jeśli f jest funkcją tolerancyjnie-periodyczną, to <f>0(x), 
Ξ×Ω∈x , jest wolnozmienną funkcją będącą w tolerancji z funkcją <f>(x). 
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Tematyką tego rozdziału jest modelowanie zagadnień elastodynamiki la-
minatów. Wprowadźmy zatem funkcje opisujące własności sprężyste i inercyjne 
laminatu, tj. tensor modułów sprężystości C oraz gęstość masy ρ. Zakładamy, że 
są one funkcjami tolerancyjnie-periodycznymi argumentu x, 

),()(),( 0 Ω∈⋅ρ⋅ δTPC , i przyjmują stałe wartości C′, ρ′ oraz C″, ρ″ w składniku 
nr 1 oraz nr 2, odpowiednio. Oznaczmy pole przemieszczeń kompozytu przez 
u=u(x,t), ze składowymi ui (i=1,2,3) wzdłuż osi xi, Ξ×Ω∈== ),(),,( 321 ξx xxxx , 

),( 10 ttt∈ , a wektor sił objętościowych przez p=p(x,t). O niewiadomym polu 
przemieszczeń zakładamy, że jest funkcją tolerancyjnie-periodyczną współrzęd-
nej x=x1, tj. ),(),,( 1 Ω∈⋅ δTPtξu , tzn. ma charakter zgodny z mikrostrukturą la-
minatu. Podobne założenie można przyjąć dla obciążenia p, tj. 

),(),,( 1 Ω∈⋅ δTPtξp . 
W kolejnych podrozdziałach przedstawione zostanie wyprowadzenie 

równań uśrednionych modelu tolerancyjnego oraz modelu asymptotycznego, 
opisujących elastodynamikę rozpatrywanych laminatów, a także zastosowanie 
otrzymanych równań w analizie pewnego przypadku drgań takiego laminatu. 

4.2. Równania uśrednione 

4.2.1. Model tolerancyjny 

Przy wyprowadzeniu równań uśrednionych korzystamy z procedury opisanej  
w rozdziale 2. Zakładamy zatem, że zagadnienie elastodynamiki rozpatrywane-
go laminatu jest opisane funkcjonałem działania (2.9), przyjmującym postać 

 ,)),,(),,,(),,,(),,,(,((),(
1

0

∫∫ ∫
ΩΞ

∇=
t

t

dzdtdtztztztzz ξξpξuξuξupu &LD  (4.2) 

z funkcją Lagrange’a L  określoną wzorem 

 upuuuu ⋅+∇∇−⋅ρ= )::(2
1 C&&L , (4.3) 

gdzie p jest wektorem obciążenia. Przyjmujemy, że ),,,,( puuu &∇⋅L  oraz p(·) są 
tolerancyjnie-periodycznymi, silnie oscylującymi funkcjami argumentu x, x∈Ω. 

Korzystamy z zasady stacjonarności działania dla funkcjonału działania 
D, (4.2), i funkcji Lagrange’a L, (4.3), otrzymując w ten sposób dobrze znane 
równanie elastodynamiki, które można zapisać w postaci: 
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 puu =ρ−∇⋅∇ &&):(C . (4.4) 

Podstawowa niewiadoma, tj. wektor przemieszczeń u=u(x,ξ,t), Ξ×Ω∈= ),( ξx x , 
),( 10 ttt∈ , musi spełniać odpowiednie warunki regularności. 

Równanie (4.4) ma silnie oscylujące, tolerancyjnie-periodyczne, nieciągłe 
współczynniki funkcyjne. W związku z tym nie jest wygodne w zastosowaniach 
do analizy zagadnień szczególnych. Za punkt wyjścia tolerancyjnego modelo-
wania weźmy funkcjonał działania D, (4.2), oraz funkcję Lagrange’a L, (4.3). 
Sformułowanie tych funkcji stanowi pierwszy etap procedury modelowania. 

Drugim etapem jest mikro-makro dekompozycja podstawowej niewiado-
mej, tj. pola przemieszczeń u(x,ξ,t), w postaci 

 ),,,()(),,(),,( txxhtxtxh ξvξwξu +=  (4.5) 

gdzie ),(),,(),,,( 1 Ω∈⋅⋅ δSVtt ξvξw , t∈(t0,t1), ξ∈Ξ. Podstawowymi niewiadomymi 
są funkcje w oraz v, nazywane makroprzemieszczeniami oraz amplitudami  
fluktuacji przemieszczeń. Natomiast funkcja ),()( 1 Ω∈⋅ δFSh  to znana fluktu-
acyjna funkcja kształtu, postulowana w każdym szczególnym, analizowanym 
problemie. 

W trzecim etapie modelowania ograniczamy rozważania do dowolnej, ale 
ustalonej komórki ]2/,2/[)( λ+λ−≡ xxx , x∈Ω. Wprowadzamy tolerancyjne 
przybliżenia ),(~),,(~ ⋅ρ⋅ xxC  funkcji ),(),,( ⋅ρ⋅ xxC  w )(x  oraz zakładamy,  
że 0),(~),(~ >=⋅⋅ρ< xhx . Stosując procedurę tolerancyjnego uśredniania  
z podrozdziału 2.3, otrzymujemy uśredniony funkcjonał działania przy dekom-
pozycji (4.5) dla komórki )(x  
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w którym uśredniona funkcja Lagrange’a L  jest określona przez 
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Wykorzystując zasadę stacjonarności działania do uśrednionej funkcji  
Lagrange’a (4.5), otrzymujemy równania: 
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Powyższe równania, wraz z mikro-makro dekompozycją (4.5), są narzędziem do 
analizy zagadnień elastodynamiki laminatów o poprzecznej gradacji własności 
w ramach modelu tolerancyjnego. Współczynniki równań (4.7) są gładkimi, 
wolnozmiennymi funkcjami argumentu x, w przeciwieństwie do współczynni-
ków równania (4.4) – nieciągłych i silnie oscylujących. Równania (4.7) opisują 
wpływ wielkości mikrostruktury laminatu w problemach elastodynamiki po-
przez zależne od parametru mikrostruktury składniki podkreślone. 

Warunki początkowe należy sformułować dla podstawowych niewiado-
mych )(),( ⋅⋅ vw . Warunki brzegowe na wszystkich brzegach, tj. x=0, H; x2=0, 
L2, x3=0, L3, muszą być określone dla makroprzemieszczeń w, natomiast dla 
amplitud fluktuacji przemieszczeń v tylko na brzegach x2=0, L2, x3=0, L3. Ponad-
to rozwiązania )(),( ⋅⋅ vw  mają fizyczny sens wtedy, gdy spełnione są warunki 

),(),,(),,,( 1 Ω∈⋅⋅ δSVtt ξvξw . Można je wykorzystać do oceny a posteriori para-
metru tolerancji δ, czyli do weryfikacji poprawności fizycznej otrzymanych 
wyników. 

4.2.2. Model asymptotyczny 

Podobnie jak w podrozdziale 4.2.1 korzystamy tu z równania elastodynamiki 
(4.4), które można otrzymać z zasady stacjonarności działania zastosowanej do 
funkcjonałów D(·), (4.2), L(·), (4.3). Stanowi to punkt wyjścia procedury mode-
lowania. 

W modelowaniu asymptotycznym wprowadzamy parametr ε∈(0,1], prze-
dział ]2/,2/[ ελελ−≡ε  oraz ε-komórkę εε +≡ xx)(  o środku w Ω∈x . 

Podstawowym założeniem modelowania asymptotycznego jest asympto-
tyczna dekompozycja (2.18), która dla pola przemieszczeń u(x,ξ,t) ma postać 

 ),,,(),(~),,(),,,( tzzxhtztzx ξvξwξu εε ε+=  (4.8) 

gdzie ),,(,),( 10 tttxz ∈Ξ∈∈ ε ξ  oraz funkcje w, v są ciągłe i ograniczone w Ω  
łącznie ze swoimi pierwszymi pochodnymi. Przy oznaczeniach (2.19) pochodne 
(2.20) dla przemieszczeń można zapisać jako: 

 
).,,(),(~),,(),,,(

),,,(),(~),,(),(~ˆ),,(),,,(
tzzxhtztzx

tzzxhtzzxhtztzx
ξvξwξu

ξvξvξwξu
∇ε+∇=∇

∂ε+∂+∂=∂
εε

εεε  (4.9) 

Uwzględniając ε→0 i korzystając ze wzorów (2.21), zależności (4.8) oraz (4.9) 
przyjmują postać: 
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Otxtzx
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Otxtzx

ξwξu
ξvξwξu

ξwξu
 (4.10) 

Dokonując przejścia z parametrem ε do zera, w powyższych formułach pomija-
my składniki O(ε). 

W następnym etapie modelowania wprowadzamy rodzinę εL
~  funkcji 

 ),,(,),()),,,(),,,(),,,(),,,(,/,(~~
10 tttxxztxtxtxtxzx ∈Ω∈∈∇ε= εε ξvξwξwξw &LL  

które są funkcjami Lagrange’a w funkcjonałach działania 

 .),,,,,/,(~(),,( 1

0
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Ω Ξ

ε
ε ∇ε=

t

th dxdtdzx ξpvwwwpvw &LD  

W procedurze modelowania asymptotycznego dla ε→0 funkcje εL
~  zmiennej 

z/ε, )(xz ε∈ , dążą do uśrednionej funkcji Lagrange’a L0, (2.23), przyjmującej 
postać 

 .,)),,(),,,(),,,(),(~),,(,,(~
)),,(),,,(),,,(),,,(,(

)(
||

1
0

Ω∈∂+∇=
=∇

∫ xdztxtxtxzxhtxzx
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 (4.11) 

Wówczas asymptotyczny funkcjonał działania można zapisać jako 

 .),,,,,(),,(
1

0

0
0 ∫∫ ∫

ΩΞ

∇=
t

t
h dxdtdx ξpvwwwpvw &LD  

Po asymptotycznym uśrednianiu i wykorzystaniu dekompozycji (4.8) oraz wyra-
żeń (4.10), dostajemy funkcję Lagrange’a L0, (4.11), w postaci 

 .):
:::(2

1
0

wpvvvw
wvwwww

⋅><+⋅>∂⋅⋅∂<⋅−⋅>∂⋅<−∇
−∇>⋅∂<⋅−∇><∇−⋅>ρ<=

hhh
h

CC
CC&&L  (4.12) 

Stosując zasadę stacjonarności działania do uśrednionej funkcji Lagrange’a 
(4.12), otrzymujemy równania Eulera-Lagrange’a: 

 
.:

,):(

wv

pwvw

∇>∂⋅<−=⋅>∂⋅⋅∂<

>=<>ρ<−⋅>∂⋅<+∇><⋅∇

hhh

h

CC

CC &&
 (4.13) 

Powyższe równania wraz z asymptotyczną dekompozycją (4.8) reprezentują 
model asymptotyczny, opisujący zagadnienia elastodynamiki laminatów o po-
przecznej gradacji własności. Równania (4.13) są równaniami o gładkich, wol-
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nozmiennych współczynnikach, w przeciwieństwie do równań (4.4), mających 
współczynniki nieciągłe i silnie oscylujące. Równania te nie uwzględniają 
wpływu wielkości mikrostruktury laminatu. 

Łatwo zauważyć, że równania (4.13) można otrzymać z równań (4.7) mo-
delu tolerancyjnego, pomijając w nich składniki podkreślone, zależne od para-
metru mikrostruktury. 

W modelu asymptotycznym należy sformułować warunek początkowy  
i warunki brzegowe tylko dla makroprzemieszczeń w. Funkcje )(),( ⋅⋅ vw  muszą 
spełniać warunki ),(),,(),,,( 1 Ω∈⋅⋅ δSVtt ξvξw . 

4.3. Wybrane zagadnienia – drgania laminatu 

4.3.1. Wprowadzenie 

W tym podrozdziale przedstawiony będzie pewien szczególny przykład drgań 
laminatu o poprzecznej gradacji własności, który charakteryzuje się nierówno-
miernym rozłożeniem komórek, por. rys. 3.2b. Załóżmy, że rozpatrujemy za-
gadnienie w płaszczyźnie Ox1x2, tzn. przyjmujemy, że jest ono niezależne od 
współrzędnej x3. Oznaczmy x=x1, z≡x2, ),( 21 ∂∂≡∇ , )0,( 1∂≡∂ , ),0( 2∂≡∂ . 

 
Rys. 4.1. Fragment rozpatrywanego laminatu; 1 – składnik nr 1, 2 – składnik nr 2 

Niech wymiary laminatu wzdłuż osi x oraz z wynoszą, odpowiednio, 2H oraz L. 
Zakładamy, że rozpatrywany laminat spoczywa na nieodkształcalnej bazie 
wzdłuż dolnej krawędzi prostopadłej do warstw, tj. z=L; natomiast na górnej 

z

x
q(x,t)

L 

l=const
λ=λ(x)

sup λ(x)<<2H 

2H

1 2 
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krawędzi, z=0, jest obciążony obciążeniem o składowych: q1=q oraz q2=0. 
Fragment takiego laminatu pokazano na rys. 4.1. 

Oznaczmy elementy tensora sprężystości C przez Cαβγδ, α,β,…=1,2, przy 

czym dla składnika nr 1 przez αβγδ′C , a dla składnika nr 2 przez αβγδ′′C . Natomiast 

gęstości tych materiałów są równe ρ′ oraz ρ″. Ponadto przyjmujemy, że wektor 
przemieszczeń u ma dwie składowe – uα, wzdłuż osi xα, α=1,2, a zatem w mi-
kro-makro dekompozycji (4.5) występują niewiadome: dwa makroprzemiesz-
czenia wα oraz dwie amplitudy fluktuacji vα. 

 
Rys. 4.2. Fragment fluktuacyjnej funkcji kształtu 

W takim przypadku uśrednione równania (4.7) modelu tolerancyjnego 
mają postać: 
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 (4.14) 

gdzie wyrazy podkreślone zależą od parametru λ, czyli od grubości warstw.  
W powyższych równaniach przyjęto fluktuacyjną funkcję kształtu w postaci, 
por. rys. 4.2: 

)( 1
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)()(3 1
1
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1

−− νλ mm xx  

)()(3 11
mm xx νλ−  

)()(3 11
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2/)( 11
mm xx λ+2/)( 11

mm xx λ−
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4.3.2. Przypadek szczególny – drgania poprzeczne 

Ograniczmy rozważania do przypadku drgań poprzecznych, tj. takich, w których 
występują tylko niewiadome w2 oraz v2. Warunek, przy którym zachodzi 
w1(x,z,t)=0, v1(x,z,t)=0 jest spełniony, gdy wprowadzimy następujące warunki 
brzegowe na lewej i prawej krawędzi laminatu: 

 .0),,(),,(
,0),,(),,(

11

11
==−
==−

tzHvtzHv
tzHwtzHw  (4.16) 

Przyjmijmy również 

 .0),,(),,( 22 =∂=−∂ tzHwtzHw  (4.17) 

W takim przypadku, po wprowadzeniu oznaczeń p≡p2, w≡w2, v≡v2, równania 
(4.14) można zapisać w postaci: 
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><−=>∂<∂−∂><∂−∂∂><−>ρ<
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pvhCwCwCw

&&

&&
 (4.18) 

Wprowadźmy kolejne założenia upraszczające rozważania, tj. przyjmijmy 
niezależność podstawowych niewiadomych w oraz v od współrzędnej x, czyli 
w=w(z,t), v=v(z,t), oraz niech siły objętościowe p spełniają warunki: 
<p>=∂<C2121∂h>v, <ph>=0. Wówczas równania (4.18) przyjmują postać: 
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&&
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 (4.19) 

Model tolerancyjny określony równaniami (4.19), ze względu na wprowadzone 
uproszczenia, można nazwać przybliżonym modelem tolerancyjnym, opisującym 
zagadnienie drgań poprzecznych rozpatrywanego laminatu. Dla porównania, 
równania (4.13) modelu asymptotycznego mają w tym przypadku postać: 

 ,02222 =∂∂><−>ρ< wCw&&  

czyli jest to jedno równanie identyczne z (4.19)1. 
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Przyjęte założenia doprowadziły do układu niezależnych równań różnicz-
kowych (4.19) (w modelu tolerancyjnym) bądź jednego równania (4.19)1  
(w modelu asymptotycznym), o współczynnikach będących wolnozmiennymi 
funkcjami argumentu x. Celem rozpatrywanego przykładu jest pokazanie, przy 
jakich warunkach podstawowe niewiadome tych równań w oraz v są niezależne 
od współrzędnej x, tj. w=w(z,t), v=v(z,t). 

Można zauważyć, że równanie (4.19)1 opisuje tzw. makrodrgania, a rów-
nanie (4.19)2 – tzw. mikrodrgania. 

Przyjmijmy, że funkcję grubości warstw λ=λ(x) można wyrazić w postaci 

 )()( xlx λ=λ , (4.20) 

gdzie )(xλ  jest bezwymiarową wolnozmienną funkcją argumentu x, a l jest stałą 
grubością lamin, wykonanych ze składnika nr 1, por. rys. 4.1. W takim przypad-
ku funkcje nasyceń składnikami nr 1 oraz nr 2 można przedstawić jako: 

 .
)(

1)()(,
)(

1)(
x

xx
x

x
λ

−λ=ν′′
λ

=ν′  (4.21) 

Wprowadźmy teraz warunki brzegowe dla niewiadomych w oraz v na górnej  
i dolnej krawędzi laminatu. W tym celu przyjmiemy obciążenie q na górnej kra-
wędzi w postaci funkcji tolerancyjnie-periodycznej argumentu x. Zatem obcią-
żenie to można poddać dekompozycji w postaci 

 ),(),(),( txrtxstxq += , (4.22) 

gdzie s(x,t) jest częścią uśrednioną obciążenia (tzw. makroobciążenie), a r(x,t) – 
częścią oscylującą (tzw. mikroobciążenie). Funkcje te przyjmijmy w postaci: 

 ),exp()()(),(),exp()(),( 00 tixrxRRtxrtixsQtxs ω=ω=  (4.23) 

gdzie s  oraz r  są wolnozmiennymi funkcjami x, zwanymi amplitudami makro-
obciążenia oraz mikroobciążenia, odpowiednio; R jest funkcją oscylującą x; Q0 
oraz R0 są stałymi; ω jest częstością. Przy założeniu części składowych obciąże-
nia w postaci (4.23) rozwiązań równań (4.19) szukamy jako: 

 ),exp()(),(),exp()(),( tizVtzvtizWtzw ω=ω=  (4.24) 

gdzie funkcje U oraz V muszą spełniać warunki brzegowe dla z=0, L. 
Podstawiając rozwiązania (4.24) do równań (4.19) oraz oznaczając: 
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otrzymujemy równanie makrodrgań (w modelu tolerancyjnym i asymptotycz-
nym) 

 02 =ωρ+∂∂ W
C

W , (4.26) 

oraz równanie mikrodrgań (tylko w modelu tolerancyjnym) 
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 (4.27) 

W rozpatrywanym przykładzie warunki brzegowe na brzegu górnym 
(z=0) oraz dolnym (z=L) mają postać, 

− dla makroprzemieszczenia W: 
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− dla amplitudy fluktuacji V: 
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We wzorze (4.28) A jest stałą, natomiast w (4.29) – l jest stałą grubością lamin, 
wykonanych ze składnika nr 1. 

Wprowadźmy oznaczenia: 
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Przyjmując amplitudy makro- i mikroobciążenia wyrażone wzorem 
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λβ+β−== , (4.31) 

warunki brzegowe (4.28) można zapisać jako: 
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a warunki (4.29): 
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Oznacza to, że warunki brzegowe (4.32), (4.33) są niezależne od współrzędnej x. 
Równania (4.26) i (4.27) można zapisać w postaci bezwymiarowej.  

W tym celu wprowadźmy oznaczenia: 
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Zakładając, że 1212121222222222 , CCCC ′′>>′′′>>′  mamy ,1/1 22222222 ≅′′′+ CC  
1/1 12121212 ≅′′′+ CC , a stąd 

 const=ηχ−Ω=γ 222 /12 . (4.35) 

Korzystając z oznaczeń (4.34), postacie bezwymiarowe (4.26) i (4.27) są nastę-
pujące: 

− równanie makrodrgań 

 02 =φΩ+φ′′ , (4.36) 

− równanie mikrodrgań 

 02 =ψγ+ψ′′ , (4.37) 

w których funkcje φ oraz ψ są bezwymiarowymi funkcjami, odpowiadającymi 
makroprzemieszczeniu W oraz amplitudzie fluktuacji V. Natomiast warunki 
brzegowe (4.32) zapisane bezwymiarowo mają postać: 

 ;0)1(,1)0( =φ−=φ′  (4.38) 

a warunki (4.33): 

 .0)1(,1)0( =ψ−=ψ′  (4.39) 



4.3. Wybrane zagadnienia – drgania laminatu 91 

Równanie (4.36) wraz z warunkami brzegowymi (4.38) określa makro-
drgania rozpatrywanego laminatu przy zadanym obciążeniu q, (4.22) wraz  
z (4.23) i (4.31), a równanie (4.37) z warunkami (4.39) opisuje mikrodrgania 
laminatu przy obciążeniu q, (4.22) wraz z (4.23) i (4.31). 

Rozwiązania równania makrodrgań (4.36), spełniające (4.38) mają postać: 
1° zagadnienie stacjonarne (Ω2=0) 

 ζ−=ζφ 1)( ; (4.40) 

2° zagadnienie niestacjonarne (Ω2>0) 

 ))sin()cos((tan)( 1 ζΩ−ζΩΩΩ=ζφ − ; (4.41) 

3° rezonans ( 2
2
π2 πΩ )( n+= , n=…−2,−1,0,1,2,…). 

Rozwiązania równania mikrodrgań (4.37), spełniające (4.39) mają postać: 
1° rozwiązania zanikające (γ2<0, 2222 /12 Ωηχγμ −=−= ) 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
μ+

μζ−
μ−+

μζ−
μ

=ζψ
)2exp(1

)exp(
)2exp(1

)exp(1)( ; (4.42) 

2° rozwiązania zanikające liniowo (γ2=0) 

 ζ−=ζψ 1)( ; (4.43) 

3° rozwiązania oscylujące (γ2>0) 

 ))sin()cos((tan)( 1 γζ−γζγγ=ζψ − . (4.44) 

Podobny przypadek, ale ograniczony tylko do makrodrgań, był rozpatrywany  
w pracy Jędrysiaka, Wierzbickiego i Cz. Woźniaka (2006). 

4.3.3. Wyniki obliczeń 

Wyniki obliczeń, które przeprowadzono przy zastosowaniu wzorów 
(4.40)-(4.44), pokazano na rys. 4.3-4.4. Rys. 4.3 przedstawia wykresy bezwy-
miarowej funkcji φ, opisującej makroprzemieszczenia laminatu. Natomiast na 
rys. 4.4 znajdują się krzywe bezwymiarowej funkcji ψ, określającej amplitudę 
fluktuacji laminatu. Wykresy z rys. 4.3 sporządzono dla różnych wartości para-
metru Ω, czyli ilorazu częstości obciążenia brzegowego q na górnej krawędzi do 
częstości „drgań swobodnych” laminatu. Krzywe na rys. 4.4 otrzymano dla róż-
nych wartości parametru γ2 lub μ2 (μ2=−γ2). 
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Rys. 4.3. Wykresy bezwymiarowej funkcji φ określającej makroprzemieszczenie  

w zależności od współrzędnej ζ 

 
Rys. 4.4. Wykresy bezwymiarowej funkcji ψ określającej amplitudę fluktuacji  

w zależności od współrzędnej ζ ( 2222 /12 Ωηχγμ −=−= ) 

Na podstawie analizy wyników przedstawionych na rys. 4.3-4.4 zauważ-
my, że: 

1° postać makrodrgań (opisanych bezwymiarową funkcją φ, rys. 4.3) za-
leży od częstości obciążenia brzegowego, tj. wraz ze wzrostem tej czę-
stości w stosunku do częstości „drgań swobodnych” laminatu staje się 
silniej oscylująca; 

2° postać mikrodrgań (opisanych bezwymiarową funkcją ψ, rys. 4.4) za-
leży od bezwymiarowego parametru γ2 (który uwzględnia częstość ob-
ciążenia brzegowego): 
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a) dla wartości γ2<0 (tj. μ2>0, μ2=−γ2) mikrodrgania zanikają wykład-
niczo (w tym dla przypadku stacjonarnego obciążenia, tj. ω=0); 

b) dla wartości γ2=0 mikrodrgania zanikają liniowo; 
c) dla wartości γ2>0 mikrodrgania oscylują, przy czym im większa 

wartość γ2, tym oscylacje są silniejsze. 

4.3.4. Podsumowanie 

Na podstawie rezultatów uzyskanych w ramach zaproponowanego przykładu 
można sformułować następujące uwagi o charakterze ogólnym: 

1° model tolerancyjny pozwala uwzględniać wpływ mikrostruktury lami-
natu, który przejawia się w możliwości analizy tzw. mikrodrgań (rów-
nanie (4.27) lub (4.37)), co jest niemożliwe w modelu asymptotycz-
nym; 

2° model tolerancyjny, w przeciwieństwie do modelu asymptotycznego, 
pozwala uwzględniać wpływ mikrooscylacji obciążenia brzegowego 
(np. (4.23) i (4.31)), który przejawia się w postaci tzw. mikrodrgań; 

3° pokazano, w jaki sposób postać funkcji grubości warstw, opisującej 
rozkład własności w laminacie, powinna być związana z postacią ob-
ciążenia brzegowego, zarówno jego części uśrednionej, jak i oscylują-
cej, aby postacie makro- i mikrodrgań laminatu były niezależne od 
współrzędnej x. 

Przykład przedstawiony w tym podrozdziale jest typowym „przykładem 
obliczeniowym”, który pokazuje możliwości zaproponowanego modelu toleran-
cyjnego. Przy przyjętych założeniach upraszczających możliwe było uzyskanie 
w ramach tego modelu rozwiązań analitycznych. Problem drgań laminatów  
o porzecznej gradacji własności omawianych w tym rozdziale wymaga szeregu 
dalszych analiz, na przykład porównawczych w celu weryfikacji modelu tole-
rancyjnego. 
 



5. Zagadnienia termosprężystości w laminatach 

5.1. Wprowadzenie 

Podobnie jak w rozdziałach 3 oraz 4 obiektami rozważań są tutaj dwuskładni-
kowe kompozyty, złożone z dużej liczby warstw. Przyjmujemy nieperiodyczny 
rozkład materiałów składowych wzdłuż kierunku prostopadłego do warstw, tj. 
osi x1, por. rys. 3.1-3.2. Na poziomie mikro laminaty mogą mieć budowę  
z równomiernym rozłożeniem warstw, tj. grubość warstw jest stała (por.  
rys. 3.2a), lub z nierównomiernym rozłożeniem warstw, tj. grubość warstw jest 
określona funkcją (por. rys. 3.2b). Natomiast ich własności w skali makro zmie-
niają się w sposób ciągły i gładki wzdłuż kierunku x1, Kompozyty tego rodzaju 
nazywamy więc laminatami o poprzecznej gradacji własności. 

Będziemy korzystać z takich pojęć wprowadzonych w rozdziale 3, jak 
funkcja grubości warstw λ(·), funkcje nasycenia )(),( ⋅ν ′′⋅ν′ , funkcja niejedno-
rodności ν(·), fluktuacyjna funkcja kształtu h(·), określona wzorem (3.1), której 
fragment pokazany jest na rys. 3.3. 

Rozważania prowadzimy w prostokątnym kartezjańskim układzie współ-
rzędnych Ox1x2x3. Oznaczmy ),,( 321 xxx≡x , x≡x1, ξ≡(x2,x3), ),,( 321 ∂∂∂≡∇ , 

)0,( 1∂≡∂ , ),,0( 32 ∂∂≡∇ . Wymiary laminatu wzdłuż osi x≡x1, x2, x3 niech wyno-
szą H≡L1, L2, L3, odpowiednio. Załóżmy zbiory x∈Ω≡(0,H), ξ∈Ξ≡(0,L1)×(0,L2) 
oraz przedział ]2/,2/[ λλ−= , będący komórką w przedziale Ω  (przy czym 
λ=const lub λ=λ(x)). Natomiast komórka o środku w punkcie x∈Ω jest oznaczo-
na przez ]2/,2/[)( λ+λ−≡ xxx . 

Wzór (2.2) określający uśrednienie funkcji f przyjmuje postać (4.1). Za-
tem jeśli f jest funkcją tolerancyjnie-periodyczną, to <f>0(x), Ξ×Ω∈x , jest 
wolnozmienną funkcją będącą w tolerancji z funkcją <f>(x). 

W tym rozdziale zajmujemy się modelowaniem zagadnień termospręży-
stości w laminatach. Wprowadźmy więc funkcje opisujące własności termiczne  
i sprężyste laminatu, tj. ciepło właściwe c, tensor przewodnictwa ciepła K, ten-
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sor modułów sprężystości C, tensor modułów termicznych B oraz gęstość masy 
ρ. Zakładamy, że funkcje te są tolerancyjnie-periodyczne względem argumentu 
x, ),()(),(),(),(),( 0 Ω∈⋅ρ⋅⋅⋅⋅ δTPc BK C , a także że przyjmują stałe wartości c′, K′, 
C′, B′, ρ′ oraz c″, K″, C″, B″, ρ″ w składniku nr 1 oraz nr 2, odpowiednio. Pole 
przemieszczeń kompozytu oznaczmy przez u=u(x,t), ze składowymi ui (i=1,2,3) 
wzdłuż osi xi, natomiast pole temperatury przez T=T(x,t), Ξ×Ω∈= ),( ξx x , 

),( 10 ttt∈ . O obu niewiadomych polach zakładamy, że są funkcjami tolerancyj-
nie-periodycznymi współrzędnej x=x1, tj. ),(),,(),,,( 1 Ω∈⋅⋅ δTPtTt ξξu , czyli mają 
charakter zgodny z mikrostrukturą laminatu. 

W następnych podrozdziałach zostaną przedstawione równania uśrednio-
ne modelu tolerancyjnego oraz modelu asymptotycznego termosprężystości  
w rozpatrywanych laminatach. 

5.2. Równania uśrednione 

5.2.1. Model tolerancyjny 

Procedura postępowania została opisana w rozdziale 2. Zakładamy zatem, że 
zagadnienie sprzężonej termosprężystości w rozpatrywanym laminacie jest opi-
sane funkcjonałem działania (2.9), który przyjmuje postać 
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  (5.1) 

z funkcją Lagrange’a L określoną wzorem 

 fTTT +⋅+∇⋅⋅∇+∇∇−⋅ρ= upKuuuu )::(2
1 C&&L , (5.2) 

oraz funkcjami p, f zdefiniowanymi równaniami konstytutywnymi: 

 uBBp && ∇⋅Θ+=⋅∇= 0),( TcfT , (5.3) 

gdzie Θ0 jest pewną stałą temperaturą. Przyjmujemy, że ),,,,,,,( fTT puuu ∇∇⋅ &L  
oraz p(·), f(·) są tolerancyjnie-periodycznymi, silnie oscylującymi funkcjami 
argumentu x, x∈Ω. 
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Korzystamy z rozszerzonej zasady stacjonarności działania dla funkcjona-
łu działania D, (5.1), i funkcji Lagrange’a L, (5.2). Otrzymujemy w ten sposób 
dobrze znane równania sprzężonej termosprężystości, które można zapisać  
w postaci: 

 .)(
),():(

0 uBK
Buu

&&
&&

∇⋅Θ=−∇⋅⋅∇
⋅∇=ρ−∇⋅∇

TcT
TC  (5.4) 

Podstawowe niewiadome, tj. temperatura T=T(x,ξ,t) oraz wektor przemieszczeń 
u=u(x,ξ,t), Ξ×Ω∈= ),( ξx x , ),( 10 ttt∈ , muszą spełniać odpowiednie warunki 
regularności. 

Równania (5.4) mają silnie oscylujące, tolerancyjnie-periodyczne, niecią-
głe współczynniki funkcyjne, nie są zatem wygodne w zastosowaniach do anali-
zy zagadnień szczególnych. Za punkt wyjścia tolerancyjnego modelowania 
weźmy funkcjonał działania D, (5.1), wraz z funkcją Lagrange’a L, (5.2), oraz 
funkcjami p, f, (5.3). Sformułowanie tych funkcji jest pierwszym etapem proce-
dury modelowania. 

Drugim etapem jest mikro-makro dekompozycja podstawowych niewia-
domych pól, tj.: 

• pola temperatury T(x,ξ,t), przyjęta w postaci 

 ),,,()(),,(),,( txxgtxtxTh ξξξ ψ+ϑ=  (5.5) 

• pola przemieszczeń u(x,ξ,t) w postaci 

 ),,,()(),,(),,( txxhtxtxh ξvξwξu +=  (5.6) 

gdzie ),(),,(),,,(),,,(),,,( 1 Ω∈⋅⋅⋅ψ⋅ϑ δSVtttt ξvξwξξ  dla każdej chwili t∈(t0,t1). 
Podstawowe niewiadome to funkcje ϑ oraz ψ, które nazywamy makrotempera-
turą oraz amplitudą fluktuacji temperatury, a także funkcje w oraz v, nazywane 
makroprzemieszczeniami oraz amplitudami fluktuacji przemieszczeń. Natomiast 
funkcje ),()(),( 1 Ω∈⋅⋅ δFShg  to fluktuacyjne funkcje kształtu, postulowane  
w każdym szczególnym, analizowanym zagadnieniu. 

W trzecim etapie modelowania ograniczamy rozważania do dowolnej, ale 
ustalonej komórki ]2/,2/[)( λ+λ−≡ xxx , x∈Ω. Wprowadzamy tolerancyjne 
przybliżenia ),(~),,(~),,(~),,(~),,(~ ⋅ρ⋅⋅⋅⋅ xxxxcx BK C  funkcji ),,(),,(),,( ⋅⋅⋅ xxcx CK  

),(),,( ⋅ρ⋅ xxB  w )(x  oraz zakładamy, że 0),(~),(~,0),(~),(~ >=⋅⋅ρ<>=⋅⋅< xhxxgxc . 
Zastosowanie procedury tolerancyjnego uśredniania z podrozdziału 2.3 prowa-
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dzi do otrzymania uśrednionego funkcjonału działania przy dekompozycjach 
(5.5) i (5.6) dla komórki )(x  
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w którym uśredniona funkcja Lagrange’a L jest określona przez 
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 (5.7) 

a równania konstytutywne mają postać: 
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Wykorzystując rozszerzoną zasadę stacjonarności działania do uśrednionej 
funkcji Lagrange’a (5.7) i traktując wyrażenia (5.8) jak parametry, otrzymujemy 
równania: 

 

.
)(

,)(
,

:):(
,):(

0

00

vB
KKK

vBwBKK
BB
vwvv

BBwvw

&
&

&&&

&&
&&

∇⋅>Θ<=
=ϑ⋅∇>⋅∂<−ψ>∂⋅⋅∂<−ψ><−ψ∇⋅><⋅∇

⋅>∂⋅Θ<+⋅∇>Θ=<ϑ><−ψ>∂⋅<+ϑ⋅∇><⋅∇
ϑ>∂⋅<−ψ∇⋅><=

=>ρ<+∇>∂⋅<+⋅>∂⋅⋅∂<+∇><⋅∇−
ϑ><∂⋅+ϑ⋅∇>=<>ρ<−⋅>∂⋅<+∇><⋅∇

hg
gggcgggg

hcg
ggh

hhhhhhh
h

CCC
CC

 (5.9) 

Powyższe równania, wraz z mikro-makro dekompozycjami (5.5) i (5.6), są na-
rzędziem do analizy zagadnień termosprężystości w laminatach o poprzecznej 
gradacji własności w ramach modelu tolerancyjnego. Współczynniki równań 
(5.9) są gładkimi, wolnozmiennymi funkcjami argumentu x, w przeciwieństwie 
do współczynników równań (5.4) – nieciągłych i silnie oscylujących. Równania 
(5.9) uwzględniają wpływ wielkości mikrostruktury laminatu w problemach 
termosprężystości poprzez zależne od parametru mikrostruktury składniki pod-
kreślone. 
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Warunki początkowe muszą być określone dla podstawowych niewiado-
mych )(),(),(),( ⋅⋅⋅ψ⋅ϑ vw . Warunki brzegowe na wszystkich brzegach, tj. x=0, H; 
x2=0, L2, x3=0, L3, należy sformułować dla makrotemperatury ϑ oraz makro-
przemieszczeń w, natomiast dla amplitudy fluktuacji temperatury ψ oraz ampli-
tud fluktuacji przemieszczeń v tylko na brzegach x2=0, L2, x3=0, L3. Ponadto, 
rozwiązania )(),(),(),( ⋅⋅⋅ψ⋅ϑ vw  mają fizyczny sens tylko wtedy, gdy spełnione są 
warunki ),(),,(),,,(),,,(),,,( 1 Ω∈⋅⋅⋅ψ⋅ϑ δSVtttt ξvξwξξ . Warunki te można wyko-
rzystać do oceny a posteriori parametru tolerancji δ, czyli także do weryfikacji 
poprawności fizycznej otrzymanych wyników. 

5.2.2. Model asymptotyczny 

W tym podrozdziale, tak jak w 5.2.1, korzystamy z równań sprzężonej termo-
sprężystości (5.4), które można otrzymać z rozszerzonej zasady stacjonarności 
działania zastosowanej do funkcjonałów D(·), (5.1), L(·), (5.2), oraz p(·), f(·), 
(5.3). Stanowi to punkt wyjścia procedury modelowania. 

Podobnie jak w poprzednich rozdziałach, w modelowaniu asymptotycz-
nym wprowadzamy parametr ε∈(0,1], przedział ]2/,2/[ ελελ−≡ε  oraz ε-ko-
mórkę εε +≡ xx)(  o środku w Ω∈x . 

Podstawowe założenie modelowania asymptotycznego, tj. asymptotyczna 
dekompozycja (2.18), przyjmuje postać: 

• dla pola temperatury T(x,ξ,t) 

 ),,,(),(~),,(),,,( tzzxgtztzxT ξξξ ψε+ϑ= εε  (5.10) 

• pola przemieszczeń u(x,ξ,t) w postaci 

 ),,,(),(~),,(),,,( tzzxhtztzx ξvξwξu εε ε+=  (5.11) 

gdzie ),,(,),( 10 tttxz ∈Ξ∈∈ ε ξ  oraz funkcje ϑ, ψ, w, v są ciągłe i ograniczone  
w Ω  łącznie ze swoimi pierwszymi pochodnymi. Korzystając z oznaczeń 
(2.19), pochodne (2.20) dla temperatury można zapisać jako: 
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a dla przemieszczeń: 
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Uwzględniając ε→0 i korzystając ze wzorów (2.21), zależności (5.10)-(5.11) 
oraz (5.12)-(5.13) przyjmują postać: 

 

).(),,(),,,(
),(),,(),(~ˆ),,(),,,(

),(),,(),,,(
),(),,(),(~ˆ),,(),,,(

),(),,(),,,(
),(),,(),,,(

ε+∇=∇
ε+∂+∂=∂

ε+ϑ∇=∇
ε+ψ∂+ϑ∂=∂

ε+=
ε+ϑ=

ε

εε

ε

εε

ε

ε

Otxtzx
Otxzxhtxtzx

OtxtzxT
OtxzxgtxtzxT

Otxtzx
OtxtzxT

ξwξu
ξvξwξu

ξξ
ξξξ

ξwξu
ξξ

 (5.14) 

Dokonując przejścia z parametrem ε do zera, w powyższych formułach pomija-
my składniki O(ε). 

W następnym etapie modelowania wprowadzamy rodzinę εL
~  funkcji 
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które są funkcjami Lagrange’a w funkcjonałach działania: 
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Wykorzystując procedurę modelowania asymptotycznego (także dla parametrów 
p, f), w której dla ε→0 funkcje εL

~  zmiennej z/ε, )(xz ε∈ , dążą do uśrednionej 
funkcji Lagrange’a L0, (2.23), przyjmującej postać 
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 (5.15) 

asymptotyczny funkcjonał działania można zapisać jako 
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Uśredniając asymptotycznie i korzystając z dekompozycji (5.10)-(5.11)  
oraz wyrażeń (5.14), otrzymujemy funkcję Lagrange’a L0, (5.15): 
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 (5.16) 
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z <p> oraz <f> zdefiniowanymi równaniami konstytutywnymi: 
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Stosując rozszerzoną zasadę stacjonarności działania do uśrednionej funkcji 
Lagrange’a (5.16) i traktując wyrażenia (5.17) jak parametry, otrzymujemy rów-
nania Eulera-Lagrange’a: 
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Powyższe równania wraz z asymptotycznymi dekompozycjami (5.10)-(5.11) 
reprezentują model asymptotyczny, który opisuje zagadnienia termosprężystości 
w laminatach o poprzecznej gradacji własności. Równania (5.18) to równania  
o gładkich, wolnozmiennych współczynnikach, w przeciwieństwie do równań 
(5.4) o współczynnikach nieciągłych i silnie oscylujących. Ponadto równania te 
nie uwzględniają wpływu wielkości mikrostruktury laminatu. 

Zauważmy, że równania (5.18) można łatwo otrzymać z równań (5.9) 
modelu tolerancyjnego, pomijając w nich składniki podkreślone, zależne od 
parametru mikrostruktury. 

W modelu asymptotycznym należy sformułować warunek początkowy  
i warunki brzegowe tylko dla makrotemperatury ϑ oraz makroprzemieszczeń w. 
Funkcje )(),(),(),( ⋅⋅⋅ψ⋅ϑ vw  muszą spełniać warunki ),(),,(),,,( 1 Ω∈⋅ψ⋅ϑ δSVtt ξξ , 

),(),,(),,,( 1 Ω∈⋅⋅ δSVtt ξvξw . 
 



6. Płyty cienkie tolerancyjnie-periodyczne 

6.1. Wprowadzenie 

W tym rozdziale obiektami rozważań są cienkie, liniowo-sprężyste płyty, wyko-
nane z dwóch materiałów. Zakłada się, że własności makroskopowe (uśrednio-
ne) płyt mogą zmieniać się w sposób ciągły w płaszczyznach równoległych do 
płaszczyzny środkowej płyty wzdłuż dwóch prostopadłych kierunków. Nato-
miast w skali mikro oba materiały są rozmieszczone w sposób tolerancyjnie-
periodyczny wzdłuż tych kierunków. Fragment takiej płyty jest przedstawiony 
na rys. 6.1. 

 
Rys. 6.1. Fragment cienkiej płyty o budowie tolerancyjnie-periodycznej 

(por. Jędrysiak i Michalak (2010)) 

W skali mikro tego rodzaju płyty są zbudowane z wielu małych elementów, 
zwanych „komórkami”, które odmiennie niż w płytach periodycznych, por.  
Jędrysiak (2001b), nie są powtarzalne. Zakładamy, że sąsiadujące z sobą komór-
ki mogą być prawie identyczne, natomiast komórki odległe – mogą się od siebie 
bardzo różnić. Natomiast w skali makro własności płyty w płaszczyznach rów-
noległych do płaszczyzny środkowej są opisane funkcjami wolnozmiennymi. 
Płyty te możemy nazywać cienkimi płytami tolerancyjnie-periodycznymi bądź 
cienkimi płytami o funkcyjnej (poprzecznej) gradacji własności, por. Jędrysiak 
(2010), Jędrysiak i Michalak (2010). 

x3
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Płyty rozpatrujemy w prostokątnym kartezjańskim układzie współrzęd-
nych Ox1x2x3, natomiast czas jest oznaczony przez t, t∈(t0,t1). Indeksy dolne  
i, j,… (związane z układem Ox1x2x3) przyjmują wartości 1, 2, 3, indeksy dolne 
α, β,… (związane z Ox1x2) – wartości 1, 2, a górne indeksy A, B,… – wartości 
1,…,N; zachowana jest konwencja sumacyjna dla tych indeksów. Ponadto ∂α są 
pochodnymi względem współrzędnych xα, α=1,2, ∂α...δ≡∂α…∂δ. Oznaczając 
x≡(x1,x2), z≡x3, niezdeformowana płyta zajmuje obszar 
Π≡{(x,z):-d(x)/2≤z≤d(x)/2, x∈Ω}, gdzie d(·) jest grubością płyty, a Ω – płasz-
czyzną środkową, zdefiniowaną jako Ω≡(0,L1)×(0,L2). 

W płytach tolerancyjnie-periodycznych możemy wprowadzić  
„komórkę” ]2/,2/[]2/,2/[ 2211 λλ−×λλ−=  w zbiorze Ω  oraz 

]2/,2/[]2/,2/[),()( 2222111121 λ+λ−×λ+λ−≡= xxxxxxx , będącą komórką  
o środku w punkcie x∈Ω, gdzie λ1, λ2 są jej długościami wzdłuż osi x1, x2. Wiel-
kość komórki określa stały parametr λ, zdefiniowany jako λ≡((λ1)2+(λ2)2)1/2. 
Zakładamy, że parametr ten spełnia warunek λ<<min(L1,L2). Parametr ten na-
zwać można parametrem mikrostruktury. Dodatkowym założeniem jest 
max(d)<<λ. 

Ponadto przyjmujemy, że grubość płyty d może być funkcją tolerancyjnie-
periodyczną argumentu x, a składniki tensora modułów sprężystości Aijkl, gęstość 
masy ρ mogą być funkcjami tolerancyjnie-periodycznymi x oraz parzystymi z. 
Zakładamy też, że poziome płaszczyzny są płaszczyznami symetrii sprężystej. 
Stąd A3αβγ=A333γ=0 oraz Aαβγδ, Aαβ33, A3333 są różne od zera. Ugięcie płaszczyzny 
środkowej w punkcie x∈Ω oznaczmy przez u(x,t), a obciążenia pionowe 
(wzdłuż osi z) przez p(x,t). 

Rozważania przedstawione w tym rozdziale są oparte na dobrze znanych 
założeniach teorii płyt cienkich Kirchhoffa, tj. związkach kinematycznych, 
związkach odkształcenia-przemieszczenia, związkach naprężenia-odkształcenia 
(z założeniem płaskiego stanu naprężenia), por. Timoshenko i Woinowky-
Krieger (1959), książka pod red. Cz. Woźniaka (2001), Jędrysiak (2001b). 

W następnych podrozdziałach zostaną wyprowadzone uśrednione równa-
nia modelu tolerancyjnego i modelu asymptotycznego, opisujące drgania cien-
kich płyt tolerancyjnie-periodycznych, a następnie pokazane będą zastosowania 
tych modeli w przypadku analizy drgań swobodnych. 
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6.2. Równania uśrednione 

6.2.1. Model tolerancyjny 

W tym podrozdziale wyprowadzimy uśrednione równania cienkich płyt toleran-
cyjnie-periodycznych. Korzystając z warunków symetrii, oznaczmy 
Cαβγδ≡Aαβγδ−Aαβ33Aγδ33(A3333)−1. Wprowadźmy również następujące oznaczenia 
funkcji tolerancyjnie-periodycznych: 

 ∫∫∫
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αβγδαβγδ
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≡ρ≡ϑρ≡μ
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dzzzCBdzzzdzz xxxxxx , (6.1) 

opisujących takie własności płyty, jak: gęstość masy na jednostkę powierzchni, 
inercję obrotową, sztywności zginania. 
Ponadto wzór (2.2) określający uśrednienie funkcji f przyjmuje postać 

 .,)()(
)(

1
11

Ω∈=>< ∫λλ xyyx
x

dff  (6.2) 

W przypadku gdy f jest funkcją tolerancyjnie-periodyczną, to <f>0(x), Ω∈x , 
jest wolnozmienną funkcją będącą w tolerancji z funkcją <f>(x). 

Postępując zgodnie z procedurą przedstawioną w rozdziale 2, zakładamy, 
że zagadnienia dynamiczne płyt cienkich są opisane funkcjonałem działania 
(2.9), przyjmującym postać 

 ,),,,,(),(
1

0

∫ ∫
Ω

α∂=
t

t

dtdpuuupu yy &LD  (6.3) 

w którym funkcja Lagrange’a L jest określona wzorem 

 FEKL +−= , (6.4) 

gdzie: E to energia potencjalna, K – energia kinetyczna, F – praca sił zewnętrz-
nych. Korzystając z założeń teorii płyt cienkich, wyrażenia na E, K, F można 
zapisać w postaci: 

 .),(, 2
1

2
1 puuuuuuuB =δ∂∂ϑ+μ=∂∂= αββαγδαβαβγδ FKE &&&&  (6.5) 



6. Płyty cienkie tolerancyjnie-periodyczne 104 

W dalszych rozważaniach będzie pomijany wpływ inercji obrotowej rozpatry-
wanej płyty cienkiej, opisany przez składnik podkreślony we wzorze na energię 
kinetyczną. Po podstawieniu (6.5) do (6.4) funkcja Lagrange’a L ma postać 

 .)(2
1 puuuBuu +∂∂−μ= γδαβαβγδ&&L  (6.6) 

Funkcja ),,,,( puuu &α∂⋅L  jest tolerancyjnie-periodyczną, silnie oscylującą funkcją 
argumentu x, x∈Ω. 

Korzystając z zasady stacjonarności działania dla funkcjonału działania 
D, (6.3), i funkcji Lagrange’a L, (6.6), otrzymujemy równanie Eulera-
Lagrange’a opisujące zagadnienia dynamiczne cienkich płyt, które można przed-
stawić w postaci 

 .)( puuB =μ+∂∂ γδαβγδαβ &&  (6.7) 

Podstawową niewiadomą jest ugięcie u(x,t), Ω∈= ),( 21 xxx , ),( 10 ttt∈ , które 
musi spełniać odpowiednie warunki regularności. 

Równanie (6.7) to równanie różniczkowe cząstkowe o silnie oscylujących, 
tolerancyjnie-periodycznych, nieciągłych współczynnikach funkcyjnych. Rów-
nanie to nie jest więc wygodne w zastosowaniach do analizy zagadnień szcze-
gólnych. Punktem wyjścia tolerancyjnego modelowania jest funkcjonał działania 
D, (6.3), wraz z funkcją Lagrange’a L, (6.6). Sformułowanie tych funkcji sta-
nowi pierwszy etap procedury modelowania. 

W drugim etapie przyjmuje się mikro-makro dekompozycję podstawowej 
niewiadomej, czyli ugięcia płyty u(x,t) 

 ),,()(),(),( tvhtwtu AA xxxx +=  (6.8) 

gdzie ),(),(),,( 2 
Ω∈⋅⋅ δSVtvtw A  dla każdej chwili t∈(t0,t1). Podstawową niewia-
domą jest funkcja w, którą nazywamy makrougięciem, a dodatkowymi niewia-
domymi kinematycznymi są funkcje vA, A=1,…,N, nazywane amplitudami fluk-
tuacji ugięcia. Natomiast funkcje ),()( 2 Ω∈⋅ δFShA  są fluktuacyjnymi funkcjami 
kształtu, postulowanymi w każdym szczególnym, analizowanym zagadnieniu. 
Ponieważ funkcje te powinny opisywać charakter oscylacji ugięcia płyty, wywo-
łanych jej niejednorodnością, można je przyjmować jako rozwiązania (dokładne 
lub przybliżone) pewnego zagadnienia własnego dla komórki )(x , por.  
Jędrysiak (2001b, 2009). 

W trzecim etapie modelowania rozważania ograniczamy do dowolnej, ale 
ustalonej komórki )(x , x∈Ω. Korzystamy z tolerancyjnych przybliżeń 
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),(~),,(~ ⋅μ⋅αβγδ xxB  w )(x  funkcji ),(),,( ⋅μ⋅αβγδ xxB  zdefiniowanych przez (6.1) 
oraz zakładamy, że 0),(~),(~ >=⋅⋅μ< xx Ah . Stosując procedurę tolerancyjnego 
uśredniania, przedstawioną w podrozdziale 2.3, otrzymujemy uśredniony funk-
cjonał działania przy mikro-makro dekompozycji (6.8) dla komórki )(x  
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z uśrednioną funkcją Lagrange’a L wyrażoną wzorem podobnym do (6.4) 

 ><+><−>>=<< FEKLh . (6.9) 

Oznaczając: 
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oraz wykorzystując wyrażenia na uśrednioną energię potencjalną <E>, uśrednio-
ną energię kinetyczną <K>, uśrednioną pracę sił zewnętrznych <F>: 
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funkcja >< hL  przyjmuje postać 
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+−∂−∂∂−μ+μ>=< γδγδγδαβαβγδ&&&&L (6.12) 

gdzie składniki podkreślone zależą od parametru mikrostruktury. Korzystając  
z zasady stacjonarności działania dla uśrednionej funkcji Lagrange’a (6.12), 
otrzymujemy uśrednione równania Eulera-Lagrange’a: 
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 (6.13) 

Równania (6.13), wraz z mikro-makro dekompozycją (6.8), stanowią narzędzie 
do analizy zagadnień dynamicznych cienkich płyt tolerancyjnie-periodycznych 
w ramach modelu tolerancyjnego. Współczynniki równań (6.13) są gładkimi, 
wolnozmiennymi funkcjami argumentów x1, x2, w przeciwieństwie do współ-
czynników równania (6.7) – nieciągłych i silnie oscylujących. Równania (6.13) 
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uwzględniają wpływ wielkości mikrostruktury płyty w zagadnieniach dyna-
micznych poprzez zależne od parametru mikrostruktury składniki podkreślone. 

Warunki początkowe należy określić dla podstawowych niewiadomych w, 
vA (dwa warunki dla każdej). Warunki brzegowe na wszystkich brzegach, tj. 
x1=0, L1; x2=0, L2,  muszą być sformułowane dla makrougięcia w (łącznie cztery 
warunki). Ponadto, rozwiązania w, vA mają fizyczny sens wtedy, gdy spełnione 
są warunki ),(),(),,( 2 
Ω∈⋅⋅ δSVtvtw A , które mogą być wykorzystane do weryfi-
kacji poprawności fizycznej otrzymanych wyników. 

6.2.2. Model asymptotyczny 

Punktem wyjścia procedury modelowania asymptotycznego jest równanie opisu-
jące zagadnienia dynamiczne rozpatrywanych płyt (6.7), które można otrzymać 
z zasady stacjonarności działania zastosowanej do funkcjonałów D(·), (6.3), 
L(·), (6.6). 

W modelowaniu asymptotycznym wprowadzamy parametr ε∈(0,1], prze-
dział ]2/,2/[]2/,2/[ 2211 ελελ−×ελελ−≡ε  oraz ε-komórkę εε +≡ xx)(   
o środku w punkcie Ω∈x . 

Podstawowe założenie modelowania asymptotycznego, tj. asymptotyczna 
dekompozycja (2.18), dla ugięcia u(x,t) ma postać 

 ),(),(~),(),,( tvhtwtu AA yyxyyx εε ε+= , (6.14) 

gdzie ),,(),( 10 ttt∈∈ ε xy  oraz funkcje u, w, vA (A=1,…,N) są ciągłe i ograniczo-
ne w Ω  wraz ze swoimi pierwszymi pochodnymi. Korzystając z oznaczeń 
(2.19) pochodne (2.20) dla ugięcia można zapisać jako 

 ).,(),(~),(),(~ˆ),(),,( tvhtvhtwtu AAAA yyxyyxyyx αεεααεα ∂ε+∂+∂=∂  (6.15) 

Uwzględniając ε→0 i korzystając ze wzorów (2.21), zależności (6.14)-(6.15) 
przyjmują postać: 

 ).(),(),(~ˆ),(),,(
),(),(),,(

ε+∂+∂=∂
ε+=

εααεα

ε

Otvhtwtu
Otwtu

AA xyxxyx
xyx  (6.16) 

Dokonując przejścia z parametrem ε do zera, w powyższych wzorach pomijamy 
składniki O(ε). 

Kolejny etap modelowania to wprowadzenie rodziny εL
~  funkcji 
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 ),,(,),()),,(),,(),,(),,(,/,(~~
10 ttttvtwtwtw A ∈Ω∈∈∂ε= εαε xxyxxxxyx &LL  

które są funkcjami Lagrange’a w funkcjonałach działania 
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Korzystając z procedury modelowania asymptotycznego, w której dla ε→0 
funkcje εL

~  zmiennej y/ε, )(xy ε∈ , dążą do uśrednionej funkcji Lagrange’a L0, 
(2.23), w postaci 
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asymptotyczny funkcjonał działania można zapisać jako 
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Uśredniając asymptotycznie i wykorzystując dekompozycję (6.14) oraz wyraże-
nia (6.16), otrzymujemy funkcję Lagrange’a L0, (6.17): 

 ,ˆ)2ˆˆ(2
1

0 wpvvBwvBwwBww BAABBB +−∂−∂∂−μ= γδγδγδαβαβγδ&&L  (6.18) 

Po zastosowaniu zasady stacjonarności działania do uśrednionej funkcji  
Lagrange’a (6.18), otrzymujemy równania Eulera-Lagrange’a: 
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Powyższe równania razem z asymptotyczną dekompozycją (6.14) reprezentują 
model asymptotyczny, opisujący zagadnienia dynamiczne płyt tolerancyjnie-
periodycznych (o poprzecznej gradacji własności) na poziomie makro. Równa-
nia (6.19) są równaniami o gładkich, wolnozmiennych współczynnikach,  
w przeciwieństwie do równania (6.7) o współczynnikach nieciągłych i silnie 
oscylujących. Ponadto równania te nie uwzględniają wpływu wielkości mikro-
struktury płyty. 

Łatwo zauważyć, że równania (6.19) można otrzymać z równań (6.13) 
modelu tolerancyjnego, pomijając w nich składniki podkreślone, zależne  
od parametru mikrostruktury. 
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W modelu asymptotycznym formułujemy warunki początkowe i warunki 
brzegowe dla makrougięcia w. Funkcje w, vA muszą spełniać warunki 

),(),(),,( 2 
Ω∈⋅⋅ δSVtvtw A .

6.3. Wybrane zagadnienia – drgania swobodne pasma 
płytowego 

6.3.1. Wprowadzenie 

W tym podrozdziale, jako przykład zastosowania równań modelu tolerancyjnego 
i asymptotycznego, rozpatrzymy drgania swobodne płyty o rozpiętości L≡L1 
wzdłuż osi x1 oraz nieograniczonej wzdłuż osi x2, czyli tzw. pasma płytowego. 
Zakładamy, że grubość d pasma jest stała oraz własności materiałowe są nieza-
leżne od współrzędnej x2. Fragment takiego pasma pokazano na rys. 6.2. 

 
Rys. 6.2. Fragment pasma płytowego o budowie tolerancyjnie-periodycznej 

(por. Jędrysiak (2010)) 

Oznaczmy x≡x1, z≡x3, L≡L1. W rozpatrywanym przypadku x∈Ω=(0,L), a komór-
ką podstawową jest przedział ]2/,2/[ λλ−≡  w zbiorze Ω . Zatem λ jest długo-
ścią komórki, spełniającą warunki d<<λ<<L, którą nazywamy parametrem mi-
krostruktury. Ponadto, komórka o środku w punkcie x∈Ω jest oznaczona przez 

]2/,2/[)( λ+λ−≡ xxx . 
Przyjmujemy, że pasmo płytowe wykonane jest z dwóch sprężystych, izo-

tropowych materiałów o własnościach określonych przez moduły Young’a E′, 
E″, współczynniki Poisson’a ν′, ν″ oraz gęstości masy ρ′, ρ″. Zakładamy, że 
E(x), ρ(x), x∈Ω, są tolerancyjnie-periodycznymi funkcjami x, 

)(),()(),( 00 Ω⊂Ω∈⋅ρ⋅ δ HTPE , natomiast współczynnik Poisson’a ν=ν′=ν″ jest 
stały. Zatem, przy warunku, że E′≠E″ oraz/lub ρ′≠ρ″ budowa materiałowa pa-
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sma może być uważana za funkcyjnie zmienną wzdłuż osi x, czyli jest to pasmo 
o funkcyjnej (poprzecznej) gradacji własności. 

6.3.2. Równania uśrednione 

Korzystając z definicji funkcji tolerancyjnie-periodycznych (6.1), opisujących 
własności płyty, otrzymujemy dla rozpatrywanego pasma płytowego: 

 )()(),()( )1(12 2
3 xExBxdx d
ν−≡ρ≡μ , (6.20) 

Rozpatrując zagadnienie drgań swobodnych mamy p=0. Ugięcie pasma jest 
oznaczone przez u(x,t), x∈Ω, t∈(t0,t1); natomiast pochodna względem x jako 
∂≡∂1. Ponadto zakładamy, że w mikro-makro dekompozycji (6.8) ugięcia mo-
żemy przyjąć tylko jedną fluktuacyjną funkcję kształtu, tj. A=N=1, czyli 
h(x)=h1(x), por. Jędrysiak (2001b, 2009). Zatem wzór (6.8) ma postać 

 ),,()(),(),( txvxhtxwtxu +=  (6.21) 

gdzie ),(),(),,( 2 
Ω∈⋅⋅ δSVtvtw  dla każdej chwili t∈(t0,t1), oraz ),()( 2 Ω∈⋅ δFSh . 
Wprowadzając oznaczenia: 

 ,,ˆ
,,,ˆˆ

11

111
11111111
>μ=<μ>μ=<μ

>∂∂∂∂=<>∂∂=<≡>=<≡
hh

hhBBhBBBBBB  (6.22) 

równania (6.13) modelu tolerancyjnego można zapisać w postaci: 

 
.0

,0ˆ)ˆ(
1111

11

11

=μ++∂∂

=μ++∂∂∂∂

vvBwB

wvBwB

&&

&&
 (6.23) 

Natomiast równania (6.19) modelu asymptotycznego mają postać: 

 
.0

,0ˆ)ˆ(
11

11

11

=+∂∂

=μ++∂∂∂∂

vBwB

wvBwB &&
 (6.24) 

Wyznaczając z równania (6.24)2 amplitudę fluktuacji v oraz wstawiając do rów-
nania (6.24)1 otrzymujemy tylko jedno równanie dla makrougięcia w 

 .0ˆ])/)(ˆ[( 112
11 =μ+∂∂−∂∂ wwBBB &&  (6.25) 

Równania (6.23) oraz (6.25) są równaniami o wolnozmiennych współczynni-
kach funkcyjnych. 
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6.3.3. Przykład – zastosowanie metody Ritza 

Załóżmy, że własności pasma płytowego są opisane następującymi funkcjami: 

 
⎩
⎨
⎧

λλγ+∪λγ−∈ρ′′
λγ+λγ−∈ρ′=⋅ρ ],,2/))(1[(]2/))(1(,0[dla,

),2/))(1(,2/))(1((dla,),( xxz
xxzz  (6.26) 

 
⎩
⎨
⎧

λλγ+∪λγ−∈′′
λγ+λγ−∈′=⋅ ],,2/))(1[(]2/))(1(,0[dla,

),2/))(1(,2/))(1((dla,),( xxzE
xxzEzE  (6.27) 

gdzie γ(x) jest funkcją rozkładu własności materiałowych, por. rys. 6.3. 

 
Rys. 6.3. Komórka pasma płytowego tolerancyjnie-periodycznego 

Dla przyjętej komórki )(x , x∈Ω, pasma, pokazanej na rys. 6.3, zakładamy 
periodyczne przybliżenie fluktuacyjnej funkcji kształtu h(x) w postaci 

 ,),()],()/2[cos(),(~ 2 Ω∈∈+λπλ= xxzxczzxh  

gdzie c(x) obliczamy z warunku 0~~ >=μ< h . Wielkość c(x) jest funkcją wolno-
zmienną argumentu x i ma postać 

 
)]}(~1[)(~{
))]((~sin[)(

xx
xxcc

γ−ρ′′+γρ′π
ρ′′−ρ′γπ== , 

gdzie )(~ xγ  periodycznym przybliżeniem funkcji rozkładu własności γ(x). Przy 
wyznaczaniu pochodnych fluktuacyjnej funkcji kształtu hh ~ ,~ ∂∂∂  wielkość c(x) 
traktujemy jak stałą. Stąd: 

 )/2cos(4)(),/2sin(2)( 2 λππ−=∂∂λππλ−=∂ zzhzzh . 

Ponieważ znalezienie analitycznych rozwiązań równań modelu toleran-
cyjnego (6.23) lub modelu asymptotycznego (6.25) w ogólnym przypadku nie 
jest możliwe, można zastosować przybliżony sposób rozwiązania. 

E′′, ρ′′

d 

γ(x)λ (1−γ(x))λ/

λ

(1−γ(x))λ/

x 

oś symetrii
z

E′, ρ′
O

E′′, ρ′′ 
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Na przykład, przybliżone wzory częstości drgań swobodnych można 
otrzymać, korzystając z metody Ritza, por. Jędrysiak (2001b, 2010), Jędrysiak  
i Michalak (2010). W tej metodzie wyznaczamy wyrażenia określające maksy-
malną energię potencjalną maxE  oraz maksymalną energię kinetyczną maxK  
układu. W tym celu, w przypadku pasma płytowego o rozpiętości L zakładamy 
przybliżone postacie rozwiązań, tj. makrougięcia w(x,t) oraz amplitudy fluktu-
acji v(x,t): 

 ),cos()(),(),cos()(),( txAtxvtxAtxw vw ωαΨ=ωαΦ=  (6.28) 

gdzie α jest liczbą falową, ω jest częstością drgań swobodnych, Φ(·) oraz Ψ(·) 
są tzw. funkcjami własnymi (postaciami drgań swobodnych) dla makrougięcia 
oraz amplitudy fluktuacji, odpowiednio, spełniającymi zadane warunki brzego-
we dla x=0, L. 

Wprowadźmy oznaczenia dla drugich pochodnych funkcji Φ(·) i Ψ(·): 

 ),()(),()( 22 xxxx αΨα≡αΨ∂∂αΦα≡αΦ∂∂  (6.29) 

oraz współczynników: 
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(

 (6.30) 

Korzystając z (6.28), możemy zapisać wyrażenia określające maksymalną ener-
gię – potencjalną maxE  i kinetyczną maxK , pasma płytowego: 
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],)2[(
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1
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2222
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ωμλ+μ=
+α−α=

vu

vvuu

AA
ABAABAB

(

)(

K
E  (6.31) 

Dla energii (6.31) stosujemy warunki metody Ritza: 

 ,0)(,0)( maxmaxmaxmax =
∂

−∂=
∂

−∂
vu AA
KEKE  

otrzymując układ liniowych równań algebraicznych: 

 .0)(
,0)~~(

422

224

=μλω−+α−
=α−μω−α

BABA
ABBA

vu

vu )  (6.32) 

Przyrównując wyznacznik układu równań (6.32) do zera dostajemy: 
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24244
2

4

24244
2

λμμ
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()(()((

BBBBB

BBBBB

 (6.33) 

gdzie ω− oraz ω+ są, odpowiednio, niższą oraz wyższą częstością drgań swobod-
nych w modelu tolerancyjnym. 

Postępując w podobny sposób w ramach modelu asymptotycznego, okre-
ślonego równaniem (6.25), po zastosowaniu metody Ritza otrzymujemy wzór 

 ,
2

42
B

BBB
)(

)(

μ
−α≡ω  (6.34) 

na częstość drgań swobodnych ω w modelu asymptotycznym. 
Zauważmy, że model tolerancyjny pozwala badać wpływ mikroniejedno-

rodnej budowy pasma płytowego w postaci wyższych częstości drgań swobod-
nych, (6.33)2, natomiast zastosowanie modelu asymptotycznego prowadzi tylko 
do podstawowej, niższej częstości drgań, (6.34). 

6.3.4. Wyniki obliczeń 

W przykładzie obliczeniowym rozpatrzymy cztery różne sposoby podparcia 
pasma płytowego na końcach, tj.: 

1° pasmo obustronnie przegubowo podparte 

 0)()()0()0( =Φ∂∂=Φ=Φ∂∂=Φ LL ; (6.35) 
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2° pasmo obustronnie utwierdzone 

 0)()()0()0( =Φ∂=Φ=Φ∂=Φ LL ; (6.36) 

3° pasmo lewostronnie utwierdzone, prawostronnie – przegubowo 
 podparte 

 0)()()0()0( =Φ∂∂=Φ=Φ∂=Φ LL ; (6.37) 

4° pasmo wspornikowe 

 0)()()0()0( =Φ∂∂∂=Φ∂∂=Φ∂=Φ LL . (6.38) 

Wykorzystując funkcje trygonometryczno-hiperboliczne Kryłowa-Pragera 

 )],sin()[sinh()()],cos()[cosh()(
)],sin()[sinh()()],cos()[cosh()(

2
1

2
1

2
1

2
1

xxxVxxxU
xxxTxxxS

α−α=αα−α=α
α+α=αα+α=α  (6.39) 

funkcje własne Φ(·) oraz Ψ(·) z rozwiązań (6.28) przyjmujemy w postaci jak dla 
pasma jednorodnego, spełniającej powyższe warunki brzegowe (6.35)-(6.38), tj.: 

1° pasmo obustronnie przegubowo podparte 

 );sin()(),sin()( xxxx α=αΨα=αΦ  (6.40) 

2° pasmo obustronnie utwierdzone 

 )()()()( )sin()sinh(
)cos()cosh( xVxUxx LL

LL α−α=αΨ=αΦ α−α
α−α ; (6.41) 

3° pasmo lewostronnie utwierdzone, prawostronnie – przegubowo 
 podparte 

 )()coth()()()( xVLxUxx αα−α=αΨ=αΦ ; (6.42) 

4° pasmo wspornikowe 

 )()()()( )cos()cosh(
)sin()sinh( xVxUxx LL

LL α−α=αΨ=αΦ α+α
α−α . (6.43) 

Ponadto rozpatrzymy cztery funkcje rozkładu własności materiałowych 
γ(x), przyjmując ich przybliżenia periodyczne w postaci: 

1° wariant nr 1 (φ=1) 

 )/(sin)(~ 2 Lxx π=γ ; (6.44) 

2° wariant nr 2 (φ=2) 

 )/(cos)(~ 2 Lxx π=γ ; (6.45) 
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3° wariant nr 3 (φ=3) 

 2)/()(~ Lxx =γ ; (6.46) 

4° wariant nr 4 (φ=4) – pasmo płytowe periodyczne 

 .5,0)(~ =γ=γ x  (6.47) 

Wprowadźmy bezwymiarowe parametry: 

 ,/,/,/, ρ′ρ′′≡ς′′′≡ελ≡ηαλ≡ EEdq  

gdzie q jest bezwymiarową liczbą falową; η<<1; ε, ς∈[0,1], a także bezwymia-
rowe parametry częstości, określone wzorami: 

 ,)(,)()( 22)1(1222
,

2)1(122
,

22 ωλ≡ϖωλ≡ϖ ′
ρ′ν−

+−′
ρ′ν−

+− EE  (6.48) 

z częstościami ω−, ω+, ω według wzorów (6.33), (6.34). 
Wyniki obliczeń przeprowadzonych przy wykorzystaniu relacji (6.48) są 

przedstawione w postaci wykresów na rys. 6.4-6.15. Wykresy te sporządzono 
dla czterech funkcji rozkładu własności materiałowych γ(x) przybliżonych wzo-
rami (6.44)-(6.47) (odpowiednie krzywe oznaczono przez φ=1,2,3,4) oraz czte-
rech przypadków warunków brzegowych, tj. pasma płytowego przegubowo 
podpartego (6.35) – rys. 6.4-6.6, pasma obustronnie utwierdzonego (6.36) –  
rys. 6.7-6.9, pasma lewostronnie utwierdzonego i prawostronnie podpartego 
przegubowo (6.37) – rys. 6.10-6.12, pasma wspornikowego (6.38) –  
rys. 6.13-6.15. Przyjęto, że grubość płyty spełnia warunek d/λ=0,1, natomiast 
liczba falowa α odpowiada pierwszej postaci drgań swobodnych dla każdego ze 
sposobów podparcia pasma, tj. α=π dla (6.35), α=4,7300 dla (6.36), α=3,9266 
dla (6.37) oraz α=1,8751 dla (6.38). 

Na rys. 6.4, 6.7, 6.10, 6.13 pokazane są krzywe parametrów niższych czę-
stości ϖ−, ϖ w zależności od ilorazu modułów Younga E″/E′ (dla ρ″/ρ′=0,2; 
0,5), a na rys. 6.5, 6.8, 6.11, 6.14 – w zależności od ilorazu gęstości ρ″/ρ′  
(dla E″/E′=0,4; 0,8). Przy czym, na rysunkach a) są wyniki dla bezwymiarowej 
liczby falowej q=0,1, a na rysunkach b) – dla q=0,2. 

Rys. 6.6, 6.9, 6.12, 6.15 przedstawiają wykresy parametrów wyższych 
częstości ϖ+ w zależności od ilorazu modułów Younga E″/E′ (rysunki a) – dla 
ρ″/ρ′=0,2; 0,5) oraz w zależności od ilorazu gęstości ρ″/ρ′ (rysunki b) – dla 
E″/E′=0,4; 0,8). Obliczenia przeprowadzono dla bezwymiarowej liczby falowej 
q=0,1. 
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Rys. 6.4. Wykresy parametrów niższych częstości dla pasma płytowego przegubowo 

podpartego (φ=1,2,3,4) ϖ–E″/E′, ϖ−–E″/E′: a) dla q=0,1; b) dla q=0,2;  
(TP – pasmo płytowe tolerancyjnie-periodyczne, PP – pasmo płytowe periodyczne) 

 

 

 

   
Rys. 6.5. Wykresy parametrów niższych częstości dla pasma płytowego przegubowo 

podpartego (φ=1,2,3,4) ϖ–ρ″/ρ′, ϖ−–ρ″/ρ′: a) dla q=0,1; b) dla q=0,2;  
(TP – pasmo płytowe tolerancyjnie-periodyczne, PP – pasmo płytowe periodyczne) 
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Rys. 6.6. Wykresy parametrów wyższych częstości dla pasma płytowego przegubowo 

podpartego (φ=1,2,3,4): a) ϖ+–E″/E′; b) ϖ+–ρ″/ρ′; 
(TP – pasmo płytowe tolerancyjnie-periodyczne, PP – pasmo płytowe periodyczne) 

 

 

 

   
Rys. 6.7. Wykresy parametrów niższych częstości dla pasma płytowego obustronnie 

utwierdzonego (φ=1,2,3,4) ϖ–E″/E′, ϖ−–E″/E′: a) dla q=0,1; b) dla q=0,2;  
(TP – pasmo płytowe tolerancyjnie-periodyczne, PP – pasmo płytowe periodyczne) 
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Rys. 6.8. Wykresy parametrów niższych częstości dla pasma płytowego obustronnie 

utwierdzonego (φ=1,2,3,4) ϖ–ρ″/ρ′, ϖ−–ρ″/ρ′: a) dla q=0,1; b) dla q=0,2;  
 (TP – pasmo płytowe tolerancyjnie-periodyczne, PP – pasmo płytowe periodyczne) 

 

 

 

  
Rys. 6.9. Wykresy parametrów wyższych częstości dla pasma płytowego obustronnie 

utwierdzonego (φ=1,2,3,4): a) ϖ+–E″/E′; b) ϖ+–ρ″/ρ′; 
 (TP – pasmo płytowe tolerancyjnie-periodyczne, PP – pasmo płytowe periodyczne) 
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Rys. 6.10. Wykresy parametrów niższych częstości dla pasma płytowego lewostronnie 

utwierdzonego i prawostronnie podpartego przegubowo (φ=1,2,3,4) ϖ–E″/E′, ϖ−–E″/E′: 
a) dla q=0,1; b) dla q=0,2;  

(TP – pasmo płytowe tolerancyjnie-periodyczne, PP – pasmo płytowe periodyczne) 

 

 

 

   
Rys. 6.11. Wykresy parametrów niższych częstości dla pasma płytowego lewostronnie 
utwierdzonego i prawostronnie podpartego przegubowo (φ=1,2,3,4) ϖ–ρ″/ρ′, ϖ−–ρ″/ρ′: 

a) dla q=0,1; b) dla q=0,2;  
(TP – pasmo płytowe tolerancyjnie-periodyczne, PP – pasmo płytowe periodyczne) 

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0

4

8
[ϖ,ϖ−]×10-3 b) 

2

6

[ρ″/ρ′] 

legenda: 
a - E″/E′=0,4 
b - E″/E′=0,8 

TP: φ=3 − (a) TP: φ=1 − (b)

TP: φ=1 − (a)

TP: φ=2 − (a)
TP: φ=2 − (b)

PP: φ=4 − (a) 

TP: φ=3 − (b) 
PP: φ=4 − (b)

[ϖ,ϖ−]×10-3 

0 0,2 0,4 0,6 0,8 10 

1 

2 
a)

[ρ″/ρ′]

legenda: 
a - E″/E′=0,4
b - E″/E′=0,8

TP: φ=3 − (a) 

TP: φ=2 − (b)

TP: φ=1 − (b)

TP: φ=1 − (a)

PP: φ=4 − (b) 
TP: φ=3 − (b)

PP: φ=4 − (a)

TP: φ=2 − (a) 

[ϖ,ϖ−]×10-3

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0

4

7

[E″/E′] 

legenda: 
a - ρ″/ρ′=0,2 
b - ρ″/ρ′=0,5 

b) 

1

2

3

5

6
PP: φ=4 − (a)

PP: φ=4 − (b)
TP: φ=1 − (b)

TP: φ=2 − (a) 

TP: φ=2 − (b)
TP: φ=1 − (a) 

TP: φ=3 − (b)

TP: φ=3 − (a)

[ϖ,ϖ−]×10-3 

0 0,2 0,4 0,6 0,8 10 

1 

2 

[E″/E′]

a)

legenda: 
a - ρ″/ρ′=0,2
b - ρ″/ρ′=0,5

TP: φ=3 − (a)

PP: φ=4 − (b)

TP: φ=1 − (b)
TP: φ=1 − (a) 

TP: φ=2 − (b) 

TP: φ=2 − (a) PP: φ=4 − (a)

TP: φ=3 − (b) 



6.3. Wybrane zagadnienia – drgania swobodne pasma płytowego 119 

  
Rys. 6.12. Wykresy parametrów wyższych częstości dla pasma płytowego lewostronnie 

utwierdzonego i prawostronnie podpartego przegubowo (φ=1,2,3,4):  
a) ϖ+–E″/E′; b) ϖ+–ρ″/ρ′; 

 (TP – pasmo płytowe tolerancyjnie-periodyczne, PP – pasmo płytowe periodyczne) 

 

 

 

   
Rys. 6.13. Wykresy parametrów niższych częstości dla pasma płytowego  

wspornikowego (φ=1,2,3,4) ϖ–E″/E′, ϖ−–E″/E′: a) dla q=0,1; b) dla q=0,2;  
(TP – pasmo płytowe tolerancyjnie-periodyczne, PP – pasmo płytowe periodyczne) 
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Rys. 6.14. Wykresy parametrów niższych częstości dla pasma płytowego  
wspornikowego (φ=1,2,3,4) ϖ–ρ″/ρ′, ϖ−–ρ″/ρ′: a) dla q=0,1; b) dla q=0,2;  

(TP – pasmo płytowe tolerancyjnie-periodyczne, PP – pasmo płytowe periodyczne) 

  
Rys. 6.15. Wykresy parametrów wyższych częstości dla pasma płytowego  

wspornikowego (φ=1,2,3,4): a) ϖ+–E″/E′; b) ϖ+–ρ″/ρ′; 
 (TP – pasmo płytowe tolerancyjnie-periodyczne, PP – pasmo płytowe periodyczne) 
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6.10-6.11, 6.13-6.14. 
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3° Wartości parametrów częstości niższych rosną wraz ze wzrostem ilo-
razu E″/E′ (rys. 6.4, 6.7, 6.10, 6.13), a maleją wraz ze wzrostem ilora-
zu ρ″/ρ′ (rys. 6.5, 6.8, 6.11, 6.14): 
a) dla pasma płytowego przegubowo podpartego najbardziej łagodny 

wzrost (rys. 6.4) lub spadek (rys. 6.5) tych wartości jest dla funkcji 
rozkładu własności (6.44), φ=1; 

b) dla pasma płytowego obustronnie utwierdzonego najbardziej ła-
godny wzrost (rys. 6.7) lub spadek (rys. 6.8) tych wartości jest tak-
że dla funkcji rozkładu własności (6.44), φ=1; 

c) dla pasma płytowego lewostronnie utwierdzonego i prawostronnie 
podpartego przegubowo najbardziej łagodny wzrost (rys. 6.10)  
lub spadek (rys. 6.11) tych wartości jest również dla funkcji rozkła-
du własności (6.44), φ=1; 

d) dla pasma płytowego wspornikowego najbardziej łagodny wzrost 
(rys. 6.13) lub spadek (rys. 6.14) tych wartości jest dla funkcji roz-
kładu własności (6.45), φ=2. 

4° Najwyższe wartości parametrów częstości niższych przy ustalonych 
parametrach d/λ, q oraz E″/E′otrzymujemy: 
a) pasmo płytowe przegubowo podparte – dla funkcji rozkładu wła-

sności (6.45), φ=2, gdy ρ″/ρ′<ς0, a dla funkcji (6.44), φ=1, gdy 
ρ″/ρ′≥ς0, rys. 6.5; 

b) pasmo płytowe obustronnie utwierdzone – dla funkcji rozkładu 
własności (6.45), φ=2, gdy ρ″/ρ′∈[0,1], rys. 6.8; 

c) pasmo płytowe lewostronnie utwierdzone i prawostronnie przegu-
bowo podparte – dla funkcji rozkładu własności (6.45), φ=2, gdy 
ρ″/ρ′<ς0, a dla funkcji (6.44), φ=1, gdy ρ″/ρ′≥ς0, rys. 6.11; 

d) pasmo płytowe wspornikowe – dla funkcji rozkładu własności 
(6.44), φ=1, gdy ρ″/ρ′<ς0, a dla funkcji (6.45), φ=2, gdy ρ″/ρ′≥ς0, 
rys. 6.14. 

5° Najniższe wartości parametrów częstości niższych przy ustalonych pa-
rametrach d/λ, q oraz E″/E′otrzymujemy: 
a) pasmo płytowe przegubowo podparte – dla funkcji rozkładu wła-

sności (6.44), φ=1, gdy ρ″/ρ′<ς0; dla funkcji (6.47), φ=4 (pasmo pe-
riodyczne), gdy ς0≤ρ″/ρ′<ς1; oraz dla funkcji (6.46), φ=3, gdy 
ς1≤ρ″/ρ′, rys. 6.5; 
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b) pasmo płytowe obustronnie utwierdzone – dla funkcji rozkładu 
własności (6.44), φ=1, gdy ρ″/ρ′<ς0; dla funkcji (6.46), φ=3, gdy 
ς0≤ρ″/ρ′, rys. 6.8; 

c) pasmo płytowe lewostronnie utwierdzone i prawostronnie przegu-
bowo podparte – dla funkcji rozkładu własności (6.44), φ=1, gdy 
ρ″/ρ′<ς0; dla funkcji (6.46), φ=3, gdy ς0≤ρ″/ρ′, rys. 6.11; 

d) pasmo płytowe wspornikowe – dla funkcji rozkładu własności 
(6.46), φ=3, gdy ρ″/ρ′∈[0,1], rys. 6.14. 

6° Wartości parametrów częstości wyższych rosną wraz ze wzrostem ilo-
razu E″/E′ (rys. 6.6a, 6.9a, 6.12a, 6.15a), a maleją wraz ze wzrostem 
ilorazu ρ″/ρ′ (rys. 6.6b, 6.9b, 6.12b, 6.15b): 
a) dla pasma płytowego przegubowo podpartego najbardziej łagodny 

wzrost (rys. 6.6a) lub spadek (rys. 6.6b) tych wartości jest dla funk-
cji rozkładu własności (6.44), φ=1; 

b) dla pasma płytowego obustronnie utwierdzonego najbardziej ła-
godny wzrost (rys. 6.9a) lub spadek (rys. 6.9b) tych wartości jest 
także dla funkcji rozkładu własności (6.44), φ=1; 

c) dla pasma płytowego lewostronnie utwierdzonego i prawostronnie 
podpartego przegubowo najbardziej łagodny wzrost (rys. 6.12a) lub 
spadek (rys. 6.12b) tych wartości jest również dla funkcji rozkładu 
własności (6.44), φ=1; 

d) dla pasma płytowego wspornikowego najbardziej łagodny wzrost 
(rys. 6.15a) lub spadek (rys. 6.15b) tych wartości jest dla funkcji 
rozkładu własności (6.45), φ=2. 

7° Najwyższe wartości parametrów częstości wyższych przy ustalonych 
parametrach d/λ, q otrzymujemy: 
a) pasmo płytowe przegubowo podparte  

− gdy ρ″/ρ′=0,2 – dla funkcji rozkładu własności (6.47), φ=4, gdy 
E″/E′<ε0, a dla funkcji (6.45), φ=2, gdy E″/E′≥ε0, rys. 6.6a; 

− gdy ρ″/ρ′=0,5 – dla funkcji rozkładu własności (6.44), φ=1, gdy 
E″/E′<ε0; dla funkcji (6.47), φ=4, gdy ε0≤E″/E′<ε1; dla funkcji 
(6.45), φ=2, gdy ε1<E″/E′, rys. 6.6a; 

b) pasmo płytowe obustronnie utwierdzone 
− gdy ρ″/ρ′=0,2 – dla funkcji rozkładu własności (6.47), φ=4, gdy 

E″/E′<ε0, a dla funkcji (6.45), φ=2, gdy E″/E′≥ε0, rys. 6.9a; 
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− gdy ρ″/ρ′=0,5 – dla funkcji rozkładu własności (6.44), φ=1, gdy 
E″/E′<ε0; dla funkcji (6.47), φ=4, gdy ε0≤E″/E′<ε1; dla funkcji 
(6.45), φ=2, gdy ε1<E″/E′, rys. 6.9a; 

c) pasmo płytowe lewostronnie utwierdzone i prawostronnie przegu-
bowo podparte 
− gdy ρ″/ρ′=0,2 – dla funkcji rozkładu własności (6.47), φ=4, gdy 

E″/E′<ε0, a dla funkcji (6.45), φ=2, gdy E″/E′≥ε0, rys. 6.12a; 
− gdy ρ″/ρ′=0,5 – dla funkcji rozkładu własności (6.44), φ=1, gdy 

E″/E′<ε0; dla funkcji (6.47), φ=4, gdy ε0≤E″/E′<ε1; dla funkcji 
(6.45), φ=2, gdy ε1<E″/E′, rys. 6.12a; 

d) pasmo płytowe wspornikowe 
− gdy ρ″/ρ′=0,2 – dla funkcji rozkładu własności (6.47), φ=4, gdy 

E″/E′∈[0,1], rys. 6.15a; 
− gdy ρ″/ρ′=0,5 – dla funkcji rozkładu własności (6.46), φ=3, gdy 

E″/E′<ε0; dla funkcji (6.47), φ=4, gdy ε0≤E″/E′<ε1; dla funkcji 
(6.44), φ=1, gdy ε1<E″/E′, rys. 6.15a. 

8° Najniższe wartości parametrów częstości wyższych przy ustalonych 
parametrach d/λ, q otrzymujemy: 
a) pasmo płytowe przegubowo podparte  

− gdy ρ″/ρ′=0,2 – dla funkcji rozkładu własności (6.45), φ=2, gdy 
E″/E′<ε0, a dla funkcji (6.44), φ=1, gdy E″/E′≥ε0, rys. 6.6a; 

− gdy ρ″/ρ′=0,5 – dla funkcji rozkładu własności (6.45), φ=2, gdy 
E″/E′<ε0; a dla funkcji (6.44), φ=1, gdy ε0≤E″/E′, rys. 6.6a; 

b) pasmo płytowe obustronnie utwierdzone 
− gdy ρ″/ρ′=0,2 – dla funkcji rozkładu własności (6.45), φ=2, gdy 

E″/E′<ε0, a dla funkcji (6.44), φ=1, gdy E″/E′≥ε0, rys. 6.9a; 
− gdy ρ″/ρ′=0,5 – dla funkcji rozkładu własności (6.45), φ=2, gdy 

E″/E′<ε0, a dla funkcji (6.44), φ=1, gdy E″/E′≥ε0, rys. 6.9a; 
c) pasmo płytowe lewostronnie utwierdzone i prawostronnie przegu-

bowo podparte 
− gdy ρ″/ρ′=0,2 – dla funkcji rozkładu własności (6.45), φ=2, gdy 

E″/E′<ε0, a dla funkcji (6.44), φ=1, gdy E″/E′≥ε0, rys. 6.12a; 
− gdy ρ″/ρ′=0,5 – dla funkcji rozkładu własności (6.45), φ=2, gdy 

E″/E′<ε0, a dla funkcji (6.44), φ=1, gdy E″/E′≥ε0, rys. 6.12a; 
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d) pasmo płytowe wspornikowe 
− gdy ρ″/ρ′=0,2 – dla funkcji rozkładu własności (6.44), φ=1, gdy 

E″/E′<ε0, a dla funkcji (6.45), φ=2, gdy E″/E′≥ε0, rys. 6.15a; 
− gdy ρ″/ρ′=0,5 – dla funkcji rozkładu własności (6.44), φ=1, gdy 

E″/E′<ε0, a dla funkcji (6.45), φ=2, gdy E″/E′≥ε0, rys. 6.15a. 
Przeprowadzona w tym podrozdziale analiza częstości drgań swobodnych 

dla różnych warunków podparcia pasma płytowego i różnych funkcji rozkładu 
własności nie jest niestety pełna. Do znalezienia tych częstości wykorzystano 
przybliżoną metodę Ritza. W przyszłości przewiduje się zbadanie wpływu in-
nych rozkładów własności na częstości, porównanie w ramach modelu toleran-
cyjnego z rozwiązaniem uzyskanym przy zastosowaniu metody różnic skończo-
nych, a w przypadku częstości niższych – podstawowych, również porównanie  
z wynikami otrzymanymi metodą elementów skończonych. 
 



7. Powłoki cienkie tolerancyjnie-periodyczne 

7.1. Wprowadzenie 

Obiektami rozważań w tym rozdziale są cienkie, małowyniosłe, sprężyste po-
włoki o stałej grubości, wykonane z dwóch składników. Zakłada się, że własno-
ści makroskopowe (uśrednione) tych powłok zmieniają się w sposób ciągły 
wzdłuż jednego lub dwóch kierunków. Natomiast w skali mikro oba składniki 
rozmieszczone są w sposób tolerancyjnie-periodyczny tylko wzdłuż jednego 
kierunku. Fragment takiej powłoki pokazano na rys. 7.1. 

 
Rys. 7.1. Fragment cienkiej powłoki o budowie tolerancyjnie-periodycznej 

(por. Jędrysiak i Cz. Woźniak (2010)) 

Zauważmy, że w skali mikro powłoki te złożone są z wielu małych elementów, 
zwanych „komórkami”, które w przeciwieństwie do powłok periodycznych,  
por. Tomczyk (2003a), nie są powtarzalne. Przyjmujemy, że sąsiadujące z sobą 
komórki są prawie identyczne, natomiast komórki odległe – mogą się od siebie 
bardzo różnić. Natomiast w skali makro własności powłoki w obu kierunkach 
opisane są funkcjami wolnozmiennymi. Powłoki tego rodzaju możemy zatem 
nazywać cienkimi powłokami tolerancyjno-periodycznymi bądź cienkimi powło-
kami o funkcyjnej gradacji własności. 

λ(x1) λ(x1) 
x1

O x3

x2
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Zakładamy, że rozważania prowadzimy w prostokątnym kartezjańskim 
układzie współrzędnych Ox1x2x3. Niech Π≡(0,L1)×(0,L2) będzie rzutem powłoki 
na płaszczyznę x3=0, por. rys. 7.2, gdzie L1, L2 są wymiarami rzutu, które można 
nazwać rozpiętościami powłoki. Indeksy i, j,… (związane z układem Ox1x2x3) 
przyjmują wartości 1, 2, 3, a indeksy α, β,… (związane z Ox1x2) – wartości 1, 2; 
przy czym zachowana jest konwencja sumacyjna dla tych indeksów. Wpro-
wadźmy oznaczenia x≡(x1,x2), z≡x3, gdzie x1∈Ω=(0,L1), x2∈Ξ=(0,L2), 
z∈[−d/2,d/2], oraz t, t∈(t0,t1), dla czasu. Ponadto ∂α są pochodnymi względem 
współrzędnych xα, α=1,2; ∂α...δ≡∂α…∂δ. 

 
Rys. 7.2. Rzut powłoki na płaszczyznę x3=0; 1 – składnik nr 1, 2 – składnik nr 2 

(por. Jędrysiak i Cz. Woźniak (2010)) 

Niech wzdłuż kierunku x1 mikrostruktura powłoki ma charakter toleran-
cyjnie-periodyczny. Wprowadźmy „komórkę” ]2/,2/[ λλ−=  w zbiorze Ω  
oraz ]2/,2/[)( 111 λ+λ−≡ xxx , będącą komórką o środku w punkcie x1∈Ω. 
Parametr λ jest długością komórki, która może być stała (powłoka o równomier-
nym rozłożeniu komórek) lub określona wolnozmienną funkcją λ=λ(x1) (powłoka 
o nierównomiernym rozłożeniu komórek), por. rozdział 3. Przy czym zakłada się, 
że λ<<min(L1,L2). Fragmenty przykładów powłok pokazano na rys. 7.2, przed-
stawiającym rzut powłoki, oraz rys. 7.3, na którym jest przekrój poprzeczny 
powłoki. 

λ(x1) 

L1

L2

x1 

x2 Π

1 2l 
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Rys. 7.3. Przekrój poprzeczny powłoki (por. Jędrysiak i Cz. Woźniak (2010)) 

Podobnie jak dla laminatów (por. rozdział 3), indeksem „prim” oznaczmy 
wielkości dotyczące składnika nr 1, a indeksem „bis” – składnika nr 2. Niech M 
będzie liczbą komórek, a mxx 11 = , m=1,…,M, – płaszczyzną symetrii m-tej ko-
mórki. 

Ponadto, w przypadku powłok z nierównomiernym rozłożeniem komórek 
przyjmujemy, że istnieje nieujemna funkcja λ=λ(x1), x1∈[0,L1], taka, że: 

(i) ),()( 1 Ω∈⋅λ δSV , 
(ii) m

mx λ=λ )( 1  jest długością m-tej komórki, m=1,…,M. 
Funkcję λ(·) będziemy nazywać funkcją długości komórek. 

Wprowadzamy dwa różne parametry, określające wielkość mikrostruktury 
powłoki: 

– dla równomiernego rozłożenia komórek, λ=const, parametrem mikro-
struktury będziemy nazywać stałą długość komórki λ, przy założeniu, że speł-
niony jest warunek λ/L1<<1; 

– dla nierównomiernego rozłożenia komórek, λ=λ(x1), parametrem mi-
krostruktury będziemy nazywać długość l fragmentu komórki wykonanego ze 
składnika nr 1 (por. rys. 7.2), zakładając, że l/L1<<1. 

Zauważmy, że długość l fragmentu komórki wykonanego ze składnika  
nr 1 może być w ogólnym przypadku funkcją współrzędnych x1, x2, tj. l=l(x1,x2). 
W związku z tym, możemy mieć do czynienia, między innymi, z następującymi 
szczególnymi przypadkami powłok: 

1°  powłoka o równomiernym rozłożeniu komórek, czyli λ=const, w któ-
rej l=const; powłokę taką nazywamy powłoką o jednokierunkowej periodyce 
(tylko wzdłuż kierunku x1), por. Tomczyk (2003a); 

2°  powłoka o równomiernym rozłożeniu komórek, czyli λ=const, w któ-
rej l=l(x2); ma ona budowę periodyczną wzdłuż kierunku x1, natomiast wzdłuż x2 
– funkcyjną gradację własności; powłokę taką nazywamy powłoką o podłużnej 

x1 

L1
λ(x1)
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gradacji własności (tj. wzdłuż kierunku x2), por. Wirowski (2007, 2008, 2009, 
2010a); 

3°  powłoka o równomiernym rozłożeniu komórek, czyli λ=const, w któ-
rej l=l(x1,x2); ma ona budowę tolerancyjnie-periodyczną wzdłuż kierunku x1, 
natomiast wzdłuż x2 – funkcyjną gradację własności; powłokę taką nazywamy 
powłoką o funkcyjnej gradacji własności, por. Jędrysiak i Cz. Woźniak  
(2009, 2010); 

4°  powłoka o równomiernym rozłożeniu komórek, czyli λ=const, w któ-
rej l=l(x1); ma ona budowę tolerancyjnie-periodyczną wzdłuż kierunku x1, nato-
miast wzdłuż x2 – własności są stałe; powłokę taką nazywamy powłoką  
o poprzecznej gradacji własności (tj. wzdłuż kierunku x1), por. Jędrysiak  
i Cz. Woźniak (2009, 2010); 

5°  powłoka o nierównomiernym rozłożeniu komórek, czyli λ=λ(x1),  
w której l=const; ma ona budowę o podobnym charakterze jak w przypadku 4°, 
nazywamy ją powłoką o poprzecznej gradacji własności (tj. wzdłuż kierunku 
x1), por. Jędrysiak i Cz. Woźniak (2009, 2010). 

Poniższe rozważania są ograniczone do przypadków 4° oraz 5°, czyli ta-
kich powłok tolerancyjnie-periodycznych, które można nazwać powłokami  
o poprzecznej gradacji własności. Stosunkowo łatwo można je rozszerzyć na 
przypadek 3°, co w pewnym zakresie zostało pokazane w wymienionych wyżej 
pracach Jędrysiaka i Woźniaka. 

 
Rys. 7.4. Komórka powłoki tolerancyjnie-periodycznej 

W tym rozdziale rozpatrujemy zagadnienia dynamiczne powyższych po-
włok. Zakładamy, że gęstość masy ρ oraz tensor modułów sprężystości C są 
funkcjami tolerancyjnie-periodycznymi x1 oraz parzystymi współrzędnej z, na-
tomiast są niezależne od x2, czyli ρ=ρ(x1,z), C=C(x1,z). Ponadto elementy Cαβγδ 

d 

λ(x1)

l
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tensora C są określone przez założenie płaskiego stanu naprężenia. Przyjmujemy 
również, że grubość powłoki d jest stała oraz jest tego samego rzędu co parametr 
mikrostruktury, por. rys. 7.4. 

Podobnie jak dla laminatów, por. rozdział 3, wprowadzamy nieujemne 
funkcje )( 1xν′=ν′ , )( 1xν′′=ν′′ , x1∈[0,L1], takie, że: 

(i) ),()(),( 1 Ω∈⋅ν′′⋅ν′ δSV , 
(ii) 1)()( 11 =ν′′+ν′ xx , 
(iii) m

mx ν′=ν′ )( 1  oraz m
mx ν′′=ν′′ )( 1  określają, odpowiednio, objętościową 

zawartość składnika nr 1 oraz składnika nr 2 w m-tej komórce, m=1,…,M. 
Funkcje )(),( ⋅ν′′⋅ν′  są funkcjami nasycenia. Wprowadźmy również funkcję nie-
jednorodności, zdefiniowaną jako ν′′ν′=ν . 

W tolerancyjnym modelowaniu korzystamy z pojęcia fluktuacyjnej funk-
cji kształtu, por. podrozdział 2.2. Dla rozpatrywanych powłok wprowadzamy 
jedną funkcję h(x1), x1∈[0,L1]. Przyjmując komórkę 

]2/,2/[)( 111 m
m

m
mm xxx λ+λ−≡  w postaci przedstawionej na rys. 7.4 oraz pamię-

tając, że grubość powłoki d jest tego samego rzędu co parametr mikrostruktury, 
funkcję h(·) zdefiniujemy następująco 
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gdzie A=λ dla powłok o równomiernym rozłożeniu komórek lub A=l dla powłok 
o nierównomiernym rozłożeniu komórek. Wykres funkcji h(·) w przedziale  
o długości λm pokazany jest na rys. 7.5. 

 
Rys. 7.5. Fragment wykresu fluktuacyjnej funkcji kształtu 
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Wzór (2.2) określający uśrednienie funkcji f przyjmuje postać: 

 .,),()(
2/

2/
121

1
1

1

∫
λ+

λ−
λ Ξ×Ω∈=><

x

x

dyxyff xx  (7.2) 

Zauważmy, że jeśli f jest funkcją tolerancyjnie-periodyczną, to <f>0(x), 
Ξ×Ω∈x , jest wolnozmienną funkcją będącą w tolerancji z funkcją <f>(x). 

Zakładamy dalej, że tensor modułów sprężystości C oraz gęstość masy ρ, 
będąc funkcjami tolerancyjnie-periodycznymi argumentu x1, 

)(),()(),( 00 Ω⊂Ω∈⋅ρ⋅ δ HTPC , przyjmują stałe wartości C′, ρ′ oraz C″, ρ″  
w składniku nr 1 oraz nr 2, odpowiednio. Oznaczmy pole przemieszczeń powło-
ki przez u=u(x,z,t), ze składowymi ui (i=1,2,3) wzdłuż osi xi, Π∈= ),( 21 xxx , 
z∈[−d/2,d/2], ),( 10 ttt∈ . Zakładamy, że przemieszczenia u są funkcjami toleran-
cyjnie-periodycznymi argumentu x1, tj. ),(),,,( 1

2 Ω∈⋅ δTPtzxu , czyli mają cha-
rakter zgodny z mikrostrukturą powłoki. 

W poniższych podrozdziałach pokazane są uśrednione równania modelu 
tolerancyjnego oraz modelu asymptotycznego cienkich powłok tolerancyjnie-
periodycznych. 

7.2. Równania uśrednione 

7.2.1. Model tolerancyjny 

Postępując zgodnie z procedurą przedstawioną w rozdziale 2, zakładamy,  
że zagadnienia dynamiczne cienkich powłok są opisane funkcjonałem działania 
(2.9), przyjmującym postać 
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121∫∫ ∫
ΩΞ
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i
iii

i
i dydtdxpuuuypu &LD  (7.3) 

gdzie funkcję Lagrange’a L określa wzór 

 FEKL +−= , (7.4) 

w którym E jest energią potencjalną, K jest energią kinetyczną, a F – pracą sił 
zewnętrznych. Ponieważ rozpatrywane powłoki są cienkie i małowyniosłe, 
wprowadzamy następujące założenia kinematyczne: 
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=  (7.5) 

gdzie 0
αu  to przemieszczenia styczne do powierzchni środkowej powłoki, 0

3u  to 
przemieszczenia normalne do tej powierzchni. Oznaczając: 

 ),,(),,(),,(
),,(),,(),,(

0
33

0
3

tubtzutzu
tubtzutzu

xxx
xxx

β
β
ααα

αββαβα

+∂=∇
−∂=∇

 (7.6) 

gdzie bαβ, bα
β są tensorami metrycznymi, wyrażenia na energię potencjalną E, 

energię kinetyczną K, pracę sił zewnętrznych F, można zapisać w postaci: 
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Wstawiając (7.7) do (7.4), funkcja Lagrange’a L przyjmuje postać 
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Funkcje ),,,,( i
iii puuu &∇⋅L  oraz pi(·) są tolerancyjnie-periodycznymi, silnie oscy-

lującymi funkcjami argumentu x1, x1∈Ω. 
Korzystając z zasady stacjonarności działania dla funkcjonału działania 

D, (7.3), i funkcji Lagrange’a L, (7.8), otrzymujemy równania Eulera-
Lagrange’a opisujące zagadnienia dynamiczne cienkich powłok w postaci: 
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Podstawowe niewiadome, czyli przemieszczenia ),,( 21
00 txxuu ii = , 

Π∈= ),( 21 xxx , ),( 10 ttt∈ , muszą spełniać odpowiednie warunki regularności. 
Równania (7.9) są równaniami o silnie oscylujących, tolerancyjnie-

periodycznych, nieciągłych współczynnikach funkcyjnych. Zatem nie są one 
wygodne w zastosowaniach do analizy zagadnień szczególnych. Punktem wyj-
ścia tolerancyjnego modelowania jest funkcjonał działania D, (7.3), wraz  
z funkcją Lagrange’a L, (7.8). Sformułowanie tych funkcji jest pierwszym eta-
pem procedury modelowania. 
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Drugim etapem jest przyjęcie mikro-makro dekompozycji podstawowych 
niewiadomych, czyli pola przemieszczeń u(x,z,t): 

 ),,()(),()],()(),([),,(
),,(),,(

113

33
tvxhtwztxhtwtzu

twtzu
xxxxx

xx
ααααα ++ϕ+−∂=

=  (7.10) 

gdzie ),(),,(),,,(),,,(),,(),,( 1
222

2
23 

 Ω∈⋅⋅⋅ϕΩ∈⋅ δαααδ SVtxvtxwtxSVtxw  dla każdej 

chwili t∈(t0,t1). Podstawowe niewiadome to funkcje wi, i=1,2,3, które nazywamy 
makroprzemieszczeniami, a także funkcje ϕα oraz vα, nazywane amplitudami 
fluktuacji przemieszczeń. Natomiast funkcja ),()( 1 Ω∈⋅ δFSh  to fluktuacyjna 
funkcja kształtu, postulowana w każdym szczególnym, analizowanym zagadnie-
niu, i która ze względu na to, że grubość płyty d jest tego samego rzędu co pa-
rametr mikrostruktury, może być przyjęta w postaci (7.1). 

W trzecim etapie modelowania zawężamy rozważania do dowolnej, ale 
ustalonej komórki ]2/,2/[)( 111 λ+λ−≡ xxx , x1∈Ω. Wprowadźmy oznaczenia 
wielkości opisujących uśrednione po grubości charakterystyki sprężyste i iner-
cyjne powłoki: 
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które są funkcjami tolerancyjnie-periodycznymi argumentu x1. Wykorzystamy 
dalej z tolerancyjnych przybliżeń tych funkcji, tj. ),(~),,(~),,(~

111 ⋅μ⋅⋅ αβγδαβγδ xxBxD   
w )( 1x  oraz zakładamy, że 0),(~),(~

11 >=⋅⋅μ< xhx . Procedura tolerancyjnego 
uśredniania przedstawiona w podrozdziale 2.3, prowadzi do otrzymania uśred-
nionego funkcjonału działania przy mikro-makro dekompozycji (7.10) dla ko-
mórki )( 1x  
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w którym uśredniona funkcja Lagrange’a L może być wyrażona wzorem podob-
nym do (7.4) 

 ><+><−>>=<< FEKLh . (7.12) 
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Oznaczając: 
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oraz wykorzystując wyrażenia na uśrednioną energię potencjalną <E>, uśrednio-
ną energię kinetyczną <K> i uśrednioną pracę sił zewnętrznych <F>: 
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funkcja >< hL  ma postać 
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gdzie składniki podkreślone zależą od parametru mikrostruktury. Wykorzystując 
zasadę stacjonarności działania do uśrednionej funkcji Lagrange’a (7.15), otrzy-
mujemy uśrednione równania Eulera-Lagrange’a: 
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które po przekształceniach można zapisać w postaci: 
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Powyższe równania, wraz z mikro-makro dekompozycją (7.10), są narzędziem 
do analizy zagadnień dynamicznych cienkich powłok tolerancyjnie-
periodycznych w ramach modelu tolerancyjnego. Współczynniki równań (7.17) 
są gładkimi, wolnozmiennymi funkcjami argumentów x1, x2, w przeciwieństwie 
do współczynników równań (7.9) – nieciągłych i silnie oscylujących względem 
x1. Równania (7.17) uwzględniają wpływ wielkości mikrostruktury powłoki  
w problemach dynamicznych poprzez zależne od parametru mikrostruktury 
składniki podkreślone. 

Warunki początkowe muszą być określone dla podstawowych niewiado-
mych wi, vα (dwa warunki dla każdej). Warunki brzegowe na wszystkich brze-
gach, tj. x1=0, L1; x2=0, L2,  należy sformułować dla makroprzemieszczeń w3 
(łącznie cztery warunki), makroprzemieszczeń wα (po dwa warunki), amplitud 
fluktuacji ϕα (po dwa warunki), natomiast dla amplitud fluktuacji vα tylko na 
brzegach x2=0, L2 (dwa warunki). Ponadto, rozwiązania wi, vα, ϕα mają fizyczny 
sens tylko wtedy, gdy spełnione są warunki ),,(),,( 2

23 
Ω∈⋅ δSVtxw  
),(),,(),,,(),,,( 1

222 
Ω∈⋅⋅⋅ϕ δααα SVtxvtxwtx , które można wykorzystać do weryfi-
kacji poprawności fizycznej otrzymanych wyników. 

7.2.2. Model asymptotyczny 

Korzystamy tu z równań opisujących zagadnienia dynamiczne rozpatrywanych 
powłok (7.9), które można otrzymać z zasady stacjonarności działania zastoso-
wanej do funkcjonałów D(·), (7.3), L(·), (7.8). Stanowi to punkt wyjścia proce-
dury modelowania asymptotycznego. 

W modelowaniu asymptotycznym wprowadzamy parametr ε∈(0,1], prze-
dział ]2/,2/[ ελελ−≡ε  oraz ε-komórkę εε +≡ 11)( xx  o środku w punkcie 

Ω∈1x . 
Podstawowe założenie modelowania asymptotycznego, tj. asymptotyczna 

dekompozycja (2.18), przyjmuje dla przemieszczeń ui(x1,x2,z,t), i=1,2,3, postać: 
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gdzie ),,(,),( 10211 tttxxy ∈Ξ∈∈ ε  oraz funkcje ui, ϕα, wi, vα są ciągłe i ograni-
czone w Ω  łącznie ze swoimi pierwszymi pochodnymi. Korzystając z oznaczeń 
(2.19), pochodne (2.20) dla przemieszczeń można zapisać jako: 
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 (7.19) 

Uwzględniając ε→0 i korzystając ze wzorów (2.21), zależności (7.18)-(7.19) 
przyjmują postać: 
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Przechodząc z parametrem ε do zera, w powyższych formułach pomijamy 
składniki O(ε). 

W następnym etapie modelowania wprowadzamy rodzinę εL~  funkcji 
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które są funkcjami Lagrange’a w funkcjonałach działania 
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Wykorzystując procedurę modelowania asymptotycznego, w której dla ε→0 
funkcje εL~  zmiennej y1/ε, )( 11 xy ε∈ , dążą do uśrednionej funkcji Lagrange’a 
L0, (2.23), przyjmującej postać 
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asymptotyczny funkcjonał działania można zapisać jako 
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Uśredniając asymptotycznie i korzystając z dekompozycji (7.18) oraz wyrażeń 
(7.20), dostajemy funkcję Lagrange’a L0, (7.21): 
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Stosując zasadę stacjonarności działania do uśrednionej funkcji Lagrange’a 
(7.22), otrzymujemy równania Eulera-Lagrange’a: 
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Równania te wraz z asymptotyczną dekompozycją (7.18) reprezentują model 
asymptotyczny, który opisuje zagadnienia dynamiczne powłok tolerancyjnie-
periodycznych (o poprzecznej gradacji własności). Równania (7.23) to równania 
o gładkich, wolnozmiennych współczynnikach, w przeciwieństwie do równań 
(7.9) o współczynnikach nieciągłych i silnie oscylujących. Równania te nie 
uwzględniają wpływu wielkości mikrostruktury powłoki, opisując jedynie za-
chowanie powłoki w skali makro. 

Równania (7.23) można łatwo otrzymać z równań (7.17) modelu toleran-
cyjnego, pomijając w nich składniki podkreślone, zależne od parametru mikro-
struktury. 

W modelu asymptotycznym należy sformułować warunki początkowe  
i warunki brzegowe dla makroprzemieszczeń wi, i=1,2,3. Funkcje wi, vα,  
ϕα muszą spełniać warunki ),(),,(),,,(),,,( 1

222 
Ω∈⋅⋅⋅ϕ δααα SVtxvtxwtx , 
),(),,( 2

23 
Ω∈⋅ δSVtxw . 



Podsumowanie 

Przedmiotem niniejszego opracowania były liniowo-sprężyste laminaty, płyty  
i powłoki o tzw. poprzecznej gradacji własności, które w mikroskali charaktery-
zują się mikroniejednorodną budową. Zagadnienia termomechaniki dotyczące 
tego rodzaju struktur są opisane równaniami różniczkowymi cząstkowymi  
o zmiennych, silnie oscylujących, tolerancyjnie-periodycznych, na ogół niecią-
głych współczynnikach. W związku z tym, bezpośrednie zastosowanie tych 
równań do rozwiązywania zagadnień szczególnych nie jest zwykle możliwe. 

W termomechanice laminatów, płyt i powłok mikroniejednorodnych są 
wykorzystywane różne podejścia prowadzące do modeli opisanych równaniami 
o stałych współczynnikach (dla ciał periodycznych) lub współczynnikach wol-
nozmiennych (dla ciał z mikrostrukturą, o funkcyjnej gradacji makrowłasności). 
Często są stosowane metody modelowania, w których wykorzystuje się teorię 
homogenizacji asymptotycznej równań różniczkowych o silnie oscylujących, 
periodycznych współczynnikach. Niestety, wadą tych metod jest zwykle pomi-
janie w równaniach modelowych wpływu wielkości mikrostruktury rozpatrywa-
nego ciała. Równania takie nie pozwalają opisać interesujących zjawisk waż-
nych w zagadnieniach dynamicznych, np. zjawiska dyspersji. 

W niniejszym opracowaniu w celu uniknięcia tej niedogodności wykorzy-
stano technikę tolerancyjnego uśredniania, zwaną także tolerancyjnym modelo-
waniem, w zagadnieniach termomechanicznych laminatów, płyt i powłok mi-
kroniejednorodnych o poprzecznej gradacji własności. Podejście to pozwala 
dokonać przejścia od równań różniczkowych o silnie oscylujących, tolerancyj-
nie-periodycznych, nieciągłych współczynnikach do uśrednionych równań róż-
niczkowych o współczynnikach wolnozmiennych, uwzględniających wpływ 
wielkości mikrostruktury w rozpatrywanych problemach. 

W książce dokonano ujednolicenia, podsumowania i pewnych uogólnień 
wyników otrzymanych w pracach Jędrysiaka (2010), Jędrysiaka i Michalaka 
(2010), Jędrysiaka i Radzikowskiej (2007, 2008, 2010a, 2010b), Jędrysiaka, 
Rychlewskiej i Cz. Woźniaka (2005), Jędrysiaka, Wierzbickiego i Cz. Woźniaka 
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(2006), Jędrysiaka i Cz. Woźniaka (2009, 2010), Radzikowskiej (2009/2010), 
Radzikowskiej i Jędrysiaka (2007, 2009) oraz przedstawiono wyniki niepubli-
kowane. Najważniejsze oryginalne elementy tego opracowania są następujące: 

1. Sformułowanie i wyprowadzenie uśrednionych równań różniczkowych 
modeli tolerancyjnych: 

a) przewodnictwa ciepła w laminatach o poprzecznej gradacji własności, 
b) elastodynamiki laminatów o poprzecznej gradacji własności, 
c) termosprężystości laminatów o poprzecznej gradacji własności, 
d) dynamiki cienkich płyt o poprzecznej gradacji własności (z tolerancyj-

nie-periodyczną mikrostrukturą), 
e) dynamiki cienkich powłok o poprzecznej gradacji własności (z tole-

rancyjnie-periodyczną mikrostrukturą). 
2. Sformułowanie i wyprowadzenie uśrednionych równań różniczkowych 

modeli asymptotycznych dla wyżej wymienionych zagadnień. 
3. Zastosowanie zaproponowanych modeli oraz pokazanie wpływu mi-

krostruktury w pewnych zagadnieniach szczególnych: 
a) rozkład temperatury w laminacie w przypadku stacjonarnego i kontro-

lowanego przewodnictwa ciepła w kierunku prostopadłym do warstw, 
b) rozkład temperatury w laminacie w przypadku dwukierunkowego sta-

cjonarnego przewodnictwa ciepła, 
c) wpływ mikrooscylacji brzegowych pola temperatury w przypadku 

kontrolowanego przewodnictwa ciepła w kierunku równoległym do warstw, 
d) analiza makro- i mikrodrgań laminowanej warstwy o poprzecznej gra-

dacji własności, 
e) analiza niższych częstości drgań swobodnych pasma płytowego o po-

przecznej gradacji własności, a także wyższych częstości drgań pasma, które 
związane są z jego mikroniejednorodnością. 

Z przedstawionych w książce rozważań wynika, że zastosowanie toleran-
cyjnego modelowania w zagadnieniach przewodnictwa ciepła, elastodynamiki  
i termosprężystości laminatów oraz dynamiki cienkich płyt i powłok o porzecz-
nej gradacji własności otwiera dalsze szerokie perspektywy badawcze. Istnieje 
wiele otwartych problemów związanych z zastosowaniem tej techniki. Niektóre 
z przedstawionych zagadnień, jak na przykład termosprężystość laminatów czy 
dynamika powłok, wymagają pokazania możliwości zaproponowanych modeli 
tolerancyjnych w zastosowaniu do przypadków szczególnych. 
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Streszczenie 
Termomechanika laminatów, płyt i powłok  
o funkcyjnej gradacji własności 

Publikacja stanowi podsumowanie wyników uzyskanych jako rezultat modelo-
wania matematycznego różnych zagadnień termomechanicznych dla wybranych 
kompozytów i struktur o funkcyjnej gradacji własności. Część wyników otrzy-
mano w ramach prac związanych z projektem badawczym finansowanym przez 
Ministerstwo Nauki i Szkolnictwa Wyższego w latach 2008-2010. 

Rozpatrywane obiekty to laminaty, płyty i powłoki o niejednorodnej bu-
dowie, zarówno na poziomie mikro, jak i makro. W skali mikro mają one tzw. 
tolerancyjnie-periodyczną budowę, natomiast w skali makro charakteryzują się 
tzw. funkcyjną poprzeczną gradacją własności. 

W niniejszym opracowaniu przedstawiono matematyczne modele takich 
kompozytów i struktur, otrzymane przy wykorzystaniu techniki tolerancyjnego 
uśredniania, rozwijanej w ostatnim dwudziestoleciu. Technika ta pozwala zastą-
pić równania różniczkowe, opisujące zagadnienia termomechaniczne tych obiek-
tów, o silnie oscylujących, tolerancyjnie-periodycznych, nieciągłych współ-
czynnikach uśrednionymi równaniami różniczkowymi o współczynnikach cią-
głych, wolnozmiennych. Cechą charakterystyczną wyprowadzonych równań jest 
uwzględnienie w nich wpływu wielkości mikrostruktury ciała na jego zachowa-
nie. Pozwala to opisać dodatkowe efekty, takie jak na przykład zjawisko dysper-
sji, mające bardzo istotny wpływ na dynamikę rozważanych obiektów. 

W książce sformułowano i wyprowadzono uśrednione równania różnicz-
kowe modeli tolerancyjnych: dla laminatów o porzecznej gradacji własności – 
przewodnictwa ciepła, elastodynamiki, termosprężystości; dla cienkich płyt  
a także dla powłok o porzecznej gradacji własności – dynamiki. Rozważania 
teoretyczne zostały zilustrowane przykładami zastosowań z zakresu: stacjonar-
nego i niestacjonarnego przewodnictwa ciepła w laminatach, drgań laminatów, 
drgań cienkich płyt. 



Summary 
Thermomechanics of laminates, plates and shells 
with functionally graded properties 

This book is a summary of results obtained as results of the mathematical model-
ling of various thermomechanical problems for certain composites and structures 
with functionally graded properties. Some results were calculated during the 
research project supported by Ministry of Science and Higher Education of Po-
land in years 2008-2009. 

Objects under consideration are laminates, plates and shells with hetero-
geneous structure on both the levels – micro and macro. These objects have so 
called tolerance-periodic structure on the microlevel, but in the macroscale they 
have so called transversally functionally graded properties. 

In this book there are presented mathematical models of these composites 
and structures, obtained in the framework of the tolerance averaging technique, 
which has been developed during the last twenty years. This technique makes it 
possible to replace differential equations, describing thermomechanical problems 
of these objects, and having highly oscillating, tolerance-periodic, non-
continuous coefficients, by averaged differential equations with continuous and 
slowly-varying coefficients. The characteristic feature of these equations is that 
they take into account the effect of the microstructure size on the overall behav-
iour of the solid. It makes it possible to describe certain additional effects, for 
instance – a dispersion phenomenon, which plays a crucial role in dynamics for 
composites and structures under consideration. 
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