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1. Wstep

1.1. Wprowadzenie do tematyki ksiazki

Obiektami rozwazan w niniejszym opracowaniu sg ciata mikroniejednorodne,
takie jak: laminaty, plyty, powloki, ktére sa zbudowane z bardzo duzej liczby
regularnie rozmieszczonych, oddzielnych elementéw (np. warstw, zeber), ideal-
nie ze sobg (lub z matrycg) potaczonych. Rozpatrywane ciata mozna podzieli¢
na komorki, przy czym zaktadamy (odmiennie niz w przypadku ciat periodycz-
nych), ze sasiednie komorki sg prawie takie same, natomiast komorki od siebie
oddalone — moga si¢ bardzo r6zni¢. Budowa taka jest czesto nazywana lokalng
mikrostrukturqg, co oznacza, ze wymiar charakterystyczny komorki jest maty
w poroéwnaniu z wymiarem charakterystycznym calego obiektu.

Rozwazania beda dotyczy¢ kompozytow i struktur, ktore sa zarbwno mi-
kro- jak i makroniejednorodne. Zaktadamy, ze obiekty te majg przestrzennie
wolnozmienng mikrostrukture. Przyktady takich cial pokazane sg na rys. 1.1 oraz
1.2. Elementy o takiej mikrostrukturze stosowane sg wtedy, gdy wymagany jest
wolnozmienny rozktad lokalnych makroskopowych charakterystyk materiato-
wych, por. ksigzka pod redakcja Cz. Wozniaka, Michalaka i Jedrysiaka (2008).
Tego rodzaju rozktad charakterystyk materiatowych moze by¢ uzyskany na po-
ziomie mikro w postaci wolnozmieniajacej si¢ mikrostruktury w sgsiednich ko-
morkach. Mikrostruktura ta ma ogromne znaczenie w projektowaniu materiatow
o funkcyjnej gradacji wlasnosci (ang. functionally graded materials, por. Suresh
i Mortensen (1998)). W wigkszosci takich materialtdéw makroskopowe wlasnosci
zmieniajg si¢ w sposoéb tagodny (,,wolny™) i gladki od wihasnosci jednej jedno-
rodnej czesci ciala do wlasnos$ci innej jednorodnej czesci, przy duzych réznicach
migdzy whasnosciami tych fragmentow. Poniewaz przejscie to jest realizowane
na poziomie mikro, potrzebna jest informacja o lokalnych makroskopowych
charakterystykach osrodka mikroniejednorodnego.
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W tej ksigzce nieperiodyczng mikrostrukturg rozpatrywanego ciata be-
dziemy nazywaé mikrostrukturq tolerancyjnie-periodyczng, co stanowi odnie-
sienic do wykorzystywanego dalej w modelowaniu matematycznym pojecia
tolerancji, ktore zwigzane jest z doktadnoscia prowadzonych operacji badz obli-
czen, por. Zeeman (1965), Fichera (1992), Cz. Wozniak i Wierzbicki (2000).

Rozpatrywane w ksigzce laminaty, ptyty i powtoki charakteryzuja si¢ za-
tem tolerancyjnie-periodyczng budowq na poziomie mikro, natomiast w skali
makro traktujemy je jak wykonane z pewnego materialu zastepczego, tzn.
z pewnego rodzaju materiatow o funkcyjnej gradacji wilasnosci. Przyktady ta-
kich kompozytéow pokazano na rys. 1.1-1.2. Wymienione wyzej obiekty mozna
podzieli¢ na:

1) kompozyty i struktury o poprzecznej gradacji wlasnosci, rys. 1.1, ktére
charakteryzuja si¢ tym, ze kazda jednorodna warstwa ma inng, ale stala grubos¢;
zatem ich wiasnosci efektywne (usrednione) sa wolnozmienne w kierunku pro-
stopadltym do warstw;

2) kompozyty i struktury o podiuznej gradacji wlasnosci, rys. 1.2, ktore
charakteryzuja si¢ tym, ze kazda jednorodna warstwa ma wolnozmienng gru-
bos¢; zatem ich wlasnosci usrednione (efektywne) sa wolnozmienne wzdhuz

Rys. 1.1. Przyktad mikroniejednorodnego kompozytu o funkcyjne;j
poprzecznej gradacji wlasno$ci, por. Cz. Wozniak, Michalak, Jedrysiak (2008)

warstw.

Rozwazania zostaly ograniczone do zagadnien termomechanicznych /a-
minatow, plyt i powlok o poprzecznej gradacji wiasnosci. Zakladamy, ze
wszystkie rozpatrywane procesy termiczne i mechaniczne bgda opisane znanymi
liniowymi réwnaniami termomechaniki. Przyjmujemy zatem znane analityczne
i fizyczne podstawy analizy cial mikroniejednorodnych w postaci jak dla ciat
niejednorodnych bez mikrostruktury, tj.:
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- liniowg teorie przewodnictwa ciepta Fouriera,
- liniowa teorig sprezystosci;
a w przypadku mikroniejednorodnych ptyt i powtok:
- teori¢ plyt Kirchhoffa,
- teori¢ powlok Kirchhoffa-Love’a.

podtuznej gradacji wlasnosci, por. Cz. Wozniak, Michalak, Jedrysiak (2008)

Za najwazniejszg réznic¢ pomigdzy makro- i mikromechanikg uznaje si¢
charakterystyki materialowe cial mikroniejednorodnych, ktore sa silnie niecia-
glymi funkcjami na ptaszczyznach kontaktu sgsiednich sktadnikéw. Liczba
ptaszczyzn kontaktu jest wigc bardzo duza. W zwiazku z tym dla ciat mikronie-
jednorodnych wspotczynniki funkcyjne rownan rézniczkowych czastkowych,
tak przewodnictwa ciepta, jak réwniez teorii sprezystosci, sa silnie oscylujace
1 nieciagle. Z tego powodu podstawowe roéwnania termomechaniki takich ciat
nie stanowig dobrego matematycznego narzedzia do opisu szczeg6élnych przy-
padkoéw 1 proponowane sg rozne procedury matematyczne, ktore maja zastapic te
,hiewygodne” rownania rownaniami o regularnych wspoétczynnikach. Maja one
umozliwi¢ prostsze formutowanie problemow brzegowo-poczatkowych. Ponad-
to, rozwigzania tych rownan powinny uwzglednia¢ wplyw niektorych cech ich
mikrostruktury. Otrzymane na takiej drodze nowe réwnania reprezentujg tzw.
model usredniony ciala mikroniejednorodnego. W literaturze mozna znalez¢
wiele roznych procedur, ktore prowadza od mikro- do makromechaniki, czyli do
roznych modeli usrednionych ciat mikroniejednorodnych.
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1.2. Przeglad wybranych metod modelowania

Stosowane w wielu konstrukcjach elementy kompozytowe charakteryzuja si¢
zwykle budowg mikroperiodyczng. W pewnych zastosowaniach, w ktorych
mozna je uwaza¢ za makrojednorodne, ich makroskopowe (usrednione) wtasno-
$ci sg state. Modele makroskopowe tego typu kompozytow sg opisane rowna-
niami rézniczkowymi czastkowymi o stalych wspotczynnikach. W zastosowa-
niach coraz wigksza role petnig jednak kompozyty, ktérych usrednione wiasno-
$ci sg okreslone gladkimi funkcjami wspotrzednych przestrzennych. Kompozyty
te stanowia zatem szczeg6lny przypadek materialdéw o funkcyjnej gradacji wia-
snosci (por. Suresh i Mortensen (1998)). Celem modelowania takich kompozy-
tow jest, przy obecnym stanie badan, opisanie ich zachowania rownaniami roz-
niczkowymi czastkowymi o wolnozmiennych wspoétczynnikach.

Obiektem rozwazan niniejszego opracowania sg laminaty, ptyty i powtoki
o funkcyjnej poprzecznej gradacji wlasnosci. Wigkszos$¢ technik ich modelowa-
nia stanowi rozwinigcie takich technik stosowanych dla struktur periodycznych.
W zwiazku z tym, w tym podrozdziale zostanie przedstawiony pewien, subiek-
tywny z punktu widzenia autora, przeglad metod wykorzystywanych w termo-
mechanice kompozytéow i struktur o budowie mikroniejednorodnej, zarowno
periodycznej, jak i nieperiodyczne;j.

Omowienie technik modelowania, stosowanych w analizie zagadnien ter-
momechaniki dotyczacych kompozytéw i struktur zaréwno periodycznych, jak
rowniez o funkcyjnej gradacji wlasnosci mozna znalezé w ksigzkach autorow:
Bensoussan, Lions i Papanicolau (1978), Sanchez-Palencia (1980), Bakhvalov
i Panasenko (1984), Jikov, Kozlov i Oleinik (1994), Hornung (1997), Suresh
i Mortensen (1998), Lewinski i Telega (2000), Cz. Wozniak i Wierzbicki (2000),
czy pod redakcja Cz. Wozniaka, Michalaka i Jedrysiaka (2008)
lub Cz. Wozniaka (2010).

Kryteria klasyfikacji metod modelowania, w tym takze matematycznego,
stosowanych dla materialéw i struktur mikroniejednorodnych moga by¢ rdézne.
Na przyktad ze wzgledu na mozliwo$¢ badania pewnych efektow zwigzanych
z mikroniejednorodno$cia mozna wyroézni¢ — metody, ktorych rownania
uwzgledniajq wplyw wielkosci mikroniejednorodnosci oraz metody opisane row-
naniami bez tego efektu; natomiast ze wzglgdu na mozliwos¢ analizy réznych
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cial mikroniejednorodnych mozna wskaza¢ — metody ogdlne 1 metody specjalne.
Metody ogolne maja szersze zastosowania w badaniu cial mikroniejednorod-
nych, bez okreslania rodzaju mikroniejednorodnosci. Natomiast metody specjal-
ne dotycza badania pewnych specjalnych rodzajéw mikroniejednorodnosci badz
struktur mikroniejednorodnych i stosowane sa tylko dla szczegodlnych postaci
wspotczynnikéw rownan rozniczkowych czastkowych, ktore je opisuja.

Do specjalnych technik modelowania nalezy tzw. teoria sztywnosci efek-
tywnych, por. Hermann i Achenbach (1967). Wykorzystywana jest ona glownie
w analizie zagadnien propagacji fal w periodycznych laminatach, periodycznie
i kierunkowo zbrojonych kompozytach. Pozwala ona uwzglednia¢ zjawisko
dyspersji zwigzane z mikrostrukturg tych kompozytéw. Zastosowania tego po-
dejscia mozna znalez¢ w pracach autorow: Achenbach, Delph, Hermann, Kaul,
Sun (por. Literatura).

Inna technike modelowania proponuje tzw. feoria fal Floquet'a-Bloch’a,
pozwalajaca analizowaé zagadnienia propagacji fal o wyzszych czestosciach,
zwigzanych z periodyczng strukturg kompozytu, por. Stoker (1950), E.H. Lee
(1972). Jej zastosowanie jest skomplikowane z obliczeniowego punktu widze-
nia. Stad teoria ta zostata zastosowana jedynie do badania zjawisk dyspersyjnych
stosunkowo prostych zagadnien dla jednowymiarowych kompozytow perio-
dycznych, np. laminatéw. Wyniki takich rozwazan pokazali w swoich pracach
np.: Christensen, W. Kohn, Krumhansl, E.H. Lee (por. Literatura).

Efekty dyspersyjne w kompozytach widknistych, np. dodatkowe, ,,wyz-
sze” predkosci fal badz czestosci, analizowano w pracach teoretycznych i ekspe-
rymentalnych Taucherta i Guzelsu (1972), Lorda i Hay’a (1972), Bedforda,
Sutherlanda i Lingle’a (1972), Tolfa (1983). Niestety, ze wzgledu na do$¢ skom-
plikowana budowe tych kompozytow w poréwnaniach nie byly wykorzystane
doktadne relacje dyspersyjne. Jednakze takie poréwnanie moglo by¢ wykonane
dla laminatoéw, np. w pracy Robinsona i Leppelmeiera (1974).

We wszystkich wymienionych wyzej metodach specjalnych mozliwe jest
opisywanie efektow dyspersyjnych, zwigzanych z niejednorodnos$cia rozpatry-
wanych obiektow.

Nalezy takze tu uwzgledni¢ makromodelowanie ukladéw dyskretnych,
ztozonych z wielu drobnych elementéw. Do tej grupy nalezg np. periodyczne
struktury siatkowe. Ich specyficzny charakter prowadzi do koniecznosci formu-
towania réznych specyficznych modeli opisujacych wybrane problemy dla tych
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uktadéw, w tym usrednionych modeli ciggtych. Ciggte modele gestych i regu-
larnych struktur siatkowych byly proponowane w serii prac Baczynskiego,
Baranskiego, Klemma, Koniecznego, Lewinskiego, Pely, Pustelnika,
Wilmanskiego, Cz. Wozniaka, S. Zielinskiego, Zukowskiego (por. Literatura).
Niektore wyniki z tych prac zostalty podsumowane w monografii Cz. Wozniaka
(1970).

Wymienimy takze podej$cia kombinowane, stosowane w analizie dwu-
wymiarowych periodycznych struktur komorkowych, ktére wykorzystuja
w istotny sposob ceche periodyczno$ci i metode elementéw skonczonych dla
komorki podstawowej. Proponowalo je wielu autorow, np.: dla rusztow belko-
wych — Langley, Bardell i Ruino (1997); dla siatek o sze$ciokatnych komodrkach
— Ruzzene, Scarpa i Soranna (2003). Zastosowania roznych modeli ciat siatko-
wych lub komoérkowych prezentowali w swoich pracach np.: Horvay (1952),
Noor i Nemeth (1980), Gibson, Ashby, Schajer i Robertson (1982). Zagadnienia
dynamiczne struktur dyskretnych byly takze analizowane w ramach znanych
technik usredniania proponowanych dla ciaglych, mikroniejednorodnych kom-
pozytow i struktur. Nalezy tu wymieni¢ metody o charakterze ogdlnym takie, jak
metody asymptotyczne teorii homogenizacji, por. Bakhvalov i Panasenko
(1984), Jikov, Kozlov i Oleinik (1994). Rownania usrednione wyzej wymienio-
nych modeli pomijaja niestety wplyw wielko$ci mikrostruktury na ogélne za-
chowanie rozpatrywanego uktadu.

Wsrod ogodlnych metod modelowania nalezy wymieni¢ homogenizacje
struktur periodycznych i lokalnie-periodycznych, homogenizacje wyzszego rzedu
struktur periodycznych, technike tolerancyjnego usredniania.

Najbardziej znane sg sposoby usredniania, w ktorych stosuje si¢ homoge-
nizacje réwnan rozniczkowych o silnie oscylujacych, periodycznych, funkcyj-
nych wspotczynnikach. W tym podejsciu analizuje si¢ trudne z matematycznego
punktu widzenia przej$cie graniczne z wymiarem komorki periodycznosci do
zera. Ta interesujgca metoda ma szereg wad, z ktorych najwazniejsza z punktu
widzenia zastosowan jest zacieranie pewnych waznych cech fizycznych rozwa-
zanych struktur. W szczegodlnosci uwaga ta dotyczy eliminacji zjawiska dysper-
sji, bardzo waznego w poprawnym opisie dynamiki struktur mikroperiodycz-
nych. Wady te sa spowodowane faktem, ze w otrzymanych w ten sposob usred-
nionych rownaniach pominigty zostaje wptyw wielko$ci mikrostruktury na ma-
krodynamike opisywanego ciala periodycznego. Literatura omawiajaca zastoso-
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wania tego podejscia jest bardzo obszerna. Obejmuje m.in. monografie takich
autorow, jak: Bensoussan, Lions i Papanicolau (1978), Sanchez-Palencia (1980),
Bakhvalov i Panasenko (1984), Jikov, Kozlov i Oleinik (1994), Hornung (1997),
Lewinski i Telega (2000). Modele matematyczne réznych struktur mikroperio-
dycznych, w ktorych wykorzystano homogenizacje, przedstawili w swoich pra-
cach autorzy, np.: dla kompozytow o mikrobudowie heksagonalnej — Abd
El-Sayed, Burgess, Jones; dla kompozytow periodycznie ,,pofaldowanych” —
Kalamkarov, Kudryavtsev, Parton; dla przewodnictwa ciepta i/lub zjawisk dyfu-
zji — Galka, Telega i Wojnar (1994), Furmanski (1997); dla ptyt periodycznych —
Duvaut i Metellus (1976), Caillerie (1984), Kohn i Vogelius (1984), Lewinski
(1991, 1992) oraz inni — Artola, Ciarlet, Destuynder, Kalamkarov, Telega; dla
ptyt pofaldowanych — Aganovic, Jurak, Marusic-Paloka, Tutek; dla periodycz-
nych powltok — Lutoborski (1985); dla zagadnien termosprezystosci — Wojnar
(1990); dla periodycznych struktur siatkowych — Cioranescu i Saint Paulin
(1979, 1999).

Innym og6lnym podejsciem, ktére wykorzystuje sie w modelowaniu za-
gadnien termomechanicznych kompozytdw i struktur periodycznych, jest homo-
genizacja wyzszego rzedu. W ramach tej techniki formulowane s3 matematyczne
recepty dla przyblizen drugiego i wyzszych rzedoéw. Jednakze ze wzgledu na
trudno$ci natury obliczeniowej rozpatrywane sa przy jej uzyciu raczej fizycznie
proste przyktady na bardzo skomplikowanej matematycznej drodze, por. Fish
i Wen Chen (2001). Nalezy podkresli¢, ze w ramach homogenizacji wyzszego
rzedu wydaje si¢ by¢ mozliwy opis zjawiska dyspers;ji.

Pewna odmiang homogenizacji jest homogenizacja realizowana przy wy-
korzystaniu pojecia parametrow mikrolokalnych, por. Matysiak i Cz. Wozniak
(1988). W tym podejsciu niezwykle uzyteczne w zastosowaniach réwnania mo-
delowe zawieraja wprowadzone tu po raz pierwszy pewne dodatkowe niewia-
dome, zwane parametrami mikrolokalnymi. Ich wprowadzenie stanowi propozy-
cj¢ catkowicie nowego opisu zjawisk cieplnych i mechanicznych. Tego rodzaju
modele zaproponowano dla réznych probleméw termomechanicznych w wielu
pracach, np. Cz. Wozniaka (1986, 1987, 1989), Matysiaka i Cz. Wozniaka
(1987, 1988), Kaczynskiego i Matysiaka (1988), Matysiaka i Nagorke (1989).
Wsrod zastosowan mozna wymienic takie, jak: problemy dynamiczne kompozy-
tow warstwowych analizowane przez Bielskiego, Matysiaka, Nagorke; procesy
termiczne i1 dyfuzyjne w laminatach — Ivanyk, Kaczynski, Kulchytsky-Zhyhailo,
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Machyshyn, Matysiak, Mieszkowski, Nagorko, Pauk, Ukhanska, Wagrowska,
Cz. Wozniak, Yevtushenko; problemy pekania w kompozytach warstwowych —
Kaczynski, Kulchytsky-Zhyhailo, Matysiak; zagadnienia spr¢zysto$ci w lamina-
tach — Kulchytsky-Zhyhailo, Perkowski, Matysiak, Wagrowska; modelowanie
kompozytow piezoelektrycznych — Matysiak, Pauk, Yevtushenko; modelowanie
plyt wielowarstwowych — Matysiak, Nagorko. Niektore prace z tej tematyki
zostaly wymienione w spisie literatury, a takze mozna je znalezé w ksigzkach
pod redakcja Cz. Wozniaka, Michalaka i Jedrysiaka (2008) lub Cz. Wozniaka
(2010). Przedstawione wyzej przyklady dotycza modelowania kompozytow
o jednokierunkowej periodyce, jak laminaty, wielowarstwowe plyty. Homogeni-
zacja przez parametry mikrolokalne nie jest jednak typowa metodg szczegdlng;
pewne rozszerzenie na struktury periodyczne nie tylko w jednym kierunku za-
proponowano np. w ksigzce pod redakcja Cz. Wozniaka (2010).

Z wyzej wymienionych ogoélnych metod modelowania rownania usred-
nione homogenizacji i homogenizacji przez parametry mikrolokalne pomijaja
wplyw wielkosci mikrostruktury. Efekt ten jest uwzgledniany w homogenizacji
wyzszego rzgdu.

Struktury lokalnie-periodyczne (tu nazywane strukturami tolerancyjnie-
periodycznymi) moga by¢ czesto traktowane jak wykonane z materiatdéw o funk-
cyjnej gradacji wlasnosci (por. Suresh i Mortensen (1998)). W tego rodzaju cia-
tach nie mozna wskaza¢ elementu reprezentatywnego (tj. komorki). Pomimo tej
niedogodnosci, wlasnosci makroskopowe (usrednione) tych cial moga by¢ okre-
Slane przy wykorzystaniu technik usredniania, zdefiniowanych w ramach
wyidealizowanej geometrii. Tego rodzaju idealizacje sa zwykle podobne do
stosowanych dla kompozytéw jednorodnych makroskopowo.

Wisrdd tych technik nalezy wyrdzni¢ techniki stanowiace uogoélnienie pro-
cedury homogenizacji, por. Jikov, Kozlov i Oleinik (1994), w wyniku ktorej
otrzymuje si¢ tzw. modele homogenizacyjne struktur lokalnie-periodycznych.
Modele takie wykorzystywano w badaniu réznych zagadnien termomechanicz-
nych w materiatach o funkcyjnej gradacji wtasnosci, np. Miller i Lanutti (1993),
Itoh, Takahashi i Takano (1996), Schmauder i Weber (2001). Podstawowe po-
dejscia stosowane w modelowaniu tego rodzaju kompozytow i struktur omowili
m.in. Reiter, Dworak i Tvergaard (1997), Suresh i Mortensen (1998), gdzie
mozna znalez¢ obszerny spis literatury. Wérdd innych metod uzywanych w ana-
lizie r6znych zagadnien termosprezystosci kompozytow i struktur o funkcyjnej
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gradacji wlasnosci mozna wymieni¢: techniki oparte na metodzie Mori-Tanaki —
np. Hirano, Teraki i Hamada (1990); tzw. metody konsystentne, stosowane
w uktadach wielosktadnikowych — np. Benveniste, Dworak i Chen (1991); po-
dejscia wykorzystujace zasady modelowania mieszanin — np. Fukui, Takashima
i Ponton (1994), Y.-D. Lee i Erdogan (1994/1995), Markworth i Saunders
(1995); metoda elementéw brzegowych — np. Goldberg i Hopkins (1995); zasto-
sowanie wielomian6w w modelowaniu laminatéw — np. Kantor, Smetankina
i Shupikov (2001), Iub funkcji Greena — Kim i Noda (2001, 2002); metody bez-
siatkowe — np. J. Sladek, V. Sladek i Zhang (2003); metody korzystajace z trans-
formacji Laplace’a — np. Ootao i Tanigawa (2004, 2006); wykorzystanie metody
kolokacji — np. Ferreira, Batra, Roque, Qian i Jorge (2006), Roque, Ferreira
iJorge (2007); metoda elementéw skonczonych — np. Santos, C.M. Mota Soares,
C.A. Mota Soares i Reddy (2008), Sadowski, Ataya i Nakonieczny (2009). Pew-
ng alternatywna metoda modelowania materialow o funkcyjnej gradacji wtasno-
$ci, majgcych mikrostrukture, jest tzw. teoria wyzszego rzedu, ktora bylta omo-
wiona w serii prac Aboudi’ego, Arnolda i Pindery (por. Literatura). Podsumo-
wanie zastosowan tego podejscia mozna znalez¢ w pracy Aboudi’ego, Pindery
i Arnolda (1999), a jego przeformulowanie zaproponowali Bansal i Pindera
(2003). Metoda ta zostala wykorzystana w niniejszym opracowaniu w niekto-
rych przyktadach z przewodnictwa ciepta.

W niniejszym opracowaniu wykorzystano nowa metodg, zaproponowang
przez profesora Cz. Wozniaka i rozwijang przez wielu autoréw, nazywana zwy-
kle technikq tolerancyjnego usredniania lub tolerancyjnym modelowaniem.
Mozna ja stosowa¢ w modelowaniu zaréwno ciagtych, jak i dyskretnych mikro-
niejednorodnych kompozytéw i struktur. W tej technice wykorzystuje si¢ poje-
cia tolerancyjnego usredniania funkcji i funkcjonaloéw kompozytowych oraz tzw.
mikro-makro dekompozycj¢, ktore sa omdwione w rozdziale 2 tego opracowa-
nia. W podejsciu tym wykorzystuje si¢ koncepcje tolerancji, $cisle zwigzanej
z doktadnoscig prowadzonych obliczen. W zagadnieniach niestacjonarnych ciat
mikroniejednorodnych w ramach tej techniki otrzymuje si¢ rownania ro6znicz-
kowe, w ktorych podstawowymi niewiadomymi sg usrednione pola termome-
chaniczne (np. usredniona temperatura, usrednione przemieszczenia) oraz do-
datkowe niewiadome, zwane amplitudami fluktuacji. Te podstawowe niewiado-
me pozwalaja uwzgledni¢ w trakcie analizy wplyw wielkosci mikrostruktury na
og6lne zachowanie kompozytu, por. ksigzka Cz. Wozniaka i Wierzbickiego
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(2000), a takze monografie pod redakcja Cz. Wozniaka, Michalaka i Jedrysiaka
(2008) oraz Cz. Wozniaka (2010). Warto podkresli¢, ze stosujac tu pewna for-
malng procedure, zacierajgca wpltyw mikrostruktury, mozna dokona¢ przejscia
od modelu tolerancyjnego do modelu czgsto nazywanego modelem asympto-
tycznym. Otrzymane na tej drodze rownania mogg rézni¢ si¢ od rownan modelu
wyprowadzonego w ramach homogenizacji asymptotycznej jedynie postacia
tzw. modutéw efektywnych. Z tego powodu rownania homogenizacji asympto-
tycznej sa uznawane najczesciej za szczeg6Olny przypadek réwnan tolerancyj-
nych. Modele tolerancyjne dotyczace réznych zagadnien termomechanicznych
roznych kompozytow lub struktur periodycznych byty przedstawione w serii
prac zamieszczonych w Literaturze. Mozna tu wymieni¢ takie zagadnienia ter-
momechaniki, jak: przewodnictwo ciepta w kompozytach mikroperiodycznych —
np. Cz. Wozniak, Baczynski i M. Wozniak (1996) oraz inni — Baczynski, Igna-
czak, Lacinski, Nagorko, Piwowarski, Siedlecka, Wierzbicki, Cz. Wozniak,
M. Wozniak, J. Zielinski; zagadnienia termosprezystosci — np. Cz. Wozniak
i M. Wozniak (1995a), a takze Wierzbicki, Cz. Wozniak, M. Wozniak (1997a),
Baczynski  (2003); problemy elastodynamiki — np. Dell'lsola, Rosa
i Cz. Wozniak (1997, 1998) oraz inni — Jedrysiak, Juszczak, Lacinska,
Mielczarek, Nagorko, Szymczyk, Wagrowska, Wierzbicki, Cz. Wozniak,
M. Wozniak. Modelowanie tolerancyjne zastosowano takze do analizy innych
szczegolnych problemoéw dotyczacych kompozytéw periodycznych, takich jak:
zagadnienia mikropgknig¢ — np. praca Cz. Wozniaka i M. Wozniak (1994); sta-
tecznos$¢ ciat mikroperiodycznych — np. Wierzbicki, Cz. Wozniak i M. Wozniak
(1997b); zagadnienia kontaktu cial o periodycznie pofaldowanych brzegach —
np. Pauk (1997), Pauk i Cz. Wozniak (1999); przewodnictwo ciepta w kompo-
zycie wieloperiodycznym — Cz. Wozniak (2002); propagacja fal w wieloperio-
dycznym kompozycie zbrojonym witdknami — praca Jedrysiaka i Cz. Wozniaka
(2006). Modele tolerancyjne zaproponowano takze dla roznych struktur perio-
dycznych. Modele periodycznych belek dla zatozen teorii Eulera-Bernoulli’ego,
opisujace problemy dynamiczne oraz statecznos$ci, otrzymano pierwszy raz
w pracy Mazur-Sniady (1993), a nastgpnie rozwijano w pracach — Mazur-
Sniady, Rystweja, Sniadego, Zielichowskiego-Habera. Podobne zagadnienia dla
periodycznych plyt $redniej grubosci przy zatozeniach teorii Hencky’ego-
Bolle’a byty rozpatrywane w pracy Barona i Cz. Wozniaka (1995), nastepnie
przez Barona, Jedrysiaka, a pewne podsumowanie przedstawil Baron (2006b).
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Model tolerancyjny cienkich ptyt periodycznych, w ramach zatozen teorii Kir-
chhoffa, zaproponowali Jedrysiak i Cz. Wozniak (1995). Model ten byt wyko-
rzystany w analizie probleméw dynamicznych i stateczno$ci takich ptyt
w kolejnych pracach Barona, Jedrysiaka, Michalaka, a czgsciowego podsumo-
wania dokonal Jedrysiak (2001b). Problemy drgan cienkich ptyt periodycznie
uzebrowanych analizowali Nagorko i Cz. Wozniak (2002, 2003), Nagorko
(2010). Natomiast drgania jednorodnych ptyt $redniej grubo$ci w ramach teorii
Hencky’ego-Bolle’a badali Jedrysiak i Pas (2005, 2006) oraz Pas (2006). Mode-
le tolerancyjne, opisujace problemy dynamiczne oraz statecznos$ci periodycz-
nych plyt pofaldowanych, zostaly zaproponowane i wykorzystane w pracach
Michalaka — np. Michalak, Cz. Wozniak i M. Wozniak (1996), a ich zastosowa-
nia podsumowano w pracy Michalaka (2001b). Modelowanie tolerancyjne cien-
kich powlok periodycznych przedstawiono najpierw w pracach Cz. Wozniaka
(1999) i Tomczyk (1999), a nastgpnie zastosowania pokazano w pracach
Tomczyk (por. Literatura). Ciagle modele tolerancyjne periodycznych struktur
siatkowych lub komérkowych zaproponowano w pracy Cieleckiej (1995), a ich
wykorzystanie przedstawiono w pracach Cieleckiej, Jedrysiaka, Wierzbickiego,
Cz. Wozniaka, M. Wozniak.

Przy okazji informacji o zastosowaniach modelowania tolerancyjnego
w uktadach siatkowych i komérkowych warto wspomnie¢ o pewnym odmien-
nym podejsciu zwigzanym z tg technika i uwzgledniajacym wplyw wielkosci
mikrostruktury, zaproponowanym w pracy Rychlewskiej, Szymczyk
i Cz. Wozniaka (1999). Przedstawiony tam model usredniony jest oparty na
podziale simplicjalnym rozpatrywanej dyskretnej lub cigglej struktury perio-
dycznej. Jego zastosowania pokazano takze w pracach: Rychlewskiej,
Szymczyk, Cz. Wozniaka, por. Literatura.

W ostatnich latach modelowanie tolerancyjne zaadaptowano i rozszerzono
na kompozyty i struktury o nieperiodycznej mikroniejednorodnosci, np. wyko-
nane z materialow o funkcyjnej gradacji wlasnosci. Rownania rézniczkowe opi-
sujace zagadnienia termomechaniczne tego rodzaju cial sa rownaniami o silnie
oscylujacych, nieciaglych, tolerancyjnie-periodycznych wspotczynnikach. Tech-
nika tolerancyjnego usredniania pozwala zastapi¢ te réwnania réwnaniami
usrednionymi o wolnozmiennych wspoétczynnikach. Pierwszy raz propozycje
tolerancyjnej procedury modelowania dla tego rodzaju ciat pokazano w mono-
grafii Cz. Wozniaka i Wierzbickiego (2000). Modele tolerancyjne réznych kom-
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pozytow i struktur o funkcyjnej gradacji wtasno$ci przedstawiono w kolejnych
pracach. Zagadnienia przewodnictwa ciepla w kompozytach o tzw. podtuzne;j
gradacji wlasnosci byly analizowane przez — Michalaka i M. Wozniak (2006),
Michalaka, Cz. Wozniaka i M. Wozniak (2007), Michalaka i Ostrowskiego
(2007), Ostrowskiego (2009a, 2009b); natomiast w laminatach o tzw. poprzecz-
nej gradacji wlasnosci pokazano w pracach — Jedrysiaka i Radzikowskiej (2007,
2008, 2010a, 2010b), Radzikowskiej i Jedrysiaka (2007, 2009), Radzikowskiej
(2009/2010). Quasi-liniowe przewodnictwo ciepta w laminatach rozpatrywali
Siedlecka, Wierzbicki i Cz. Wozniak (2010). Problemy elastodynamiki w cia-
fach o funkcyjnej gradacji wlasno$ci badano w pracach: Jedrysiaka,
Wierzbickiego i Cz. Wozniaka (2006), Rychlewskiej, Cz. Wozniaka
i M. Wozniak (2006), Rychlewskiej (2006a, 2006b), Rychlewskiej
i Cz. Wozniaka (2006a, 2006b, 2010), Szymczyk i Cz. Wozniaka (2006b).
W serii prac zaproponowano i zastosowano modele tolerancyjne dla réznych
struktur wykonanych z materialdbw o funkcyjnej gradacji wlasnosci. Pierwszy
raz problem drgan cienkich ptyt tolerancyjnie-periodycznych (o poprzecznej
gradacji wtasnosci) przedstawit Jedrysiak (2001b). Natomiast zagadnienia dy-
namiczne i stateczno$ci rozpatrywano w pracach Jedrysiaka (2010), Jedrysiaka
i Michalaka (2010). Ptyty o podtuznej gradacji wilasnosci byly modelowane
przez Michalaka (2004, 2010), Wirowskiego (2007, 2008, 2009, 2010a, 2010b),
Jedrysiaka i Michalaka (2010). Modelowanie ptyt warstwowych o funkcyjnej
gradacji wiasno$ci przedstawili Jedrysiak, Rychlewska i Cz. Wozniak (2005),
a tego rodzaju powtok — Cz. Wozniak, Rychlewska i Wierzbicki (2005). Nato-
miast cienkie powloki malowynioste o funkcyjnej gradacji wlasnosci rozpatry-
wali Jedrysiak i Cz. Wozniak (2009, 2010), a powloki szkieletowe o podobnej
budowie — Michalak i Cz. Wozniak (2009, 2010).

Wyniki otrzymane przy zastosowaniu modelowania tolerancyjnego zosta-
ty podsumowane w ksigzce Cz. Wozniaka i Wierzbickiego (2000), a takze
w monografiach pod redakcja Cz. Wozniaka, Michalaka i Jedrysiaka (2008) oraz
Cz. Wozniaka (2010).

1.3. Cel i zakres opracowania

Celem niniejszego opracowania jest przedstawienie, omdwienie i zastosowanie
techniki tolerancyjnego usredniania do modelowania zagadnien termomecha-
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nicznych ciaf tolerancyjnie-periodycznie mikroniejednorodnych, ktorych wia-
sno$ci w skali makro majg poprzeczng gradacje, por. rys. 1.1 oraz 1.2.

Czg$¢ prezentowanych w tym opracowaniu rezultatow zostata przedsta-
wiona m.in. w pracach: Jedrysiaka, Wierzbickiego i Cz. Wozniaka (2006),
Jedrysiaka i Radzikowskiej (2007, 2008, 2010a, 2010b), Radzikowskiej
i Jedrysiaka (2007, 2009), Jedrysiaka i Cz. Wozniaka (2009, 2010),
Radzikowskiej (2009/2010), Jedrysiaka (2010), Jedrysiaka i Michalaka (2010).
Natomiast cze$§¢ wynikow byta uzyskana i zaprezentowana na konferencjach
przez samego autora.

Zawartos¢ ksigzki jest podzielona na siedem rozdziatow. Opracowanie
zakonczone jest indeksem pojec, spisem literatury oraz streszczeniami w jezyku
polskim i angielskim. We Wstgpie omdéwiono pojecia podstawowe, dokonano
pewnego subiektywnego przegladu literatury oraz wskazano cel i zakres opra-
cowania. W rozdziale 2 przedstawione sg podstawy tolerancyjnego modelowa-
nia oraz modelowania asymptotycznego. Skorzystano przy tym z omodwienia
tych metod w ksigzkach pod redakcja Cz. Wozniaka, Michalaka i Jedrysiaka
(2008) oraz Cz. Wozniaka (2010). Omoéwiono tu podstawowe pojecia obu spo-
sobow modelowania, przedstawiono podstawowe zalozenia oraz, w pewnym
skrocie, zarys procedur modelowania w obu podejsciach. Kolejne rozdzialty po-
kazuja zastosowania obu technik modelowania w réznych zagadnieniach ter-
momechanicznych laminatow, ptyt i powlok o tolerancyjnie-periodycznej mi-
krostrukturze, a zatem o funkcyjnej gradacji wiasnosci w skali makro.
W rozdziale 3 przedstawione jest przewodnictwo ciepta w laminatach. Wypro-
wadzono, korzystajac z ogdlnej procedury modelowania, réwnania rézniczkowe
modelu tolerancyjnego 1 asymptotycznego, opisujace problem przewodnictwa
ciepla w takich laminatach. Nastepnie pokazano zastosowania tych modeli
w przypadkach szczegolnych, takich jak: stacjonarne przewodnictwo ciepta pro-
stopadle do warstw w laminatach o rOwnomiernym lub nieréwnomiernym rozto-
zeniu warstw, niestacjonarne przewodnictwo ciepta w kierunku prostopadtym do
warstw w laminatach o rownomiernym roztozeniu warstw, niestacjonarne prze-
wodnictwo ciepta w kierunku réwnoleglym do warstw, dwukierunkowe (pta-
skie) stacjonarne przewodnictwo ciepla. Ponadto dla przypadkéw przewodnic-
twa w kierunku prostopadtym do warstw poréwnano otrzymane wyniki z wyni-
kami uzyskanymi w ramach teorii wyzszego rzedu (por. Aboudi, Pindera
i Arnold (1999)). Rozdzial 4 dotyczy modelowania tolerancyjnego i asympto-
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tycznego zagadnien elastodynamiki laminatow. Otrzymano tu usrednione row-
nania modeli — tolerancyjnego i asymptotycznego, a nastgpnie zastosowano je
w analizie szczegodlnego zagadnienia drgan poprzecznych laminatu o nierowno-
miernym rozlozeniu warstw, spoczywajacego na nieodksztalcalnej bazie.
W przyktadzie tym pokazano, przy jakich dodatkowych zatozeniach oraz dla jak
przyjetych rozktadow wiasnosci (dostosowanych do obcigzen jednej z krawedzi
laminatu) podstawowe niewiadome obu modeli nie zalezg od wspotrzednej pa-
rametryzujacej o$ prostopadta do warstw. W rozdziale 5 wyprowadzono nato-
miast rdwnania modelu tolerancyjnego i asymptotycznego, opisujace problemy
termosprezystosci w rozpatrywanych laminatach.

Kolejne dwa rozdzialy dotycza modelowania zagadnien dynamicznych
struktur konstrukcyjnych o funkcyjnej gradacji wlasnosci. W rozdziale 6 omo-
wiono wyprowadzenie rownan plyt cienkich tolerancyjnie-periodycznych we-
dtug procedury tolerancyjnej i asymptotycznej. Nastepnie otrzymane réwnania
wykorzystano w analizie drgan swobodnych pasma ptytowego, stosujac metode
Ritza do znalezienia formut okreslajacych czestosci tych drgan. Analize prze-
prowadzono dla réznych warunkéw podparcia pasma plytowego oraz rdéznych
funkcji, opisujacych rozktad wiasnosci. Rozdzial 7 zawiera wyprowadzenie
réwnan rozniczkowych cienkich powlok tolerancyjnie-periodycznych w ramach
modelowania tolerancyjnego i asymptotycznego.

Ksigzke koncza — indeks najwazniejszych pojeé, spis literatury oraz
streszczenia w jezyku polskim i angielskim.

Przyktady oraz wyniki przedstawione w niniejszym opracowaniu pozwa-
laja zauwazy¢, ze modelowanie tolerancyjne moze by¢ skutecznie stosowane
w analizie roznorodnych zagadnien termomechanicznych w laminatach, ptytach
i powlokach mikroniejednorodnych o tolerancyjnie-periodycznej mikrostruktu-
rze, ktorych wlasnosci w skali makro sg opisane wolnozmiennymi funkcjami.
Ponadto, poniewaz zaproponowane modele tolerancyjne uwzgledniaja wptyw
wielko$ci mikrostruktury juz w rownaniach, stanowig ciekawg alternatywe dla
innych metod w badaniu wielu probleméw, w ktérych ten efekt ma znaczaca
role.

Ksigzka stanowi podsumowanie czesci badan przeprowadzonych
w Katedrze Mechaniki Konstrukcji Politechniki Lodzkiej w ramach projektu
badawczego nr N N506 398535, finansowanego przez Ministerstwo Nauki
i Szkolnictwa Wyzszego w latach 2008-2010.
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Na zakonczenie Wstgpu autor pragnie zlozy¢ podzigkowania
prof. zw. dr. hab. inz. Czestawowi Wozniakowi, ktory zainspirowal autora do
napisania tego opracowania, oraz dr. hab. inz. Bohdanowi Michalakowi,
prof. PL, i dr. hab. Ewarystowi Wierzbickiemu, prof. SGGW, dyskusje z ktory-
mi pozwolity na lepsze przedstawienie zagadnien rozpatrywanych w ksigzce.
Autor przekazuje rowniez podzickowania swoim Kolegom i Wspodtpracowni-
kom, ktorzy aktywnie uczestniczyli w pracach zwigzanych z tematyka ksigzki:
dr. inz. Piotrowi Ostrowskiemu, dr Alinie Radzikowskiej, dr. inz. Arturowi
Wirowskiemu.



2. Podstawy modelowania

W technice tolerancyjnego usredniania, stosowanej w celu usredniania réwnan
rozniczkowych czastkowych, wykorzystywanych jest szereg poje¢, definicji oraz
zatozen, ktore zostaly wprowadzone oraz obszernie wyjasnione w monografiach:
Cz. Wozniaka i Wierzbickiego (2000), pod redakcja Cz. Wozniaka, Michalaka
i Jedrysiaka (2008) oraz pod redakcja Cz. Wozniaka (2010). Dla zapewnienia
spojnosci rozwazan zostang one w tym rozdziale omowione i dostosowane do
potrzeb tego opracowania.

2.1. Pojecia podstawowe
2.1.1. Parametr tolerancji

Niech X bedzie niepustym zbiorem oraz = relacjg tolerancji w zbiorze X. Jest to
dowolna relacja binarna, symetryczna, zwrotna i nieprzechodnia. Para (X,~) jest
zwykle nazywana przestrzeniq tolerancji, por. Zeman (1965). W dalszym ciagu
X begdzie unormowang przestrzenig liniowa, natomiast relacja tolerancji ~ dla
pewnego parametru 6>0 bedzie rozumiana jako:

V(x, ) € X2 X2, Sf[x— X k<. (2.1

Dodatnia stata o jest nazywana parametrem tolerancji, por. ksigzka
Cz. Wozniaka i Wierzbickiego (2000) oraz ksiazki pod redakcja: Cz. Wozniaka,
Michalaka i Jedrysiaka (2008) oraz Cz. Wozniaka (2010).

Wprowadzone przez Zeemana (1965) pojecie relacji tolerancji mozna fi-
zycznie interpretowac jako pewng relacje ,,nierozroznialnosci”. Jesli elementy
liniowej, unormowanej przestrzeni X reprezentuja pewne obiekty fizyczne
i relacja tolerancji jest zdefiniowana przez (2.1), to x;~x, oznacza, ze obiekty x|,
X, mozna uwazac za ,,nierozrdznialne” z obliczeniowego i/lub do§wiadczalnego
punktu widzenia. Parametr tolerancji 6 charakteryzuje wigc pewng doktadnosé
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obserwacji, pomiaréw lub obliczen dokonywanych na obiektach zbioru X
w dowolnym rozpatrywanym zagadnieniu fizycznym, por. Fichera (1992). Wie-
cej szczegotow Czytelnik moze znalez¢ w wyzej wymienionych monografiach.

2.1.2. Jednorodne i niejednorodne roztozenie komérek

Niech Q bedzie ograniczonym obszarem w R™. Punkty obszaru Q
oznaczamy  przez X=(2X1,X50005 X, badz z2=(2,23y000Zy) . ZbiOT
O=[-A /2,0 /2]%...x[-\,, /2,N,, /2], gdzie Ai,...,A,, >0, bedziemy nazywac
komorkq podstawowq, a liczbe A =diam[] — $rednicg komoérki [ lub parame-
trem mikrostruktury. Zatdzmy, ze A<<Lgq, gdzie Lq jest minimalnym wymiarem
charakterystycznym obszaru Q. Z kolei zbiér [l(x)=x+[] nazwiemy komoérka
o srodku w punkcie x eR™. W tym miejscu podkre§lmy, ze przyjecie przedzia-
tow otwartych lub domknigtych w definicji komoérki podstawowej jest umowne
i nie ma wplywu na wyniki dalszych rozwazan. Zdefiniujmy takze klaster
w punkcie x jako sume 2" komorek o wspolnych brzegach
Q.=0n U Oz), xeQ.
zel)(x)

Jednorodnym roztozeniem komorek przyporzadkowanym obszarowi Q nazywaé
bedziemy rodzine (Q,[0)={{(x),xeQ}.

Niech obszar Q bedzie opisywany przez ortogonalne wspotrzedne
£=(&,...%,)€Q (Q to pewien obszar ograniczony w R” ). Tym samym znane
jest gtadkie odwzorowanie @ zbioru Q na zbior Q. Dla kazdego £eQ
i pewnych dodatnich statych iy i=1,...,m, oznaczmy
CIR) =[R =M /2, &+ 0 /2] X[ =K /2, Ry + X /2] W tym przypadku dla
kazdego xeQ,x=®-1(%),£€Q, komérke [J(x) mozna zdefiniowaé jako
O(x) = ®-'(C)(®)) . Oznaczajac A =supdiamd, x €Q, zalézmy, ze A<<Lq. Przy
spetnieniu tego warunku rodzing komorek (Q,[0) = {{I(x),x € Q} nazwiemy nie-
Jjednorodnym roztozeniem komorek przypisanym obszarowi Q. W tym przypad-
ku parametr A bedziemy nazywaé parametrem mikrostruktury.

2.1.3. Funkcje tolerancyjnie-periodyczne, wolnozmienne, silnie
oscylujace

Niech a>0 bedzie ustalong liczbg catkowita nieujemng. Oznaczmy przez Of
gradient rzedu i funkcji f~Ax), xeQ, i=0,1,...,0; przyjmujemy &"/=f dla a=0.
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Parametr o bedzie w dalszym ciggu przyjmowany niezaleznie w kazdym rozwa-
zanym problemie i bedzie dotyczy¢ zakresu zmienno$ci wyktadnika rozwazanej
przestrzeni Sobolewa H'(Q), i=0,1,...,a.. Przestrzen [0—periodycznych funkcji,
catkowalnych z kwadratem i zdefiniowanych w R” oznaczmy przez H'(0D).
Wprowadzmy ponadto funkcje 7@(.), i=0,1,...,a, zdefiniowana w obszarze
QxRm. W celu ufatwienia rozwazan zatézmy, ze powyzsze oznaczenia obo-
wigzujg zarowno w przypadku funkcji skalarnych, jak i wektorowych.

Definicja 1

Funkcje feH"(Q) nazwiemy funkcjg tolerancyjnie-periodyczng (TP)
(wzgledem komorki [0 oraz parametru tolerancji 8), f eTPR*(QQ,0J), gdy dla
i=0,1,...,a sg spetnione nastepujace warunki:

() (YxeQ@EO0)eHO) (10 lo, )= T o)< )

i) [FOG2)dzeCO@).

o)
Funkcje 7 (x,) bedziemy nazywaé periodycznym przyblizeniem gradientu O'f
w O(x),xeQ,i=0,1,...,0.
Nalezy podkresli¢, ze dla danej komorki [0 kazda funkcja stata jest elementem
przestrzeni H(C).

Mozna wykaza¢, ze funkcje tolerancyjnie-periodyczne maja nastepujace
wlasnosci:

1) TRe=(\TRs=H=(©),

>0

2) TPe=|JTR*=H*(Q),
>0

3) (VveR)(Vf TP (v €TR%),
4) (8,8, 0)(TRe ®TPL CTPS,) |
5) (V82 0) (TP ® TRy =TPY)

gdzie przyjeto TR =TP*(Q,U)c H+(Q),5>0, por. ksiazka pod redakcja
Cz. Wozniaka (2010).
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Definicja 2

Funkcje ue H*(Q) nazwiemy funkcjg wolnozmienng (SV — z ang. slowly
varying) (wzgledem komorki [J oraz parametru tolerancji o), ueSV&(Q,0),
gdy:

() ueTPyQ0),

@) (VxeQ)@D(x,)gn=0u(x),i=0,,...,a).

Nalezy podkresli¢, ze periodyczne przyblizenie #@® pochodnej Ou(-) w U(x)
jest pewna funkcja statg dla kazdego xe(). Mozna rowniez zauwazy¢, ze jesli
ueSV(Q,0), to (VxeQ)(|[0u() = 0u(x)lgoniy< 0, i=0,L,...,a) , por. ksigzka
pod redakcja Cz. Wozniaka (2010).

Definicja 3

Funkcje heH*(QQ) nazwiemy funkcjg silnie oscylujgcg (HO — z ang.
highly oscillating) (wzgledem komorki [ oraz parametru tolerancji 9),
he HOg(Q,1), gdy:

(D heTRQL),

(i) (VxeQ)(hO(x,) yy=0"h(x),i=0,,...,a) .

(i)  (NMueSV&(Q,0)) f=hueTPX(Q,0))
(f(i) (.X,') |D(x)= u(x)@’f?(x) |D(x)9 i= 0919' . '70(‘) .

Dlaa=0 f=7fO.
Nalezy zauwazy¢, ze zarowno funkcja wolnozmienna, jak i funkcja silnie oscy-
lujaca sa szczegolnymi przypadkami funkcji tolerancyjnie periodycznych.

2.1.4. Uwagi

Podkre$lmy, ze przy kazdym wykorzystaniu przytoczonych powyzej poje¢ po-
winny by¢ stosowane ponizsze ograniczenia, por. ksigzka pod redakcja
Cz. Wozniaka (2010).

e Parametr tolerancji o jest w kazdym rozpatrywanym zagadnieniu do-
wolny, ale ustalony. Nie jest on dany a priori, moze natomiast by¢ okreslony
a posteriori, po Wwyznaczeniu rozwigzania danego zagadnienia brzegowo-
poczatkowego.
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e Niech E bedzie regularnym obszarem w Re dla n>m, takim, ze
QxZ 1 Q s3 dziedzinami funkcji wystepujacych w rozpatrywanych zagadnie-
niach. Wprowadzmy funkcje u(-), v!(-) zdefiniowane na QxZ oraz h*(*) zdefi-
niowang na Q, A4=I,...N. Warunki u(,§),v4(-§)eSV#(Q,0), e,
h4(:)e HO¢(Q,O) takie, ze wyrazenie w=u+h"v" jest ograniczone przez warunek
w(,&) e TRX(Q,0),EeE, sa konieczne lecz niewystarczajace na to, by w byto
akceptowalnym rozwigzaniem kazdego rozwazanego problemu.

e Przyblizenia periodyczne pochodnych funkcji w winny by¢ przyjete
W postaci:

W(x,2,8) = Viu(x,E) + 0h A(x, 2)vA(x, E) + h 4(x, 2) VivA(x,E), ze(x),EeE,

dla kazdego xeQ, i=0,1,...,0, gdzie 0=0/0z, h4(x,z),ze[(x), jest przy-
blizeniem periodycznym funkcji 2%(-) w O(x).

2.2. Zatozenia modelowania

Usrednianie réwnan rdzniczkowych czastkowych, opisujacych roézne zagadnie-
nia termomechaniki kompozytow, oraz odpowiadajacych im funkcjonalow moze
by¢ przeprowadzone przy zastosowaniu podejs¢ asymptotycznych, np.
Bensoussan, Lions i Papanicolau (1978), Jikov, Kozlov i Oleinik (1994). Ponie-
waz w tych procedurach korzysta si¢ z przejscia granicznego z wymiarem mi-
krostruktury do zera, otrzymane usrednione funkcjonaty lub réwnania nie opisu-
ja zjawisk zwigzanych z wpltywem wielkosci mikrostruktury. Z tego powodu
w kolejnych rozdziatach zostanie przytoczony odmienny sposob postepowania,
wykorzystujacy pojecia wprowadzone w poprzednim podrozdziale, tj. funkcje
tolerancyjnie-periodyczng, funkcj¢ wolnozmienng, funkcje silnie oscylujaca,
oraz dodatkowe zalozenia, ktore zostang ponizej sformutowane, por. ksigzka pod
redakcjag Cz. Wozniaka (2010). Ta technika modelowania jest nazywana tole-
rancyjnym usrednianiem lub modelowaniem tolerancyjnym.

2.2.1. Wybor sposobu usredniania

Wprowadzmy funkcje f(-)e TR*(Q,0).
Usrednieniem funkcji tolerancyjno-periodycznej f=0"f oraz jej pochodnych
df, i=1,2,...a, bedziemy nazywa¢ funkcje <d'f>(x), x € Q, zdefiniowang jako:
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<Of>@)=f [Fitnodz, =00 (2.2)

O(x)
Stad, jesli e HO¢(Q,1) i ve SVH(Q,1), to otrzymujemy:
<Oh>(x)=% j Ol (x,z)dz,

O(x)
<ov>(x)=d [ov(x)dz=dv(x),
O(x)
<0i(hv)>(x) =15 [0'h(x,2)dz v(x),
O(x)

dla xeQ, i=0,1,...a.. Mozna zauwazy¢, ze w przypadku periodycznej funkcji f
funkcja f nie zalezy od wspétrzednej x, zatem usrednienie <f> jest state.

Wprowadzmy funkcje ztozona f(z,0/g(x)), i=0,1,...a, zdefiniowana
w obszarze Q, spetniajaca warunki: f(-,0'g) e HOY(Q,[J), g(-)e TRX(Q,0). To-
lerancyjne usrednianie takiej funkcji definiujemy nastepujaco:

<f(‘aaig('))>(x)5ﬁ j]?(x,z,g(i)(x,z))dz, xeﬁ, 757(0)' (23)

O(x)

Rozpatrzmy teraz usrednianie szczeg6élnych przypadkow funkcji toleran-
cyjnie-periodycznych, tj. funkcji wolnozmiennej i funkcji silnie oscylujace;.

Rozpatrzmy funkcje f e HOg(Q,l]). Wprowadzamy ortonormalng baze
wektorows (ey,...,e,,) w R™. Oznaczmy zbidr liczb catkowitych przez | oraz
wprowadzmy siatke A w R”, przyjmujac A ={ieh +...+i,e,M,  Gyeensiy €1}
Ponadto niech € bedzie pewnym podzbioremw AN

Tolerancyjne usrednianie funkcji f € HO¢(Q,0J) oraz jej pochodnych o,
i=1,2,...a, zdefiniujemy w postaci:

<0f> (=% [0f()dz,  i=0]..,0, xeQ,

t(x)

Ponadto przez <0 f >; (x),i=0,....,0,x €, oznaczamy gladkie ekstrapolacje
funkcji <0 f > (x),i =0,1,...,0, x €Q, na obszarze (2.

Podkreslmy (por. monografia pod redakcja Cz. Wozniaka (2010)), ze dla kazdej
funkcji silnie oscylujacej f € HO$(Q,J) istniejg periodyczne przyblizenia jej
pochodnych F0(x,z), xeQ, ze(x) oraz podzbiér Q, zbioru Q takie, ze:

@B <> ()=<0f>(),
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(i) <0 f>()eSrxQ,0).

Powyzszy tok postgpowania pozwala tolerancyjnie usredni¢ funkcje
f € HO¢(Q,[J) bez okreslania funkcji periodycznych f(x,) dlakazdego xeQ.

2.2.2. Zalozenie mikro-makro dekompozycji

W rozpatrywanych w tym opracowaniu zagadnieniach warto$¢ a jest w kazdym
przypadku podana i jest liczba catkowita dodatnig. Natomiast w tym rozdziale
przyjmiemy o>1.

Niech QxZ stanowi obszar ograniczony w R”" taka, ze QcR” oraz
EcRrm pod warunkiem, ze n>m. Punkty zbioru Q oznaczmy przez
x=(x,%,...,%,) lub z=(z,2,...,2,), a punkty z E przez £=(§.,&,,....&,_n) -
W przypadku gdy n=m, wowczas symbole = oraz § sg pomijane. Wprowadzmy
operatory rozniczkowania Of =grad, f(z,€), V=grad.f(z,§) dla gladkiej
funkcji f zdefiniowanej na QxZ, dla n>m, takie, ze Vf =0f + Vf . W przypad-
ku n=m symbol V jest pomijany oraz V/=0df.

Dalej bedziemy stosowaé oznaczenie f(-&)eTR*(QQ,1]) pod warunkiem,
ze dla kazdego xeQ istnieje periodyczne przyblizenie f@(x,z,&) pochodnych
VO f(z,E),zel(x). Jesli f jest funkcjg zlozong postaci f = f(z,Vig(z,§)),
i=0,1,...,0, zeQ, Ec&, taka, ze f(,Vig)e TRA(Q,0)), g(-&)eTPX(Q,0), EeE,
to w miejsce wzoru (2.3) otrzymujemy:

<fGVighE)>(M) =g [F(rzg0(x,zE)dz, xeQEeE  (24)

0(x)

Wprowadzamy teraz funkcje we H(QxZE), w=w(z,§), zeQ, E€X&, oraz
funkcjonat postaci:

Dw() = [[ £(z,V(z,8),m(z,£)dEdz,
Q=

gdzie L£(,Vw,w)e HOJ(Q,[J). Oznacza to, ze istnieje periodyczne przyblizenie
L=L(x,z,Vw,w), ze(x), funkcjonatu L(z,Vw,w).

Oznaczmy przez h={h4(-)e HO(Q,[), A=1,...,N} uklad N liniowo-
niezaleznych funkcji, przyjmowanych a priori w kazdym rozpatrywanym za-
gadnieniu. Zalozmy, ze dla dowolnego xeQ spetniony jest warunek
<ph™>(x)=0 dla pewnej danej, dodatnio okreslonej funkcji peTP(Q,0). Przy
czym, w szczegolnych przypadkach <i*>(x)=0, 4=1,...,N.
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Podstawowym zalozeniem techniki tolerancyjnego usredniania jest zato-
zenie zwane mikro-makro dekompozycjq, zgodnie z ktérym przyjmujemy, ze
pole w bedace argumentem funkcjonatu £ mozna przedstawi¢ w postaci:

w(z,8) = wy(2,8) = u(2,8) + h(2)v «(2,5), (2.5)

gdzie obowigzuje konwencja sumacyjna dla wskaznikow A=1,...N;
u(,8),v,4(:E) e SVUQD), Vu(,8),Vv,(,8) e SVHQD) oraz w(-&)eTRI(QD)
dla kazdego EeE.

Funkcje u oraz vy, A=1,...,N, sa nazywane, odpowiednio, usredniong
(makro-) zmienng oraz amplitudami fluktuacji. Przyjmowane a priori funkcje h”,
A=1,...,N, to tzw. fluktuacyjne funkcje ksztattu (FS; ang. — fluctuation shape
functions), ktore mozemy oznacza¢ h4(-)e FS¢(Q,0) (tu: a=1).

2.3. Zarys metody modelowania tolerancyjnego
2.3.1. Tolerancyjne usrednianie funkcjonatéw

W celu przytoczenia pojecia tolerancyjnego usrednienia funkcjonatu Lagrange‘a
wprowadzmy funkcje h4(x,), dh4(x,) bedace, odpowiednio, periodycznymi
przyblizeniami funkcji A4(-), oh4() w O(x), xe Q. Zauwazmy, ze periodycz-
ne przyblizenia funkcji w;,(-,§) oraz jej pochodnej Vw, (&) w U(x), dla kazde-
go xeQ), majg postaé:

wﬁlo)(x,z,é)=u(x,<i)+}7f1(~x,z)vA(x,§), - (2 6)
Wﬁll)(x,z, E)=Vu(x,&)+0hA(x,z)v ((x,E) + h A(x,2) Vv 4(x,E), '

prawie dla kazdego ze[J(x) i dla kazdego Ec=.

Niech w=w, oraz L,=L(z,Vw,,w,). Zalézmy jednocze$nie, ze
L, Vw,,w,) e HOY(CQ,L) . Istnieje zatem periodyczne przyblizenie tego funk-
cjonalu w kazdym [(x), oznaczone przez L(x,z,Vw,,w,), zel(x).
Uwzgledniajgc relacje (2.6), otrzymujemy periodyczne przyblizenie funkcji
ztozonej L,(z,Vw,,w,) w postaci L, =L (x,z,#\(x,z,E), ""(x,zE)) . Toleran-
cyjne usrednienie funkcjonatu £, przy wykorzystaniu mikro-makro dekompo-
zycji (2.5) jest okreslone przez:

<Ly> (e Vu Vv =i [0z w0z, W(x 28z (2.7)
O(x)
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Funkcjonat

Dy((),v40) = [[< L3> (6, Vu, Vv u,v,)dEdx, (2.8)

z <L, > zdefiniowanym wzorem (2.7), nazywamy folerancyjnym usrednieniem
Sfunkcjonatu D(w()) .

2.3.2. Rozszerzona zasada stacjonarnosci dziatania

Roéwnania rozniczkowe czastkowe, opisujace rozne zagadnienia termomechani-
ki, wyprowadzone z zasady stacjonarno$ci dziatania w postaci klasycznej, moga
zawiera¢ jedynie pochodne parzystego rzgdu wzgledem wszystkich argumentow
nieznanych funkcji. W celu unikniecia tej wady w monografii pod redakcja
Cz. Wozniaka (2010) zaproponowano pewna modyfikacj¢ tej zasady, nazwang
rozszerzong zasadq stacjonarnosci dziatania. Modyfikacja ta zostanie teraz
przytoczona.

Ograniczymy rozwazania do funkcji Lagrange’a zaleznych jedynie od
pierwszych pochodnych niewiadomych pol. W tym przypadku funkcjonat dzia-
tania D(w()) bedzie przyjety, dla danego p, w postaci:

DW(), p()) = [[ L(2,VW(z,8),(2,8), p(z,8))dedz, 2.9)
Q=

gdzie L(,Vw,w,p)e HOY(Q,[), w(,&)eTOW D), p(-&)eTOYQD), EckE.
Funkcje Vw,w sa wigc argumentami funkcji Lagrange’a £(-), natomiast p(-)
jest parametrem. Zapiszmy znane rownanie Eulera-Lagrange’a w postaci

v. 0L oL _, (2.10)

' oVw ow

i zalozmy, ze jest ono spelnione w obszarze (QxE. Ponadto zalozymy jedynie
ciagto§¢ pochodnej 0L/0Vw. Wtedy V-(0L/0Vw) jest dywergencja w stabej

postaci.
Zatozmy tez, ze funkcja p jest okreslona nastepujaca zaleznoscia
p(2,8) =r(z,YWM(2,),m(2,8)), (2.11)
ze znana, w  kazdym  rozpatrywanym  zagadnieniu, funkcja

r(- & Vw,w) e TOY(Q,J) . Rownanie (2.11) bedzie interpretowane jako rownanie
konstytutywne dla funkcji p.
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Rozszerzong zasadq stacjonarnosci dzialania nazywamy przejscie od
funkcjonatu dziatania (2.9) do rownania Eulera-Lagrange’a (2.10), w ktorym
funkcja p, zdefiniowana zwigzkiem konstytutywnym (2.11), nie podlega waria-
cji, otrzymane jako warunek konieczny istnienia ekstremum opisanego wyzej
funkcjonatu Lagrange’a. Rozszerzona zasada stacjonarno$ci dziatania stanowi
pewne analityczne narzedzie, stuzace do wyprowadzania rownan, m.in. takich,
ktorych nie mozna otrzymac z zasady stacjonarno$ci dziatania w znanej postaci.
Podstawiajac prawa strong wzoru (2.11) do funkcji Lagrange’a L(,Vw,w,p)
w rownaniu (2.10), dostajemy rownania, ktore nie wynikajg z zasady stacjonar-
nos$ci dziatania zastosowanej do funkcjonatu (2.9).

Pomimo ograniczenia rozwazan do przypadkéw, w ktorych funkcje £(+)
oraz p(-) zaleza tylko od pochodnych pierwszego rzedu funkcji w, otrzymane
tutaj wyniki mozna stosunkowo tatwo uogélni¢ na przypadki z funkcjami L£(-),
p(+) zaleznymi od pochodnych w wyzszego rzgdu.

2.3.3. Modelowanie tolerancyjne rownan Eulera-Lagrange’a

W podrozdziale tym pokazana zostanie procedura postgpowania majaca na celu
tolerancyjne usrednianie réwnan Eulera-Lagrange’a. Zalézmy funkcjonatl dzia-
tania D w postaci (2.9), funkcje¢ Lagrange’a L(.Vw,w, p)e HOJ(Q,[J) oraz
funkcje p(,&) e HOY(Q,[J), okreslong rownaniem konstytutywnym (2.11). Ko-
rzystamy zatem z rownania Eulera-Lagrange’a (2.10).

Procedurg tolerancyjnego modelowania w przypadku rownania (2.10)
mozna przeprowadzi¢ w dwoch etapach:

e w pierwszym etapie usrednia si¢ tolerancyjnie funkcjonal dziatania
(2.9), biorac pod uwage funkcjonat (2.8) oraz mikro-makro dekompozycje (2.5);
w tym etapie funkcje p traktuje sie jak parametr;

e w drugim etapie wykorzystuje si¢ rozszerzong zasad¢ stacjonarno$ci
dziatania, otrzymujac z funkcjonatow (2.8) i (2.9) usredniony funkcjonat

DyuC),va() pO) = [[(< L3> 2V, Vo vg, pdEdy,  (2.12)
Q=

z usredniong funkcja Lagrange’a okreslona wzorem
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<L,>x,Vu,Vv ,u,v,)=
_— L(x,2,Vu(x, &) +0h 4(x,2)v,(x,&) + h A(x,2)Vv,(x,6),  (2.13)
P U+ hA(x,2)v,4(x,€), P(x,2,8),h A(x,2) P(x,2,E) )z,

dla kazdego £ eE. Biorac pod uwage rozszerzong zasade stacjonarnosci dziatania
zatozmy, ze funkcja p jest okreslona przez rownanie konstytutywne (2.11).
Woéwecezas usrednione rownania konstytutywne majg postaé:

<p>(@= [P(xz8)4dz,

0 (2.14)
< phi>(x) = j R A(x,2)p(x,2,E)dz.

O(x)
Oznaczajac:

(6 Vi, Vv v ) =4 J?(x,z,&,Vu +ORA(x,2)v, + hA(x,2)VV u+ h A(x,2)v ) )dz,
()
’}IA(xvvuavanunvA) =

= ﬁ JEA(x,ZV(x,z,&,Vu +OhA(x,2)v  +hA(x,2)Vv u+hA(x,2)v )dz,
O(x)

rownania konstytutywne (2.14) mozemy zapisa¢ w postaci:

<p>(xX)=1,(xVu,Vv,,u,v,), (2.15)
<phA >(X)EU1A(X,VL{,VVA,M,VA). .

Korzystajac z zasady stacjonarno$ci dziatania do funkcjonatu D, otrzy-
mujemy nastepujacy uktad rownan Eulera-Lagrange’a:

V_8<£h>_6<£h>:

0,
oVu ou
_ (2.16)
v.0<Ly> 0<Ly>_o  4_1..N.
oVv, ovy,

Po podstawieniu prawych stron réwnan (2.13) i (2.15) do (2.16) otrzymujemy
koncowy uktad réwnan dla podstawowych niewiadomych u=u(x,§), v,=v4(x,§),
A=1,...,N. Rébwnania (2.16) sa rownaniami modelu tolerancyjnego, przy zatoze-
niu mikro-makro dekompozycji (2.5).

Rozwigzania réwnan (2.16) maja fizyczne znaczenie w danym zagadnie-
niu wtedy, gdy mikro-makro dekompozycja (2.5) moze stanowi¢ odpowiednie
przyblizenie funkcji w(-), opisujacej zachowanie ciata mikroniejednorodnego.
Z takg sytuacja mozna spotkac si¢ w wielu zagadnieniach termomechaniki kom-
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pozytow i konstrukeji, por. ksigzka pod redakcja Cz. Wozniaka (2010). Ponadto,
parametr tolerancji & w definicji funkcji u(-,§), v4(-,§), E€Z, musi by¢ dosta-
tecznie maly. Niestety, wymog ten moze by¢ sprawdzony tylko a posteriori, tj.
po wyznaczeniu postaci funkcji u(-,§), v4(-,§).

2.4. Zarys metody modelowania asymptotycznego
2.4.1. Asymptotyczne usrednianie funkcjonatéw

Niech f()eHOYQ,[)). Wtedy dla kazdego xeQ istnieje funkcja
f(x,2),zed(x) , bedaca periodycznym przyblizeniem funkcji silnie oscylujacej
SOwOx)nQ.

W  podejsciu  asymptotycznym  wprowadzamy do  rozwazan
parametr e=1/n, n=1,2,..., w nastepujacy sposob. Niech
O, =[—€\;/2,e\, /2] x...x[—€M\,,/2,€r,, /2], wtedy [ (x)=x+0], nazwiemy
e-komérkg o $rodku w xe€Q . Przyjmijmy tez, ze funkcja f(x,)e H'(O) dla
dowolnego xe Q. Zdefiniujmy rodzine funkcji fi(x,)e H\(OJ,)c H'(d) jako
fi(x,2)=f(x,z/e), zeO(x),xeQ).

Rozwazmy dla weCl(QxE) funkcje Lagrange’a
L=L(-Vw,w)e HOY(CL,[) . Poniewaz L jest silnie oscylujaca funkcja w Q, to
dla kazdego x Q) istnieje [J(x)—periodyczne przyblizenie L(x,,Vw,w) funkcji

Lagrange’a £L w [(x).

Niech  h4()e HOV(Q,J), A4=1,...,N, bedzie uktadem Iliniowo-
niezaleznych, silnie oscylujacych funkcji. Dla kazdego xeQ istnieja wicc
przyblizenia periodyczne 7 4(x,) . Wprowadzmy réwniez rodzine funkcji

hA(x,2)=hA(x,z/e),  zelO(x). 2.17)

Podstawowym zalozeniem przedstawionej tu procedury asymptotycznej
jest zastapienie mikro-makro dekompozycji (2.5) przez:

wy(x,z,&)=u(z,£)+ siTSA(x, 2 4(z,6), zell(x),E ez, (2.18)

(obowigzuje konwencja sumacyjna wzgledem wskaznikow 4=1,...,N). Przyjmu-
jemy, ze funkcje u, v, sg cigglymi, ograniczonymi funkcjami w Q wraz ze swo-
imi pierwszymi pochodnymi. Wzor (2.18) bedziemy nazywaé asymptotyczng
dekompozycja pola w(x,z,§), zell(x),EeXE.
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Wprowadzajac
OhA(x,z)=e0h4(X,2) |,../c» (2.19)
ze wzordéw (2.17) 1 (2.18) otrzymujemy:
Vwe(x,2,8) = Vu(z,&) + OhA(x, 2)v ((2,E) + ehA(x, 2)v 4(2,E), z e O, (x), (2.20)

dla dowolnego, ale ustalonego x€ Q).

Zauwazmy, ze W przedstawianym tu podejsciu asymptotycznym przyjmu-
jemy, ze funkcje u(-), v4(-), A=1,...,N, sa niezalezne od &, co stanowi zasadnicza
roéznice migdzy tym podejsciem a podejSciem stosowanym w teorii homogeniza-
cji (Bensoussan, Lions i Papanicolau (1978), Jikov, Kozlov i Oleinik (1994)).

Biorac pod uwage wiasnos¢ wartosci Sredniej (por. Jikov, Kozlov
i Oleinik (1994)), funkcje 24(x,z),ze.(x) dla e — 0 maja staba granice. Sto-
sujac przejscie graniczne € —> 0, na mocy zell.(x), xeQ , otrzymujemy:

u(z,8) =u(x,5) + 0(e), Vu(z9=VurD+0E). 55
V2D =7 (.5 +O(e), Vi (50 =Vr0+0E), &

gdzie symbol O(e) oznacza skladniki rzedu & (lub wyzszego). Korzystajac
ze wzordw (2.21), zaleznosci (2.18) 1 (2.20) mozna zapisa¢ jako:

we(x,2,8) =u(x,&) + 0(82,N (2.22)
Vw,(x,z,8) = Vu(x,&) + 0hA(x,z)v 4(x,&) + O(€). '

Wraz z przejsciem granicznym sktadniki O(e) w powyzszych réwnaniach znika-
ja. Wprowadzmy rodzine funkcji £, dang przez

Zg = Z(x,Z/S,Vu(x, £),u(x,6),v,4(x,8)), zel.(x),xeQ.

Jesli >0, to £, jako funkcje argumentu z/e, zel (x), przy wykorzystaniu
wlasnosci wartosci Sredniej (por. Jikov, Kozlov i Oleinik (1994)), daza stabo
w L (Rm), y>1, do

Eo(x,Vu(x,E’;),u(x,&),v/,(x, E.~)) =
=4 j L(x,2,Vu(x,&) +0h 4(x,2)v 4(x,E),u(x,&))dz, xeQ. (2.23)

0(x)

Wzér (2.23) jest usrednionq postacig funkcji Lagrange’a L w ramach usrednia-
nia asymptotycznego.
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Zauwazmy, ze posta¢ graniczng Ly(x,Vu(x,&),u(x,8),v,(x,£)) mozna
otrzymac¢ bezposrednio ze wzordéw (2.6) oraz (2.7) przez pominiecie sktadnikow
RAx,2)v,(x,8) 1 hA(x,2) Vv (x,E) .

2.4.2. Modelowanie asymptotyczne réownan Eulera-Lagrange’a

Procedura modelowania asymptotycznego rownan rozniczkowych czastkowych
jest tu przedstawiona dla zagadnien opisanych znang zasadg stacjonarno$ci dzia-
fania. Uogodlnienie rozwazan na przypadki opisane przez rozszerzong zasade
stacjonarnosci dziatania wymaga asymptotycznego modelowania rowniez funk-
cji p we wzorze (2.9) i nie bedzie w rozwazanym przypadku stosowana.

W ramach modelowania asymptotycznego wprowadzmy asymptotyczny
funkcjonat dziatania okreslony nastepujaco

DY(u()v4()) = [[ Lo(x, Vie,u,v,,)dEdsx,
Q=

gdzie funkcja £, jest dana wzorem (2.23).
Zaktadajac, ze pochodna 0L,/0Vu jest ciagla, z zasady stacjonarnosci
dziatania dla DY(u,v,) otrzymujemy rownania Eulera-Lagrange’a:

u Ou
(2.24)
a—ﬁozo, A=1,...,N.
ovy,

Poniewaz funkcje h4(x,), A=1,...,N, sa przyblizeniami periodycznymi przyj-
mowanych a priori fluktuacyjnych funkcji ksztattu 7%(-), zdefiniowanych na
zbiorze x e Q), a funkcja w(-) musi by¢ jednoznacznie okreslona w Qx=, mozna
zauwazyc¢, ze funkcja w(-) ma postac:

w(z,8) =u(z,8) + h(2)v,(2,9), (2.25)

dla kazdego (z,§) e QxE . Rownania (2.24) wraz z dekompozycja (2.25) stano-
wig model asymptotyczny réwnan Eulera-Lagrange’a otrzymanych z funkcji
Lagrange’a L(z,Vw,w).

Znana homogenizacja asymptotyczna operatorow rézniczkowych prowa-
dzi do otrzymania rozwigzan tzw. zagadnien na komorce periodycznos$ci, por.
Jikov, Kozlov i Oleinik (1994). Rozwigzanie takiego zagadnienia umozliwia
m.in. wyznaczenie modulow efektywnych rozwazanego kompozytu lub struktu-
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ry. W wigkszo$ci przypadkoéw znalezienie rozwigzania zagadnienia na komorce
nie jest tatwe i nie moze by¢ uzyskane w postaci analitycznej. Przedstawione
w tym podrozdziale modelowanie asymptotyczne rownan rézniczkowych nie
wymaga analizy zagadnienia na komorce (periodycznego Iub lokalnie-
periodycznego). Procedura ta wprowadza jednakze dodatkowe niewiadome
funkcje, zwane amplitudami fluktuacji. Eliminacja tych niewiadomych z otrzy-
manych réwnan, jesli jest mozliwa, pozwala wyznaczy¢ moduly efektywne, por.
ksiazka pod redakcja Cz. Wozniaka, Michalaka i Jedrysiaka (2008) oraz pod
redakcjg Cz. Wozniaka (2010).



3. Przewodnictwo ciepta w laminatach

3.1. Laminaty o poprzecznej gradacji wlasnosci

W tym rozdziale przedmiotem rozwazan sa dwusktadnikowe kompozyty, ztozo-
ne z duzej liczby warstw. Rozktad materiatow sktadowych jest nieperiodyczny
wzdtuz kierunku prostopadtego do warstw, tj. osi x;, por. rys. 3.1 oraz 3.2. War-
stwy, zwane komorkami, maja ta sama grubos¢ A i wykonane sa z dwoch jedno-
rodnych sktadnikéw (lamin), idealnie potaczonych z soba na ptaszczyznach
kontaktu. Do rys. 3.1-3.2 beda réwniez odniesienia w rozdziatach 4-5.

xllle

“T=-H \,

[ skiadniknr2 | [ skfadniknrl | ¥Yx

Rys. 3.1. Fragment kompozytu w skali makro

M) =Mx)

Rys. 3.2. Fragment kompozytu w skali mikro: a) rownomierne roztozenie warstw,
b) nierownomierne roztozenie warstw; 1 — sktadnik nr 1, 2 — sktadnik nr 2
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Zaktadamy, ze w skali makro wilasnosci takich laminatow (usrednione
lub makroskopowe) zmieniaja si¢ w sposob ciagly i gltadki wzdtuz kierunku x;.
Natomiast w skali mikro laminaty te moga mie¢ rownomiernie roztozone war-
stwy, tj. grubos¢ warstw jest stala, A=const (por. rys. 3.2a) lub nierownomiernie
roztozone warstwy, tj. grubos¢ warstw jest okreSlona funkcja A=A(x;) (por.
rys. 3.2b). Przy czym zaklada si¢, ze maksymalna grubos$¢ A jest mata w porow-
naniu z minimalnym charakterystycznym wymiarem calego laminatu. Takie
laminaty sa wykonane z materiatow o funkcyjnej gradacji wlasnosci (ang. func-
tionally graded materials, FGM), por. Suresh i Mortensen (1998). Nazywac¢ je
bedziemy laminatami o poprzecznej gradacji wiasnosci, por. Wstep, rys. 1.1.

W rozdziale tym rozpatrywane sg zagadnienia przewodnictwa ciepta
w laminatach o poprzecznej gradacji wlasnosci. W celu uproszczenia analizy
tych zagadnien rozwazania zostang ograniczone do problemow ptaskich —
w plaszczyznie Ox x,. Oznaczmy X =(x;,X,) , x=x;, E&=x,, V=(0,,0,), 0=(0,,0),
0=(0,0,). Wymiary laminatu wzdhuz osi x=x,, &=x, oznaczmy przez H=L,,
L=L,, odpowiednio. Niech xeQ=(0,H), £E€E=(0,L) oraz J=[-A/2,A/2], a takze
A=const lub A=A(x). Tym samym komoérka o Srodku w punkcie xeQ jest
O(x)=[x—A/2,x+A/2]. Ponadto, indeksem ,,prim” oznaczmy wielkosci doty-
czace sktadnika nr 1, a indeksem ,,bis” — sktadnika nr 2. Niech M stanowi liczbe
warstw, a x =x, =x", m=1,...,M, bedzie ptaszczyzna srodkowa m-tej warstwy.

W przypadku laminatéw z nierownomiernym rozlozeniem warstw przyj-
mujemy, Ze istnieje nieujemna funkcja A=\(x), xe[0,H], taka, ze:

) M)eSHQD),

(F)  Mx")=A,, jest gruboscia m-tej warstwy, m=1,...,M.

Funkcje A(-) bedziemy nazywac funkcjq grubosci warstw.

Ze wzgledu na rozpatrywanie dwoch rodzajow mikrouwarstwienia wpro-
wadzamy dwa r6zne parametry, okreslajace wielko$¢ mikrostruktury laminatu:

— dla rownomiernego roztozenia warstw, A=const, parametrem mikro-
struktury bedziemy nazywaé stalg grubo$¢ warstwy A, przy zatozeniu, ze spel-
niony jest warunek A/H<<I;

— dla nierownomiernego rozlozenia warstw, A=A(x), parametrem mikro-
struktury bedziemy nazywac stala grubos¢ / laminy wykonanej ze sktadnika nr 1
(por. rys. 3.2b), zaktadajac, ze I/H<<I.

Zakladamy rowniez, ze istnieja nieujemne funkcje v'=v'(x), v'=Vv"(x),
xe[0,H], takie, ze:
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@O vOVOeSrQD),

(i)  V(x)+v'(x)=1,

(iii)  v'(xp*)=v,, oraz v"(x")=V" okreslaja, odpowiednio, objgtosciowa
zawartos¢ sktadnika nr 1 oraz sktadnika nr 2 w m-tej warstwie, m=1,....M.
Funkcje v'(-), v"(-) bedziemy nazywaé funkcjami nasycenia. Wprowadzmy row-
niez tzw. funkcje niejednorodnosci, zdefiniowana jako v=/v'v", por. ksiazka
pod redakcja Cz. Wozniaka, Michalaka i Jedrysiaka (2008).

Waznym poj¢ciem wykorzystywanym w tolerancyjnym modelowaniu jest
fluktuacyjna funkcja ksztattu, por. podrozdziat 2.2. Dla rozpatrywanych lamina-
tow wprowadzamy jedna taka funkcje h(x), x€[0,H], ktora dla przedziatu
Omy=(xr =N,/ 2,x" + A,/ 2) zdefiniujemy nastepujaco

‘Aﬁvl,@%”fn dla  xe( —Lhx =40, + Vi),
h(x)= y m m 3.D
Aﬁ—(Z%—v;n) dla xe[xfr +30, =N, Vi Xt +11,),
Vi M
gdzie A jest amplitudg, przyjmowang zwykle jako wielko$¢ rzgdu wymiaru ko-
morki [0 lub parametru mikrostruktury w danym zagadnieniu. Wykres funkcji
h() w przedziale o dtugosci A, jest pokazany na rys. 3.3.

A h(x)
NB3aver) | [
NBAVE Y |

X =\ X +A, /2

m

~\BAVG) | N

Rys. 3.3. Fragment wykresu fluktuacyjnej funkcji ksztaltu

Wzér (2.2) okreslajacy usrednienie funkcji f przyjmuje postac

X+A/2

<f>M=% [/, XxeQxE. (3.2)

x-\/2
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Jesli £ jest funkcija tolerancyjnie-periodyczna, to <f>¢(x), x€QxZ, jest wolno-
zmienng funkcja bedaca w tolerancji z funkcja <f>(x).

W kolejnych podrozdziatach przedstawione jest wyprowadzenie usred-
nionych réwnan modelu tolerancyjnego oraz modelu asymptotycznego, a dalej
ich zastosowanie w analizie pewnych szczegdlnych przypadkow stacjonarnego
i niestacjonarnego przewodnictwa ciepta.

3.2. Réwnania usrednione
3.2.1. Model tolerancyjny

Zakladamy, ze oscylacje nieznanego pola temperatury T=T7(x,E.7),
X=(x,8) eQxE, te(ty,t), sa male. Wowczas przewodnictwo ciepta w lamina-
cie o poprzecznej gradacji wlasnosci moze by¢ rozpatrywane w ramach modelu
Fouriera, por. takze ksigzka pod redakcja Cz. Wozniaka, Michalaka
i Jedrysiaka (2008). Mozemy zatem wprowadzi¢ tolerancyjnie-periodyczne
funkcje argumentu x, opisujace wlasnosci termiczne laminatu, tj. ciepto wiasci-
we ¢ oraz tensor przewodnictwa ciepta K, ¢(-),K(-) e TR/(Q,0J)c HY(Q) . Przyj-
mujemy, ze funkcje te maja stale wartosci ¢’, K’ oraz ¢”, K" w sktadniku nr 1
oraz nr 2, odpowiednio. Wprowadzmy rowniez zrodita ciepta f=f(x,E,0),
(5,8 eQxE, te(lyt).

Postepujac jak w rozdziale 2, zaktadamy, ze przewodnictwo ciepta w roz-
patrywanym laminacie jest opisane funkcjonatem dziatania (2.9), ktory przyjmu-
je postac

b
D(T.p)= [[ [(L(z.VT(2.8.0.T(z..0), p(z.E.0)drdEdz, (3.3)
Q=1
z funkcja Lagrange’a £ okreslong przez
L=1VT-K-VT+pT, (3.4)
oraz funkcja p zdefiniowang rownaniem konstytutywnym
p=cl+f, (3.5)

gdzie f~f(x,,f) jest zroédlem ciepta. Zaktadamy, ze L(,VT,T,p) oraz f(*) sa
tolerancyjnie-periodycznymi, silnie oscylujacymi funkcjami argumentu x, xe(2.
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Wykorzystujac rozszerzong zasade stacjonarnosci dziatania dla funkcjona-
tu dziatania D, (3.3), i funkcji Lagrange’a £, (3.4), otrzymujemy dobrze znane
réwnanie przewodnictwa ciepta modelu Fouriera

V-(K-VT)-cT=f. (3.6)

Temperatura T=T(x,£,1), x=(x,£)eQxE, te(t,,4,), musi spelnia¢ odpowiednie
warunki regularno$ci. Niech q=-K-VT bedzie strumieniem ciepta, [q(x,?)],
x el jego skokiem na I" (tj. na ptaszczyznach kontaktu lamin), a n(x), xeI,
wektorem prostopadtym do I'. Zaktadamy, takze warunek cigglosci strumienia
ciepta na ptaszczyznach I' w postaci [q]-n=0.

Roéwnanie (3.6) ma silnie oscylujace, nieciagte wspotczynniki funkcyjne,
nie jest wigc wygodne w zastosowaniach do analizy zagadnien szczegolnych. Za
punkt wyjscia tolerancyjnego modelowania wezmiemy zatem funkcjonat dziata-
nia D, (3.3), wraz z funkcjg Lagrange’a £, (3.4), i funkcja p, (3.5). Sformutowa-
nie tych trzech funkcji stanowi pierwszy etap procedury modelowania.

Drugim etapem jest mikro-makro dekompozycja pola temperatury

T(x,E,t), przyjeta w postaci
T,(x,80) = 9(x,§,0) + h(x)y(x, 1), (3.7)

gdzie 9(,&,0),y(-&) e SVH(CLL) dla kazdej chwili ze(f.t). Podstawowymi
niewiadomymi sg funkcje 3 oraz v, ktére nazywamy makrotemperaturg oraz
amplitudg fluktuacji (temperatury). Funkcja A(-) € FS§(Q,0J) jest natomiast fluk-
tuacyjng funkcja ksztattu, postulowang w kazdym szczegdlnym, analizowanym
zagadnieniu, tu przyjeta w postaci (3.1).

W trzecim etapie modelowania ograniczamy rozwazania do dowolnej, ale
ustalonej komoérki [I(x)=[x—-A/2,x+A/2], xeQ. Wprowadzamy tolerancyjne
przyblizenia K(x,),&(x,) funkcji K(),c() w [(x) oraz zakladamy, zZe
<C(x)h(x,)>=0. Stosujac procedure tolerancyjnego usredniania
z podrozdziatu 2.3, otrzymujemy usredniony funkcjonat dziatania przy dekom-
pozycji (3.7) dla komorki [(x):

4
Dh(Ss\V:p) = IIJ< ‘Ch > (25VS58,6W3W5p)dtdE.>dZa

Q=1

w ktorym usredniona funkcja Lagrange’a L jest okre$lona przez
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<L,>=L1(VY<K>V3+y<oh-K-0h>y+0oy-<Kh2>-0y+

+V3<K-0h>y+y<oh-K>-VI)+< p>3+<ph>y, (3.8)
a rownania konstytutywne majg postac:
<p>=<c>J+< f>, (3.9)

< ph>=<ch?>y+< fh>.

Wykorzystujac rozszerzong zasadg¢ stacjonarnosci dziatania do usrednione;
funkcji Lagrange’a (3.8) i traktujac wyrazenia (3.9) jak parametry, otrzymujemy
roOwnania:

V(<K>V3+<K-0h>y)-<c>3=<f>,

_ _ (3.10)
0-(<Kh2>-0y)—<ch?>\y—<0h-K-Oh>y—<0h-K>-V3=< fh>.

Powyzsze rownania wraz z mikro-makro dekompozycja (3.7) stanowiag narzg-
dzie do analizy zagadnien przewodnictwa ciepta w laminatach o poprzecznej
gradacji wlasnosci w ramach modelu tolerancyjnego. Rownania (3.10) maja
gtadkie, wolnozmienne wspotczynniki, w przeciwienstwie do réwnania (3.6)
o niecigglych, silnie oscylujacych wspolczynnikach. Ponadto réwnania (3.10)
uwzgledniaja wplyw wielkosci mikrostruktury laminatu w przewodnictwie cie-
pta poprzez sktadniki podkreslone, zalezne od parametru mikrostruktury.

Nalezy zauwazy¢, ze warunki poczatkowe musza by¢ okreslone dla obu
podstawowych niewiadomych 9(:),y(:). Natomiast warunki brzegowe dla ma-
krotemperatury 9§ trzeba sformutowac¢ na wszystkich brzegach, tj. x=0, H; £=0,
L, a dla amplitudy fluktuacji y tylko na brzegach =0, L. Ponadto rozwigzania
9(¢),w() maja fizyczny sens tylko wtedy, gdy spelnione sg warunki
9G,E0),w(n &) e SVI(Q,0). Warunki te moga by¢ wykorzystane do oceny
a posteriori parametru tolerancji 0, a zatem réwniez do weryfikacji fizycznej
poprawnosci otrzymanych wynikow.

3.2.2. Model asymptotyczny

W tym podrozdziale, podobnie jak w 3.2.1, korzystamy z rownania przewodnic-
twa ciepla Fouriera (3.6), ktore mozna otrzymac stosujgc rozszerzong zasade
stacjonarno$ci dziatania do funkcjonatow D(-), (3.3), L(*), (3.4) oraz p(*), (3.5).
Stanowi to punkt wyjscia procedury modelowania.
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W modelowaniu asymptotycznym wprowadza si¢ parametr €< (0,1], prze-
dzial O, =[—e)\/2,eL/2] oraz e-komorke [J.(x)=x+J, o srodkuw xeQ.

Nastepnie formutuje si¢ podstawowe zalozenie modelowania asympto-
tycznego, tj. asymptotyczna dekompozycje (2.18), ktora w tym przypadku
przyjmuje postac

T.(x,z,E,6) =9(z,&,1) + srzg(x, 2)(z,E,1), (3.11)

gdzie zell.(x),EeE,te(t),t), oraz funkcje 7, 3, v sa ciagle i ograniczone
w Q Igcznie ze swoimi pierwszymi pochodnymi. Korzystajac z oznaczen
(2.19), pochodne (2.20) dla temperatury mozna zapisa¢ jako:

OT,(x,2,&,1) = 09(2,6,1) + O, (x, 2)Y(2,6,1) + £l (x,2)0W (2,6, 1), (3.12)
0T, (x,2,E,1) = 03(z,&,1) + eh,(x,2)0y(z,&,1).

Uwzgledniajac € — 0 i korzystajac ze wzordw (2.21), zaleznosci (3.11) 1 (3.12)
przyjmuja postaé:
Ti(x,2,8,0) =9(x,E,0) + O(e),
OT(%,2,5,0) = 09(x,&,1) + Ohy(x, 2)y(x,&,1) + O(e), (3.13)
OT:(x,2,6,1) = 09(x,5,1) + O(e).

Zaktadajac przejscie z parametrem € do zera, pomijamy sktadniki O(g) w po-
wyzszych formutach.
W kolejnym etapie modelowania wprowadzamy rodzine £, funkcji

L. =L(x,2/&,VI(x,51),9(x, 1), y(x,E,1)), zel.(x),xe Q,te(ty.t,),

ktore sg funkcjami Lagrange’a w funkcjonatach dzialania:

DiSw.p)=|[[ "(L.(x,2/8,V9,9,, p)dtded.
EI

Wykorzystujac procedure modelowania asymptotycznego (rowniez dla parame-
tru p), w ktorej dla e—0 funkcje £, zmiennej z/e, z<.(x) daza do usrednione;
funkcji Lagrange’a L, (2.23), przyjmujacej postac

‘CO(x9 VNS(X’ &J)’S(x’ E.” t)a ng, &7 t)) =

=& [Z(x,2V9(x. 8.0+ 0h (6, (5,60, 9(x.E0)dz,  xeQ. (3.14)

0(x)
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asymptotyczny funkcjonal dzialania mozna zapisac jako:
tl
D)9,y p) = [[ [ Lo(x,V9,9,w, p)didedsx.
Q=1

Stosujac usrednianie asymptotyczne wraz z dekompozycja (3.11) i wyrazeniami
(3.13), otrzymujemy funkcje Lagrange’a L, (3.14),

Ly=1(VS<K>VS+y<0oh-K-0h>y+

+V3<K-Oh>y+y<oh-K>-V)+<p>9, (3.15)
z <p> zdefiniowanym rownaniem konstytutywnym
<p>=<c>¥<f>. (3.16)

Wykorzystujac rozszerzong zasadg stacjonarnosci dziatania do usrednionej
funkcji Lagrange’a (3.15) i traktujac wyrazenie (3.16) jak parametr, otrzymuje-
my réwnania Eulera-Lagrange’a:
V- (<K>V3H+<K-0h>y)-<c>3=<f>,
<Oh-K-Oh>y=—-<0h-K>-V3.

(3.17)

Powyzsze rownania wraz z asymptotyczna dekompozycja (3.11) reprezentuja
model asymptotyczny, opisujacy zagadnienia przewodnictwa ciepla w lamina-
tach o poprzecznej gradacji wlasnosci. Rownania (3.17) maja gtadkie, wolno-
zmienne wspotczynniki, w przeciwienstwie do rdwnania (3.6) o nieciagtych,
silnie oscylujacych wspotczynnikach. Ponadto réwnania te nie uwzgledniaja
wptywu wielkosci mikrostruktury laminatu.

Réwnania (3.17) mozna tatwo otrzymac z réwnan (3.10) modelu toleran-
cyjnego przez pominiecie w nich sktadnikéw podkreslonych, zaleznych od pa-
rametru mikrostruktury.

W modelu asymptotycznym nalezy sformutowa¢ warunek poczatkowy
i warunki brzegowe tylko dla makrotemperatury 9. Ponadto funkcje 9(-),y(")
muszg spetnia¢ warunki 3(,&,1),y(,&,¢) e SVL(Q,0).
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3.3. Wybrane zagadnienia

3.3.1. Stacjonarny problem przewodnictwa ciepta w kierunku
prostopadiym do warstw

3.3.1.1. Wprowadzenie

W tym podrozdziale rozpatrzmy laminaty o poprzecznej gradacji wtasnosci, por.
rys. 3.2, poddane roznicy temperatur w kierunku réwnolegtym do osi x (czyli
prostopadle do warstw). Analizujemy problem stacjonarnego przewodnictwa
ciepla, tj. z temperaturg 7 bedacg funkcja jedynie wspotrzednej x, T=T(x).
W rozwazaniach pomijamy zrodia ciepta f, tj. f/~0. Oznaczmy wspolczynnik
przewodzenia ciepta w laminacie przez k=k;;, a wspotczynniki sktadnika nr 1
(warstwy ,,prim”) oraz sktadnika nr 2 (warstwy ,,bis”) przez, odpowiednio,
k'=k'|, oraz kK'=k",,.

Ponizej najpierw zostanie przedstawione rozwigzanie problemu, a nastep-
nie w przyktadach pokazane bedg rozktady temperatur w przypadku laminatu
o réwnomiernym roztozeniu warstw, laminatu o nierownomiernym roztozeniu
warstw oraz poréwnanie z rozwigzaniem otrzymanym wedtlug tzw. teorii wyz-
szego rzedu (ang. higher-order theory), ktora zaproponowali Aboudi, Pindera
i Arnold (1999).

3.3.1.2. Rozwiagzanie tolerancyjne

Poniewaz analizujemy stacjonarne przewodnictwo ciepta wzdtuz osi x, podsta-
wowe niewiadome modelu tolerancyjnego sa funkcjami argumentu x, tj. 3=9(x),
y=y(x). Wprowadzmy oznaczenia:

K=vk'+v'k", R=23v(k' k"), K=12(vk"+Vv'k'), (3.18)

ktore otrzymano dla fluktuacyjnej funkcji ksztattu przyjetej w postaci (3.1), przy
czym przyjeto w niej A=A=const dla laminatu o réwnomiernym roztozeniu
warstw, albo A=/=const dla laminatu o nierdwnomiernym roztozeniu warstw; v’
oraz v" sg funkcjami nasycenia sktadnikiem nr 1 oraz nr 2, odpowiednio.
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Réwnania (3.10) modelu tolerancyjnego przewodnictwa ciepta w lamina-
tach o poprzecznej gradacji wlasnosci mozna zatem zapisa¢ w postaci:

ALK (x)08 + R(x)y]=0,

R(x)09 + K(x)y =0. (3.19)
Zauwazmy, ze amplitude fluktuacji v mozna obliczy¢ z rownania (3.19),:
y =—K(x)[K(x)]'089. (3.20)

Podstawiajac prawa stron¢ wzoru (3.20) do rownania (3.19), oraz oznaczajac
K9 (x)=K(x) - [K()PIK ()], (3.21)
otrzymujemy jedno rownanie dla makrotemperatury 9:

A[K (x)29]=0. (3.22)

Powyzsze rownanie wraz ze wzorem (3.20) dla amplitudy fluktuacji y oraz mi-
kro-makro dekompozycja (3.7), ktéra przyjmuje postaé

T(x) = 9(x) + h(x)W(x), (3.23)

opisuje stacjonarne przewodnictwo ciepta w kierunku prostopadlym do warstw
w laminacie o poprzecznej gradacji wlasnosci.

Roéwnanie (3.22) ma wolnozmienne wspotczynniki, zdefiniowane przez
znane funkcje, np. V', v", v, kA, por. (3.1). Stad, catkujac rownanie (3.22), jego
rozwigzanie analityczne mozna zapisac¢ jako:

9() =G [[KY ()] dx +C,, (3.24)

ze stalymi C;, C, okreslonymi przez warunki brzegowe. W przypadku rozpatry-
wanego laminatu o stalych wspoétczynnikach przewodzenia ciepta k', k" oraz
fluktuacyjnej funkcji ksztattu w postaci (3.1) usredniony (efektywny) wspot-
czynnik przewodzenia ciepta K, (3.21), wynosi

K (x)=k'k"k'+ (k" =k )V'(x)] . (3.25)
Przyjmijmy nastepujace warunki brzegowe dla makrotemperatury 9:

x=0: $0)=T x=H: 3(H)=0. (3.26)
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Oznaczajac

N(x) = [Vi(x)dx, (3.27)

oraz wykorzystujac warunki brzegowe (3.26) oraz wzory (3.24) i (3.25), otrzy-

mujemy state Cy, C,:

=T, L :
k"=KNN@O)-N(H)]-kH
k'H +(k"—k"YN(H)

(k"—k)[N(O)~N(H)]-k'H’

G

(3.28)

2~ 0

Zatem makrotemperature 3 mozna zapisa¢ jako
9(x) =C[x(k")" + (k"= k) (k'k")'N(x)]+ C, , (3.29)
natomiast amplitude fluktuacji v w postaci

w(x) =L (k"= k') (k") v(x)C,. (3.30)

Wstawiajac podstawowe niewiadome modelu tolerancyjnego (3.29) i (3.30) do
mikro-makro dekompozycji (3.7), temperatura 7 jest rOwna:

T(x)={x(k")""+ (k"= k")(k'k")'[N(x) + %h(x)v(x)] G+ G, (3.31)

Wzor (3.31) ze stalymi C;, C,, okre$lonymi przez (3.28), oraz fluktuacyjna
funkcja ksztattu 4, (3.1), opisuje ,,doktadny” rozktad catkowitej temperatury
w rozpatrywanym laminacie o poprzecznej gradacji wiasnosci w modelu tole-
rancyjnym.

3.3.1.3. Przypadek laminatu o rownomiernym roztfozeniu
warstw — wyniki obliczen

Obliczenia w tym przyktadzie wykonano dla laminatu o réwnomiernym rozto-
zeniu komorek, por. rys. 3.2a. Przyjeto pie¢ roznych przypadkoéw roztozenia
sktadnikow wzdtuz osi x, przyjmujac funkcje nasycenia v', v w postaci:
1) funkcji lintowych (oznaczonych liczbg ¢=1)
V'(x)=x/H, V(x)=1-V'(x); (3.32)

2) wielomian6éw drugiego stopnia (¢p=2)

V'(x)=(x/HY’, V' (xX)=1-V'(x); (3.33)
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3) wielomiandw trzeciego stopnia (¢p=3)

V'(x)=(x/H)’, V'(x)=1-V'(x); (3.34)
4) funkcji wyktadniczych (¢=4)
V(x)=[1-exp(2x/H)][1-exp(2)]!, Vi(x)=1-V(x); (3.35)
5) funkcji logarytmicznych (¢=5)
V'(x)=1In[(exp(2)-1)(x/H)+1], V'(x)=1-V'(x). (3.36)

Funkcje v'(-) pokazano na rys. 3.4 i, jak mozna zauwazy¢, sg one funkcjami
rosngcymi argumentu x. Oznacza to, ze udzial sktadnika nr 1 rosnie, a sktadnika
nr 2 maleje wraz z tg wspolrzedna.

L v

T T T T T T T T
09F
08} Py

=5 /'/ v
07 ¢ 7

06
05 /,/" 7
04}

03t e 7

02

0.1

-

,,,,

=2

=3

[x]

0 = 1 1 1 1 1 1 1
0 [xH] 0,1 0,2 03 0,4 05 0,6 0,7 08 09 1

Rys. 3.4. Wykresy funkcji nasycenia v’ sktadnikiem nr 1

Niektore wyniki obliczen przedstawiono na rys. 3.5 oraz rys. 3.6. Na tych
rysunkach zaprezentowano wykresy rozktadéw temperatury 7 w laminacie w
zaleznosci od wspotrzednej x€[0,H]. Temperatura 7' jest okreslona wzorem
(3.31) wraz ze stalymi (3.28) oraz funkcja ksztattu (3.1), w ktorej przyjeto
A=)\=const dla laminatu o réwnomiernym rozlozeniu warstw. Obliczenia wyko-
nano dla funkcji nasycen (3.32)-(3.36) i bezwymiarowego wspotczynnika
MH=0,02, tj. liczby warstw réwnej M=50. Rys. 3.5 przedstawia wykresy dla
parametrow k"/k'=1/2 (a) oraz k"/k'=2 (b), natomiast rys. 3.6 — dla parametrow
k'/k'=1/16 (a) oraz k"/k'=16 (b). Pewne wyniki dla liniowych funkcji nasycenia
pokazano takze w pracy Jedrysiaka i Radzikowskiej (2008).
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0.8

0.6

0.4

legenda:
a-k"lk=1/2
b-k’k'=2

S [xT]

I I 1 1 1 1 1 | | [x]
0 [xH] 0,1 0,2 03 0.4 0.5 0,6 0,7 0.8 0,9 1

Rys. 3.5. Wykresy temperatury T wzdtuz grubosci laminatu
dla parametrow: k"/k'=1/2 (a) oraz k"/k'=2 (b)
(dla funkcji nasycen (3.32)-(3.36) (¢=1,...,5); dla A/H=0,02)

1

0.8

0,6,

0.4

. legenda A\
N N
a-k’k=1/16 \ \
= b-k’k=16
X
0 I L L 1 1 1 1 1 e~ [x]
0 [xH]0,1 0,2 0.3 0.4 0.5 0,6 0,7 0.8 0.9 1

Rys. 3.6. Wykresy temperatury T wzdtuz grubosci laminatu
dla parametrow: k"/k'=1/16 (a) oraz k"/k'=16 (b)
(dla funkcji nasycen (3.32)-(3.36) (¢=1,...,5); dla A/H=0,02)
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Analiza wynikéw obliczen pozwala zauwazyc¢, ze:

10

20

30

3.3.1.4.

funkcje rozkladu temperatury catkowitej w laminacie o poprzecznej

gradacji wlasnosci, otrzymane w modelu tolerancyjnym, uwzgledniaja

wptyw mikrostruktury, rys. 3.5-3.6;

rozklady temperatury zalezg od rozktadu wlasnos$ci materiatowych,

czyli od funkcji nasycen V', tj.:

a) warto$ci temperatury maleja dla nastgpujacej kolejnosci funkcji na-
sycenia: (3.36), (3.32), (3.35), (3.33), (3.34):

— dla argumentow x bliskich 0, jesli £">k’,
— dla argumentow x bliskich H, jesli k"<k’;

b) wartosci temperatury malejg dla nastgpujacej kolejnosci funkcji na-
sycenia: (3.34), (3.33), (3.35), (3.32), (3.36):

— dla argumentow x bliskich 0 jesli £"<k’,
— dla argumentow x bliskich H jesli £">k’;

rozklady temperatury zaleza od rdéznic miedzy warto§ciami wspot-

czynnikéw przewodzenia ciepta k', k", tj.:

a) warto$ci temperatury dla tej samej funkcji nasycenia sg mniejsze
dla "<k’ (np. k"/k'=1/2, 1/16) niz dla k">k" (np. K"/k'=2, 16);

b) temperatura silniej maleje dla k"<t niz dla k">k';

c¢) zanikanie temperatury jest silniejsze dla £"/k'—0, por. rys. 3.6;

d) dla matych roznic miedzy wspotczynnikami przewodzenia ciepta,
np. k"/k'=1/2, 2, por. rys. 3.5, r6znice miedzy rozkladami tempera-
tury dla roznych funkcji nasycenia sg mniejsze niz dla duzych réz-
nic migdzy tymi wspotczynnikami, k"/k'=1/16, 16, por. rys. 3.6.

Przypadek laminatu o nierwnomiernym rozfozeniu

warstw — wyniki obliczen

W tym podrozdziale pokazane sg wyniki obliczen dla przypadku stacjonarnego

przewodnictwa ciepta w laminacie o nierbwnomiernym roztozeniu komorek,

por. rys.

3.2b. Czeé¢ tych rezultatow przedstawiono w pracy Jedrysiaka

i Radzikowskiej (2010b).
Zatézmy stata grubo$¢ rozpatrywanego laminatu H, ktéra jest zwigzana

z parametrem mikrostruktury [/ (przyp. stala grubo$¢ warstwy wykonanej

ze sktadnika nr 1) oraz liczba warstw M relacja
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H=2(M-1)L.

Funkcje grubosci warstw A(x) przyjmujemy w nastgpujacej postaci:
1) funkcji liniowej (oznaczonej liczbg a=1)

N 2(H-MD) | 7.
MX)=x }(,(M_l)) +1;

2) wielomianu drugiego stopnia (0=2)

N~ 6M(H-M) .
MX) =X grparna T

3) wielomianu trzeciego stopnia (0=3)

=\ _ =3 4M(H-MI .
7\4()(?)—)(,'3 (M—1)2H3) +l,

(3.37)

(3.38)

(3.39)

gdzie X jest srodkiem ,.komorki”. Dla poréwnania, rozpatrzono takze laminat
periodyczny o stalej funkcji grubosci warstw A(x)=2/ (oznaczony o=0). Dla

funkcji grubosci warstw funkcje nasycenia zdefiniowano nastgpujgco:

VI(E) = 1)), V(®) =1- V().

Zatem udziat skfadnika nr 1 maleje, a sktadnika nr 2 ro$nie wraz ze wzrostem
wspotrzednej x, w przeciwienstwie do przyktadu z podrozdziatu poprzedniego.

[9]

1 = T T T T

S N 0=2;a
05 a=l;a 1 i
~ N
N
N
"3
Q
0250 SN .
legenda: Ny
_ a-k’lk=1/3 AN
i~ b-k”k=1/5
1 1 1 1 > [x]
0 [xH] 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Rys. 3.7. Wykresy makrotemperatury 3 wzdtuz grubosci laminatu

(dla funkcji grubosci warstw: (3.37), (3.38), (3.39) (0=1,2,3)
oraz rozktadu periodycznego (a=0); //H=0,026)
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Rys. 3.8. Wykresy amplitudy fluktuacji y wzdtuz grubosci laminatu
(dla funkcji grubosci warstw: (3.37), (3.38), (3.39) (a=1,2,3)
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Rys. 3.9. Wykresy temperatury 7 wzdtuz grubosci laminatu
(dla funkcji grubosci warstw: (3.37), (3.38), (3.39) (a=1,2,3)

oraz rozktadu periodycznego (a=0); I/H=0,026)

Wyniki obliczen pokazano na rys. 3.7-3.9. Wykresy wykonano dla M=20,
stad I[/H=0,026. Rys. 3.7 przedstawia krzywe makrotemperatury 3, okreslonej
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wzorem (3.29) w zalezno$ci od wspodtrzednej xe[0,H], a rys. 3.8 — krzywe am-
plitudy fluktuacji ¢ (wzér (3.30)). Natomiast na rys. 3.9 pokazano wykresy cat-
kowitej temperatury 7, okreslonej wzorem (3.31), w zaleznosci od tej wspot-
rzednej. We wzorze tym zastosowano fluktuacyjng funkcje ksztattu
w postaci (3.1), w ktorej 4=I=const (dla laminatu o nieréwnomiernym roztoze-
niu warstw). Przedstawione wyniki otrzymano dla ilorazow £"/k'=1/3 (a) oraz
k"lk'=1/5 (D).

Na podstawie otrzymanych wynikow obliczen mozemy sformutowac na-
stepujace uwagi:

1° warto$ci makrotemperatury 3 i amplitudy fluktuacji y zaleza od funk-

cji grubosci warstw A, rys. 3.7-3.8;

a) najmniejsze wartosci — makrotemperatury sg dla funkcji liniowe;j
(3.37), a amplitudy fluktuacji — dla wielomianu trzeciego stopnia
(3.39);

b) najwigksze wartosci — makrotemperatury sg dla wielomianu trze-
ciego stopnia (3.39), a amplitudy fluktuacji — dla funkcji liniowe;j
(3.37);

2° warto$ci 9 1 amplitudy fluktuacji y zaleza od ilorazu wspotczynnikow
przewodnictwa ciepta k"/k’, rys. 3.7-3.8:

a) makrotemperatura rosnie, gdy maleje iloraz £"/k" (rys. 3.7);

b) makrotemperatura w laminacie periodycznym (o=0, rys. 3.7) nie
zalezy od ilorazu k"/k';

¢) amplitudy fluktuacji rosng, gdy maleje iloraz £"/k’ (rys. 3.8);

d) amplitudy fluktuacji w laminacie periodycznym (o=0, rys. 3.8) za-
lezg od ilorazu k"/k’ 1 ich wartosci sg wigksze niz amplitud w lami-
nacie o poprzecznej gradacji wlasnosci;

3° wartoS$ci temperatury zalezg od funkcji grubo$ci warstw oraz od ilora-
zu wspotczynnikdéw przewodnictwa ciepla k"/k', w podobny sposéb jak

warto$ci makrotemperatury, rys. 3.9.

3.3.1.5. Przypadek laminatu o rownomiernym rozifozeniu
warstw — poréwnanie wynikéw obliczen wg modelu
tolerancyjnego z wynikami wg teorii wyzszego rzedu

W tym podrozdziale przedstawione zostanie porownanie wynikéw obliczen dla
przypadku stacjonarnego przewodnictwa ciepta w laminacie o rdwnomiernym
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roztozeniu komorek, rys. 3.2a, otrzymanych w ramach modelu tolerancyjnego
oraz tzw. teorii wyzszego rzedu, por. Aboudi, Pindera i Arnold (1999).

Poniewaz w niniejszym opracowaniu wykorzystuje si¢ przede wszystkim
techniki modelowania tolerancyjnego oraz asymptotycznego, omoOwione
w rozdziale 2, ponize] w skrocie bedzie przedstawiona wspomniana teoria
wyzszego rzedu.

Niech x', x" bedg lokalnymi wspotrzednymi w laminach warstwy m-tej,
(m=1,...,M). Podstawowym zalozeniem tego sposobu modelowania jest przyje-
cie rozktadow temperatury w obu sktadnikach w m-tej warstwie w postaci:

T'(x") =I5+ x'T{+ 5 [3(x')? = (31,2115,

T"(X") — ]E)/r+ )C"T{”Jr‘ %[3()(:")2 _ %7\‘;;1)2]]*2"’ (340)

gdzie parametry 7,77, 75, Ty, 1) T sg nieznanymi statymi. Mozna zauwazy¢, ze
w przypadku laminatu zlozonego z M warstw, otrzymujemy 6M podstawowych
niewiadomych modelu. Stad, w celu obliczenia tych niewiadomych nalezy sfor-
mutowa¢ 6 dodatkowych warunkow.

Wykorzystujac wyzej wprowadzone oznaczenia wspotczynnikow prze-
wodzenia ciepla £, k" obu skladnikoéw oraz oznaczajac pochodna 0=0/0x, dla
x=x', x", mozna zapisa¢ nastepujace dodatkowe relacje:

— rownania przewodnictwa ciepla w m-tej warstwie

—0[k'0T'(x")]=0, —0[k"0T"(x")] =0, (3.41)
— warunki cigglo$ci strumienia ciepta w m-tej warstwie

! 1 |\m — I, " |\m ! 1 |lm — I, " m+1
KoT' 1y, =koT" Iy, KoT'[1_y;, =K'OT" iy, o (3.42)

— warunki ciggtosci temperatury w m-tej warstwie

T'pn_,, =Tt (3.43)

_1 |
x'=3h =M1’

! |\m p— " \m
T, =T

_1
x"=3 A

— warunki brzegowe dla temperatury (przyjete w postaci (3.26))

" |1:Ti :Tba _%7\‘1' (t.] x:0)9

x'=
T'M=T, =0, x'=iAy, (4. x=H), (344)

gdzie T, oraz T), to temperatury na brzegach x=0 oraz x=H, odpowiednio.
Wykorzystujac relacje (3.41)-(3.44) oraz wzory (3.40), otrzymujemy
uklad 6M liniowych rownan algebraicznych dla 6M niewiadomych
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., 1,13, Ty, Th Ty . Nalezy jednak zauwazyc, ze rownania (3.41) sa spelnione wte-
dy, gdy T) =T7=0, co oznacza uproszczenie wzorow (3.40) do postaci:

T'(x) =Ty +x'T;, T"(x") =T+ x"T}! (3.45)

W tym przypadku liczba niewiadomych oraz réwnan redukuje si¢ do 4M. Ko-
rzystajac ze wzoroéw (3.45), relacje (3.42)-(3.44) mozna zapisac jako:
— warunki cigglo$ci strumienia ciepta w m-tej warstwie

k'Tl’|’”= k”Tl”]m: k'Tl'|’”= k"TIHImH: (3.46)
— warunki cigglosci temperatury w m-tej warstwie

=ML =T5+ AT, L +50, =T 5k, I, (3.47)

— warunki brzegowe dla temperatury

-AMTI=T,,  x=0.

L+im =0,  x=H, (3.48)

W ten sposob otrzymujemy uktad 4M liniowych rownan algebraicznych dla
niewiadomych 7y, 7}, 7, T}" .

b
1 -y — )
AT legenda:
MEB awrip)  a-kk=116
0.8 |TWR: d| 1 b ;:
MT: 5 c-k”
/ d-k"
TWR: b
0.6 / J
/ /
TWR: ¢} N\ MT-d %
[MT:d
MT: ¢ / 0.4 B
0,4+ 4
02 U700, : ]
Skl 0.2 _IMT:a 1
X X TWR:a
0 ! . \ ! . . \ . [xlo WM . . . \ \ ‘ [x]
[xH]0,1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0,6 061 0,62 063 064 0,65 066 067 0,68 0,69 0,7

Rys. 3.10. Wykresy temperatury T wedtug modelu tolerancyjnego (MT)
i teorii wyzszego rzedu (TWR) dla funkcji nasycenia (3.32) (¢=1):
a) w przedziale [0,H]; b) w przedziale [0,6H;0,7H]; (A/H=0,02)

Wyniki obliczen uzyskanych w ramach modelu tolerancyjnego, MT (przy
zastosowaniu wzorow (3.31), (3.28) i (3.1), gdzie przyjeto A=A=const — dla la-
minatu o rownomiernym roztozeniu warstw) oraz teorii wyzszego rzedu, TWR,
(po wstawieniu rozwigzan uktadu 4M réownan do wzordéw (3.45)) pokazano na
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rys. 3.10-3.14. Wykresy wykonano dla ilorazéow: A/H=0,02 (liczba warstw
M=50), K"/E'=1/16 (a), k"/K'=16 (b), K"/k'=1/2 (c) oraz k"/k'=2 (d). Na rys. 3.10,
3.11, 3.12, 3.13, 3.14 pokazano krzywe wykonane dla funkcji nasycen: linio-
wych (3.32), wielomiandéw drugiego rzedu (3.33), wielomiandéw trzeciego rzedu
(3.34), wyktadniczych (3.35), logarytmicznych (3.36), odpowiednio. Wyniki
przedstawiono dla dwoch przedzialow argumentu x: [0,H] — rys. 3.10a, 3.11a,
3.12a, 3.13a, 3.14a; [0,6H;0,7H] — rys. 3.10b, 3.11b, 3.12b, 3.13b, 3.14b.

i 2) 71 . . . : : : : b)
08k MT: b i
(TWR: d [TWR: B
0.6/ .
[TWR: ¢} MT:

0.4r IMT: ¢ 7

legenda: S L

a-kk=1/16 TWR:d

b-klk=16
02F o kk=172 b
| d-ke=2 MT:
=
o LxHl, . . . | . . | 7 [xJo,1L[xH] . . | | | | | | [x]

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 .6 0,61 0,62 063 064 065 066 067 0,68 0,69 0,7
Rys. 3.11. Wykresy temperatury 7 wedlug modelu tolerancyjnego (MT)
i teorii wyzszego rzedu (TWR) dla funkcji nasycenia (3.33) (¢=2):
a) w przedziale [0,H]; b) w przedziale [0,6H;0,7H]; (A\/H=0,02)
1 [T] T T T T T a) 0,8 [T] T T T T T T T T b)
JTWR: 5
MT: 8| <
0,8F 8
_ITWR: N L legenda:
} TWR: b 0.6 =116
0,6 \ B
TWR: ¢}—C ‘MT: d
0,4F “ —
‘MT: ¢

legenda: TWR: a2 -

a-k’lk=1/16 “

b-klk=16
020 o kk=112 1

d-klk=2
= MT: a— =
X X
0 [xH] | | | | I I L L h [x]O,I [xH] , I | L | L | | | [x]

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 .6 0,61 0,62 063 064 0,65 0,66 0,67 0,68 0,69 0,7

Rys. 3.12. Wykresy temperatury T wedhug modelu tolerancyjnego (MT)
i teorii wyzszego rzedu (TWR) dla funkcji nasycenia (3.34) (¢=3):
a) w przedziale [0,H]; b) w przedziale [0,6H;0,7H]; (\/H=0,02)
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ey — @y —— 9
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Rys. 3.13. Wykresy temperatury 7 wedhug modelu tolerancyjnego (MT)
i teorii wyzszego rzedu (TWR) dla funkcji nasycenia (3.35) (¢=4):
a) w przedziale [0,H]; b) w przedziale [0,6H;0,7H]; (\/H=0,02)

b
4 —— : I —— — 9
[TWR: 5]
0.8l [TWR: d| |
06 [ TWR: o} /T3 1
04l [MT: ¢ IMT: d 1 o3l MT: ¢ i
: [TWR: ¢}
legenda:
a-l«"/lz’=l/16‘
b-k"lk'=16 [TWR:a}—
02F o kk=172 MT: 4 17 [TWR: d,
| d-kme=2 _ —\ MT:
= ~ 1a
X X <
o L], . . . | | | | ; [x]o,TLxH1 | , , , A I n [x]
0 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8 09 ,6 0,61 062 063 064 0,65 0,66 0,67 0,68 0,69 0,7

Rys. 3.14. Wykresy temperatury 7 wedhug modelu tolerancyjnego (MT)
i teorii wyzszego rzedu (TWR) dla funkcji nasycenia (3.36) (¢=5):
a) w przedziale [0,H]; b) w przedziale [0,6H;0,7H]; (\/H=0,02)
Analizujac wyniki obliczen, przedstawione na rys. 3.10-3.14, mozna za-
uwazyc, ze:

1° réznice miedzy rozktadami temperatury 7, obliczonymi w ramach mo-
delu tolerancyjnego (MT) i teorii wyzszego rzedu (TWR), sg bardzo
mate, rys. 3.10-3.14;

2° warto$ci temperatury otrzymane w modelu tolerancyjnym sg:
a) wyzsze niz wartosci temperatury wedlug teorii wyzszego rzgdu dla

K'<k',np. K"/k'=1/2, 1/16;
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b) nizsze niz wartos$ci temperatury wedlug teorii wyzszego rzedu dla
K™k, np. K"/kK'=2, 16;
3° réznice migdzy wartosciami temperatury, otrzymanymi w modelu tole-
rancyjnym i teorii wyzszego rzedu, mozna uszeregowac¢ malejaco dla
przyjetych funkcji nasycen w nastgpujacy sposob:

a) dla k"<k', np. k"/k'=1/2, 1/16: dla funkcji logarytmicznych (3.36),
rys. 3.14; dla funkcji liniowych (3.32), rys. 3.10; dla wielomianéw
drugiego stopnia (3.33), rys. 3.11; dla funkcji wyktadniczych
(3.35), rys. 3.13; dla wielomianéw trzeciego stopnia (3.34),
rys. 3.12;

b) dla £">k', np. k"/k'=2, 16: dla wielomianéw trzeciego stopnia
(3.34), rys. 3.12; dla funkcji wyktadniczych (3.35), rys. 3.13; dla
wielomiandéw drugiego stopnia (3.33), rys. 3.11; dla funkcji linio-
wych (3.32), rys. 3.10; dla funkcji logarytmicznych (3.36),
rys. 3.14.

3.3.2. Kontrolowane przewodnictwo ciepta — kierunek
prostopadty do warstw

3.3.2.1. Wprowadzenie

Obiektem badan w tym podrozdziale sa laminaty o poprzecznej gradacji wlasno-
$ci o rownomiernym roztozeniu warstw, por. rys. 3.2a, poddane réznicy tempe-
ratur w kierunku réwnoleglym do osi x. Analizujemy szczegdlny problem nie-
stacjonarnego przewodnictwa ciepta, w ktorym temperatura 7 jest funkcja
wspotrzednej x oraz czasu ¢, tj. T=T(x,t), przy czym zalezno$¢ od czasu jest dana.
W rozwazaniach pomijamy zrodia ciepta f, tj. /~0. Oznaczmy wspotczynnik
przewodzenia ciepta w laminacie przez k=k;;, a wspotczynniki sktadnika nr 1
(warstwy ,,prim”) oraz sktadnika nr 2 (warstwy ,,bis”) przez, odpowiednio,
k'=k'y, oraz k"=k",,. Ciepto wiasciwe dla obu sktadnikéw jest rowne ¢', ¢".

Ponizej najpierw zostanie przedstawione rozwigzanie problemu w ramach
modelu tolerancyjnego przy zastosowaniu metody roznic skonczonych, nastep-
nie wykorzystana bedzie teoria wyzszego rzedu, a na zakonczenie pokazane
bedzie porownanie wynikow obliczen otrzymanych wedlug obu metod. Czes¢
rezultatow zamieszczono takze w pracach Radzikowskiej i Jedrysiaka (2009)
oraz Radzikowskiej (2009).
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3.3.2.2. Analiza zagadnienia w modelu tolerancyjnym —
zastosowanie metody roznic skonczonych

Rozpatrujac zagadnienie niestacjonarne przewodnictwa ciepta wzdhluz osi x,
przyjmujemy, ze podstawowe niewiadome modelu tolerancyjnego sa funkcjami
wspotrzedne] x oraz czasu ¢, tj. 3=9(x,f), y=y(x,f). Zakladajac fluktuacyjna
funkcje ksztattu w postaci (3.1), w ktorej A=A=const (dla laminatu o réwno-
miernym roztozeniu warstw), oraz wprowadzajgc oznaczenia:

K=<k>, K=<koh>, K=<kohoh>, C=<c>, (3.49)

rownania (3.10) modelu tolerancyjnego przewodnictwa ciepta w laminatach
0 poprzecznej gradacji wlasnos$ci mozna zapisa¢ w postaci:

A(K (x)29) — C(x)3 + (K (x)y) =0,

R(x)09 +K(x)y+72(v(x))>C(x)y =0. (3:50)

Rozwazmy szczegdlny przypadek niestacjonarnego przewodnictwa ciepta
prostopadle do warstw, w ktorym warunki brzegowo-poczatkowe przyjete sa
nastgpujaco:

— warunki poczatkowe:

9(x,0)=u(x), y(x,0)=w(x), (3.51)
— warunki brzegowe:

‘9(09 Z‘) =u(0) exp(—yt) =Uy eXP(—Yt)a (3.52)
S(H,t)=u(H)exp(-yt) =0, '
gdzie parametr y>0. Analizowany problem niestacjonarny mozna zatem nazwac
zagadnieniem kontrolowanego przewodnictwa ciepta.
Rozwigzania uktadu rownan (3.50) przyjmijmy w postaci:

S(x,0) =u(x)exp(=y),  W(x,1)=w(x)exp(-y1), (3.53)

gdzie parametr y>0 jest parametrem zanikania temperatury w czasie.
Podstawiajac prawe strony wzorow (3.53) do réwnan (3.50), otrzymu-

jemy:
O(Kou) +yCu+0(Kw) =0,

Rou+(K —y2v2Cyw=0. (3.54)

Z rownania (3.54), wyznaczmy funkcje w, tj.:
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o~

K

w=————0u, (3.55)
TA2v2C-K

przy czym mozna wykazaé, ze yAv2C —K #0. Wstawiajac (3.55) do rownania
(3.54);, otrzymujemy

K2
(K +————=)0u)+yCu=0. 3.56
ey <M (3.56)
Roéwnania (3.56) oraz (3.55) sa rownaniami o wspotczynnikach funkcyjnych.
Znalezienie ich rozwigzan w sposob analityczny w ogdlnym przypadku nie jest
mozliwe, stad zostanie zastosowana metoda roznic skonczonych (MRS).
W celu uproszczenia zapisu rownan tej metody wprowadzmy oznaczenia:

B(x)= K

S VC) Ry @=K0FR@E0. - (357)

Woéwczas rownania (3.56) i (3.55) przyjmuja postac:
A00u + 0A0u+yCu =0, w= Bou. (3.58)

W metodzie roznic skonczonych dzielimy zbior Q=(0,H) na N przedziatow.
Wykorzystujac tzw. rdznice centralne, odpowiednie pochodne funkcji g=g(x),
xeQ, wzgledem wspotrzednej x mozna przedstawi¢ w sposob przyblizony:
g(x)=g;,
08(%) = 77 (i1 — &i-1)» (3.59)
00g(x) =z (8iv1 =28 + &i1)s

gdzie Ax jest przyrostem argumentu x, i=0,1,...N+1. Oznaczajac:

AD= 4, AD=p4, CO =yC, (3.60)

oraz zastepujac relacjami (3.59) pochodne podstawowych niewiadomych u oraz
w, rownania (3.58) zapiszemy w postaci uktadu réwnan ré6znicowych:

0 1 0
Ai( )_(Ai)z (41 = 2u; + ;) + A )_zix (Ui —U;) + Ct( )ui =0,
W; =B 5k (i — ;).

(3.61)

Wyrazenie (3.61), stanowi uktad rownan algebraicznych z niewiadomymi u;.
Korzystajac z warunkéw brzegowych (3.52), w punktach ,,1” oraz ,,N+1” po-
dzialu mamy:

Uui=uyp, MNHZO. (362)
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Uwzgledniajac warunki (3.62) w rownaniach (3.61); oraz odpowiednio je po-
rzadkujac, otrzymujemy uktad N—1 réwnan:

0 0 0 1 1 0
(C§ ) (Ai)z Aé ))”2 +((A}c)2 Aé ) +ZLMA§ ))u3 = ﬁAé = (Ai)z Aé ))an
0 1 0 0 0 1
1 .

i=34,.,N-1],

0 1 0 0
((Ai)l A](\f) _ﬁA](V))uN—l + (C](V) - (sz)z AI(\'))MN =0.

Po rozwiazaniu uktadu (3.63) z uwzglednieniem warunkow brzegowych (3.62),
dostajemy wartosci u;, i=1,2,...,N. Nastgpnie obliczamy wartos$ci w;, wstawiajac
u; do wzoru (3.61),., Wyniki obliczeh zostang przedstawione
W podrozdziale 3.3.2.4.

3.3.2.3. Analiza zagadnienia w teorii wyzszego rzedu

Problem kontrolowanego przewodnictwa ciepla mozna analizowaé takze wyko-
rzystujac teori¢ wyzszego rzedu (por. Aboudi, Pindera i Arnold (1999)), zmody-
fikowang w pracy Radzikowskiej (2009).
Wzory teorii wyzszego rzedu (3.40)-(3.44) mozna zapisa¢ w postaci:
— rozktady temperatury w obu sktadnikach w m-tej warstwie (m=1,...,M)
T'(x',0) ={T5 + x'T/+ 3 [3(x')? = (1,2 1T5} exp(—1),

To(x", 1) = T+ Ty A3 — (b TS exp(—yo), (3.64)

z nieznanymi statymi 7, 7\ T, T, T T3 ;
— rownania przewodnictwa ciepla w m-tej warstwie

—[kOT' (X, )]+ T(x,t)=0,  —0[k"0T"(x",)]+ ' T"(x",{)=0, (3.65)
z cieptami wlasciwymi ¢’,¢";
— warunki cigglo$ci strumienia ciepta w m-tej warstwie

K(T=300,T) =k (T + 30T P

K30, =k (T =304, T 1 (3:66)
— warunki cigglosci temperatury w m-tej warstwie
e L e e TN fs (G E (3.67)

T+ A0 B S 00 P T3 =Ty~ A T S 0 P T s
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— warunki brzegowe dla temperatury w chwili poczatkowej =0

- AMT SOIPTHI=T,  x=0,

L+ T+ 04 T =0, x=H. (3.68)

Roéwnania (3.64)-(3.68) tworza uktad 6M liniowych rownan algebraicznych
z 6M niewiadomymi 13,7\ 75, T, T3 T3

3.3.2.4. Poréwnanie wynikéw obliczen

Porownamy teraz rezultaty otrzymane w przypadku kontrolowanego przewod-
nictwa ciepta w modelu tolerancyjnym (MT, przy zastosowaniu metody réznic
skonczonych) oraz teorii wyzszego rzedu (TWR).

Wprowadzmy oznaczenia: d'sk'/c’, d"=k"/c", (=d"/d’. Wyniki obliczen
pokazano na rys. 3.15-3.17. Wykresy wykonano dla ilorazéw: A/H=0,02 (liczba
warstw M=50). Na rys. 3.15a, 3.16a, 3.17a pokazano wykresy temperatury
w zaleznosci od wspoétrzednej xe[0,H], na rys. 3.15b, 3.16b, 3.17b — dla
x€[0,4H;0,5H]. Rys. 3.15-3.16 przedstawiaja wyniki obliczone dla
d'=1/8900 m*/s, {=1. Na rys. 3.15 pokazano krzywe wykonane dla liniowych
funkcji nasycenia (3.32) oraz ilorazu k"/k'=0,2; 0,9; a na rys. 3.16 — dla funkcji
nasycen: liniowych (3.32), ¢=1; wyktadniczych (3.35), ¢=4; logarytmicznych
(3.36), ¢=5, oraz k"/k'=0,2. Natomiast rys. 3.17 przedstawia wykresy dla
d'=1/15400 m?/s, (=5, k"/k'=2 oraz funkcji nasycen: liniowych (3.32), ¢=1; wy-
ktadniczych (3.35), ¢=4; logarytmicznych (3.36), $=5.

7] a) 7]
1 " " " T 0,77
5 TWR; a=2 =
- X,
0.75[ MT: a=2 o7if
MT; a=1
0.5 0.65
legenda: leoonda:
025 q-k"/K=0,2 1 os9f [legenda:
b-ww-09 | TWRja=l a-KIK=0,2
' b - k"K=0.9 S
. . . . [x]os3 , . . X =[x]
0 0.2 0.4 0,6 08[xH] 1~ 704 0,42 0,44 0,46 0.43[x H] 05

Rys. 3.15. Wykresy temperatury T wedhug modelu tolerancyjnego (MT)
i teorii wyzszego rzedu (TWR) dla funkcji nasycenia (3.32), ¢=1:
a) przedziat [0,H]; b) przedzial [0,4H;0,5H]; (\/H=0,02; d'=1/8900 m?/s; {=1)
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(7] a)

[xTo]

o7 ¢=1: MT

0,251 ]

0,61

0.53 1 1 1 1 |—x]
70,4 0,42 0,44 0,46 0,48 [xH] 0,5

Rys. 3.16. Wykresy temperatury 7 wedhug modelu tolerancyjnego (MT) i teorii
wyzszego rzedu (TWR) dla funkcji nasycen — (3.32), ¢=1; (3.35), ¢=4; (3.36), ¢=5:
a) przedziat [0,H]; b) przedziat [0,4H;0,5H]; (\/H=0,02; d'=1/8900 m’/s; (=1; k"/k'=0,2)
Na podstawie wynikow obliczen z rys. 3.15-3.17 mozna zauwazy¢, ze:
1° réznice migdzy rozktadami temperatury 7, obliczonymi w ramach mo-
delu tolerancyjnego (MT) i teorii wyzszego rzedu (TWR), sg bardzo
mate, rys. 3.15-3.17;
2° wartosci temperatury otrzymane w modelu tolerancyjnym sa:
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0,25

 [xTo]

=)
=
%

30

4°

a) wyzsze niz wartosci temperatury wedlug teorii wyzszego rzgdu dla
K'<k',np. k"/k'=0,2; 0,9; rys. 3.15-3.16;

b) nizsze niz wartosci temperatury wedtug teorii wyzszego rz¢du dla
K™k, np. K"/k'=2; rys. 3.17;

wartosci temperatury, otrzymane w modelu tolerancyjnym i/lub teorii

wyzszego rzedu, mozna tatwo uszeregowacé malejaco/rosngco w zalez-

nosci od przyjetych funkcji nasycen dla k">k', np. k"/k'=2, oraz wyz-

szych wartosci parametrow d', ; rys. 3.17;

malejgce/rosngce uszeregowanie wartosci temperatury, w modelu tole-

rancyjnym i/lub teorii wyzszego rzedu, w zaleznosci od przyjetych

funkcji nasycen dla k"<k', np. £"/k'=0,2; 0,9, oraz nizszych wartosci

parametrow d', C, zalezy od wspotrzednej x okreslajacej polozenie

w laminacie, rys. 3.16.

a M b

=4; TWR =
i [x]

02 02 06 08 [xH] | " 0g 0.4 044 0.46 0.48 T<H] 05

Rys. 3.17. Wykresy temperatury 7 wedlug modelu tolerancyjnego (MT) i teorii

wyzszego rzedu (TWR) dla funkcji nasycen — (3.32), ¢=1; (3.35), ¢=4; (3.36), ¢p=5:

a) przedziat [0,H]; b) przedziat [0,4H;0,5H]; (M H=0,02; d'=1/15400 m?/s; {=5; k"/k'=2)

3.3.3. Kontrolowane przewodnictwo ciepta — kierunek
réwnolegly do warstw

3.3.3.1. Wprowadzenie

Problem przewodnictwa ciepta w laminatach o poprzecznej gradacji wtasnosci

jest rozpatrywany w tym opracowaniu przede wszystkim w ramach modelu tole-

rancyjnego. Rownania tego modelu majg wspotczynniki, ktore sg ciggtymi, wol-
nozmiennymi funkcjami wspolrzednej x, przy czym niektore z nich uwzglednia-
ja wptyw wielko$ci mikrostruktury w przewodnictwie ciepta.
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W ogblnym przypadku réwnania modelu tolerancyjnego stanowig uktad
rownan rézniczkowych sprzezonych ze soba, por. (3.10). W pewnych zagadnie-
niach, zwlaszcza gdy celem jest analiza wybranych, szczegolnych efektow,
wskazane jest doprowadzenie do rozprzegnigcia rownan modelu. Jednym z ta-
kich przypadkéw jest zbadanie wplywu mikrooscylacji pola temperatury na
brzegu laminatu prostopadtym do warstw.

W tym podrozdziale pokazane begdg sposoby rozprzegnigcia rdéwnan
(3.10), na przyktad przez wprowadzenie zastgpczej niewiadomej lub przez przy-
jecie zrodet ciepta w odpowiedniej postaci tak, aby mozna byto analizowaé wy-
zej wymieniony efekt w laminatach o rownomiernym rozlozeniu warstw,
rys. 3.2a. Problem zostanie takze zilustrowany przyktadem obliczeniowym dla
szczegolnych postaci zrodel ciepta. Zaproponowane sposoby rozprzegniecia
réownan (3.10) wymagaja dalszej, rozszerzonej analizy w celu potwierdzenia ich
przydatnosci w badaniu przypadkéw szczegolnych.

Punktem wyjscia sa rownania modelu tolerancyjnego (3.10). Zatézmy, ze
fluktuacyjna funkcja ksztaltu ma posta¢ (3.1), gdzie przyjeto A=A=const (dla
laminatu o rownomiernym roztozeniu warstw). Przyjmujac, ze ciepto witasciwe
sktadnikow nr 1 oraz nr 2 wynosi ¢’ oraz ¢”, odpowiednio, a elementy tensora
przewodnictwa ciepta obu sktadnikoéw sa rowne k' =k'y,=k' oraz k" 1=k"n=k",
a takze oznaczajac:

K=<k>, K=<koh>, K=<kohoh>, C=<c>,

F=<f> F=k'<fh>, (3.69)
roéwnania te mozna zapisa¢ w postaci:
O(K09) + K003 — CY+0(Ky)=F, (3.70)

K09+ Ky +12v2(C\y — Kody) = —\F,

gdzie wszystkie wspotczynniki sg wolnozmiennymi funkcjami x.

3.3.3.2. Rozprzegniecie uktadu réwnan — zastepcza
niewiadoma

Przedstawiony zostanie tutaj sposob rozprzegnigcia uktadu rownan (3.70) zapro-
ponowany w pracy Jedrysiaka i Radzikowskiej (2007). Podobne podejscie byto
zastosowane dla laminatow periodycznych przez Cz. Wozniaka, Wierzbickiego
i Lacinska (2005), a dla laminowanych struktur o funkcyjnej gradacji wlasnosci
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w artykutach: Jedrysiaka, Rychlewskiej i Cz. Wozniaka (2005) (plyty) oraz
Cz. Wozniaka, Rychlewskiej i Wierzbickiego (2005) (powloki).
Zatozmy, ze zrodto ciepta f~0. Wowczas

F=F=0. (3.71)
Roéwnania (3.70) redukuja si¢ do postaci:

O(K09) + K009 — CY +0(Ky) =0,

K09 + Ky +22v2(C\y — KOoy) =0, (3.72)

czyli uktadu rownan rozniczkowych jednorodnych.
Wprowadzmy nowg niewiadoma ¥ w miejsce niewiadomej amplitudy
fluktuacji vy, zdefiniowang nastepujaco

Y=y +KK-09, (3.73)

ktora bedziemy nazywac zmienng fluktuacyjng. Poniewaz zar6wno makrotempe-
ratura 9, jak i amplituda fluktuacji y sa funkcjami wolnozmiennymi wspotrzed-
nej x, nowa niewiadoma ¥ jest rowniez funkcja wolnozmienng tego argumentu.
Mozna zauwazy¢, ze w modelu asymptotycznym, opisanym rownaniami (3.17),
ktore przy oznaczeniach (3.69) i warunku (3.71) majg postaé:

A(KO9) + K9d9 — C +d(Ry) =0,

K08+ Ky =0, S
funkcja ¥ jest rowna zero.
Po podstawieniu (3.73) do réwnan (3.72) otrzymujemy:
CY - K009 -0[(K — K2K-1)09]=0(KR¥), (3.75)

KY +12v2(CY — KOoW) = 22v2 KK -(CoY — Kodo9).

Wykorzystujgc réwnanie (3.75), oraz biorgc pod uwage, ze wspotczynniki sg
funkcjami wolnozmiennymi argumentu x, prawg stron¢ roéwnania (3.75), mozna
zapisa¢ w postaci

eV RE-1(CoY — K0009) = 02v2RK-100[(K — R2K-1)09 + R¥].  (3.76)

Poniewaz makrotemperatura 3 i amplituda fluktuacji y sg funkcjami wolno-
zmiennymi argumentu x, prawg stron¢ rownania (3.75), mozna uwaza¢ za mala
w poréwnaniu z jego lewa strong. Stad w tzw. pierwszym przyblizeniu modelu
tolerancyjnego prawa strona rownania (3.75), moze by¢ pominigta. Wowczas
w miejsce rownan (3.75) mamy rownania:
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CY - K009 -9[(K — K2K-109]=(RY),

RW +12v2(CW — K3OW) =0, (3.77)

W ten sposob otrzymujemy uktad réwnan rézniczkowych (3.77), w ktorym dru-
gie rownanie dla zmiennej fluktuacyjnej ¥ jest niezalezne. Réwnania (3.77)
moga stanowi¢ pierwsze przyblizenie rownan (3.72) i1 opisujg pewien przyblizo-
ny model tolerancyjny, w ktorym temperaturg catkowita mozna przedstawi¢
W postaci

T(x,&,8) = 9(x,&, 1) + h(x)[ W (x,&,1) — K(x)(K(x))109(x,E,1)] . (3.78)

Zauwazmy, ze przyjmujac jednorodne warunki poczatkowo-brzegowe dla
makrotemperatury 3 (zar6wno na brzegach x=0, H jak i £=0, L) oraz niejedno-
rodne warunki dla zmiennej fluktuacyjnej ¥ (tylko na brzegach &=0, L), moze-
my uwzgledni¢ wplyw mikrooscylacji pola temperatury na brzegu laminatu pro-
stopadtym do warstw na makrotemperaturg i temperature catkowitg (por. rowna-
nie (3.77); oraz wzor (3.78)).

3.3.3.3. Rozprzegniecie uktadu rownan — modelowanie zrodef
ciepta

W tym podrozdziale pokazany bedzie sposdb rozprzggnigcia uktadu réwnan
(3.70), zaproponowany w pracy Jedrysiaka i Radzikowskiej (2010a).

W przypadku zrédia ciepla f, ktére moze by¢ funkcja wspotrzednych
xeQ, €&, oraz czasu te(f,t), zaktadamy podobnie jak o temperaturze 7, ze
jest funkcjg tolerancyjnie-periodyczng argumentu x. Mozemy zatem wprowadzi¢
dekompozycje funkcji f'w postaci:

fEt)=F(xE0+ f(xE0), (3.79)

gdzie f(.&¢) jest usrednionym zrodlem ciepta, o ktorym zakladamy, ze jest
wolnozmienna funkcja argumentu x, natomiast funkcja f(-&,f) stanowi fluktu-
acj¢ zrodla ciepla i jest tolerancyjnie-periodyczng funkcja x. Ponadto, funkcje te
s znane, czyli mozna je przyja¢ w okreslonej postaci.

Mozna pokaza¢, wykorzystujgc tolerancyjne usrednianie, ze mig¢dzy
sktadnikami dekompozycji (3.79) zrodia ciepta f a prawymi stronami réwnan
(3.70) zdefiniowanymi przez (3.69)s s zachodza relacje:

F=<f>x<f>, ME =< hf >x<hf >.
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Ponizej zostang pokazane trzy warianty przyjecia zrodia ciepta f tak, aby uktad
rownan (3.70) ulegt rozprzegnieciu. Zostaly one zaproponowane w pracy
Jedrysiaka i Radzikowskiej (2010).

a) Wariant 1
Przyjmijmy zrodto ciepta f'w takiej postaci, ze spetnione sg warunki:
F=0, AMF =—-Ko9. (3.80)
Przy zatozeniach (3.80) rownania (3.70) redukuja si¢ do postaci:

8(K09) + K309 — CY = —0(Rvy),

Ky +22v2(Cy — Kooy) =0. (3-81)

W powyzszym uktadzie rownan rownanie (3.81), — to niezalezne, jednorodne
roOwnanie rozniczkowe czastkowe drugiego rzedu ze wzgledu na amplitude fluk-
tuacji y, natomiast (3.81); — to niejednorodne rownanie rézniczkowe czastkowe
drugiego rzedu ze wzgledu na makrotemperature 3.

Latwo zauwazy¢, ze, podobnie jak w poprzednim podrozdziale, przyjmu-
jac jednorodne warunki poczatkowo-brzegowe dla makrotemperatury 3 (zarow-
no na brzegach x=0, H, jak i £&=0, L) oraz niejednorodne warunki dla amplitudy
fluktuacji y (tylko na brzegach £=0, L), mozemy uwzgledni¢ wptyw mikrooscy-
lacji pola temperatury na brzegu laminatu prostopadlym do warstw na makro-
temperaturg i temperaturg catkowitg.

b) Wariant 2

Przyjmijmy zrodto ciepta f'w takiej postaci, ze spetnione sg warunki:
F =0(Ky), F=0. (3.82)
Powyzsze zatozenia prowadzg do redukcji rownan (3.70) do postaci:

O(K09)+ K009 —CS =0,

Ry +22v2(Cy — Kdoy) = —Ko9. (3.83)

W tym uktadzie rownan rownanie (3.83); jest niezaleznym, jednorodnym row-
naniem rézniczkowym czastkowym drugiego rzedu ze wzgledu na makrotempe-
ratur¢ 9, natomiast (3.83), — to niejednorodne rownanie rézniczkowe czastkowe
drugiego rzedu ze wzgledu na amplitude fluktuacji .

Zauwazmy, ze przyjmujac jednorodne warunki poczatkowo-brzegowe dla
makrotemperatury 9 (zar6wno na brzegach x=0, H, jak i £&=0, L) oraz niejedno-
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rodne warunki dla amplitudy fluktuacji y (tylko na brzegach =0, L), mozemy
uwzgledni¢ wptyw mikrooscylacji pola temperatury na brzegu laminatu prosto-
padlym do warstw na temperature catkowita. Zatem pomimo zerowej makro-
temperatury 9 temperatura catkowita 7 jest r6zna od zera.

c¢) Wariant 3

W trzecim wariancie przyjmijmy mozliwos$¢ emisji ciepla przez zrddto
ciepla f'w takiej postaci, ze spelnione sa warunki:

F =0(Ky), M =—-Ko09. (3.84)
Przy tych zatozeniach rownania (3.70) redukujg si¢ do postaci:

O(K09)+ K003 —CS=0,

Ky +22v2(Cy — Kooy) = 0. (3.85)

Uktad (3.85) tworza dwa niezalezne, jednorodne rownania. Rownanie (3.85),
jest rownaniem rézniczkowym czgstkowym drugiego rzedu ze wzgledu na ma-
krotemperature 9, natomiast (3.85), — réwnaniem rézniczkowym czastkowym
drugiego rzedu ze wzgledu na amplitudg fluktuacji .

Rozpatrywany wariant 3 przyjecia postaci zrodta ciepta fjest wygodny do
znalezienia rozwigzan analitycznych modelu tolerancyjnego. W zwigzku z tym
przyjmijmy dla rozwigzan réwnan (3.85) nastepujace warunki poczatkowe-

brzegowo:
e warunki poczatkowe (=0):
— dla makrotemperatury
9(x,£,0)=0, (3.86)

— dla amplitudy fluktuacji
W(x,&0)=5v(x,8), (3.87)

e warunki brzegowe:
— dla makrotemperatury (na brzegach £=0, £&=L oraz x=0, x=H)

9(x,0,¢) =3(x,L,1) =0, 9(0,&,6)=9(H,E,1)=0,, (3.88)
— dla amplitudy fluktuacji (tylko na brzegach =0, £=L)

W0, = 5¥(x.0)exp(—y) = s (¥)exp(=y),
w(x,L,1) =0, ‘ , (3.89)
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gdzie y>0 jest ,,parametrem zanikania amplitudy fluktuacji temperatury w cza-
sie”. Dla y=0 otrzymujemy stacjonarne zagadnienie przewodnictwa ciepta, a dla
v>0 — zagadnienie ,,kontrolowanego przewodnictwa ciepla”.

Zauwazmy, ze jednorodne warunki poczatkowe (3.86) i brzegowe (3.88),
przyjete dla makrotemperatury 9, prowadza do rozwigzania zerowego rownania
(3.85), 1.

9(x,&,£)=0. (3.90)

Dla amplitudy fluktuacji przyjeto warunki poczatkowe w postaci (3.87),
a warunki brzegowe — tylko dla brzegow £=0 i E&=L, w postaci (3.89). Rozpatru-
jemy zatem szczegélny przypadek tzw. kontrolowanego przewodnictwa ciepta
w kierunku rownoleglym do warstw, wywolany jedynie przez amplitude fluktu-
acji y. Rozwigzanie rownania (3.85), mozna zapisaé jako

Y(x,5,1) = s¥(x,0)exp(~y?) . (3.91)

Po podstawieniu rozwigzania (3.91) do réwnania (3.85), oraz wykorzystaniu
(3.90) w miejsce rownan (3.85) otrzymujemy jedno réwnanie rézniczkowe zwy-
czajne rzedu drugiego tylko dla amplitudy fluktuacji

K-ykveC o, .
WMviK

00sV — (3.92)
Mozna wykazaé, ze dla kazdego xeQ wspolczynniki wystepujace w rownaniu
(3.92) sg dodatnie, tj.:

C(x)(K(x))y'>0, K(x)>0, 2v2(x)C(x)>0, 2v2(x)K(x)>0.

W celu znalezienia rozwigzan rownania (3.92) ustalamy chwilowo argu-
ment x (traktujagc go jak parametr). Zauwazmy, ze woéwczas réwnanie (3.92)
mozna traktowac jak réwnanie rozniczkowe liniowe jednorodne dla niewiado-
mej sV wzgledem zmiennej £ o statych wspdtczynnikach.

Rozpatrzmy rownanie (3.92) dla warunku y>0. Rozwigzania tego rowna-
nia zaleza od wartosci wyrazenia K —yX2v2C. W celu znalezienia tych rozwia-
zan rozpatrujemy trzy przypadki.

1° Jezeli K>y2v2C oraz r(x)=[(K —yA2v2C)(A2v2K)-1]V2 , to rozwiaza-
nie rownania (3.92) ma postac

s¥(x,8) = G (x)exp(ri(x)8) + G (x) exp(—ri(x)S). (3.93)
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State catkowania wyznaczamy z warunkow brzegowych (3.89), otrzymujac:

Y(x) = so (x)exp(=7i(x)L) oY= sy (x)exp(r(x)L) . (3.94)
exp(—7i(x)L) —exp(ri(x)L) exp(ri(x)L) —exp(—r(x)L)

Stad rozwigzanie rownania (3.92) ma postac

509 = 5§ Wexplri0n SRS (3.95)

a amplituda fluktuacji y jest w tym przypadku okreslona zalezno$cia

V0B = (Wexplr(0) I expyn. (3.96)

2° Jezeli K<yWv2C oraz »(x)=[(yA*v2C - K)(X*v2K)-1]/2 , to rozwiaza-
nie rownania (3.92) ma postac

s¥(x,8) = G (x)cos(ri(x)S) + G (x) cos(5(x)S). (3.97)

Stale catkowania wyznaczamy z warunkow brzegowych (3.89), zaktadajac, ze
sin(7,(x)L)#0. Otrzymujemy:

cos(r(x)L)

G (x)=s¢(x), G (x)=—s¢'(x) Sin(s(0L) (3.98)
Rozwigzanie réwnania (3.92) ma wigc postac
SV(x,E)= SoW(X){COS(rz(x)é) —Msin(rz(x)@} , (3.99)
sin(r(x)L)

natomiast amplituda fluktuacji y jest okreslona wzorem

cos(r(x)L)

Ve = sg(x){cos(rz(x)a) D)
2

sin(rz(x)f',)} exp(—y?). (3.100)
3° Jezeli K =yXv2C, to rozwigzanie rownania (3.92) ma postaé
s¥(x,8)=CY (x)E+ CY (x). (3.101)
State catkowania wyznaczamy z warunkow brzegowych (3.89) i otrzymujemy:
CY(x)=-s§(x)/L, CY(x)=s§(x). (3.102)

Rozwiazanie rownania (3.92) ma zatem postac
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sY(x,&)=s¢ (x)(1-E/L), (3.103)
a amplituda fluktuacji y jest okreslona zaleznoscia
Y(x,§0) =5y (x)(1-&/ L)exp(—y1) . (3.104)

Rozwigzania (3.95), (3.99) i (3.103) zostang wykorzystane w przykladzie obli-
czeniowym.

Na zakonczenie tego podrozdziatu przyjmijmy, ze zachodzi warunek y=0.
Mozna zauwazy¢, ze to zatozenie w odniesieniu do réwnania (3.92) sprawia, ze
mamy do czynienia z przypadkiem 1°. Zatem rozwigzanie tego rownania jest
szczegblng postacig rozwigzania (3.95) uzyskanego dla tego przypadku.

Rozpatrywany wyzej wariant 3 rozprzggnigcia uktadu rownan (3.70) od-
powiada szczegdlnemu problemowi niestacjonarnego przewodnictwa ciepta,
ktory zostat nazwany kontrolowanym przewodnictwem ciepta w kierunku rowno-
leglym do warstw (por. Jedrysiak i Radzikowska (2007); Siedlecka, Wierzbicki
i Cz. Wozniak (2010)). Otrzymane rozwigzania (3.95), (3.99) i (3.103) zaleza
nie tylko od wspoétrzednej & (w kierunku réwnoleglym do warstw) oraz czasu ¢,
ale réwniez od wspotrzednej x. Jednakze w tych rozwiazaniach wystepuje funk-
cja sy (x), ktora jest zadang funkcjg okreslajacg amplitude fluktuacji temperatu-
ry v na brzegu £=0. Odpowiedni dobdr tej funkcji brzegowe;j, wraz z przyjetymi
warunkami dla zrédla ciepta f, powinien zapewni¢ przewodnictwo wzdhuz
warstw. Jednakze przedstawione w tym opracowaniu oméwienie tego problemu
nie wydaje si¢ dostatecznie wyczerpujace, a samo zagadnienie pozostaje nadal
otwarte i wymaga dalszej analizy.

3.3.3.4. Wyniki obliczen

Rozpatrzymy tutaj przyktad ilustrujacy przedstawiony wcze$niej problem kon-
trolowanego przewodnictwa ciepla wzdtuz warstw, opisany rownaniem (3.92),
przy wykorzystaniu rozwigzania dla makrotemperatury w postaci (3.90). Ponie-
waz rozwigzania réwnania (3.92), tj. (3.95), (3.99) i (3.103), zaleza od wartos$ci
wyrazenia K —yA2v2C , wprowadzmy oznaczenie:

0(x) = yA2v2(x)C(x)/ K (x), xeQ. (3.105)

Rozpatrywanym w poprzednim podrozdziale trzem przypadkom (1°-3°) odpo-
wiadajg warto$ci parametru 0: 1° —dla 6€[0,1), 2° —dla 0e(1,c<), 3° — dla 6=1.
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Rys. 3.18. Wykresy funkcji s* dla funkcji nasycen (3.32) (¢=1) i (3.35) (¢=4):
a) zanikajace (0<1: 6=0; 0,9; 1); b) oscylujace (6>1: 6=1,1);
(ML=0,1; K"/K=0,5, x/H=0,5)

Wyniki przedstawiono w postaci wykresow funkcji s na rys. 3.18-3.20.
Wykonano je dla liniowych funkcji nasycenia sktadnikami nr 1 oraz nr 2 (wzory
(3.32), ¢=1) oraz funkcji wyktadniczych (wzory (3.35), p=4). Na rys. 3.18 poka-
zano krzywe w zalezno$ci od wspoOtrzednej £eZ=[0,L] dla parametrow:
ML=0,1, k"/k'=0,5, x/H=0,5. Rys. 3.18a zawiera rozwigzania zanikajace, (3.95)
1(3.103), dla 6=0; 0,9; 1, arys. 3.18b — oscylujace, (3.99), dla 6=1,1.

0,35

. ]

0 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Rys. 3.19. Wykresy rozwigzah zanikajacych s¥ w zaleznosci od ilorazu k"/k’ dla funkcji
nasycen (3.32) (¢=1) 1 (3.35) (¢=4); (ML=0,1; x/H=0,5; £/L=0,05)

Z przedstawionych rozwigzan (3.95), (3.99) i (3.103) rozwigzania oscylu-
jace (3.99) (dla 6>1, np. 6=1,1) nie sg funkcjami wolnozmiennymi argumentu x,
zatem nie spelniaja odpowiedniego warunku w ramach modelu tolerancyjnego.
Z tego wzgledu ponizej rozpatrywane sa tylko rozwigzania zanikajace.
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Rys. 3.20. Wykresy rozwigzan zanikajgcych s¥ w zalezno$ci od ilorazu A/L dla funkcji

nasycen (3.32) (¢=1) i (3.35) (¢=4); (k"/k'=0,5; x/H=0,5; £/L=0,05)

Rys. 3.19 przedstawia wykresy funkcji s¥ w zaleznos$ci od ilorazu wspot-

czynnikéw przewodzenia ciepta k"/k’', dla rozwigzan zanikajacych (3.95), dla
parametrow: 6=0; 0,9, A/L=0,1, x/H=0,5, £/L=0,05, oraz funkcji nasycen (3.32),
¢=1, (3.35), p=4. Na rys. 3.20 s natomiast wykresy funkcji s w zaleznosci od
parametru mikrostruktury A, dla rozwigzan zanikajacych (3.95), dla parametrow:

6=0; 0,9;

k'/k'=0,5, x/H=0,5, £&/L=0,05, oraz obu funkcji nasycen.

Analizujac wyniki obliczen przedstawione na rys. 3.18-3.20, mozna sfor-

mutowac nastgpujace uwagi szczegotowe:

10

20

funkcje s¥, bedgce sktadowymi amplitud fluktuacji v, zalezg od para-

metru 0, (3.105), por. rys. 3.18, tj.:

a) zanikaja wyktadniczo dla 6<[0,1);

b) zanikaja liniowo dla 6=1;

¢) oscyluja dla 6e(1,x);

na podstawie wykresow rozwigzan pokazanych na rys. 3.18 mozna za-

uwazyc¢, ze:

a) funkcje s" silnie zanikajg dla matych warto$ci parametru 0 i dla ma-
tych wartosci ilorazow A/L, k"/k', rys. 3.18a;

b) rozwigzania s" silniej zanikajg dla wyktadniczych funkcji nasycenia
(3.35), 6=4, niz dla funkcji liniowych (3.32), ¢=1, rys. 3.18a;

c) ze wzrostem parametru 6 (6>1) amplituda fluktuacji silnie oscyluje,
rys. 3.18b;
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3° wartosci funkcji s¥ rosng wraz ze wzrostem ilorazu £"/k’' dla wyktadni-
czych funkcji nasycenia(3.35), ¢=4, natomiast dla funkcji liniowych
(3.32), ¢=1, funkcje sV sg state, rys. 3.19;

4° rozwigzania s¥ rosng wraz ze wzrostem parametru mikrostruktury A
dla obu funkcji nasycen, rys. 3.20.

3.3.4. Stacjonarny problem dwukierunkowego przewodnictwa
ciepta

3.3.4.1. Réwnania modelu tolerancyjnego

W tym podrozdziale analizowane jest zagadnienie stacjonarnego przewodnictwa
ciepta w dwoch kierunkach w laminatach o poprzecznej gradacji wlasnosci.
W badaniu tego problemu zastosowano model tolerancyjny, przyjmujac, ze ele-
menty tensora przewodnictwa ciepta obu skladnikoéw laminatu sa rowne
k' 1=k 3=k oraz k"\,=k",,=k", a temperatura T nie zalezy od czasu ¢, tj. T=T(x,%),
xeQ, £€E. Ponadto fluktuacyjna funkcja ksztattu ma posta¢ (3.1), w ktorej
przyjeto A=A=const dla laminatu o rownomiernym roztozeniu warstw. Rowna-
nia modelu (3.10) przy wprowadzeniu oznaczen (3.69) oraz pominigciu zrodta
ciepla f przyjmuja postac:

0(K09) + K009+ o(Ky) =0,

Ro9+ Ky —22v2Kody =0. (3.106)

Uktad réwnan (3.106) jest uktadem réwnan rézniczkowych czgstkowych rzedu
drugiego wzglgdem wspotrzednych przestrzennych x, & dla dwoch nieznanych
funkcji — makrotemperatury 9 oraz amplitudy fluktuacji vy, ktore sa funkcjami
wolnozmiennymi argumentu x, 3(,&),y(,&) e SV{(Q,0J). Dla makrotemperatury
9 nalezy sformutowaé po dwa warunki brzegowe dla kazdej wspotrzedne;, tj. x,
&, natomiast dla amplitudy fluktuacji y wprowadzamy dwa warunki brzegowe
tylko dla wspotrzednej &. Catkowita temperatura 7 jest natomiast wyrazona wzo-
rem (3.7), ktory przyjmuje postaé

T(%,8) = 9(x,8) + h(x)w(x,5), (3.107)

gdzie fluktuacyjna funkcja ksztattu A(-) jest okre§lona przez (3.1), z A=A=const
(dla laminatu o rownomiernym roztozeniu warstw).
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Poniewaz réwnania (3.106) sg rownaniami o wspolczynnikach bedacych
wolnozmiennymi funkcjami argumentu x, znalezienie ich rozwigzan w ogdélnym
przypadku nie jest mozliwe. W celu otrzymania rozwigzan dla pewnych zada-
nych warunkéw brzegowych wykorzystano metode¢ réznic skonczonych (podob-
nie jak w zagadnieniu kontrolowanego przewodnictwa ciepta — por. podrozdzial
3.3.2) oraz program obliczeniowy przygotowany przez Wirowskiego (2010c).

3.3.4.2. Wyniki obliczen

W przyktadzie rozpatrzono zagadnienie stacjonarnego, dwukierunkowego prze-
wodnictwa ciepta w laminacie o jednakowych wymiarach wzdluz osi x, &, tj.
H=L. Przyjeto liczb¢ warstw wzdtuz osi x rowng M=20. Sktadniki nr 1 oraz nr 2
sa roztozone zgodnie z wykladniczymi funkcjami nasycenia okreslonymi wzo-
rami (3.35). Obliczenia przeprowadzono dla réznych warunkéw brzegowych dla
makrotemperatury 9, tj.:

9(x,0)=9(x, H) =25 [°C],

3(0,%):9([—]’(:):17{%1%2_%1%_’_25 [°C]; (3.108)
9(x.0)=8(x, H)=0 [°C],
9(0,&_,):3([—]’(:):_1[1&0_2@(:2_’_%(: [°C]; (3.109)
8(x,0) = 8(x, H) =8 x2 — L x +25 [°C], 3.110
S(O,a)ZS(H’a):lHL? 2_%§+25 [OC]; ( . )
3()6,0)250—2,—0)6 [°C],
S(x,H)=100-34x [°C], G.111)

9(0,6)=37E+50 [°C],
YH.Q)=34E [°Cl;

oraz jednorodnych warunkow brzegowych dla amplitudy fluktuacji y. Catkowi-
ta temperatura T zostata obliczona wedlug wzoru (3.107), przy wykorzystaniu
fluktuacyjnej funkcji ksztattu (3.1).

Wyniki obliczen w postaci wykresow catkowitej temperatury 7" dla wa-
runkéw brzegowych (3.108), (3.109), (3.110) pokazano na rys. 3.21, 3.22, 3.23,
odpowiednio. Wykresy te otrzymano dla ilorazu wspotczynnikow przewodzenia
ciepta £"/k'=10. Dla poré6wnania pokazano rowniez wykresy temperatury catko-
witej 7, rys. 3.24, i makrotemperatury 3, rys. 3.25, wykonane dla warunkow
brzegowych (3.111) oraz ilorazu £"/k'=0,1.
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Rys. 3.21. Temperatura catkowita T, [°C], dla warunkéw brzegowych (3.

25,000
19.461
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12.475
10.855
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8.542
7.827
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1.089

X

19.461
16.551
14,302
12.475
10.955
9.670
8.542
7.627
6.828
6.135
5.585
5.137
4846
4.461
4.007
3.489
2.906
2.388
L7
1.089
0,000

108); k"/k'=10

Rys. 3.22. Temperatura catkowita T, [°C], dla warunkéw brzegowych (3.109); k"/k'=10
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Rys. 3.23. Temperatura catkowita T, [°C], dla warunkéw brzegowych (3.
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95.274
90,306
85.416
80.577
75.765
70.879
66,201
61.428
56.644
51.852
47.044
42,212
37.348
32.435
27.444
22.356
17,151
11.854
£.658
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0,000

110); £"/k'=10

Rys. 3.24. Temperatura catkowita T, [°C], dla warunkéw brzegowych (3.111); £"/k'=0,1
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100.00 == 95,274
95.274 == 90,306

90.306 = B85.416
85.416 — B80.577
80.577 = 75765
75.765 == 70.979
70.579 == 56,201
66.201 = 51,428
61428 = 56,644

56.649 — 51852
51852 — 47.044
47.094 _ 42,212
42.212 _ 37.348
37.348 _ 32435
32435 _ 27.444
744 _ 22.3%
22.35% _ 17.151
17.150 — 11854
11854 — £.658
6658 = 2.185
2185 — 0,000

Rys. 3.25. Makrotemperatura 3, [°C], dla warunkow brzegowych (3.111); £"/k'=0,1

X

Na podstawie analizy wynikéw obliczen przedstawionych na
rys. 3.21-3.25 mozna zauwazy¢, ze:

1° model tolerancyjny pozwala uwzgledni¢ wplyw mikrostruktury lami-

natu na rozktad catkowitej temperatury dla ré6znych warunkow brze-
gowych, rys. 3.21-3.24;

2° wptyw mikrostruktury na makrotemperature, czyli temperature usred-

niong (ktéra mozna bada¢ w modelu asymptotycznym), nie jest wi-
doczny, rys. 3.25.

Problem stacjonarnego przewodnictwa ciepta w dwoch kierunkach w la-
minacie o porzecznej gradacji wlasnoSci wymaga szeregu dalszych analiz,
na przyktad poréwnawczych w celu weryfikacji modelu tolerancyjnego. Wydaje
si¢ rowniez, ze efekty zwigzane z wystgpowaniem w rownaniach tego modelu,
np. (3.106), sktadnikoéw z parametrem mikrostruktury A moga odgrywac znacza-
ca role w tzw. zagadnieniach warstwy brzegowej, por. Jedrysiak (2000b, 2001b)
(dla cienkich plyt o periodyce w jednym kierunku), Lacinski (2005) (w prze-
wodnictwie ciepta w periodycznych laminatach), Wierzbicki, Cz. Wozniak
i Lacinska (2005) (w drganiach periodycznych laminatow).



4. Elastodynamika laminatéw

4.1. Wprowadzenie

W tym rozdziale, podobnie jak w rozdziale 3, obiektami rozwazan sg kompozyty
dwusktadnikowe, ztozone z duzej liczby warstw. Zaktadamy, Ze rozktad mate-
riatow sktadowych jest nieperiodyczny wzdhuz kierunku prostopadtego do
warstw, tj. osi xj, por. rys. 3.1-3.2. Przyjmujemy, ze w skali mikro laminaty mo-
g3 mie¢ budowe z rownomiernym roztozeniem warstw, tj. stala grubo§¢ warstw
(por. rys. 3.2a), lub z nierownomiernym roztozeniem warstw, tj. grubo$¢ warstw
jest okreslona funkcjg (por. rys. 3.2b); natomiast na poziomie makro wtasnosci
laminatow zmieniajg si¢ w sposob ciggty 1 gtadki wzdtuz kierunku x;. Stad takie
kompozyty nazywamy laminatami o poprzecznej gradacji wtasnosci.

Wykorzystamy pojecia wprowadzone w rozdziale 3: funkcja grubosci
warstw A(-), funkcje nasycenia Vv'(), v"(-), funkcja niejednorodnosci v(+), fluktu-
acyjna funkcja ksztattu 4(-), (3.1), pokazana na rys. 3.3.

Zaktadamy, ze rozwazania prowadzimy w prostokatnym kartezjanskim
uktadzie wspotrzednych Oxixox;. Przyjmijmy x=(x;,x,x3), x=x;, &=(x2,x3),
V=(0,,0,,05), 0=(0,,0), V=(0,0,,0;). Niech wymiary laminatu wzdtuz osi
X=x|, X, X3 wynosza, odpowiednio, H=L,, L,, L;. Wprowadzmy zbiory
xeQ=(0,H), £EeE=(0,L,)x(0,L,) oraz przedziat [(1=[-A/2,A/2], bedacy komorka
w przedziale Q (przy czym A=const lub A=A(x)). Komorke o srodku w punkcie
xeQ oznaczmy przez [I(x)=[x—A/2,x+L/2].

Wzor (2.2) okreslajacy usrednienie funkcji f przyjmuje postac

X+A/2

<f>(x)=+ jf(y,g)dy, XeQxE. (4.1)

x=\/2

Zauwazmy, ze jeSli f jest funkcjg tolerancyjnie-periodyczng, to <f>(x),
x e QxE , jest wolnozmienng funkcja bedacg w tolerancji z funkcjg <f>(x).
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Tematyka tego rozdziatu jest modelowanie zagadnien elastodynamiki la-
minatow. Wprowadzmy zatem funkcje opisujace wlasnosci sprezyste i inercyjne
laminatu, tj. tensor modutéw sprezystosci C oraz gestos¢ masy p. Zakladamy, ze
sa one funkcjami tolerancyjnie-periodycznymi argumentu X,
C(),p(-) e TRY(Q,[) , i przyjmuja state wartosci C', p’ oraz C", p” w sktadniku
nr 1 oraz nr 2, odpowiednio. Oznaczmy pole przemieszczen kompozytu przez
u=u(x,?), ze sktadowymi u; (i=1,2,3) wzdtuz osi x;, X=(x,,%,,%3) =(x,§) eQxZ,
te(ty,t), a wektor sil objetosciowych przez p=p(x,f). O niewiadomym polu
przemieszczen zaktadamy, ze jest funkcja tolerancyjnie-periodyczng wspotrzed-
nej x=xi, tj. u(~&,¢) e TR(L,0), tzn. ma charakter zgodny z mikrostruktura la-
minatu. Podobne zaloZzenie mozna przyja¢é dla obcigzenia p, .
P(EN) e TR(QD) .

W kolejnych podrozdziatach przedstawione zostanie wyprowadzenie
rownan usrednionych modelu tolerancyjnego oraz modelu asymptotycznego,
opisujacych elastodynamike rozpatrywanych laminatow, a takze zastosowanie
otrzymanych réwnan w analizie pewnego przypadku drgan takiego laminatu.

4.2. Réwnania usrednione
4.2.1. Model tolerancyjny

Przy wyprowadzeniu réwnan usrednionych korzystamy z procedury opisanej
w rozdziale 2. Zaktadamy zatem, Zze zagadnienie elastodynamiki rozpatrywane-
go laminatu jest opisane funkcjonatem dziatania (2.9), przyjmujacym postac

D(u.p)=|| j (L(2,Vu(2,8,0),0(2,8,0),u(2,8,0),p(2,&,1))dtdedz,  (4.2)

Q=4
z funkcjg Lagrange’a £ okres$long wzorem
L=t(pu-u-Vu:C:Vu)+p-u, 4.3)

gdzie p jest wektorem obcigzenia. Przyjmujemy, ze L(-,Vu,u,u,p) oraz p(-) s3
tolerancyjnie-periodycznymi, silnie oscylujgcymi funkcjami argumentu x, xe (2.

Korzystamy z zasady stacjonarno$ci dziatania dla funkcjonatu dziatania
D, (4.2), i funkcji Lagrange’a £, (4.3), otrzymujac w ten sposob dobrze znane
rownanie elastodynamiki, ktére mozna zapisa¢ w postaci:
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V-(C:Vu)—pii=p. 4.4)

Podstawowa niewiadoma, tj. wektor przemieszczen u=u(x,&,r), x = (x,&) eQxE,
te(ty,t) , musi spelnia¢ odpowiednie warunki regularnosci.

Roéwnanie (4.4) ma silnie oscylujace, tolerancyjnie-periodyczne, nieciggle
wspotezynniki funkcyjne. W zwigzku z tym nie jest wygodne w zastosowaniach
do analizy zagadnien szczegdlnych. Za punkt wyjscia tolerancyjnego modelo-
wania wezmy funkcjonal dziatania D, (4.2), oraz funkcj¢ Lagrange’a L, (4.3).
Sformutowanie tych funkcji stanowi pierwszy etap procedury modelowania.

Drugim etapem jest mikro-makro dekompozycja podstawowej niewiado-
mej, tj. pola przemieszczen u(x,&,f), w postaci

u,(x,8,1)=w(x,§,t)+h(x)v(x,E,1), 4.5)

gdzie w(-&,1), v(-&,7) e SVH(Q,0) , te(t,t1), E€E. Podstawowymi niewiadomymi
sa funkcje w oraz v, nazywane makroprzemieszczeniami oraz amplitudami
Sfluktuacji przemieszczen. Natomiast funkcja A(-) € FS{(CLL) to znana fluktu-
acyjna funkcja ksztaltu, postulowana w kazdym szczeg6lnym, analizowanym
problemie.

W trzecim etapie modelowania ograniczamy rozwazania do dowolnej, ale
ustalonej komorki Ci(x)=[x—-A/2,x+A/2], xeQ. Wprowadzamy tolerancyjne
przyblizenia C(x,),p(x;) funkcji C(x,),p(x,) w [(x) oraz zakladamy,
7ze  <p(x,)h(x;)>=0. Stosujac procedur¢ tolerancyjnego usredniania
Z podrozdziatu 2.3, otrzymujemy usredniony funkcjonat dziatania przy dekom-
pozycji (4.5) dla komorki (x)

|
Dh (Wa v, p) = J.J‘ _[ < Lh > (Z> VW, W: W,VV, va v, p)dtdgdza

Q=1
w ktérym usredniona funkcja Lagrange’a £ jest okreslona przez

<Ly>=+(<p>W-W+<phh>Vv-v-Vw<C>Vw-
—v-<Oh-C>Vw-Vw<C-0h>-v— (4.6)
~v-<0h-C-0h>v-Vv<Chh>VVv)+<p>-W+<ph>-.

Wykorzystujac zasade stacjonarnosci dzialania do wusrednionej funkcji
Lagrange’a (4.5), otrzymujemy rownania:
V- (<C>Vw+<C-0h>Vv)-<p>Ww=<p>,

— _ (4.7)
—V-A(£Chh>:VVv)+<0Oh-C-0h>v+<C-0h>VwW+<phh >V =<ph >
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Powyzsze rownania, wraz z mikro-makro dekompozycja (4.5), sa narzgdziem do
analizy zagadnien elastodynamiki laminatow o poprzecznej gradacji wlasnosci
w ramach modelu tolerancyjnego. Wspotczynniki réwnan (4.7) sg gladkimi,
wolnozmiennymi funkcjami argumentu x, w przeciwienstwie do wspotczynni-
kéw rownania (4.4) — nieciggtych i silnie oscylujacych. Rownania (4.7) opisuja
wpltyw wielko$ci mikrostruktury laminatu w problemach elastodynamiki po-
przez zalezne od parametru mikrostruktury sktadniki podkreslone.

Warunki poczatkowe nalezy sformulowac dla podstawowych niewiado-
mych w(-),v(-). Warunki brzegowe na wszystkich brzegach, tj. x=0, H; x,=0,
Ly, x3=0, L;, musza by¢ okreslone dla makroprzemieszczen w, natomiast dla
amplitud fluktuacji przemieszczen v tylko na brzegach x,=0, L,, x3=0, L;. Ponad-
to rozwigzania w(-),v(-) maja fizyczny sens wtedy, gdy spetnione sa warunki
w(-&,1), v(,&,1) e SVH(Q,1) . Mozna je wykorzysta¢ do oceny a posteriori para-
metru tolerancji J, czyli do weryfikacji poprawnos$ci fizycznej otrzymanych
wynikow.

4.2.2. Model asymptotyczny

Podobnie jak w podrozdziale 4.2.1 korzystamy tu z rownania elastodynamiki
(4.4), ktore mozna otrzymac z zasady stacjonarno$ci dziatania zastosowanej do
funkcjonatow D(-), (4.2), L(*), (4.3). Stanowi to punkt wyjscia procedury mode-
lowania.

W modelowaniu asymptotycznym wprowadzamy parametr e€(0,1], prze-
dziat O, =[-€)\/2,eL/2] oraz e-komorke [I.(x)=x+], o srodkuw xeQ.

Podstawowym zatozeniem modelowania asymptotycznego jest asympto-
tyczna dekompozycja (2.18), ktora dla pola przemieszczen u(x,&,f) ma postac

u,(x,2,86) = wW(z,& )+ eh.(x,2)V(z,&,1), (4.8)

gdzie zell,(x),E €=, te(f,t), oraz funkcje w, v sg ciggle i ograniczone w Q
tacznie ze swoimi pierwszymi pochodnymi. Przy oznaczeniach (2.19) pochodne
(2.20) dla przemieszczen mozna zapisa¢ jako:

ou,(x,z,8,1) = oW(z,&,1) + Oh.(x,2)V(z,&,1) + eh,(x,2)OV(z, &, 1),

iy _ AY = 4.9)
Vu,(x,z,E,t)=VWw(z,E,t) + eh.(x,2)VV(z,E,1).

Uwzgledniajac e—0 i korzystajac ze wzorow (2.21), zaleznosci (4.8) oraz (4.9)
przyjmuja postaé:
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u,(x,2,8,0) = w(x,&1)+O0(e),
du,(x,z,&,1) = oW(x,&,1) + Oh,(x,2)v(x,E,1) + O(e), (4.10)
Vu,(x,z,1) = VW(x,& 1)+ O(e).

Dokonujac przejscia z parametrem € do zera, w powyzszych formutach pomija-
my sktadniki O(g).
W nastgpnym etapie modelowania wprowadzamy rodzine £, funkcji

L.=L(x,z/e,VW(x,E,0),W(x,E,1), W(x,,1),v(x,E,1)), zel.(x),xeQ,te(ty,t),
ktore sg funkcjami Lagrange’a w funkcjonatach dzialania

Dy(w.v.p)= ] L"(Zg(x,z/a,w,w,w,v,p)dtdgdx.
oz "

W procedurze modelowania asymptotycznego dla e—0 funkcje £, zmiennej
z/e, zell(x), daza do usrednionej funkcji Lagrange’a L, (2.23), przyjmujacej
postaé

ﬁo(x,VW(x,ﬁ,t),W(x,F,, t), w(x,é';, Z): V(X,g, t)) =

=1 fz(x,z,VW(x,é,t)+55(%Z)V(x,ét),w(x,%J),W(x,é,t))dz, xeQ (4.11)

O(x)

Woéwczas asymptotyczny funkcjonat dziatania mozna zapisa¢ jako

Dj(w,v.p)= [ ]L.Co(x,Vw,W,w,v,p)dldﬁdx.

Q=1
Po asymptotycznym usrednianiu i wykorzystaniu dekompozycji (4.8) oraz wyra-
zen (4.10), dostajemy funkcje Lagrange’a Lo, (4.11), w postaci

Ly=1(<p>W- W-VW<C>Vw-v-<0h-C>Vw-

VW <C-0h>V—v-<0h-C-0h>V)}+<p>-W. (4.12)

Stosujac zasade stacjonarno$ci dzialania do usrednionej funkcji Lagrange’a
(4.12), otrzymujemy réwnania Eulera-Lagrange’a:

V- (<C>»Vw+<C-0h>Vv)-<p>W=<p>,
<0h-C-Oh>v=—<C-0h>Vw.

(4.13)

Powyzsze réwnania wraz z asymptotyczna dekompozycja (4.8) reprezentuja
model asymptotyczny, opisujacy zagadnienia elastodynamiki laminatow o po-
przecznej gradacji wlasnosci. Réwnania (4.13) sg réwnaniami o gtadkich, wol-
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nozmiennych wspotczynnikach, w przeciwienstwie do réwnan (4.4), majacych
wspotczynniki nieciggle i silnie oscylujace. Roéwnania te nie uwzgledniaja
wplywu wielko$ci mikrostruktury laminatu.

Latwo zauwazy¢, ze rownania (4.13) mozna otrzymac z rownan (4.7) mo-
delu tolerancyjnego, pomijajac w nich sktadniki podkreslone, zalezne od para-
metru mikrostruktury.

W modelu asymptotycznym nalezy sformutowa¢ warunek poczatkowy
i warunki brzegowe tylko dla makroprzemieszczen w. Funkcje w(:),v(-) musza
spelnia¢ warunki w(-,&,?), v(-&,1) € SVI(Q,0) .

4.3. Wybrane zagadnienia — drgania laminatu

4.3.1. Wprowadzenie

W tym podrozdziale przedstawiony bedzie pewien szczeg6élny przyktad drgan
laminatu o poprzecznej gradacji wlasnosci, ktory charakteryzuje si¢ nieréwno-
miernym rozlozeniem komorek, por. rys. 3.2b. Zatézmy, ze rozpatrujemy za-
gadnienie w plaszczyznie Oxix,, tzn. przyjmujemy, ze jest ono niezalezne od
wspotrzednej x;. Oznaczmy x=x,, z=x,, V=(0,,0,), 0=(8,,0), 0=(0,0,).

AN

Rys. 4.1. Fragment rozpatrywanego laminatu; 1 — sktadnik nr 1, 2 — sktadnik nr 2

Niech wymiary laminatu wzdtuz osi x oraz z wynosza, odpowiednio, 2H oraz L.
Zaktadamy, ze rozpatrywany laminat spoczywa na nieodksztatcalnej bazie
wzdtuz dolnej krawedzi prostopadiej do warstw, tj. z=L; natomiast na gornej
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krawedzi, z=0, jest obciazony obcigzeniem o sktadowych: ¢,=¢ oraz ¢,=0.
Fragment takiego laminatu pokazano na rys. 4.1.

Oznaczmy elementy tensora sprezystosci C przez Copys, o.B,...=1,2, przy
czym dla sktadnika nr 1 przez Cip,s, a dla sktadnika nr 2 przez Cgg,;. Natomiast

gestosci tych materialdow sg rowne p’ oraz p”. Ponadto przyjmujemy, ze wektor
przemieszczen u ma dwie sktadowe — u,, wzdtuz osi x,, 0=1,2, a zatem w mi-
kro-makro dekompozycji (4.5) wystepuja niewiadome: dwa makroprzemiesz-
czenia w, oraz dwie amplitudy fluktuacji v,,.

Ah(x)

VEXCONCONNI e
BN

X+ A ()2

ENYCONCONT e

Mxi)
Rys. 4.2. Fragment fluktuacyjnej funkcji ksztattu

W takim przypadku usrednione réwnania (4.7) modelu tolerancyjnego
majg postac:

<p > Wiy= < Cyppy > B(OW; +0w,) = (< Cpyy > 0Wy) = (< Gy > Owy) —
—< C21218h>aV2—a(<C]1118h>V1):—<p1 >,

< p > WZ_ < C2_222 >%W2_< C2211 > agwl _a[< C2121 > (8W2 +5W1)]_
—-< szllah > 8111 —5(< C2121ah > V2) =—< p2 > N

~ 4.14
<p(h)? >+ < Cyy;10h > Owy+ < Cy 1 ,0h > 0w, + (+19)

+< Cy111(0h)2 > v —< Cippp(h)* > 0y, =< pih>,

<p(h)? > V,+ < Cy9,0h > (Ow, + 0wy +
+< Cy191(Oh)2 > vy =< Cyppy (h)? > 00V, =< pyh >,

gdzie wyrazy podkreslone zaleza od parametru A, czyli od grubosci warstw.
W powyzszych rownaniach przyjeto fluktuacyjng funkcje ksztattu w postaci,
por. rys. 4.2:
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B2 4v)  dla e =, 1A, + V)L,
h(x)= va N (4.15)
YNE) —(2k——v;,,) dla  xe[xf +4h, =L, Vi.xr +11,).
Vi

m

4.3.2. Przypadek szczegélny — drgania poprzeczne

Ograniczmy rozwazania do przypadku drgan poprzecznych, tj. takich, w ktorych
wystepuja tylko niewiadome w, oraz v,. Warunek, przy ktorym zachodzi
wi(x,z,t)=0, vi(x,z,£)=0 jest spelniony, gdy wprowadzimy nastgpujace warunki
brzegowe na lewej i prawej krawedzi laminatu:

Wl(_H,Zat) = WI(H,ZaZ) = O:
w(-H,z,t)=v,(H,z,t)=0.

(4.16)
Przyjmijmy rowniez

ow,(—H,z,t)=0w,(H,z,t) =0. 4.17)
W takim przypadku, po wprowadzeniu oznaczen p=p,, w=w,, v=v,, rdwnania
(4.14) mozna zapisa¢ w postaci:

<p> W—<C2222 >%W_6(< C2121 >8W)_a(< C21216h >V):_<p> 5

_ (4.18)
<Pp(h)?2 >+ < Cyp510h > 0w+ < Cy 151 (0h)2 > v —< Cypys(h)? > 00V =< ph >.

Wprowadzmy kolejne zalozenia upraszczajgce rozwazania, tj. przyjmijmy
niezalezno$¢ podstawowych niewiadomych w oraz v od wspohrzgdnej x, czyli
w=w(z,t), v=w(z,t), oraz niech sily objgtosciowe p speilniaja warunki:
<p>=0<Cy120h>v, <ph>=0. Wowczas rdwnania (4.18) przyjmuja postac:

<p>W—<C2222>%W=0,

- (4.19)
<p(h)? > i+ < Cyy3(Oh)2 > v =< Comyy(h)2 > DOV =0.

Model tolerancyjny okreslony rownaniami (4.19), ze wzgledu na wprowadzone
uproszczenia, mozna nazwac przyblizonym modelem tolerancyjnym, opisujacym
zagadnienie drgan poprzecznych rozpatrywanego laminatu. Dla pordwnania,
rownania (4.13) modelu asymptotycznego maja w tym przypadku postac:

<p>W—<C2222 >%W:0,

czyli jest to jedno réwnanie identyczne z (4.19);.
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Przyjete zalozenia doprowadzity do ukladu niezaleznych rownan réznicz-
kowych (4.19) (w modelu tolerancyjnym) badz jednego rownania (4.19),
(w modelu asymptotycznym), o wspolczynnikach bedacych wolnozmiennymi
funkcjami argumentu x. Celem rozpatrywanego przyktadu jest pokazanie, przy
jakich warunkach podstawowe niewiadome tych rownan w oraz v sg niezalezne
od wspotrzednej x, tj. w=w(z,f), v=v(z,?).

Mozna zauwazy¢, ze rownanie (4.19), opisuje tzw. makrodrgania, a rOw-
nanie (4.19), — tzw. mikrodrgania.

Przyjmijmy, Ze funkcje grubosci warstw A=A(x) mozna wyrazi¢ w postaci

Mx)=1A(x), (4.20)
gdzie A(x) jest bezwymiarowg wolnozmienng funkcja argumentu x, a / jest stalg
grubos$cig lamin, wykonanych ze sktadnika nr 1, por. rys. 4.1. W takim przypad-
ku funkcje nasycen sktadnikami nr 1 oraz nr 2 mozna przedstawi¢ jako:

_ Ax)—1
Ax)

V(x)==——, V"(x) (4.21)
Wprowadzmy teraz warunki brzegowe dla niewiadomych w oraz v na gornej
i dolnej krawedzi laminatu. W tym celu przyjmiemy obcigzenie ¢ na gornej kra-
wedzi w postaci funkcji tolerancyjnie-periodycznej argumentu x. Zatem obcig-
zenie to mozna podda¢ dekompozycji w postaci

q(x,t)=s(x,t)+r(x,1), (4.22)

gdzie s(x,?) jest czgscig usredniong obcigzenia (tzw. makroobcigzenie), a r(x,f) —
czescig oscylujaca (tzw. mikroobcigzenie). Funkcje te przyjmijmy w postaci:

s(x,t) =05 (x)exp(iot), r(x,t)= RyR(x)7F(x)exp(ivt), (4.23)
gdzie § oraz 7 sg wolnozmiennymi funkcjami x, zwanymi amplitudami makro-
obcigzenia oraz mikroobcigzenia, odpowiednio; R jest funkcjg oscylujaca x; Qg
oraz Ry sa statymi; o jest czestoscig. Przy zatozeniu czgsci sktadowych obcigze-
nia w postaci (4.23) rozwigzan roéwnan (4.19) szukamy jako:

w(z,t)=W(z)exp(int), v(z,t) =V (z)exp(int), (4.24)

gdzie funkcje U oraz V' musza spetnia¢ warunki brzegowe dla z=0, L.
Podstawiajac rozwigzania (4.24) do réwnan (4.19) oraz oznaczajac:
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? =< Cyypy >=ChpppV'+ Copp V" =[Chony = ooy + gﬁ'zzzx(_x)] /M(x),
C=12(Cly V" + Ch V) =12[Clh 1, = Claypy + ClhpA(X)]/ A(x), (4.25)
p=<p>=p'V+p"V'=[p'—p"+p"A(x)]/M(x),
otrzymujemy roéwnanie makrodrgan (w modelu tolerancyjnym i asymptotycz-
nym)

88W+%0)2W:0, (4.26)

oraz rownanie mikrodrgan (tylko w modelu tolerancyjnym)

oV + (sz - C_jV ~0. (4.27)
C MBv2C
W rozpatrywanym przykladzie warunki brzegowe na brzegu goérnym
(z=0) oraz dolnym (z=L) maja postac,
— dla makroprzemieszczenia W:
EW(O) - _ QOE (x) — QOE (X)X(x)

A< Cyypr>(x) Ay — Choy + Chooh(x)]’ (4.28)
W(L)=0;

— dla amplitudy fluktuacji V-

(0) = —— =< h?>(x) Sy RyF(x)M(x) _
© [ < Cyppoh? > (x) Ror() [[Chpp — Chpy + Chnp M(X)] (4.29)
V(L)=0.

We wzorze (4.28) A jest stala, natomiast w (4.29) — / jest statg gruboscia lamin,
wykonanych ze sktadnika nr 1.
Wprowadzmy oznaczenia:

C” C! "
=222 S0 gt =222

P’ P’ G , . 430
pL ? Chan = ooy + Chrpp(2)

Przyjmujac amplitudy makro- i mikroobcigzenia wyrazone wzorem

5(x) = 7(x)=%5)x(x), 431)

warunki brzegowe (4.28) mozna zapisa¢ jako:
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()= Do —0
oW (0)=- , W(L)=0; 4.32
©) ACon (L) (4.32)
a warunki (4.29):
3 — —
vV (0)y=—-="-, V(L)=0. 4.33
(0) 1Coomn (L) (4.33)

Oznacza to, ze warunki brzegowe (4.32), (4.33) sa niezalezne od wspdirzednej x.
Rownania (4.26) i (4.27) mozna zapisa¢ w postaci bezwymiarowej.
W tym celu wprowadzmy oznaczenia:

z / ? d
=—, =—, QZE—’ 'E_a
=T "7 o VT
_Chin _Chp _ACh, _n
x=—r=—7==const, QC)=—=2W(CL), w(&)=_—V(CL), (4.34)
Com 92"222 LQ, 92
=0 - CL2_
2v2C

Zaktadajac, ze  Cypy>>Chy, Clhn>>Cly;,  mamy 1+ Chhyy/ Chpyy =1,
1+Cl,/Cly =1, astad

v2 =02 —12y/n? =const . (4.35)

Korzystajac z oznaczen (4.34), postacie bezwymiarowe (4.26) i (4.27) sg nastg-

pujace:
— réwnanie makrodrgan

¢"+Q2=0, (4.36)
— rownanie mikrodrgan
V' +y2y =0, (4.37)

w ktorych funkcje ¢ oraz v sg bezwymiarowymi funkcjami, odpowiadajgcymi
makroprzemieszczeniu W oraz amplitudzie fluktuacji V. Natomiast warunki
brzegowe (4.32) zapisane bezwymiarowo majg postac:

¢(0)=-1, o(1) =0; (4.38)
a warunki (4.33):
y'(0)=-1, y(1)=0. (4.39)
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Rownanie (4.36) wraz z warunkami brzegowymi (4.38) okresla makro-
drgania rozpatrywanego laminatu przy zadanym obcigzeniu ¢, (4.22) wraz
z (4.23) 1 (4.31), a rébwnanie (4.37) z warunkami (4.39) opisuje mikrodrgania
laminatu przy obcigzeniu g, (4.22) wraz z (4.23) 1 (4.31).

Rozwigzania rownania makrodrgan (4.36), spetniajace (4.38) majg postac:

1° zagadnienie stacjonarne (Q°=0)

o) =1-C; (4.40)
2° zagadnienie niestacjonarne (Q*>0)
d(C) =Q '(tanQcos(QL) —sin(Q0)) ; (4.41)

3° rezonans (Q? =(%+nmn)?, n=...-2,~-1,0,1,2,...).
Rozwiazania rownania mikrodrgan (4.37), spetniajace (4.39) maja postac:
1° rozwiazania zanikajace (y°<0, p2=—y2 =12y/n2 - Q2?)

_ 1 _exp(zud) __expud) |.
Vo= 1) L +exp(—2p) 1+ exp(Zp)} ’ (442)

2° rozwigzania zanikajace liniowo (y*=0)

w(O)=1-C; (4.43)
3° rozwigzania oscylujace (y*>0)
Y(C) =y !(tany cos(yC) —sin(y()) . (4.44)

Podobny przypadek, ale ograniczony tylko do makrodrgan, byt rozpatrywany
w pracy Jedrysiaka, Wierzbickiego i Cz. Wozniaka (2006).

4.3.3. Wyniki obliczen

Wyniki obliczen, ktéore przeprowadzono przy zastosowaniu Wzorow
(4.40)-(4.44), pokazano na rys. 4.3-4.4. Rys. 4.3 przedstawia wykresy bezwy-
miarowej funkcji ¢, opisujacej makroprzemieszczenia laminatu. Natomiast na
rys. 4.4 znajduja si¢ krzywe bezwymiarowej funkcji v, okreslajacej amplitude
fluktuacji laminatu. Wykresy z rys. 4.3 sporzadzono dla réznych wartosci para-
metru Q, czyli ilorazu czestosci obcigzenia brzegowego g na gornej krawedzi do
czestosei ,,drgan swobodnych” laminatu. Krzywe na rys. 4.4 otrzymano dla r6z-
nych wartoéci parametru y* lub p? (u*=—y%).
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Rys. 4.4. Wykresy bezwymiarowej funkcji v okres$lajacej amplitude fluktuacji
w zaleznosci od wspotrzednej & (p2 =—y2=12y/n2-Q2)
Na podstawie analizy wynikow przedstawionych na rys. 4.3-4.4 zauwaz-
my, ze:

1° posta¢ makrodrgan (opisanych bezwymiarowa funkcja ¢, rys. 4.3) za-

lezy od czgstosci obcigzenia brzegowego, tj. wraz ze wzrostem tej cze-

stosci w stosunku do czestosci ,,drgan swobodnych” laminatu staje sig

silniej oscylujaca;

2° posta¢ mikrodrgan (opisanych bezwymiarowa funkcja v, rys. 4.4) za-

lezy od bezwymiarowego parametru y* (ktory uwzglednia czestosé ob-

cigzenia brzegowego):
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a) dla wartosci y’<0 (tj. p*>>0, p’=—y*) mikrodrgania zanikaja wyktad-
niczo (w tym dla przypadku stacjonarnego obcigzenia, tj. ©=0);

b) dla wartosci y’=0 mikrodrgania zanikaja liniowo;

¢) dla wartosci y*>0 mikrodrgania oscyluja, przy czym im wicksza
warto$¢ v, tym oscylacje sg silniejsze.

4.3.4. Podsumowanie

Na podstawie rezultatdow uzyskanych w ramach zaproponowanego przyktadu
mozna sformulowac nastgpujace uwagi o charakterze ogdlnym:

1° model tolerancyjny pozwala uwzglednia¢ wptyw mikrostruktury lami-

natu, ktory przejawia si¢ w mozliwosci analizy tzw. mikrodrgan (row-
nanie (4.27) lub (4.37)), co jest niemozliwe w modelu asymptotycz-
nym;
2° model tolerancyjny, w przeciwienstwie do modelu asymptotycznego,
pozwala uwzglgdnia¢ wplyw mikrooscylacji obcigzenia brzegowego
(np. (4.23) 1 (4.31)), ktory przejawia si¢ w postaci tzw. mikrodrgan;

3° pokazano, w jaki sposob posta¢ funkcji grubosci warstw, opisujacej
rozktad wlasnos$ci w laminacie, powinna by¢ zwigzana z postacia ob-
cigzenia brzegowego, zar6wno jego czgsci usrednionej, jak 1 oscyluja-
cej, aby postacie makro- i mikrodrgan laminatu byly niezalezne od
wspotrzednej x.

Przyktad przedstawiony w tym podrozdziale jest typowym ,,przyktadem
obliczeniowym?”, ktory pokazuje mozliwosci zaproponowanego modelu toleran-
cyjnego. Przy przyjetych zatozeniach upraszczajacych mozliwe byto uzyskanie
w ramach tego modelu rozwigzan analitycznych. Problem drgan laminatéw
o porzecznej gradacji wlasnosci omawianych w tym rozdziale wymaga szeregu
dalszych analiz, na przyktad poréwnawczych w celu weryfikacji modelu tole-
rancyjnego.



5. Zagadnienia termosprezystosci w laminatach

5.1. Wprowadzenie

Podobnie jak w rozdziatach 3 oraz 4 obiektami rozwazan sg tutaj dwusktadni-
kowe kompozyty, ztozone z duzej liczby warstw. Przyjmujemy nieperiodyczny
rozktad materiatow sktadowych wzdhuz kierunku prostopadtego do warstw, tj.
osi x;, por. rys. 3.1-3.2. Na poziomie mikro laminaty moga mie¢ budowe
z rownomiernym roztozeniem warstw, tj. grubo$¢ warstw jest stala (por.
rys. 3.2a), lub z nierownomiernym roztozeniem warstw, tj. grubos¢ warstw jest
okreslona funkcja (por. rys. 3.2b). Natomiast ich wtasnosci w skali makro zmie-
niajg si¢ w sposob ciggly i gladki wzdhuz kierunku x;, Kompozyty tego rodzaju
nazywamy wigc laminatami o poprzecznej gradacji wiasnosci.

Bedziemy korzysta¢ z takich poje¢ wprowadzonych w rozdziale 3, jak
funkcja grubosci warstw A(-), funkcje nasycenia V'(:), v"(:), funkcja niejedno-
rodnosci v(-), fluktuacyjna funkcja ksztaltu A(-), okreslona wzorem (3.1), ktorej
fragment pokazany jest na rys. 3.3.

Rozwazania prowadzimy w prostokatnym kartezjanskim uktadzie wspot-
rzednych Oxixpx;. Oznaczmy X=(X,X%,,X3), x=x;, &=(xp,x3), V=(0,,0,,05),
0=(0,,0), V=(0,0,,0;) . Wymiary laminatu wzdtuz osi x=x,, x,, x3 niech wyno-
szg H=L,, L, L;, odpowiednio. Zatdézmy zbiory xeQ=(0,H), §c==(0,L,)x(0,L,)
oraz przedziat [(0=[-A/2,A/2], bedacy komorka w przedziale Q (przy czym
A=const lub A=A(x)). Natomiast komorka o srodku w punkcie xeQ jest oznaczo-
na przez [I(x)=[x—-A/2,x+A/2].

Wzor (2.2) okreslajacy usrednienie funkcji f przyjmuje postac (4.1). Za-
tem jesli f jest funkcja tolerancyjnie-periodyczna, to <f>y(x), xeQxZ, jest
wolnozmienng funkcjg bedaca w tolerancji z funkcjg <f>(x).

W tym rozdziale zajmujemy si¢ modelowaniem zagadnien termosprezy-
stosci w laminatach. Wprowadzmy wigc funkcje opisujgce whasnosci termiczne
i sprezyste laminatu, tj. cieplo wlasciwe ¢, tensor przewodnictwa ciepta K, ten-
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sor modutow sprezystosci C, tensor modutow termicznych B oraz ggstos¢ masy
p. Zaktadamy, ze funkcje te sa tolerancyjnie-periodyczne wzgledem argumentu
x, ¢(),K(),C(),B(),p() e TR/(Q,), a takze ze przyjmujg state wartosci ¢’, K,
C', B, p’ oraz ¢", K", C", B", p" w sktadniku nr 1 oraz nr 2, odpowiednio. Pole
przemieszczen kompozytu oznaczmy przez u=u(Xx,t), ze sktadowymi u; (i=1,2,3)
wzdhuz osi x;, natomiast pole temperatury przez T=T(x,f), x=(x,5)eQxZ,
te(ty,) . O obu niewiadomych polach zaktadamy, Ze sa funkcjami tolerancyj-
nie-periodycznymi wspotrzednej x=x, tj. u(,§,?),7(-&,¢t) e TR(Q,0), czyli maja
charakter zgodny z mikrostrukturg laminatu.

W nastepnych podrozdziatach zostana przedstawione réwnania usrednio-
ne modelu tolerancyjnego oraz modelu asymptotycznego termosprezystosci
w rozpatrywanych laminatach.

5.2. Réwnania usrednione
5.2.1. Model tolerancyjny
Procedura postgpowania zostata opisana w rozdziale 2. Zakladamy zatem, ze

zagadnienie sprz¢zonej termospr¢zystosci w rozpatrywanym laminacie jest opi-
sane funkcjonatem dziatania (2.9), ktory przyjmuje postaé

D(u,T,p,f)=
4
= [[ [ (2, Vu(z,8,0,0(z,6,0),u(z,6,0), VT(2,6,0), T(2,6,0,p(2.6.0), [ (2.8 1))dtdedz,
Q=1
(5.1)
z funkcjg Lagrange’a £ okreslong wzorem
L=t(pu-u-Vu:C:Vu+VT-K-VI)+p-u+ /T, (5.2)
oraz funkcjami p, f zdefiniowanymi réwnaniami konstytutywnymi:
p=V-BT), f=cT+60,B-Vu, (5.3)

gdzie ©, jest pewng stalg temperatura. Przyjmujemy, ze L(,Vu,u,u,VT,T,p, f)
oraz p(-), f(*) sa tolerancyjnie-periodycznymi, silnie oscylujacymi funkcjami
argumentu x, xe Q.
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Korzystamy z rozszerzonej zasady stacjonarnosci dziatania dla funkcjona-
tu dziatania D, (5.1), i funkcji Lagrange’a £, (5.2). Otrzymujemy w ten sposob
dobrze znane réwnania sprzgzonej termosprezystosci, ktore mozna zapisaé
W postaci:

V-(C:Vu)—pii=V-(BT),

V-(K-VT)—cT'=0,B-Vu. 54

Podstawowe niewiadome, tj. temperatura 7=T(x,£,f) oraz wektor przemieszczen
u=u(x,£,), X=(x,§)em, te(ty,t), musza spelnia¢ odpowiednie warunki
regularno$ci.

Roéwnania (5.4) maja silnie oscylujgce, tolerancyjnie-periodyczne, niecig-
gle wspotczynniki funkcyjne, nie sg zatem wygodne w zastosowaniach do anali-
zy zagadnien szczegodlnych. Za punkt wyjscia tolerancyjnego modelowania
wezmy funkcjonatl dziatania D, (5.1), wraz z funkcjg Lagrange’a £, (5.2), oraz
funkcjami p, £, (5.3). Sformutowanie tych funkcji jest pierwszym etapem proce-
dury modelowania.

Drugim etapem jest mikro-makro dekompozycja podstawowych niewia-
domych pdl, tj.:

e pola temperatury 7(x,E,f), przyjeta w postaci

T,(x,8,0) = 9(x,8,1) + g(X)W(x,5,0), (5.5)
e pola przemieszczen u(x,&,f) w postaci
u,(x,E,6) = w(x,&,1)+ h(x)v(x,E,1), (5.6)

gdzie 9(.&0),w(-&,1),Ww(-,&,1), v(-&,1) e SVI(Q,10) dla kazdej chwili re(f,t).
Podstawowe niewiadome to funkcje 9 oraz , ktore nazywamy makrotempera-
turg oraz amplitudq fluktuacji temperatury, a takze funkcje w oraz v, nazywane
makroprzemieszczeniami oraz amplitudami fluktuacji przemieszczen. Natomiast
funkcje g(),h()e FSY(Q,[J) to fluktuacyjne funkcje ksztaltu, postulowane
w kazdym szczegdlnym, analizowanym zagadnieniu.

W trzecim etapie modelowania ograniczamy rozwazania do dowolnej, ale
ustalonej komorki Cl(x)=[x—-A/2,x+A/2], xeQ. Wprowadzamy tolerancyjne
przyblizenia  K(x,),2(x,), C(x,), B(x,),p(x;) funkcji  K(x,), c(x,), C(x,),
B(x,),p(x,) w O(x) oraz zakladamy, ze <&(x,)g(x,)>=0,<p(x,)h(x,)>=0.
Zastosowanie procedury tolerancyjnego usredniania z podrozdziatu 2.3 prowa-
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dzi do otrzymania usrednionego funkcjonalu dziatania przy dekompozycjach
(5.5)1(5.6) dla komorki [J(x)

]
D) (W, v, 9,y,p, /)= ”I< Lie > (2, VW,W,W,Vv,v,v,V8,9,Vy,y,p, f)drdédz,

Q=4
w ktorym usredniona funkcja Lagrange’a L jest okreslona przez

<L, >=4(VO<K>VI+y<dg-K-0g>y+Vy-<Kgg>-Vy+
+V3<K-0g>vy+y<og-K>-V3+
+<p>W-W+<phh>v-v-Vw<C>Vw- (5.7)
—v-<0h-C>Vw-Vw<C-0h>-v— )
~v-<0h-C-0h>v—-Vv<Chh>Vv)+
+<f>9+< fg>y+<p>wWH<ph>-v,

a rownania konstytutywne maja postac:
< f>=<c>8+<0B> -Vw+<OB-0h>V,
< fg>=<cgg >y +<O,Bhg > VvV,

<p>=<B>:V3+0-<B>39,
<ph>=-<B-0g>9+<Bgh>-Vy.

(5.8)

Wykorzystujac rozszerzong zasadg¢ stacjonarnosci dzialania do usrednionej
funkcji Lagrange’a (5.7) i traktujac wyrazenia (5.8) jak parametry, otrzymujemy
réwnania:

V- (<C>»Vw+<C-0h>Vv)-<p>W=<B>-V3+0-<B>3,
~V(<Chh>:VVv)+<0h-C-0h>v+<C-0h>VW+<phh>V=
=<Bgh>-Vy—<B-0g >3,
(<K>-V3+<K-0g>y)-<c>3=<0,B>-Vw+<OB-0h>V,
‘(<Kgg>-Vy)—<cgg>y—<0g-K-0g>y—<dg-K>-V3=
=<@,Bhg >-VV.

v (5.9)
v

Powyzsze réwnania, wraz z mikro-makro dekompozycjami (5.5) i (5.6), sg na-
rzgdziem do analizy zagadnien termosprezystosci w laminatach o poprzecznej
gradacji wlasnosci w ramach modelu tolerancyjnego. Wspotczynniki réwnan
(5.9) sa gltadkimi, wolnozmiennymi funkcjami argumentu x, w przeciwienstwie
do wspotczynnikow rownan (5.4) — niecigglych i silnie oscylujacych. Rownania
(5.9) uwzgledniaja wptyw wielko$ci mikrostruktury laminatu w problemach
termosprezystosci poprzez zalezne od parametru mikrostruktury sktadniki pod-
kreslone.
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Warunki poczatkowe musza by¢ okreslone dla podstawowych niewiado-
mych 9(),y(:),w(:),v(-). Warunki brzegowe na wszystkich brzegach, tj. x=0, H;
x=0, L,, x3=0, L3, nalezy sformutowaé¢ dla makrotemperatury 3 oraz makro-
przemieszczen w, natomiast dla amplitudy fluktuacji temperatury y oraz ampli-
tud fluktuacji przemieszczen v tylko na brzegach x,=0, L,, x3=0, L3;. Ponadto,
rozwiazania S(-),y(-),w(-),v(-) maja fizyczny sens tylko wtedy, gdy spelnione sa
warunki 9(,&,7),y(,&,1),w(,&,1), v(;,&,¢) € SVH(CL,L0) . Warunki te mozna wyko-
rzysta¢ do oceny a posteriori parametru tolerancji 8, czyli takze do weryfikacji
poprawnosci fizycznej otrzymanych wynikow.

5.2.2. Model asymptotyczny

W tym podrozdziale, tak jak w 5.2.1, korzystamy z rownan sprzgzonej termo-
sprezystosci (5.4), ktéore mozna otrzymaé z rozszerzonej zasady stacjonarnosci
dziatania zastosowanej do funkcjonatow D(-), (5.1), L(*), (5.2), oraz p(*), f(*),
(5.3). Stanowi to punkt wyjscia procedury modelowania.

Podobnie jak w poprzednich rozdzialach, w modelowaniu asymptotycz-
nym wprowadzamy parametr €€(0,1], przedziat [, =[-eA/2,eA/2] oraz e-ko-
morke [.(x)=x+0J, o srodkuw xeQ.

Podstawowe zatozenie modelowania asymptotycznego, tj. asymptotyczna
dekompozycja (2.18), przyjmuje postac:

e dla pola temperatury 7(x,E,?)

Ti(x,2,8,0) = 9(z,8,0) + £8.(x, 2)y(2,5,0), (5.10)
e pola przemieszczen u(x,&,f) w postaci
u,(x,2,8,1) = W(z,E,0) + ehy(x,2)V(z,E,1), (5.11)

gdzie zell(x),§eE, te(t,t), oraz funkcje 3, vy, w, v sg ciagle i ograniczone
w Q Igcznie ze swoimi pierwszymi pochodnymi. Korzystajac z oznaczen
(2.19), pochodne (2.20) dla temperatury mozna zapisa¢ jako:

a_Ts(va9a9t) = a_S(Zagat) + égs(x’z)\V(_Z,%,t) + sgg(x,z)é\v(z,ﬁ,t), (5 12)
VI(x,2,8,0) = VI(z,8,0) +£8.(x,2) Vy(z2,5,0),

a dla przemieszczen:

ou,(x,z,8,1) = oW(z,&,1) + Oh,(x,2)V(z,&,1) + eh,(x,2)OV(z, &, 1),

iy _ AY = (5.13)
Vu,(x,z,E,t)=VwW(z,E,t) + eh.(x,2)VV(z,E,1).
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Uwzgledniajac €0 i korzystajac ze wzorow (2.21), zaleznosci (5.10)-(5.11)
oraz (5.12)-(5.13) przyjmuja postac:

T,(x,2,8,0) = 3(x,§,0) + O(¢),

u,(x,z,81)=w(x,& 1)+ 0(e),

0T (x,2,8,1) = 0(x,§,1) + 0Z(x, 2)y(x,§,0) + O(e), (5.14)
VT.(x,2,Et)=VIx,E1)+O0(e), )
oug(x,z,&,t)=0ow(x,E, 1)+ 3%78(x, 2)v(x,E,)+O(¢),

Vu,(x,2,&,t) = Vw(x,E,1) + O(¢).

Dokonujac przejscia z parametrem € do zera, w powyzszych formutach pomija-
my sktadniki O(g).
W nastepnym etapie modelowania wprowadzamy rodzing £, funkcji

Zg = Z(X, z/ g, Vw(x,&sat)a W(x,éa t)s W(x: &.:: t)’ V(xaéa t)s VS(X, éa t)’ S(Xa éa t)s \V(x, &.” t))’
zel.(x),xeQ,t (1),

ktore sa funkcjami Lagrange’a w funkcjonatach dziatania:

Dy (W.v.9.y.p. /) = [ [ [ (C(x.2/ &V, W, w.v.V9,9,y.p. f )didEd.
0z

Wykorzystujac procedure modelowania asymptotycznego (takze dla parametrow
p. /), w ktorej dla e—0 funkcje £, zmiennej z/e, z<[J,(x), daza do usrednionej
funkcji Lagrange’a Lo, (2.23), przyjmujacej postac

Lo(x, VW(x,8,0), W(x,8,1), W(x,8,1), V(x,8,1), VI(x,E,1), 8(x,&,0), W(x,&, 1)) =
L J‘ L(x,z,VW(x,&,1) + 0h(x,2)v(x,&,1), W(x,E,1), W(x,E,1), cen. (5.15)
B V(x,E,1)+08(x,2)y(x,8,1),9(x,&,1))dz ’ ’

O(x)

asymptotyczny funkcjonat dziatania mozna zapisa¢ jako

tl
Dl (W, v, 9,95, /) = [[ [ Lo(x, VW, W, W, v,V 9.9,y p, )dtdedx.

Q=1

Usredniajac  asymptotycznie 1 korzystajac z dekompozycji (5.10)-(5.11)
oraz wyrazen (5.14), otrzymujemy funkcje Lagrange’a Lo, (5.15):

Ly=3(VS<K>-V3+y<og-K-0g>y+
+V9<K-0g>y+y<og-K>-Vi+
+<p>W-W-VwW<C>»>Vw-v-<0h-C>Vw-—
-Vw<C-0h>-v—v-<0h-C-0h>-v)+< f>3+<p>w,

(5.16)
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z <p> oraz <f> zdefiniowanymi rownaniami konstytutywnymi:

< f>=<c>%+<0OB> -Vw+<OB-0h >V,

<p>=<B>-V3+0-<B>9. (5.17)

Stosujac rozszerzong zasade stacjonarno$ci dzialania do usrednionej funkcji
Lagrange’a (5.16) i traktujac wyrazenia (5.17) jak parametry, otrzymujemy row-
nania Eulera-Lagrange’a:
V- (<C>»Vw+<C-0h>Vv)-<p>w=<B>-V3+0-<B>9,
<0h-C-0h>v=-<C-0h>Vw-<B-0g >3,
V- (<K>V3+<K:-0g>y)-<c>9=<0B>-Vw+<O;B-0h > v,
<0g-K-0g>y=—<0g-K>-VS.

(5.18)

Powyzsze rownania wraz z asymptotycznymi dekompozycjami (5.10)-(5.11)
reprezentuja model asymptotyczny, ktory opisuje zagadnienia termosprezystosci
w laminatach o poprzecznej gradacji wlasnosci. Rownania (5.18) to réwnania
o gtadkich, wolnozmiennych wspdtczynnikach, w przeciwienstwie do rownan
(5.4) o wspotczynnikach nieciaglych i silnie oscylujacych. Ponadto rownania te
nie uwzgledniajg wplywu wielko$ci mikrostruktury laminatu.

Zauwazmy, ze rownania (5.18) mozna tatwo otrzymaé¢ z réownan (5.9)
modelu tolerancyjnego, pomijajac w nich sktadniki podkreslone, zalezne od
parametru mikrostruktury.

W modelu asymptotycznym nalezy sformulowaé warunek poczatkowy
1 warunki brzegowe tylko dla makrotemperatury 9 oraz makroprzemieszczen w.
Funkcje 3(-),y(-),w(),v(-) muszg spelnia¢ warunki 3(,&,7),w(-&,1) e SVI(Q,),
w(-&,1), v(,&,1) e SVH(Q,0) .



6. Ptyty cienkie tolerancyjnie-periodyczne

6.1. Wprowadzenie

W tym rozdziale obiektami rozwazan sg cienkie, liniowo-spr¢zyste ptyty, wyko-
nane z dwoch materiatéw. Zaktada si¢, ze wlasnosci makroskopowe (usrednio-
ne) ptyt mogg zmienia¢ si¢ w sposob ciagly w ptaszczyznach réwnoleglych do
ptaszczyzny Srodkowej ptyty wzdluz dwoch prostopadlych kierunkéw. Nato-
miast w skali mikro oba materialy sg rozmieszczone w sposdb tolerancyjnie-
periodyczny wzdtuz tych kierunkoéw. Fragment takiej plyty jest przedstawiony
narys. 6.1.

Rys. 6.1. Fragment cienkiej ptyty o budowie tolerancyjnie-periodycznej
(por. Jedrysiak i Michalak (2010))

W skali mikro tego rodzaju ptyty sa zbudowane z wielu matych elementow,
zwanych ,.komorkami”, ktére odmiennie niz w ptytach periodycznych, por.
Jedrysiak (2001b), nie sa powtarzalne. Zakladamy, ze sgsiadujace z sobg komor-
ki moga by¢ prawie identyczne, natomiast komorki odlegle — moga si¢ od siebie
bardzo rézni¢. Natomiast w skali makro wlasnosci plyty w plaszczyznach row-
nolegtych do ptaszczyzny srodkowej sa opisane funkcjami wolnozmiennymi.
Plyty te mozemy nazywac cienkimi plytami tolerancyjnie-periodycznymi badz
cienkimi ptytami o funkcyjnej (poprzecznej) gradacji wiasnosci, por. Jedrysiak
(2010), Jedrysiak 1 Michalak (2010).
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Piyty rozpatrujemy w prostokatnym kartezjanskim uktadzie wspotrzed-
nych Oxx,x;, natomiast czas jest oznaczony przez t, te(fyt). Indeksy dolne
i, J,... (zwiazane z uktadem Oxx,x3) przyjmuja wartosci 1, 2, 3, indeksy dolne
o, B,... (zwigzane z Ox;x,) — warto$ci 1, 2, a gorne indeksy A4, B,... — wartosci
1,...,N; zachowana jest konwencja sumacyjna dla tych indekséw. Ponadto 0, sa
pochodnymi wzgledem wspotrzednych x,, o=1,2, O, s=0,...0s. Oznaczajac
X=(x1,X2), 7=X3, niezdeformowana ptyta zajmuje obszar
IN={(x,2):-d(x)/2<z<d(x)/2, xeQ}, gdzie d(-) jest gruboscia plyty, a QQ — plasz-
czyzng srodkowa, zdefiniowang jako Q=(0,L,)x(0,L,).

W plytach tolerancyjnie-periodycznych  mozemy  wprowadzi¢
,.komorke” O=[-A /2,0, /2]%[-Ay /2,5 /2] w  zbiorze Q oraz
Ox)=0(x,x0) =[x =M /2, + 0 /2] %[ % =Ny /2,x, + A, /2], begdacg komorka
o $rodku w punkcie xeQ, gdzie A, A, s3 jej dlugos$ciami wzdtuz osi x;, x,. Wiel-
ko$¢ komorki okresla staly parametr A, zdefiniowany jako A=((Ai)*+(A2)%)"
Zaktadamy, ze parametr ten spetnia warunek A<<min(L;,L,). Parametr ten na-
zwaC mozna parametrem mikrostruktury. Dodatkowym zatozeniem jest
max(d)<<h.

Ponadto przyjmujemy, ze grubos¢ ptyty d moze by¢ funkcja tolerancyjnie-
periodyczng argumentu X, a sktadniki tensora modutéw sprezystosci 4y, ggstose
masy p moga by¢ funkcjami tolerancyjnie-periodycznymi x oraz parzystymi z.
Zakladamy tez, ze poziome plaszczyzny sg plaszczyznami symetrii sprezyste;j.
Stad A3,8,=A333,=0 oraz Aqpys, Aapss, A3333 sa rézne od zera. Ugiecie plaszczyzny
srodkowej w punkcie xeQ oznaczmy przez u(x,t), a obcigzenia pionowe
(wzdhuz osi z) przez p(x,t).

Rozwazania przedstawione w tym rozdziale sg oparte na dobrze znanych
zatozeniach teorii plyt cienkich Kirchhoffa, tj. zwigzkach kinematycznych,
zwigzkach odksztalcenia-przemieszczenia, zwigzkach naprezenia-odksztatcenia
(z zalozeniem ptlaskiego stanu naprezenia), por. Timoshenko i Woinowky-
Krieger (1959), ksigzka pod red. Cz. Wozniaka (2001), Jedrysiak (2001D).

W nastepnych podrozdziatach zostang wyprowadzone usrednione réwna-
nia modelu tolerancyjnego i modelu asymptotycznego, opisujace drgania cien-
kich plyt tolerancyjnie-periodycznych, a nastgpnie pokazane beda zastosowania
tych modeli w przypadku analizy drgan swobodnych.
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6.2. Réwnania usrednione
6.2.1. Model tolerancyjny

W tym podrozdziale wyprowadzimy usrednione rownania cienkich ptyt toleran-
cyjnie-periodycznych. Korzystajac z  warunkéw  symetrii, oznaczmy
CaﬁyésAqﬁyg—Aap33A7533(A3333)_1. Wprowadzmy réwniez nastgpujgce oznaczenia
funkcji tolerancyjnie-periodycznych:

d/2 d/2 d/2
n®= [px.2)dz, 9X)= [p(x.2)2%dz, Buys(X)= [Cops(x.2)z%z, (6.1)
—d/2 —d/2 -d/2

opisujacych takie wlasnosci ptyty, jak: gestos¢ masy na jednostke powierzchni,
inercje obrotowg, sztywnosci zginania.
Ponadto wzor (2.2) okreslajacy usrednienie funkcji f przyjmuje postaé
<f>@=7 [f(yay, xeQ (6.2)
O(x)
W przypadku gdy f jest funkcja tolerancyjnie-periodyczna, to <f>o(x), x€Q,
jest wolnozmienna funkcja bedaca w tolerancji z funkcja <f>(x).
Postepujac zgodnie z procedura przedstawiong w rozdziale 2, zaktadamy,

ze zagadnienia dynamiczne ptyt cienkich sa opisane funkcjonalem dziatania
(2.9), przyjmujacym postac

4
D(u, p) = [ [ L(y,04,1,u, p)didy, (6.3)

Q4
w ktorym funkcja Lagrange’a £ jest okreslona wzorem
L=K-E+F, (6.4)

gdzie: £ to energia potencjalna, X — energia kinetyczna, F — praca sit zewnetrz-
nych. Korzystajac z zatozen teorii ptyt cienkich, wyrazenia na & K, F mozna
zapisa¢ w postaci:

g = %Baﬁygaasuay5u, IC = %(uuu + Sﬁauaﬁuﬁaﬁ), f = pu. (65)
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W dalszych rozwazaniach bedzie pomijany wptyw inercji obrotowej rozpatry-
wanej plyty cienkiej, opisany przez sktadnik podkreslony we wzorze na energie
kinetyczng. Po podstawieniu (6.5) do (6.4) funkcja Lagrange’a £ ma postac

L =5 (tith — Byp,504p0y51t) + pu. (6.6)

Funkcja L(,,0,u,t,u, p) jest tolerancyjnie-periodyczng, silnie oscylujaca funkcja
argumentu x, xeQ.

Korzystajac z zasady stacjonarnosci dziatania dla funkcjonatu dziatania
D, (6.3), i funkcji Lagrange’a L, (6.6), otrzymujemy rownanie Eulera-
Lagrange’a opisujace zagadnienia dynamiczne cienkich ptyt, ktére mozna przed-
stawi¢ w postaci

(’9(15(3043758@1/!) + Hu =p. (67)

Podstawowa niewiadoma jest ugiecie u(x,f), X=(x,x,)€Q, te(f,t), ktore
musi spetnia¢ odpowiednie warunki regularnosci.

Roéwnanie (6.7) to rownanie rozniczkowe czastkowe o silnie oscylujacych,
tolerancyjnie-periodycznych, nieciagltych wspotczynnikach funkcyjnych. Row-
nanie to nie jest wigc wygodne w zastosowaniach do analizy zagadnien szcze-
g6lnych. Punktem wyjscia tolerancyjnego modelowania jest funkcjonat dziatania
D, (6.3), wraz z funkcjg Lagrange’a £, (6.6). Sformulowanie tych funkcji sta-
nowi pierwszy etap procedury modelowania.

W drugim etapie przyjmuje si¢ mikro-makro dekompozycje podstawowe;j
niewiadomej, czyli ugigcia plyty u(x,t)

u(x,t) = w(x,£) + hA(X)A(x,£), (6.8)

gdzie w(-1),vA(,t) e SVZ(Q,[]) dla kazdej chwili te(#,t;). Podstawowsa niewia-
domg jest funkcja w, ktorg nazywamy makrougieciem, a dodatkowymi niewia-
domymi kinematycznymi sa funkcje v, 4=1,...,N, nazywane amplitudami fluk-
tuacji ugiecia. Natomiast funkcje h4(:) € FS(CL,L) sa fluktuacyjnymi funkcjami
ksztaltu, postulowanymi w kazdym szczeg6lnym, analizowanym zagadnieniu.
Poniewaz funkcje te powinny opisywac charakter oscylacji ugigcia plyty, wywo-
fanych jej niejednorodno$cia, mozna je przyjmowac jako rozwigzania (doktadne
lub przyblizone) pewnego zagadnienia wilasnego dla komorki [(x), por.
Jedrysiak (2001b, 2009).

W trzecim etapie modelowania rozwazania ograniczamy do dowolnej, ale
ustalonej komorki [I(x), xeQ. Korzystamy z tolerancyjnych przyblizen
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Eaﬁys(x,-), fix,) w Ux) funlicji Bogys(X,), W(X,) zdefiniowanych przez (6.1)
oraz zakladamy, ze <[(x,)h4(x,)>=0. Stosujac procedure tolerancyjnego
usredniania, przedstawiona w podrozdziale 2.3, otrzymujemy usredniony funk-
cjonat dziatania przy mikro-makro dekompozycji (6.8) dla komoérki [J(x)

L
D,(w,v4, p)= II< L), > (y,0,w,w,w,vA,v4, p)dtdy,

Q1

z usredniong funkcja Lagrange’a £ wyrazong wzorem podobnym do (6.4)

<Ly>=<K>-<E>+<F>. (6.9)

Oznaczajac:

A

B‘XBYS =< B(xﬁ“{B >, B&‘IB =< Baﬁygaygh’q >, BAB =< BQBYBaQBhAaV5hB >,

6.10
A=<p>, uAB =< ph4hB >, p=<p>, pA=<ph?>, (6.10)

oraz wykorzystujac wyrazenia na usredniong energi¢ potencjalng <&>, usrednio-
ng energi¢ kinetyczng <K>, usredniong prace sit zewnetrznych <F>:

<E>= %(f?aﬁys@aﬁw@ysw +2BB0 swvB + BAByAyE),

6.11
<K >=L (i + paBvavs), <F >= pw+ pivi, (6.1)

funkcja < £, > przyjmuje postac¢

<Ly >=1(iw+paByAps — Baﬁysauﬁwaww —2B%0,swvE — BAByAyE) +

12
+pw+ pAvA, (6.12)

gdzie sktadniki podkreslone zaleza od parametru mikrostruktury. Korzystajac
z zasady stacjonarno$ci dzialania dla usrednionej funkcji Lagrange’a (6.12),
otrzymujemy usrednione rownania Eulera-Lagrange’a:

aaB(BuByéay?SW +B&vE) +wv=p,

(6.13)
Bilyow -+ BABVE 4 ABYB = pA.

Roéwnania (6.13), wraz z mikro-makro dekompozycja (6.8), stanowig narzedzie
do analizy zagadnien dynamicznych cienkich ptyt tolerancyjnie-periodycznych
w ramach modelu tolerancyjnego. Wspotczynniki rownan (6.13) sa gladkimi,
wolnozmiennymi funkcjami argumentdw x;, x,, w przeciwienstwie do wspot-
czynnikow rownania (6.7) — nieciaggtych i silnie oscylujacych. Réwnania (6.13)
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uwzgledniaja wptyw wielko$ci mikrostruktury ptyty w zagadnieniach dyna-
micznych poprzez zalezne od parametru mikrostruktury sktadniki podkreslone.

Warunki poczatkowe nalezy okresli¢ dla podstawowych niewiadomych w,
v! (dwa warunki dla kazdej). Warunki brzegowe na wszystkich brzegach, tj.
x1=0, Ly; x;=0, L,, musza by¢ sformutowane dla makrougi¢cia w (facznie cztery
warunki). Ponadto, rozwiazania w, v' majg fizyczny sens wtedy, gdy spelnione
sg warunki w(. ), v4(,¢) e SVZ(2,0), ktéore moga by¢ wykorzystane do weryfi-
kacji poprawnosci fizycznej otrzymanych wynikow.

6.2.2. Model asymptotyczny

Punktem wyjscia procedury modelowania asymptotycznego jest rOwnanie opisu-
jace zagadnienia dynamiczne rozpatrywanych ptyt (6.7), ktére mozna otrzymac
z zasady stacjonarnosci dziatania zastosowanej do funkcjonatow D(-), (6.3),
L(+), (6.6).

W modelowaniu asymptotycznym wprowadzamy parametr e<(0,1], prze-
dzial [0, =[-e\,/2,e\,/2]x[-eN,/2,eN,/2] oraz e-komoérke [ (x)=x+0],
o $rodku w punkcie x€ Q.

Podstawowe zatozenie modelowania asymptotycznego, tj. asymptotyczna
dekompozycja (2.18), dla ugigcia u(x,f) ma postac

us(xa y’t) = W(y9t) + S}TSA(X’ y)VA(y,t) 5 (6. 14)

gdzie y e[0.(x), € (t,1), oraz funkcje u, w, v! (4=1,...,N) sa ciagle i ograniczo-
ne w Q wraz ze swoimi pierwszymi pochodnymi. Korzystajagc z oznaczen
(2.19) pochodne (2.20) dla ugiecia mozna zapisac jako

Oty (%,Y,1) = (¥, 1) + Do (X, YAy, 1) + ERA(X,¥)OvA(Y,1).  (6.15)
Uwzgledniajac €e—0 1 korzystajac ze wzorow (2.21), zaleznosci (6.14)-(6.15)
przyjmuja postac:

u(X,y,t) =w(x,t)+O(¢),

aqug(X,y, t) = auW(X’t) —+ éufl;A(X, y)VA(X, t) + 0(8) (6 1 6)

Dokonujac przejscia z parametrem € do zera, w powyzszych wzorach pomijamy
sktadniki O(g).
Kolejny etap modelowania to wprowadzenie rodziny £, funkcji
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L. =L(X,y/e,0,W(X,1), W(X,£), w(X, 1), vA(X, 1)), ye.(x),xeQ,te(t.1),
ktore sg funkcjami Lagrange’a w funkcjonatach dziatania

Dé(w,vd) = IJ;ZIZS(X,y/a,aaw, W, w,v4)dtdx.
Q 0

Korzystajac z procedury modelowania asymptotycznego, w ktorej dla e—>0
funkcje £, zmiennej y/e, y €[1.(x), daza do usrednionej funkcji Lagrange’a £,
(2.23), w postaci

Lo(X,0,W(X,1), (X, 1), w(X,1),v4(X,1)) = ﬁ JZ(X, Y,0,W, W, w,v4)dy, x € Q, (6.17)

H(x)

asymptotyczny funkcjonat dziatania mozna zapisac jako

Dy(wv)= leﬁo(x,aaw,w,w,vfl)dtdx.
Q 0

Usredniajgc asymptotycznie i wykorzystujac dekompozycje (6.14) oraz wyraze-
nia (6.16), otrzymujemy funkcje Lagrange’a Ly, (6.17):

Ly =3(w— Baﬁygaaﬁwaysw —2Bj0,swvB — BAByAVE) + pw, (6.18)

Po zastosowaniu zasady stacjonarno$ci dzialania do usrednionej funkcji
Lagrange’a (6.18), otrzymujemy rownania Eulera-Lagrange’a:

aa[}(g(xﬁyﬁayﬁw + BOILgBVB) + plW = ﬁ s

(6.19)
Biidpw -+ BABVE =0,

Powyzsze rownania razem z asymptotyczng dekompozycja (6.14) reprezentuja
model asymptotyczny, opisujacy zagadnienia dynamiczne plyt tolerancyjnie-
periodycznych (o poprzecznej gradacji wiasnosci) na poziomie makro. Rowna-
nia (6.19) sg rownaniami o gladkich, wolnozmiennych wspotczynnikach,
w przeciwienstwie do rownania (6.7) o wspolczynnikach nieciaglych i silnie
oscylujacych. Ponadto rownania te nie uwzgl¢dniaja wpltywu wielko$ci mikro-
struktury ptyty.

Latwo zauwazy¢, ze rownania (6.19) mozna otrzymaé z réwnan (6.13)
modelu tolerancyjnego, pomijajac w nich skladniki podkreslone, zalezne
od parametru mikrostruktury.
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W modelu asymptotycznym formutujemy warunki poczatkowe i warunki
brzegowe dla makrougiecia w. Funkcje w, V' musza spetniaé warunki
W(': t)a VA(': t) € SI/SZ(Qa‘:‘) .

6.3. Wybrane zagadnienia — drgania swobodne pasma
plytowego

6.3.1. Wprowadzenie

W tym podrozdziale, jako przyktad zastosowania rownan modelu tolerancyjnego
i asymptotycznego, rozpatrzymy drgania swobodne ptyty o rozpietosci L=L,
wzdtuz osi x| oraz nieograniczonej wzdtuz osi x,, czyli tzw. pasma ptytowego.
Zakladamy, ze grubo$¢ d pasma jest stata oraz wlasnosci materiatowe sa nieza-
lezne od wspotrzednej x,. Fragment takiego pasma pokazano na rys. 6.2,

sz//
- |

L=L,
Y 27X,

Rys. 6.2. Fragment pasma ptytowego o budowie tolerancyjnie-periodyczne;j
(por. Jedrysiak (2010))
Oznaczmy x=x,, z=x3, L=L,. W rozpatrywanym przypadku xeQ=(0,L), a komor-
ka podstawowg jest przedziat (J=[-A/2,1/2] w zbiorze Q. Zatem A jest dlugo-
$cig komorki, spetniajacg warunki d<<A<<L, ktéra nazywamy parametrem mi-
krostruktury. Ponadto, komérka o srodku w punkcie xe(Q2 jest oznaczona przez
Ux)=[x—-A/2,x+A/2].

Przyjmujemy, ze pasmo plytowe wykonane jest z dwodch sprezystych, izo-
tropowych materiatow o wlasnosciach okreslonych przez moduty Young’a E,
E", wspblczynniki Poisson’a V', v" oraz ggstosci masy p’, p”. Zaktadamy, ze
Ex), p(x), xeQ, sa tolerancyjnie-periodycznymi  funkcjami x,
E(),p(-) e TRA(Q,0) c H(QQ), natomiast wspotczynnik Poisson’a v=v'=v" jest
staty. Zatem, przy warunku, ze E'#E" oraz/lub p'#p” budowa materialowa pa-
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sma moze by¢ uwazana za funkcyjnie zmienng wzdhuz osi x, czyli jest to pasmo
o funkcyjnej (poprzecznej) gradacji wlasnosci.

6.3.2. Rownania usrednione

Korzystajac z definicji funkcji tolerancyjnie-periodycznych (6.1), opisujacych
wlasnosci ptyty, otrzymujemy dla rozpatrywanego pasma ptytowego:

nx)=dp(x),  B(x)=mitmE(x), (6.20)

Rozpatrujac zagadnienie drgan swobodnych mamy p=0. Ugiecie pasma jest
oznaczone przez u(x,t), xeC2, te(fy,t); natomiast pochodna wzgledem x jako
0=0,. Ponadto zaktadamy, ze w mikro-makro dekompozycji (6.8) ugiecia mo-
zemy przyja¢ tylko jedng fluktuacyjng funkcje ksztaltu, tj. A=N=1, czyli
h(x)=h'(x), por. Jedrysiak (2001b, 2009). Zatem wzor (6.8) ma postaé

u(x,t) =w(x,t)+h(x)v(x,1), (6.21)

gdzie w(,1),v(,,t) e SVZ(QQ,) dla kazdej chwili te(t,t), oraz h(-) e FS2(Q,[]) .
Wprowadzajac oznaczenia:

B=B,,,,=<B>  B,=B},=<B0ooh>, B\=<Boohooh>,

A=<p>, ptt =<phh>, (622)
réwnania (6.13) modelu tolerancyjnego mozna zapisa¢ w postaci:
00(Boow + B, v) + =0,
( 1)+ (6.23)
B, ,0ow + Blly + ity = 0.
Natomiast rownania (6.19) modelu asymptotycznego majg postac:
00(Boow + B, v) +iv=0,
( 1)+ (6.24)

BllaaW+BllV:O.

Wyznaczajac z rownania (6.24), amplitude fluktuacji v oraz wstawiajgc do row-
nania (6.24), otrzymujemy tylko jedno roéwnanie dla makrougiecia w
00[(B —(B,,)?/ B'oow]+ v =0. (6.25)

Réwnania (6.23) oraz (6.25) sa rownaniami o wolnozmiennych wspdtczynni-
kach funkcyjnych.
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6.3.3. Przykiad — zastosowanie metody Ritza

Zat6zmy, ze wlasno$ci pasma ptytowego sa opisane nastgpujacymi funkcjami:

o, dla ze(@—y (M2 30+7(N/2),

p(-2)= {p”, dla  ze[0,(—y()h/210[(4yepns2.0], (620
(B, dla ze(@—y())/2(0+y())N/2),

E(,2)= {E dla  ze[0,(1—y()A/2l0[(+y(om/2.4], (€27

gdzie y(x) jest funkcjq rozkladu wlasnosci materiatowych, por. rys. 6.3.

d E. o

e N s

EH’ p!! ) B EH’ pH
0Ss symetrii

vz

(I=y()N ¥ YEOA 2 (=)
A

Rys. 6.3. Komorka pasma plytowego tolerancyjnie-periodycznego

Dla przyjetej komorki U(x), xeQ, pasma, pokazanej na rys. 6.3, zakladamy
periodyczne przyblizenie fluktuacyjnej funkcji ksztattu 4(x) w postaci

B (x,z)=N[cos(2nz/A) +c(x)], zel(x), xeQ,

gdzie c(x) obliczamy z warunku <[l >=0. Wielko$¢ c(x) jest funkcja wolno-
zmienng argumentu x i ma postac

sin[n7(x)](p'—p") ’
TP T(x)+pTL=T(x)]}

gdzie J(x) periodycznym przyblizeniem funkcji rozkladu wiasnosci y(x). Przy
wyznaczaniu pochodnych fluktuacyjnej funkcji ksztattu ok, 00h wielko$é c(x)
traktujemy jak statg. Stad:

Oh(z)=—-2mAsin(2nz/1), O0h(z)=—4m2cos(2nz/1A) .

c=c(x)=

Poniewaz znalezienie analitycznych rozwiazan réwnan modelu toleran-
cyjnego (6.23) lub modelu asymptotycznego (6.25) w ogdlnym przypadku nie
jest mozliwe, mozna zastosowac przyblizony sposob rozwigzania.
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Na przyktad, przyblizone wzory czgstosci drgan swobodnych mozna
otrzymac, korzystajac z metody Ritza, por. Jedrysiak (2001b, 2010), Jedrysiak
i Michalak (2010). W tej metodzie wyznaczamy wyrazenia okreslajagce maksy-
malng energi¢ potencjalng &,,, oraz maksymalng energi¢ kinetyczng I,
uktadu. W tym celu, w przypadku pasma ptytowego o rozpigtosci L zaktadamy
przyblizone postacie rozwigzan, tj. makrougiecia w(x,f) oraz amplitudy fluktu-
acji v(x,t):

w(x,t) = A,D(ox)cos(w?), v(x,t) = A, ¥ (ox)cos(wi), (6.28)
gdzie a jest liczbg falowa, o jest czgstoscia drgan swobodnych, @(-) oraz V()
sg tzw. funkcjami wlasnymi (postaciami drgan swobodnych) dla makrougiecia
oraz amplitudy fluktuacji, odpowiednio, spetniajacymi zadane warunki brzego-

we dla x=0, L.
Wprowadzmy oznaczenia dla drugich pochodnych funkcji @(-) 1 (-):

86D (oux) = 02D (0x), 80 (o) = 02 P (ax), (6.29)

oraz wspotczynnikow:

L
B =13 [{E = 7(0)]+ T(x) B} [@(owx) P,
0

B = T{(E’—E”)[2Tc7(x)+sin(2n7(x))]+2nE"} [P (o) Pdx,
0

~3(12)

3(1-v2)

B=- (F'-FE ”)Jé sin(ny(x))® (o) (owx)dx,
0
f=d [ {{1-7(x)]p"+ F(x)p'} [D(owx) ek, (6.30)
1 =4 [ (0= p")[27T(x) + sin(2y (x))] + 2mp"} [¥(0ux) Pelx +
0

+

Al

L
(0= p") (D) [me(x)¥(x) — 2sin(mT(x) ][ ¥ (ox) el +
0
+dp" [[e(x) P[¥ (o).
0

Korzystajac z (6.28), mozemy zapisa¢ wyrazenia okreslajace maksymalna ener-
gi¢ — potencjalng &, 1kinetyczng I, , pasma ptytowego:
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Emax = L[(BA, 02 —2BA4,4,)02 + B4,

6.31
Koo =34 04 4 M0, (©3D
Dla energii (6.31) stosujemy warunki metody Ritza:
6(8max — ,Cmax) =0 a((S,max — Kmax) =0
04, ’ 04, ’
otrzymujac uktad liniowych réwnan algebraicznych:
A,(Ba* —o0’f)— B4, =0,
— A,Ba2 + A,(B - o)) =0. (6.32)
Przyrownujac wyznacznik uktadu rownan (6.32) do zera dostajemy:
(o 2 (@ TEB + 1B B0~ BT + 4(h) B
[ L7 _ (6.33)
(@,) = (0 *BB+ B+ \/ [B(oA)*E— OB +4(a))* B2 ,
2ppa

gdzie o_ oraz ®, sg, odpowiednio, nizszq oraz wyzszq czestoscig drgan swobod-
nych w modelu tolerancyjnym.

Postepujac w podobny sposob w ramach modelu asymptotycznego, okre-
$lonego réwnaniem (6.25), po zastosowaniu metody Ritza otrzymujemy wzor

=288 (6.34)
s
na czestos¢ drgan swobodnych @ w modelu asymptotycznym.

Zauwazmy, ze model tolerancyjny pozwala bada¢ wplyw mikroniejedno-
rodnej budowy pasma ptytowego w postaci wyzszych czgstosci drgan swobod-
nych, (6.33),, natomiast zastosowanie modelu asymptotycznego prowadzi tylko
do podstawowej, nizszej czestosci drgan, (6.34).

6.3.4. Wyniki obliczen

W przyktadzie obliczeniowym rozpatrzymy cztery rézne sposoby podparcia
pasma ptytowego na koncach, tj.:
1° pasmo obustronnie przegubowo podparte

D(0) = 90D(0) = D(L) = 96D(L) =0; (6.35)
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2° pasmo obustronnie utwierdzone

O(0)=0D(0)=D(L)=0D(L)=0; (6.36)

3° pasmo lewostronnie utwierdzone, prawostronnie — przegubowo
podparte

O(0)=0D(0)=D(L)=00DP(L)=0; (6.37)

4° pasmo wspornikowe
®(0) =0D(0) = 00D(L)=000D(L)=0. (6.38)
Wykorzystujac funkcje trygonometryczno-hiperboliczne Krytowa-Pragera

S(ox) =Z[cosh(ax) +cos(ax)],  T(ox)=4[sinh(owx)+sin(owx)],

U(ax) =1[cosh(ox) —cos(ox)], ¥ (ox)=Z[sinh(ox)—sin(ow)], (6.39)

funkcje wiasne @(-) oraz W(-) z rozwigzan (6.28) przyjmujemy w postaci jak dla
pasma jednorodnego, spetniajacej powyzsze warunki brzegowe (6.35)-(6.38), tj.:
1° pasmo obustronnie przegubowo podparte

®O(owx) =sin(ox), W(ow) =sin(ox); (6.40)

2° pasmo obustronnie utwierdzone

(aux) = ¥(0) = Ul(cnx) Sy ) (6.41)

3° pasmo lewostronnie utwierdzone, prawostronnie — przegubowo
podparte

O(owx) = ¥Y(ox) =U(ax) —coth(al)V (ox) ; (6.42)

4° pasmo wspornikowe

®(ox) = ¥(owx) = U(owx) — Snleb)sinlol) iy (6.43)

cosh(al)+cos(ol)

Ponadto rozpatrzymy cztery funkcje rozktadu wiasnosci materiatowych
v(x), przyjmujac ich przyblizenia periodyczne w postaci:
1° wariant nr 1 (¢=1)

Y(x)=sin?(nx/L); (6.44)
2° wariant nr 2 (¢=2)
T(x)=cos*(nx/L); (6.45)
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3° wariant nr 3 (¢=3)

Y(x)=(x/L)?; (6.46)

4° wariant nr 4 ($=4) — pasmo ptytowe periodyczne

Y(x)=y=05. (6.47)

Wprowadzmy bezwymiarowe parametry:

g=oh, n=d/A, e=E"/E', ¢=p"/p,

gdzie g jest bezwymiarowg liczbg falowg; n<<1; ¢, g€[0,1], a takze bezwymia-
rowe parametry czestosci, okreslone wzorami:

(@ P=2 R0, P, (@p=RERe, (6.48)

z czgstosciami o_, ®,, ® wedtug wzordéw (6.33), (6.34).

Wyniki obliczen przeprowadzonych przy wykorzystaniu relacji (6.48) sa
przedstawione w postaci wykresow na rys. 6.4-6.15. Wykresy te sporzadzono
dla czterech funkcji rozktadu wlasnosci materiatowych y(x) przyblizonych wzo-
rami (6.44)-(6.47) (odpowiednie krzywe oznaczono przez ¢=1,2,3,4) oraz czte-
rech przypadkéw warunkow brzegowych, tj. pasma plytowego przegubowo
podpartego (6.35) — rys. 6.4-6.6, pasma obustronnie utwierdzonego (6.36) —
rys. 6.7-6.9, pasma lewostronnie utwierdzonego i prawostronnie podpartego
przegubowo (6.37) — rys. 6.10-6.12, pasma wspornikowego (6.38) -
rys. 6.13-6.15. Przyje¢to, ze grubos$¢ plyty spetnia warunek d/A=0,1, natomiast
liczba falowa o odpowiada pierwszej postaci drgan swobodnych dla kazdego ze
sposobow podparcia pasma, tj. a=n dla (6.35), 0=4,7300 dla (6.36), a=3,9266
dla (6.37) oraz a=1,8751 dla (6.38).

Na rys. 6.4, 6.7, 6.10, 6.13 pokazane sg krzywe parametréw nizszych cze-
stosci w_, @ w zaleznosci od ilorazu modutéw Younga E"/E' (dla p"/p'=0,2;
0,5), a na rys. 6.5, 6.8, 6.11, 6.14 — w zaleznosci od ilorazu gestosci p"/p’
(dla E"/E'=0,4; 0,8). Przy czym, na rysunkach a) sg wyniki dla bezwymiarowe;j
liczby falowej ¢=0,1, a na rysunkach b) — dla ¢=0,2.

Rys. 6.6, 6.9, 6.12, 6.15 przedstawiaja wykresy parametréw wyzszych
czestosci @, w zalezno$ci od ilorazu modutéow Younga E"/E’ (rysunki a) — dla
p"/p'=0,2; 0,5) oraz w zalezno$ci od ilorazu gestosci p”/p’ (rysunki b) — dla
E"/E'=0,4; 0,8). Obliczenia przeprowadzono dla bezwymiarowe;j liczby falowe;j
q=0,1.
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A
7 . 42
2 NTP: ¢=1 — (a) legerf'da,. legenda:
a-p"p=02 | £ a-p"lp'=0,2
iy e
1 1 1 1 1 1 1 . >
0 0.2 04 0.6 08[E7ET1%0 0.2 0.4 0.6 08 [E"ET

Rys. 6.4. Wykresy parametrow nizszych czestosci dla pasma ptytowego przegubowo
podpartego (¢=1,2,3,4) w—E"/E', w_—E"/E": a) dla ¢=0,1; b) dla g=0,2;
(TP — pasmo ptytowe tolerancyjnie-periodyczne, PP — pasmo plytowe periodyczne)

- legenda:
a-E"E'=0,4
b-E"/E'=0,8

PP: ¢=4 — (a)

I legenda:

a-E"/E'=04

b-E"/E'=0,8
1

1 1
09 0,2 04 0,6 0.8[p"/p'T1

OO 0,2

1
0.8 [p"/p']1

Rys. 6.5. Wykresy parametrow nizszych czestosci dla pasma ptytowego przegubowo
podpartego (¢=1,2,3,4) o—p"/p', m_—p"/p": a) dla g=0,1; b) dla ¢=0,2;
(TP — pasmo plytowe tolerancyjnie-periodyczne, PP — pasmo ptytowe periodyczne)
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b)
T T T T
_TPZ 4):3 _ (b) legenda:
— a-E"E'=0,4
TP: (1)*3 — (a) b _ E”/E’:O,S .

— =
TP: ¢=1 - (b)| TP: =2 — (b)]
~= legenda: 5 e~ _
W e 2 =
=4 — (b)

PP: =4 - (b b - p"lp'=0,5 {TP: ¢=2 — (@] TP: ¢=1 - (@)
1 1

1 1 1 1
0 02 04 0.6 08[EET1? o 0.2 0.4 0.6 03[P 7P

Rys. 6.6. Wykresy parametrow wyzszych czestosci dla pasma ptytowego przegubowo
podpartego (¢=1,2,3,4): a) w,—E"/E"; b) ©w,—p"/p’;
(TP — pasmo plytowe tolerancyjnie-periodyczne, PP — pasmo ptytowe periodyczne)

, [w,0_]x107 a)

- —
— —_——

—_—
—

legenda: H 2 | legenda:
a-p"/p'=02 a-p"/p'=02

b-p"lp'=0,5 b-p"/p'=0,5
1 1

1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 08[EET1 %0 0.2 0.4 0.6 08[EETI

Rys. 6.7. Wykresy parametrow nizszych cze¢stosci dla pasma ptytowego obustronnie
utwierdzonego (¢=1,2,3,4) w—E"/E', m_—E"/E": a) dla ¢=0,1; b) dla g=0,2;
(TP — pasmo ptytowe tolerancyjnie-periodyczne, PP — pasmo plytowe periodyczne)
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[@,m_]%107 a) [wm ]x10° b)
2,5 T T T T 10 T T T T

TP: =3 - (b)| _{TP: ¢=2 - (b)] legenda:
/ X0 M bopros
o : R :
S Ry e Y = 0]

\ legenda:

osh

WPP: =4 — (a)‘ a- E"/E':O,4_
TP: $=1 - (a) b-E"/E'=0,8
1 1 1 1 1 1 1 1
09 0,2 0,4 0,6 0.8[p"/p'] 1%0 0.2 0,4 0,6 0,8 [p"/p']1

Rys. 6.8. Wykresy parametrow nizszych czgstosci dla pasma ptytowego obustronnie
utwierdzonego (¢=1,2,3,4) o—p"/p’, w_—p"/p': a) dla ¢g=0,1; b) dla g=0,2;
(TP — pasmo ptytowe tolerancyjnie-periodyczne, PP — pasmo plytowe periodyczne)

8 [w+] T T T T a) 25 [w+] T T T b)
legenda:

7 20 a-E"E'=04 |
b-E"/E'=0,8

_____ 10} |
4 —_ :’:3;; ______ 1 .
Focoo legenda: S )

= ___ a-p"lp'=0,2 7 S |

(PP: g — (b | L2 D) ,

PP: ¢=4 — (b) b-p"lp'=0,5 TP: ¢=1 - (b)] P: =1 (@)

1 1 1 L ’ I I |

! o 04 06 O0S[EET® o 02 04 06 os[pPTI

Rys. 6.9. Wykresy parametrow wyzszych czestosci dla pasma ptytowego obustronnie
utwierdzonego (¢=1,2,3,4): a) w,—E"/E"; b) w,—p"/p’;
(TP — pasmo ptytowe tolerancyjnie-periodyczne, PP — pasmo plytowe periodyczne)
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—_—=

— legenda: 42 legenda:
TP: ¢73 — (b) a- p/l/p!:()’z . a- p!r/pv:O,z |
b-p"lp'=0,5 b-p"lp'=0,5
1 1 1 1 1 1 1 1
09 0.2 0.4 0.6 08[E"/E1 % 0.2 0.4 0.6 08 [E"/ET1

Rys. 6.10. Wykresy parametrow nizszych czgstosci dla pasma ptytowego lewostronnie
utwierdzonego i prawostronnie podpartego przegubowo (¢=1,2,3,4) w—E"/E', w_—E"/E":
a) dla ¢g=0,1; b) dla ¢g=0,2;

(TP — pasmo ptytowe tolerancyjnie-periodyczne, PP — pasmo plytowe periodyczne)

, [w,0_]x107 a) . [w,0_]x107 b)
T T T T T T T T
/m legenda:

a-EYIE=04

16 >\\ b - E"/E'=0,8
S0

T

S

~

legenda: 2
a-E"/E'=0,4
b-E"IE'=0,8
1 1 1 1 1 1 1 1
09 0.2 04 0,6 08[p7p 11 % 0.2 04 0,6 08 [p"p'

Rys. 6.11. Wykresy parametrow nizszych czgstosci dla pasma ptytowego lewostronnie
utwierdzonego i prawostronnie podpartego przegubowo (¢=1,2,3,4) w—p"/p’, m_—p"/p":
a) dla ¢g=0,1; b) dla ¢g=0,2;

(TP — pasmo ptytowe tolerancyjnie-periodyczne, PP — pasmo plytowe periodyczne)
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B o) . . . 3 oo . . . b)

T
legenda:
a-E"E=04"]
\ PoEIE08
1 : T

_ A\
— - I~ \ - N
Hooszzz222m ‘L. ®o2-0)
SEX legenda: {4 — ======-
a-p/p=y, : —
b-p"p'=05 | : TP: ¢=2 — (a)
1 1 1 1 1 1 1 1
20 0.2 04 0.6 08[E7ET° o 0.2 04 0.6 03P 7P

Rys. 6.12. Wykresy parametréw wyzszych czgstosci dla pasma ptytowego lewostronnie
utwierdzonego i prawostronnie podpartego przegubowo (¢p=1,2,3,4):
a) w,~E"/E'; b) w,—p"/p';
(TP — pasmo plytowe tolerancyjnie-periodyczne, PP — pasmo ptytowe periodyczne)

= - TP: ¢=3 - (a)
i

0,5

legenda: legen?a: 0
a-p"lp'=0,2|1 a-p"lp'=02
1"/~ — PP: ¢=4 — (b ") r—
| | | b-gla /p'=0,5 | | b-pl/p 0,5
0 9 0,2 0,4 0,6 0,8[E"/E']1 Oo 0,2 0,4 0,6 0,8 [E"/E'] 1

Rys. 6.13. Wykresy parametréw nizszych czestosci dla pasma plytowego
wspornikowego (¢=1,2,3,4) o—E"/E', w—E"/E": a) dla ¢=0,1; b) dla ¢=0,2;
(TP — pasmo ptytowe tolerancyjnie-periodyczne, PP — pasmo plytowe periodyczne)
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[w,0_]x107 a) _ [wo]x107° b)
2 T T T T 7 T T T T
N legenda:

6 : a-E"E'=04
: b-E"/E'=0,8 |

_

—

-~

legenda: E

TP: ¢=1 — (@) a-E"/E'=0,4
(TP ¢=3 - )| [TP: 03 -] b-E"/E=08
1 1 1 1 1 1 1
%0 o,lz 04 0,6 08[p"p']1 % 0,2 04 0,6 08[P"P'11
Rys. 6.14. Wykresy parametrow nizszych czestosci dla pasma plytowego
wspornikowego (¢=1,2,3,4) w—p"/p’, w_—p"/p': a) dla ¢=0,1; b) dla g=0,2;
(TP — pasmo ptytowe tolerancyjnie-periodyczne, PP — pasmo plytowe periodyczne)
7 [w+] T T T T a) 14 [w+] T T T T b)
legenda:
12 a-E"/E=04"]
10 b-E"/E'=0,8 |
8 -
6 -
4 i ———
legenda: i ——1
i a-p"lp'=02 1, TP =3 - (0)] |
b-p"/p'=0,5
1 1 1 1 1 1 1 1
20 0,2 0,4 0,6 0,8 [E”/E’]1O 0 0,2 0,4 0,6 08[p"/p'N

Rys. 6.15. Wykresy parametrow wyzszych czgstosci dla pasma ptytowego
wspornikowego (¢=1,2,3,4): a) w,—E"/E"; b) w,—p"/p’;
(TP — pasmo ptytowe tolerancyjnie-periodyczne, PP — pasmo plytowe periodyczne)
Analizujac wyniki przedstawione na rys. 6.4-6.15, mozna sformutowac
nastepujace uwagi.

1° Wartoséci parametrow czestosci nizszych otrzymanych w ramach mo-
delu tolerancyjnego i modelu asymptotycznego sg prawie identyczne,
por. rys. 6.4-6.5, 6.7-6.8, 6.10-6.11, 6.13-6.14.

2° Wyzsze wartos$ci parametrow czesto$ci nizszych otrzymuje sie dla
wigkszej bezwymiarowej liczby falowej ¢, por. rys. 6.4-6.5, 6.7-6.8,
6.10-6.11, 6.13-6.14.
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Wartoséci parametréw czgstosci nizszych rosng wraz ze wzrostem ilo-
razu E"/E' (rys. 6.4, 6.7, 6.10, 6.13), a malejg wraz ze wzrostem ilora-
zu p"/p' (rys. 6.5, 6.8, 6.11, 6.14):

a) dla pasma plytowego przegubowo podpartego najbardziej tagodny
wzrost (rys. 6.4) lub spadek (rys. 6.5) tych wartosci jest dla funkcji
rozktadu wlasnosci (6.44), ¢=1;

b) dla pasma plytowego obustronnie utwierdzonego najbardziej la-
godny wzrost (rys. 6.7) lub spadek (rys. 6.8) tych wartosci jest tak-
ze dla funkcji rozktadu wtasnosci (6.44), ¢=1;

c¢) dla pasma plytowego lewostronnie utwierdzonego i prawostronnie
podpartego przegubowo najbardziej tagodny wzrost (rys. 6.10)
lub spadek (rys. 6.11) tych wartosci jest rowniez dla funkcji rozkta-
du wiasnosci (6.44), ¢=1;

d) dla pasma ptytowego wspornikowego najbardziej tagodny wzrost
(rys. 6.13) lub spadek (rys. 6.14) tych wartosci jest dla funkcji roz-
ktadu wiasnosci (6.45), ¢=2.

Najwyzsze warto$ci parametrow czestosci nizszych przy ustalonych

parametrach d/A, g oraz E"/E'otrzymujemy:

a) pasmo plytowe przegubowo podparte — dla funkcji rozktadu wia-
snosci (6.45), ¢=2, gdy p"/p'<cy, a dla funkcji (6.44), ¢=1, gdy
p"/p'2gp, 1ys. 6.5;

b) pasmo ptytowe obustronnie utwierdzone — dla funkcji rozkladu
wlasnosci (6.45), ¢=2, gdy p"/p'€[0,1], rys. 6.8;

¢) pasmo ptytowe lewostronnie utwierdzone i prawostronnie przegu-
bowo podparte — dla funkcji rozktadu wlasnosci (6.45), ¢=2, gdy
p"/p'<qo, a dla funkcji (6.44), d=1, gdy p"/p'>g, rys. 6.11;

d) pasmo ptytowe wspornikowe — dla funkcji rozktadu wiasnosci
(6.44), =1, gdy p"/p'<qgp, a dla funkcji (6.45), ¢=2, gdy p"/p'=g,
rys. 6.14.

Najnizsze warto$ci parametrow czgstosci nizszych przy ustalonych pa-

rametrach d/\, g oraz E"/E'otrzymujemy:

a) pasmo plytowe przegubowo podparte — dla funkcji rozktadu wia-
snosci (6.44), ¢=1, gdy p"/p’'<c; dla funkcji (6.47), d=4 (pasmo pe-
riodyczne), gdy ¢o<p"/p'<g;; oraz dla funkcji (6.46), ¢=3, gdy
c1<p"/p’, rys. 6.5;
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b) pasmo plytowe obustronnie utwierdzone — dla funkcji rozktadu
wiasnosci (6.44), ¢=1, gdy p"/p'<cp; dla funkcji (6.46), ¢=3, gdy
co<p"/p', rys. 6.8;

¢) pasmo ptytowe lewostronnie utwierdzone i prawostronnie przegu-
bowo podparte — dla funkcji rozktadu wihasnosci (6.44), ¢=1, gdy
p"/p'<cy; dla funkcji (6.46), $=3, gdy co<p"/p’, rys. 6.11;

d) pasmo ptytowe wspornikowe — dla funkcji rozktadu wiasnosci

(6.46), 6=3, gdy p"/p’'<€[0,1], rys. 6.14.

Wartosci parametrow czestosci wyzszych rosng wraz ze wzrostem ilo-

razu E"/E' (rys. 6.6a, 6.9a, 6.12a, 6.15a), a maleja wraz ze wzrostem

ilorazu p"/p’ (rys. 6.6b, 6.9b, 6.12b, 6.15b):

a) dla pasma plytowego przegubowo podpartego najbardziej tagodny
wzrost (rys. 6.6a) lub spadek (rys. 6.6b) tych wartosci jest dla funk-
cji rozktadu wtasnosci (6.44), ¢=1;

b) dla pasma plytowego obustronnie utwierdzonego najbardziej la-
godny wzrost (rys. 6.9a) lub spadek (rys. 6.9b) tych wartosci jest
takze dla funkcji rozktadu wtasnosci (6.44), ¢=1;

c¢) dla pasma plytowego lewostronnie utwierdzonego i prawostronnie
podpartego przegubowo najbardziej tagodny wzrost (rys. 6.12a) lub
spadek (rys. 6.12b) tych wartosci jest rowniez dla funkcji rozktadu
wlasnosci (6.44), ¢=1;

d) dla pasma ptytowego wspornikowego najbardziej tagodny wzrost
(rys. 6.15a) lub spadek (rys. 6.15b) tych wartosci jest dla funkcji
rozktadu wlasnosci (6.45), ¢=2.

Najwyzsze wartos$ci parametroOw czesto$ci wyzszych przy ustalonych

parametrach d/A, g otrzymujemy:

a) pasmo ptytowe przegubowo podparte
— gdy p"/p'=0,2 — dla funkcji rozktadu wtasnosci (6.47), =4, gdy

E"/E'<gy, a dla funkcji (6.45), ¢=2, gdy E"/E'>¢g, rys. 6.6a;

— gdy p"/p'=0,5 — dla funkcji rozktadu wtasnosci (6.44), ¢=1, gdy
E"/E'<gy; dla funkcji (6.47), ¢=4, gdy &<E"/E'<g;; dla funkcji
(6.45), 0=2, gdy &,<E"/E', rys. 6.6a;

b) pasmo plytowe obustronnie utwierdzone
— gdy p"/p'=0,2 — dla funkcji rozktadu wtasnosci (6.47), =4, gdy

E"/E'<gy, a dla funkcji (6.45), ¢=2, gdy E"/E'>¢g, rys. 6.9a;



6.3. Wybrane zagadnienia — drgania swobodne pasma plytowego 123

— gdy p"/p'=0,5 — dla funkcji rozktadu wlasnosci (6.44), ¢=1, gdy
E"/E'<gy; dla funkcji (6.47), ¢=4, gdy €<E"/E'<g; dla funkcji
(6.45), 6=2, gdy &,<E"/E', rys. 6.9a;

¢) pasmo ptytowe lewostronnie utwierdzone i prawostronnie przegu-
bowo podparte

— gdy p"/p'=0,2 — dla funkcji rozktadu wtasnosci (6.47), =4, gdy
E"/E'<gy, a dla funkcji (6.45), $=2, gdy E"/E'>¢g, rys. 6.12a;

— gdy p"/p'=0,5 — dla funkcji rozktadu wtasnosci (6.44), ¢=1, gdy
E"/E'<gy; dla funkcji (6.47), ¢=4, gdy &<E"/E'<g;; dla funkcji
(6.45), 0=2, gdy &/<E"/E', rys. 6.12a;

d) pasmo ptytowe wspornikowe

— gdy p"/p'=0,2 — dla funkcji rozktadu wtasnosci (6.47), =4, gdy
E"/E'€[0,1], rys. 6.15a;

— gdy p"/p'=0,5 — dla funkcji rozktadu wtasnosci (6.46), $=3, gdy
E"/E'<gy; dla funkcji (6.47), ¢=4, gdy &<E"/E'<g;; dla funkcji
(6.44), =1, gdy &/ <E"/E', rys. 6.15a.

8° Najnizsze wartosci parametrow czgstosci wyzszych przy ustalonych
parametrach d/A, g otrzymujemy:
a) pasmo ptytowe przegubowo podparte

— gdy p"/p'=0,2 — dla funkcji rozktadu wtasnosci (6.45), $=2, gdy
E"/E'<gy, a dla funkcji (6.44), ¢=1, gdy E"/E'>¢g, rys. 6.6a;

— gdy p"/p'=0,5 — dla funkcji rozktadu wtasnosci (6.45), $=2, gdy
E"/E'<gy; a dla funkcji (6.44), ¢=1, gdy &<E"/E’, rys. 6.6a;

b) pasmo ptytowe obustronnie utwierdzone

— gdy p"/p'=0,2 — dla funkcji rozktadu wlasnosci (6.45), $=2, gdy
E"/E'<gy, a dla funkcji (6.44), ¢=1, gdy E"/E'>¢g, rys. 6.9a;

— gdy p"/p'=0,5 — dla funkcji rozktadu wlasnosci (6.45), $=2, gdy
E"/E'<gy, a dla funkcji (6.44), ¢=1, gdy E"/E'>¢g, rys. 6.9a;

c) pasmo plytowe lewostronnie utwierdzone i prawostronnie przegu-
bowo podparte

— gdy p"/p'=0,2 — dla funkcji rozktadu wlasnosci (6.45), $=2, gdy
E"/E'<gy, a dla funkcji (6.44), =1, gdy E"/E'>¢g, rys. 6.12a;

— gdy p"/p'=0,5 — dla funkcji rozktadu wlasnosci (6.45), $=2, gdy
E"/E'<gy, a dla funkcji (6.44), =1, gdy E"/E'>¢g, rys. 6.12a;



124 6. Phyty cienkie tolerancyjnie-periodyczne

d) pasmo ptytowe wspornikowe

— gdy p"/p'=0,2 — dla funkcji rozktadu wtasnosci (6.44), ¢=1, gdy

E"/E'<gy, a dla funkcji (6.45), 6=2, gdy E"/E'>¢g, rys. 6.15a;
— gdy p"/p'=0,5 — dla funkcji rozktadu wtasnosci (6.44), ¢=1, gdy

E"/E'<gy, a dla funkcji (6.45), ¢=2, gdy E"/E'>¢g, rys. 6.15a.
Przeprowadzona w tym podrozdziale analiza czgstosci drgan swobodnych
dla roznych warunkéw podparcia pasma plytowego i réznych funkcji rozkladu
wlasnosci nie jest niestety pelna. Do znalezienia tych czestosci wykorzystano
przyblizong metode Ritza. W przyszlosci przewiduje si¢ zbadanie wpltywu in-
nych rozktadow wtasnosci na czestosci, poréwnanie w ramach modelu toleran-
cyjnego z rozwigzaniem uzyskanym przy zastosowaniu metody roznic skonczo-
nych, a w przypadku czestosci nizszych — podstawowych, rowniez porownanie

z wynikami otrzymanymi metoda elementéw skonczonych.
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7.1. Wprowadzenie

Obiektami rozwazan w tym rozdziale sg cienkie, matowynioste, sprezyste po-
wtoki o stalej grubosci, wykonane z dwoch sktadnikow. Zaktada si¢, ze wtasno-
sci makroskopowe (usrednione) tych powtok zmieniajg si¢ w sposob ciagly
wzdtuz jednego lub dwodch kierunkow. Natomiast w skali mikro oba sktadniki
rozmieszczone s3 w sposéb tolerancyjnie-periodyczny tylko wzdhuz jednego
kierunku. Fragment takiej powloki pokazano na rys. 7.1.

X2

k(x1) A xl)

LA
Rys. 7.1. Fragment cienkiej powtoki o budowie tolerancyjnie-periodycznej
(por. Jedrysiak i Cz. Wozniak (2010))

Zauwazmy, ze w skali mikro powloki te ztozone sg z wielu matych elementow,
zwanych ,.komorkami”, ktéore w przeciwienstwie do powlok periodycznych,
por. Tomczyk (2003a), nie sa powtarzalne. Przyjmujemy, ze sasiadujace z soba
komorki sg prawie identyczne, natomiast komorki odleglte — moga si¢ od siebie
bardzo ro6zni¢. Natomiast w skali makro wlasnosci powloki w obu kierunkach
opisane sg funkcjami wolnozmiennymi. Powloki tego rodzaju mozemy zatem
nazywac cienkimi powlokami tolerancyjno-periodycznymi badz cienkimi powlo-
kami o funkcyjnej gradacji wtasnosci.
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Zaktadamy, ze rozwazania prowadzimy w prostokatnym kartezjanskim
uktadzie wspotrzednych Oxix,x;. Niech I1=(0,L,)x(0,L,) bedzie rzutem powloki
na plaszczyzne x;=0, por. rys. 7.2, gdzie L, L, s3 wymiarami rzutu, ktére mozna
nazwaé rozpietosciami powtoki. Indeksy i, j,... (zwigzane z ukladem Ox;x,x3)
przyjmujg wartosci 1, 2, 3, a indeksy a, B,... (zwigzane z Oxx,;) — wartosci 1, 2;
przy czym zachowana jest konwencja sumacyjna dla tych indeksow. Wpro-
wadzmy oznaczenia X=(x1,x;), z=x;, gdzie x,€Q=(0,L,), xeE=(0,L,),
ze[-d/2,d/2], oraz t, te(ty,t), dla czasu. Ponadto 0, sa pochodnymi wzgledem
wspotrzednych x,, a=1,2; 0y 5=0,...0s.

i 2,

L,

Rys. 7.2. Rzut powloki na ptaszczyzng x;=0; 1 — sktadnik nr 1, 2 — sktadnik nr 2
(por. Jedrysiak i Cz. Wozniak (2010))

32 20"

L

Niech wzdhuz kierunku x; mikrostruktura powtoki ma charakter toleran-
cyjnie-periodyczny. Wprowadzmy ,.komoérke” [I=[-A/2,A/2] w zbiorze Q
oraz U(x)=[x,—A/2,x,+A/2], bedaca komorka o srodku w punkcie x, Q.
Parametr A jest dtugo$cig komorki, ktéra moze by¢ stata (powloka o rownomier-
nym roztozeniu komorek) lub okreslona wolnozmienng funkcjg A=A(x,) (powloka
o nierownomiernym roztozeniu komorek), por. rozdziat 3. Przy czym zaklada sie,
ze A<<min(L,L,). Fragmenty przyktadow powtok pokazano na rys. 7.2, przed-
stawiajacym rzut powtloki, oraz rys. 7.3, na ktéorym jest przekrdj poprzeczny
powloki.
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-

1
M) g

Rys. 7.3. Przekroj poprzeczny powloki (por. Jedrysiak i Cz. Wozniak (2010))

Podobnie jak dla laminatéw (por. rozdziaf 3), indeksem ,,prim” oznaczmy
wielkosci dotyczace sktadnika nr 1, a indeksem ,,bis” — sktadnika nr 2. Niech M
bedzie liczba komorek, a x, =xJ", m=1,...,M, — ptaszczyzng symetrii m-tej ko-
morki.

Ponadto, w przypadku powlok z nierownomiernym roztozeniem komorek
przyjmujemy, ze istnieje nieujemna funkcja A=A(x,), x;€[0,L,], taka, ze:

O A)eSrZQL),

(i)  AMxm)=A,, jest dlugoscia m-tej komorki, m=1,...,M.

Funkcje A(-) bedziemy nazywac funkcjg dtugosci komorek.

Wprowadzamy dwa rézne parametry, okreslajace wielko§¢ mikrostruktury
powloki:

— dla rownomiernego roztozenia komorek, A=const, parametrem mikro-
struktury bedziemy nazywac stala dlugos¢ komorki A, przy zatozeniu, ze spet-
niony jest warunek A/L;<<I;

— dla nierdwnomiernego roztozenia komorek, A=A(x,), parametrem mi-
krostruktury bgdziemy nazywac dhugos¢ / fragmentu komorki wykonanego ze
sktadnika nr 1 (por. rys. 7.2), zaktadajac, ze //L,<<1.

Zauwazmy, ze dhugos¢ / fragmentu komorki wykonanego ze sktadnika
nr 1 moze by¢ w ogolnym przypadku funkcja wspotrzednych xi, x, tj. I=l(x;,x5).
W zwiazku z tym, mozemy mie¢ do czynienia, mi¢dzy innymi, z nastgpujacymi
szczegblnymi przypadkami powlok:

1° powtoka o rownomiernym rozitozeniu komorek, czyli A=const, w kto-
rej I=const; powloke taka nazywamy powlokq o jednokierunkowej periodyce
(tylko wzdhuz kierunku x,), por. Tomczyk (2003a);

2° powloka o rownomiernym roztozeniu komorek, czyli A=const, w kto-
rej [=I(x;); ma ona budowe periodyczng wzdhuz kierunku x;, natomiast wzdtuz x,
— funkcyjng gradacj¢ wlasnosci; powtoke taka nazywamy powlokq o podiuznej



128 7. Powloki cienkie tolerancyjnie-periodyczne

gradacji wltasnosci (tj. wzdhuz kierunku x,), por. Wirowski (2007, 2008, 2009,
2010a);

3° powloka o réwnomiernym roztozeniu komorek, czyli A=const, w kto-
rej [=I(x;,x;); ma ona budowe tolerancyjnie-periodyczng wzdhuiz kierunku x;,
natomiast wzdluz x, — funkcyjng gradacje wlasnosci; powtoke takg nazywamy
powlokg o funkcyjnej gradacji wiasnosci, por. Jedrysiak i Cz. Wozniak
(2009, 2010);

4° powtoka o rownomiernym rozitozeniu komorek, czyli A=const, w kto-
rej /=I(x;); ma ona budowg tolerancyjnie-periodyczng wzdtuz kierunku x;, nato-
miast wzdluz x, — wlasnosci sg state; powloke taka nazywamy powlokq
o poprzecznej gradacji wlasnosci (tj. wzdluz kierunku x;), por. Jedrysiak
i Cz. Wozniak (2009, 2010);

5° powloka o nierownomiernym roztozeniu komorek, czyli A=A(x)),
w ktorej /=const; ma ona budowe o podobnym charakterze jak w przypadku 4°,
nazywamy ja powlokq o poprzecznej gradacji wtasnosci (tj. wzdhuz kierunku
x1), por. Jedrysiak i Cz. Wozniak (2009, 2010).

Ponizsze rozwazania sg ograniczone do przypadkéw 4° oraz 5°, czyli ta-
kich powlok tolerancyjnie-periodycznych, ktéore mozna nazwac powfokami
0 poprzecznej gradacji wiasnosci. Stosunkowo tatwo mozna je rozszerzy¢ na
przypadek 3°, co w pewnym zakresie zostato pokazane w wymienionych wyzej
pracach Jedrysiaka i Wozniaka.

~ -
AMx1)

Rys. 7.4. Komoérka powtloki tolerancyjnie-periodycznej

W tym rozdziale rozpatrujemy zagadnienia dynamiczne powyzszych po-
wlok. Zaktadamy, Zze gesto$¢ masy p oraz tensor modutow sprezystosci C sg
funkcjami tolerancyjnie-periodycznymi x; oraz parzystymi wspoétrzednej z, na-
tomiast sg niezalezne od x,, czyli p=p(x,z), C=C(x,,z). Ponadto elementy C***®
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tensora C sg okres$lone przez zatozenie ptaskiego stanu naprezenia. Przyjmujemy
rowniez, ze grubos¢ powtoki d jest stata oraz jest tego samego rzedu co parametr
mikrostruktury, por. rys. 7.4.

Podobnie jak dla laminatoéw, por. rozdzial 3, wprowadzamy nieujemne
funkcje v'=Vv'(x), vV'=Vv"(x)), x1€[0,L,], takie, ze:

O VO,VOeSHEQD),

(@ V) +vi(x)=1,

(@ii)  v'(x[*)=v,, oraz v"(x")=v" okreslaja, odpowiednio, objgtosciowa
zawartos¢ sktadnika nr 1 oraz sktadnika nr 2 w m-tej komorce, m=1,...,M.
Funkcje V'(-),v'(") sa funkcjami nasycenia. Wprowadzmy rowniez funkcje nie-
Jjednorodnosci, zdefiniowana jako v=+/v'v" .

W tolerancyjnym modelowaniu korzystamy z pojecia fluktuacyjnej funk-
cji ksztattu, por. podrozdziat 2.2. Dla rozpatrywanych powlok wprowadzamy
jedna funkcje h(xy), x1€[0,L4]. Przyjmujac komorke
O™y =[x — A, /2,x" +A,, /2] w postaci przedstawionej na rys. 7.4 oraz pamig-
tajac, ze grubos$¢ powloki d jest tego samego rzedu co parametr mikrostruktury,
funkcje 4(-) zdefiniujemy nastepujaco

- Aﬁvl,@%* vi) dla xe(x =LA, X =Lk, + Vi),
h(x)= y m m 7.1
Aﬁ—(Z%—v;n) dla xe[xfr +30, =N, Vi Xt +11,),
Vi M
gdzie A=A dla powlok o rownomiernym roztozeniu komérek lub 4=/ dla powtok
o nierownomiernym rozlozeniu komorek. Wykres funkcji /() w przedziale
o dhugosci A, pokazany jest na rys. 7.5.

A h(x)

NB3AVCEY |
NBAVOCP Y

X+, /

m

—BAVG) L BN
by

m

Rys. 7.5. Fragment wykresu fluktuacyjnej funkcji ksztaltu
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Wzér (2.2) okreslajacy usrednienie funkcji £ przyjmuje postac:

Xi+A/2

<f>®=} [y, xeQxE (72)

x1—A/2

Zauwazmy, ze je$li f jest funkcja tolerancyjnie-periodyczna, to <f>¢(x),
x e QxZE, jest wolnozmienng funkcjg bedaca w tolerancji z funkcjg <f>(x).

Zaktadamy dalej, ze tensor modutow sprezystosci C oraz gestos¢ masy p,
bedac funkcjami tolerancyjnie-periodycznymi argumentu X1,
CO),p() e TRI(Q,[)c HY(QY), przyjmujg state wartosci C', p' oraz C", p”
w sktadniku nr 1 oraz nr 2, odpowiednio. Oznaczmy pole przemieszczen powlo-
ki przez u=u(x,z¢), ze sktadowymi u; (i=1,2,3) wzdhiz osi x;, x=(x,x,)ell,
ze[-d/2,d/2], te(t,t). Zaktadamy, Ze przemieszczenia u sg funkcjami toleran-
cyjnie-periodycznymi argumentu xi, tj. u(,x,,z,t)€ TR(Q,00), czyli maja cha-
rakter zgodny z mikrostruktura powloki.

W ponizszych podrozdziatach pokazane sa usrednione rownania modelu
tolerancyjnego oraz modelu asymptotycznego cienkich powlok tolerancyjnie-
periodycznych.

7.2. Réwnania usrednione
7.2.1. Model tolerancyjny

Postepujac zgodnie z procedurg przedstawiong w rozdziale 2, zakltadamy,
ze zagadnienia dynamiczne cienkich powlok sa opisane funkcjonalem dziatania
(2.9), przyjmujacym postac

|
D, p') = [[ [ L Vit ph)dtdxsdy, (7.3)
Q=4
gdzie funkcje Lagrange’a £ okresla wzor
L=K-E+F, (7.4)

w ktorym & jest energia potencjalna, K jest energig kinetyczng, a F — praca sit
zewngtrznych. Poniewaz rozpatrywane powloki sg cienkie i malowynioste,
wprowadzamy nastepujace zatozenia kinematyczne:
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u3(x, z, Z) = u?(xa Z),

Uy (%, 2,1) =~ (X, 1)2 + UD(%, 1), (7.5)

gdzie uf to przemieszczenia styczne do powierzchni srodkowej powtoki, ud to
przemieszczenia normalne do tej powierzchni. Oznaczajac:

VaUﬁ(X,Z,t) = 6auﬁ(xzzat) - b(xﬁug)(xzt)a

V t5(X,z,t) = Oui5(X, 2,) + bgug(x,t), (7:6)

gdzie bg, b.” sa tensorami metrycznymi, wyrazenia na energie¢ potencjalng &,
energi¢ kinetyczna /C, pracg sit zewngtrznych F, mozna zapisaé w postaci:
d/2 s
E=L[ " CopOV Vg,
d/2
K =%j_d/2p(u3u3 + 1,39 )b, (1.7)

Fep an
=p u3+J:d/2p Uydz.
Wstawiajac (7.7) do (7.4), funkcja Lagrange’a £ przyjmuje postac
£=1["7 (Pl 11, 85°P) ~ Co¥OV iy V,us)dz + pous + [ peugdz. (1.8)
_2—d/2p 343 "B a“p ¥ Y48 pus —d/Zpa' .

Funkcje L(,Vu,i;,u;, p') oraz p'(-) sa tolerancyjnie-periodycznymi, silnie oscy-
lujacymi funkcjami argumentu xi, x; €€.

Korzystajac z zasady stacjonarnosci dziatania dla funkcjonatu dziatania
D, (7.3), i funkcji Lagrange’a L, (7.8), otrzymujemy rownania Eulera-
Lagrange’a opisujace zagadnienia dynamiczne cienkich powtok w postaci:

0 oL oL oL
+04p - =
ot 01l 00, pud Ou3

b

o oL oL oL (7.9)
—~+0a T3 o-0
ot 0 uf 001y Oug
Podstawowe niewiadome, czyli przemieszczenia u? =ud(x,x,,t),

x=(x,X,) €I, te(t,4), musza spetniaé odpowiednie warunki regularnosci.

Réwnania (7.9) sa rownaniami o silnie oscylujacych, tolerancyjnie-
periodycznych, nieciggtych wspotczynnikach funkcyjnych. Zatem nie sa one
wygodne w zastosowaniach do analizy zagadnien szczegélnych. Punktem wyj-
$cia tolerancyjnego modelowania jest funkcjonal dziatania D, (7.3), wraz
z funkcja Lagrange’a £, (7.8). Sformutowanie tych funkcji jest pierwszym eta-
pem procedury modelowania.
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Drugim etapem jest przyjecie mikro-makro dekompozycji podstawowych
niewiadomych, czyli pola przemieszczen u(x,z,f):

(X, z,1) = wy(X,1), (7.10)

U (X, 2,1) = [0, w3(X,1) + h(x1)@o (X,0) ]2 + W (X, 1) + h(x1 )V, (X,0),
gdzie w;(,x,,1) € SVZ(Q,0T), 04 (5%2,1), We (5, X2, 1), v, (, X,,1) € SVH(Q,1) dla kazdej
chwili te(#,t). Podstawowe niewiadome to funkcje w;, i=1,2,3, ktére nazywamy
makroprzemieszczeniami, a takze funkcje ¢, oraz v,, nazywane amplitudami
Sfluktuacji przemieszczen. Natomiast funkcja A(-)e FSL(€,[]) to fluktuacyjna
funkcja ksztattu, postulowana w kazdym szczegdlnym, analizowanym zagadnie-
niu, i ktora ze wzgledu na to, ze grubos$¢ ptyty d jest tego samego rzedu co pa-
rametr mikrostruktury, moze by¢ przyjeta w postaci (7.1).

W trzecim etapie modelowania zawezamy rozwazania do dowolnej, ale
ustalonej komoérki Ul(x) =[x, —A/2,x,+A/2], x;€Q. Wprowadzmy oznaczenia
wielko$ci opisujacych usrednione po grubosci charakterystyki sprezyste i iner-
cyjne powloki:

Dewss = [ Cappz,  Bews =" Copvdz, p=["" pdz,  (T.11)
—d/2 ’ —d/2 ’ —aint ’

ktore sa funkcjami tolerancyjnie-periodycznymi argumentu x;. Wykorzystamy
dalej z tolerancyjnych przyblizen tych funkcji, tj. DoBv(x;,), Bevd(x;,), ft(x;,)
w O(x,) oraz zakladamy, ze <[i(x;,)%(x,)>=0. Procedura tolerancyjnego
usredniania przedstawiona w podrozdziale 2.3, prowadzi do otrzymania usred-
nionego funkcjonatu dzialania przy mikro-makro dekompozycji (7.10) dla ko-
morki U(x;)

|
Dh(wi,(paava,p[) = J.J‘J‘< Eh > (ylaaavviawz‘svviaa2q)w(paaa2va>vwvwp[)dthZdyls
Q=1

w ktorym usredniona funkcja Lagrange’a £ moze by¢ wyrazona wzorem podob-
nym do (7.4)

<Ly>=<K>-<E>+<F>. (7.12)
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Oznaczajac:
Bobrs =< Baprd >, Bos =< BoBIsp >, BB =< B350 1,1 >,
BBS =< B2} >, Dobrs =< Doprd > DoBs =< Dap1sg >,
DB =< D189, hoh >,  DBS =< D225k >, Do =<Dobop s>, (7.13)
Do =<Dwleg,pbs>, D =<Drb,gh s>,
T=<p>, O =<phh >, p=<p3>, Pr=<p*>,

oraz wykorzystujagc wyrazenia na usredniong energi¢ potencjalng <&>, usrednio-
ng energi¢ kinetyczng </C> 1 usredniong pracg sit zewnetrznych <F>:

< g >= %(E“BY56a5W38Y5W3 - 2§“3Y6aﬁw3(py + Eaﬁ(pa(pﬁ + E“B(%q)aaz(pﬁ +
+DB180 w0, W + 2DP10 Wy, + DBy, vy + DO, v, 0,v —
—2f)al3w36awﬁ —2D%wsv, + Dwyws), (7.14)
<K >= LI035 + W 0*P) + v, 08,
<f>=[~)W3+l~)aWa
funkcja < £, > ma postac¢
—%N(EQBY?S@aﬁwﬁygm - 2B aﬁvaaﬁw3(gv +B “ﬁ(p(ﬂﬁ + BP0, 0,y +
+DBY0 W0, W5 +2DB10 Wiy, + DBy v + D @BO,v,0,v —
—2D“ﬁw38awﬁ —2D%w, + Dwyw;) + pws + pow,,

(7.15)

gdzie sktadniki podkreslone zaleza od parametru mikrostruktury. Wykorzystujac
zasade stacjonarnosci dziatania do usrednionej funkcji Lagrange’a (7.15), otrzy-
mujemy usrednione rownania Eulera-Lagrange’a:

0 a<£h>+a 0<Ly> 0<Ly>_

. Olﬁ 03
ot 0y 0 OgpWs ow,
8285<5£h>_a;£h>:0’

20q Do (716)
66<£h>+a 6<£h>_8<£h>:0
0 6<£h>+a 6<£h>_8<£h>:0’

ot ovy 00y vy

ktore po przeksztatceniach mozna zapisa¢ w postaci:
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aaﬁ(EQB76875W3 - E“BY(py) - Daﬁéawﬁ - Dava + Dw3 +iviy =P,

Bard 5wy — Berg, +0,(B“d,¢,) =0,
- - R (7.17)
O (D0, w5 + DBry, — DePwy) — iy = —pP,

Derspgw, + Dby —0,(D*Po,v) — Dews + iy, =0.

Powyzsze roéwnania, wraz z mikro-makro dekompozycja (7.10), sa narzedziem
do analizy zagadnien dynamicznych cienkich powlok tolerancyjnie-
periodycznych w ramach modelu tolerancyjnego. Wspoétczynniki rownan (7.17)
sg gladkimi, wolnozmiennymi funkcjami argumentéw xj, x,, w przeciwienstwie
do wspoéteczynnikow rownan (7.9) — nieciaglych i silnie oscylujacych wzgledem
x1. Rownania (7.17) uwzgledniaja wptyw wielko$ci mikrostruktury powtoki
w problemach dynamicznych poprzez zalezne od parametru mikrostruktury
sktadniki podkreslone.

Warunki poczatkowe musza by¢ okreslone dla podstawowych niewiado-
mych w;, v, (dwa warunki dla kazdej). Warunki brzegowe na wszystkich brze-
gach, tj. x;=0, L;; x,=0, L,, nalezy sformulowac¢ dla makroprzemieszczen w;
(tacznie cztery warunki), makroprzemieszczen w, (po dwa warunki), amplitud
fluktuacji @, (po dwa warunki), natomiast dla amplitud fluktuacji v, tylko na
brzegach x,=0, L, (dwa warunki). Ponadto, rozwigzania w;, v,, @, maja fizyczny
sens tylko wtedy, gdy spelnione sg warunki wiy(,x,,t) € SVZ(Q,0),
Qo (5X0,8), Wy (5 X,1), Vo (5 X%2,1) € SVA(Q,0) , ktdore mozna wykorzysta¢ do weryfi-
kacji poprawnosci fizycznej otrzymanych wynikow.

7.2.2. Model asymptotyczny

Korzystamy tu z rownan opisujacych zagadnienia dynamiczne rozpatrywanych
powlok (7.9), ktére mozna otrzymac z zasady stacjonarno$ci dzialania zastoso-
wanej do funkcjonatow D(-), (7.3), L(-), (7.8). Stanowi to punkt wyjscia proce-
dury modelowania asymptotycznego.

W modelowaniu asymptotycznym wprowadzamy parametr e<(0,1], prze-
dzial [, =[-€A/2,elh/2] oraz e-komorke [l.(x;)=x +0, o $rodku w punkcie
xneQ.

Podstawowe zatozenie modelowania asymptotycznego, tj. asymptotyczna
dekompozycja (2.18), przyjmuje dla przemieszczen u/x;,x,,z,t), i=1,2,3, postac:
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u?(xlaylaxbz,t):W3(y15x2,t)a -
ugt(xlaylaxbzat) = [_aaw3(yl,x29t)i— Sh E(xlayl)(pa(ylaxbt)]z + (7 1 8)
+ch(y1>x2>t) + 8h S(xlayl)va(yhxbt):

gdzie y, ell.(x),x, €E te(t,t), oraz funkcje u;, @4 Wi, v, sa ciggle i ograni-
czone w ) lacznie ze swoimi pierwszymi pochodnymi. Korzystajac z oznaczen
(2.19), pochodne (2.20) dla przemieszczen mozna zapisac jako:

aauég(xl,yl,be’t):aotw3(yl9x29t)7 o

Oug (X1, Y1, %2, 2,8) = [=01aW3(V1, %2,1) + OB (X1, Y1) P (11, X,0) +
+eh S(xl,yl)al(pa(;}}lNaXZat)]Z +
+51NWa(y1»xz,f)+ah8(x1,)’1)va(%»xz,f)+ (719)
+&h (1, Y1)0Vo (Y1, %2,1),

82u§(x19y19x29zvt) = [_62uw3(yl’x29tl+ Sh 8(xlﬂyl)aZ(poc(yl9)(:27ZL)]Z +
+0,Wo (11, %2, 1) + R (X1, ¥1)02vo (15 X251

Uwzgledniajac €0 i korzystajac ze wzorow (2.21), zaleznosci (7.18)-(7.19)
przyjmuja postaé:

u%(xlaylaxbzat) = W3(xlax2at)a

ug(xl’yl’xbz’t) = —aaW3(X1,X2,f)Z + Wa(xlaxbt) + 0(8),

8au§(xl,y1,x2,z,t) zaaWS(ylaxbt)a o

alué(xlaylaxbzat) = [_alaWS(xlax2’€)N+ ah g(xlayl)(pot(xla)CZJ)]Z +
+61W0L(xlax2at) + ah g(xlayl)va(xlaxbt) + 0(8),

OGUG(X1, V1, X2, 2,8) = =05 W3(X1, X3,8)Z + 02 W (X1, X3,8) + O(E).

(7.20)

Przechodzac z parametrem ¢ do zera, w powyzszych formutach pomijamy
sktadniki O(g).
W nastepnym etapie modelowania wprowadzamy rodzing £¢ funkcji

Zg = Z(xlayl /gzaawi(xlszt): 1/i/'[(xbeat)’ Wi(x17x27t)z(poc(xb@t)av(x(xlzx2’t))a
N el (x), x € Q.1 €(t,1),

ktore sg funkcjami Lagrange’a w funkcjonatach dziatania

DZ(W,',(P&,VQ) = _[J‘J‘:Izs(xlayl /8,aaWis 1;Via"Visq)owvot)dtdxzdxl'
Qz

Wykorzystujac procedure modelowania asymptotycznego, w ktorej dla e—0
funkcje £¢ zmiennej yi/e, y,€0.(x), daza do usrednionej funkcji Lagrange’a
Lo, (2.23), przyjmujacej postac
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[’O(xlaachWi(xlaxbt)’Wi(xlsxzst)aWi(xlax2:t)’(pa(xl,xz,t):va(xlaxbtzz
=& [ 21310090900 v, )y, xeq, (1.21)
O(x)

asymptotyczny funkcjonat dziatania mozna zapisa¢ jako

4
D%(Wia (RS Va) = I'[ILO(xlaaaWia Wi: Wi, (pcxava)dthdel'

Q=1

Usredniajac asymptotycznie i korzystajac z dekompozycji (7.18) oraz wyrazen
(7.20), dostajemy funkcj¢ Lagrange’a Lo, (7.21):

‘CO = %rl(W3W3 + WaWﬁsaB) - %(E“BVSGOLBW38V5W3 - ZEQBYaOLBW3(pY +
+B B, g + 50‘3758awﬁﬁyw5 + 25“3“/8awﬁvy + Eaﬁ\/’a\/’ﬁ - (7.22)
—2ﬁ“ﬁw36awﬁ —2D%wsv, + Dwywy) + Pws + Pow,.

Stosujac zasade stacjonarnosci dziatania do usrednionej funkcji Lagrange’a
(7.22), otrzymujemy rownania Eulera-Lagrange’a:

6aB(EuBVSaY5W3 — EQBY(PY) — DAaBaaWB - DO"Va + DW3 + ﬁW3 = ﬁ,

Ea758y6w3 — EUVQY = 0,
‘ i A (7.23)
0o (D130, s + Dabry, — Dabywy) — i =—ph

50"/585% + Eaﬁvﬁ — Dow, =0.

Roéwnania te wraz z asymptotyczna dekompozycja (7.18) reprezentuja model
asymptotyczny, ktory opisuje zagadnienia dynamiczne powlok tolerancyjnie-
periodycznych (o poprzecznej gradacji wlasnosci). Rownania (7.23) to rownania
o gladkich, wolnozmiennych wspotczynnikach, w przeciwienstwie do réwnan
(7.9) o wspolczynnikach nieciaglych i silnie oscylujacych. Rownania te nie
uwzgledniajg wplywu wielkosci mikrostruktury powloki, opisujac jedynie za-
chowanie powtoki w skali makro.

Roéwnania (7.23) mozna tatwo otrzymac z réwnan (7.17) modelu toleran-
cyjnego, pomijajac w nich sktadniki podkreslone, zalezne od parametru mikro-
struktury.

W modelu asymptotycznym nalezy sformulowaé warunki poczatkowe
i warunki brzegowe dla makroprzemieszczen w;, i=1,2,3. Funkcje w;, v,
@, muszg spelnia¢ warunki Q@ (,x;,1), Wu(X0,1), Vo(X,,1) € SV,
wy(4,X,,1) € SVZ(Q,0) .



Podsumowanie

Przedmiotem niniejszego opracowania byty liniowo-spr¢zyste laminaty, plyty
i powloki o tzw. poprzecznej gradacji wlasnosci, ktore w mikroskali charaktery-
zuja si¢ mikroniejednorodng budowa. Zagadnienia termomechaniki dotyczace
tego rodzaju struktur sg opisane rownaniami roézniczkowymi czastkowymi
o zmiennych, silnie oscylujacych, tolerancyjnie-periodycznych, na ogoét niecia-
glych wspotczynnikach. W zwigzku z tym, bezposrednie zastosowanie tych
rownan do rozwigzywania zagadnien szczegdlnych nie jest zwykle mozliwe.

W termomechanice laminatow, plyt i powtok mikroniejednorodnych sa
wykorzystywane rozne podejscia prowadzace do modeli opisanych rownaniami
o statych wspotczynnikach (dla ciat periodycznych) lub wspolczynnikach wol-
nozmiennych (dla ciat z mikrostruktura, o funkcyjnej gradacji makrowtasnosci).
Czgsto sg stosowane metody modelowania, w ktorych wykorzystuje si¢ teorie
homogenizacji asymptotycznej rownan rézniczkowych o silnie oscylujacych,
periodycznych wspotczynnikach. Niestety, wadg tych metod jest zwykle pomi-
janie w réwnaniach modelowych wptywu wielkosci mikrostruktury rozpatrywa-
nego ciala. Rownania takie nie pozwalaja opisac interesujgcych zjawisk waz-
nych w zagadnieniach dynamicznych, np. zjawiska dyspersji.

W niniejszym opracowaniu w celu uniknigcia tej niedogodnosci wykorzy-
stano technike tolerancyjnego usredniania, zwang takze tolerancyjnym modelo-
waniem, w zagadnieniach termomechanicznych laminatow, ptyt i powtok mi-
kroniejednorodnych o poprzecznej gradacji wiasnosci. Podejscie to pozwala
dokona¢ przej$cia od réwnan rézniczkowych o silnie oscylujacych, tolerancyj-
nie-periodycznych, niecigglych wspotczynnikach do usrednionych réwnan réz-
niczkowych o wspotczynnikach wolnozmiennych, uwzgledniajacych wplyw
wielkosci mikrostruktury w rozpatrywanych problemach.

W ksigzce dokonano ujednolicenia, podsumowania i pewnych uogdlnien
wynikdéw otrzymanych w pracach Jedrysiaka (2010), Jedrysiaka i Michalaka
(2010), Jedrysiaka i Radzikowskiej (2007, 2008, 2010a, 2010b), Jedrysiaka,
Rychlewskiej i Cz. Wozniaka (2005), Jedrysiaka, Wierzbickiego i Cz. Wozniaka
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(2006), Jedrysiaka i Cz. Wozniaka (2009, 2010), Radzikowskiej (2009/2010),
Radzikowskiej i Jedrysiaka (2007, 2009) oraz przedstawiono wyniki niepubli-
kowane. Najwazniejsze oryginalne elementy tego opracowania sg nast¢pujace:

1. Sformutowanie i wyprowadzenie usrednionych réwnan rézniczkowych
modeli tolerancyjnych:

a) przewodnictwa ciepla w laminatach o poprzecznej gradacji wlasnosci,

b) elastodynamiki laminatéw o poprzecznej gradacji wtasnosci,

c) termosprezystosci laminatow o poprzecznej gradacji wlasnosci,

d) dynamiki cienkich ptyt o poprzecznej gradacji wlasnosci (z tolerancyj-
nie-periodyczng mikrostruktura),

e) dynamiki cienkich powlok o poprzecznej gradacji wlasnosci (z tole-
rancyjnie-periodyczng mikrostrukturg).

2. Sformulowanie i wyprowadzenie usrednionych rownan rézniczkowych
modeli asymptotycznych dla wyzej wymienionych zagadnien.

3. Zastosowanie zaproponowanych modeli oraz pokazanie wplywu mi-
krostruktury w pewnych zagadnieniach szczego6lnych:

a) rozklad temperatury w laminacie w przypadku stacjonarnego i kontro-
lowanego przewodnictwa ciepta w kierunku prostopadtym do warstw,

b) rozktad temperatury w laminacie w przypadku dwukierunkowego sta-
cjonarnego przewodnictwa ciepta,

¢) wpltyw mikrooscylacji brzegowych pola temperatury w przypadku
kontrolowanego przewodnictwa ciepta w kierunku réwnolegtym do warstw,

d) analiza makro- i mikrodrgan laminowanej warstwy o poprzecznej gra-
dacji wiasnosci,

e) analiza nizszych czgstosci drgan swobodnych pasma ptytowego o po-
przecznej gradacji wilasnosci, a takze wyzszych czesto$ci drgan pasma, ktore
zwiazane s3 z jego mikroniejednorodnoscia.

Z przedstawionych w ksiazce rozwazan wynika, ze zastosowanie foleran-
cyjnego modelowania w zagadnieniach przewodnictwa ciepta, elastodynamiki
i termosprezystosci laminatéw oraz dynamiki cienkich ptyt i powlok o porzecz-
nej gradacji wlasnosci otwiera dalsze szerokie perspektywy badawcze. Istnieje
wiele otwartych probleméw zwiazanych z zastosowaniem tej techniki. Niektore
z przedstawionych zagadnien, jak na przyklad termosprgzystosé laminatow czy
dynamika powlok, wymagaja pokazania mozliwosci zaproponowanych modeli
tolerancyjnych w zastosowaniu do przypadkoéw szczegdlnych.
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Streszczenie
Termomechanika laminatéw, plyt i powfok
o funkcyjnej gradacji wlasnosci

Publikacja stanowi podsumowanie wynikow uzyskanych jako rezultat modelo-
wania matematycznego réznych zagadnien termomechanicznych dla wybranych
kompozytow 1 struktur o funkcyjnej gradacji wtasnosci. Czes¢ wynikoéw otrzy-
mano w ramach prac zwigzanych z projektem badawczym finansowanym przez
Ministerstwo Nauki i Szkolnictwa Wyzszego w latach 2008-2010.

Rozpatrywane obiekty to laminaty, ptyty i powtoki o niejednorodnej bu-
dowie, zarowno na poziomie mikro, jak i makro. W skali mikro maja one tzw.
tolerancyjnie-periodyczng budowe, natomiast w skali makro charakteryzujg si¢
tzw. funkcyjng poprzeczng gradacja wlasnosci.

W niniejszym opracowaniu przedstawiono matematyczne modele takich
kompozytow 1 struktur, otrzymane przy wykorzystaniu fechniki tolerancyjnego
usredniania, rozwijanej w ostatnim dwudziestoleciu. Technika ta pozwala zasta-
pi¢ rownania rézniczkowe, opisujace zagadnienia termomechaniczne tych obiek-
tow, o silnie oscylujacych, tolerancyjnie-periodycznych, niecigglych wspot-
czynnikach u$rednionymi réwnaniami rézniczkowymi o wspolczynnikach cig-
gtych, wolnozmiennych. Cecha charakterystyczng wyprowadzonych rownan jest
uwzglednienie w nich wptywu wielkosci mikrostruktury ciata na jego zachowa-
nie. Pozwala to opisa¢ dodatkowe efekty, takie jak na przyktad zjawisko dysper-
sji, majgce bardzo istotny wptyw na dynamike rozwazanych obiektow.

W ksigzce sformutowano i wyprowadzono usrednione rownania réznicz-
kowe modeli tolerancyjnych: dla laminatow o porzecznej gradacji wlasnosci —
przewodnictwa ciepta, elastodynamiki, termosprezystosci; dla cienkich ptyt
a takze dla powtok o porzecznej gradacji wtasnosci — dynamiki. Rozwazania
teoretyczne zostaly zilustrowane przykladami zastosowan z zakresu: stacjonar-
nego i niestacjonarnego przewodnictwa ciepta w laminatach, drgan laminatow,
drgan cienkich ptyt.



Summary
Thermomechanics of laminates, plates and shells
with functionally graded properties

This book is a summary of results obtained as results of the mathematical model-
ling of various thermomechanical problems for certain composites and structures
with functionally graded properties. Some results were calculated during the
research project supported by Ministry of Science and Higher Education of Po-
land in years 2008-2009.

Objects under consideration are laminates, plates and shells with hetero-
geneous structure on both the levels — micro and macro. These objects have so
called tolerance-periodic structure on the microlevel, but in the macroscale they
have so called transversally functionally graded properties.

In this book there are presented mathematical models of these composites
and structures, obtained in the framework of the folerance averaging technique,
which has been developed during the last twenty years. This technique makes it
possible to replace differential equations, describing thermomechanical problems
of these objects, and having highly oscillating, tolerance-periodic, non-
continuous coefficients, by averaged differential equations with continuous and
slowly-varying coefficients. The characteristic feature of these equations is that
they take into account the effect of the microstructure size on the overall behav-
iour of the solid. It makes it possible to describe certain additional effects, for
instance — a dispersion phenomenon, which plays a crucial role in dynamics for
composites and structures under consideration.



ISBN 978-83-7283-373-0




	Termomechanika laminatów, płyt i powłok o funkcyjnej gradacji własności
	Spis treści
	1. Wstęp
	2. Podstawy modelowania
	3. Przewodnictwo ciepła w laminatach
	4. Elastodynamika laminatów
	5. Zagadnienia termosprężystości w laminatach
	6. Płyty cienkie tolerancyjnie-periodyczne
	7. Powłoki cienkie tolerancyjnie-periodyczne
	Podsumowanie
	Indeks
	Literatura
	Streszczenie
	Summary




