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PR ZEDMOWA

Skrypt zawiera skondensowany materiaz teoretyczny oraz szereg
zadar z mechaniki budowli. Zadania przedstawione w skrypcie dotycza
1inii wpXywowych w ukXadach statycznych wyznaczalnych i niewyznaczal-
nych, wyznaczania przemieszczen w uktadach statycznie wyznaczalnych
oraz rozwigzania uk*addéw statycznie niewyznaczalnych metodg sit.

Kazdy rozdziax skryptu zawiera na poczgtku niezbedne wzory, 2z
ktérych nalezy korzystadé podczas rozwigzywania zadan. Tak przyjety
ukad zezwala na rozwigzywanie zadan po wysizuchaniu wykzaddéw, bez
koniecznosdci korzystania z podrecznikdéw. Dazeniem autordéw przy opra-
cowywaniu tego skryptu byzo, aby w niewielkie]j ilosSci zadan ujaé
mozliwie duzy wachlarz przypadkdéw szczegélnych. Z tego powodu zada-
nia charakteryzujsa sie rdznym stopniem trudnosci. W skrypcie zrezyg-
nowano z przedstawienia typowych zadand, ktdére sy omawiane w ramach
wyktaddéw oraz prezentowane w wickszosci podrecznikdw. Poza przykia-
dami rozwigzan umieszczono réwniez zadania do samodzielnego rozwig-
zania oraz podano rozwigzania dla wiegkszosci z nich.

W literaturze podane] na koncu skryptu autorzy umiescili te po-
zycje, 2 ktérych korzystali przy opracowéniu tego skryptu oraz te,
ktérych lektura pozwoli pogiebidé wiadomosci z mechaniki budowli.

Ze wzgledu na uktad skryptu mogg z niego korzystaé studenci stu-
diéw stacjonarnych, wieczoroquy 1 zaocznych Wydziaiu Budownictwa Ig-
dowego. |

Autorzy skryptu zdajg sobie sprawg z mozliwos$ci popelnienia bte-
déw typu rachunkowego, dlatego bedg wdzieczni za kaszde sprostowanie
-1 krytyczne uwagi. |

Autorzy pragng serdecznie podzigkowad dr inz. I. Cieleckiej za
przejrzenie rg¢kopisu, pomoc przy wykonaniu rysunkéw, za cenne uwagi
1 dyskusje oraz mgr inz. Z. Kubiakowi za rozwiagzanie niektdérych za-
dan.




1. ZAGADNIENIA GEOMETRYCZNEJ NIEZMIENNOSCI UKZADOW PﬁﬁSKICH

Spodréd szeregu znanych metod rozwigzywania tego Typu zagadnien,.
zajmiemy sie wyznaczenlem geometryczne] niezmiennosci, wykorzystujsge

plan biegunéw,
Liczbe stopni swobody "t" tarcz wyznaczymy ze wzoru

9.—.31:-w-r,

gdzie: w - liczba pretéw tgczgcych poszczegdlne tarcze miedzy sobg,
r - liczba pretéw zaczgcych tarcze z tarczg fundamentows.

Moga zajsé nastepujace prazypadki:
1) ¥ > 0, wéwczas ukzad jest geometrycznie zmienny, ¥ - krotnie

kinematycznie niewyznaczalny;
2) 9y = 0 jest warunkiem koniecznym geometrycznej nigzmiennosci;

3) ¥ <0 Jest warunkiem dostatecznyn\ geometryczre niezmiennosci.
Aby przekonaé sie czy ukzad jest geometrycznie zmienny nalezy

sprawdzié warunek konieczny (to Jest czy ¥ = 0). Jezeli ten warunek
Jest speiniony zaktadamy a priori, Ze ukiad Jest geometrycznie zmien-

ny. Dla tak przyjetego ukitadu sporzgdzamy plan biegundw gzdéwnych

1 wzglednych, W przypadku gdy plan biegundw nie wykazuje zadne]
sprzecznodci (sg speinione wszelkie twierdzenia o pozozeniu biegundw),

to ukiad Jjest geometrycznie zmienny tak Jjak zazozylidmy. Natomiast
Jezell plan biegundéw wykazuje sprzecznosé mamy do czynienia z uk*adem

geometrycznie niezmiennymn.

Zzadanie 131

Dany jest praski uk¥ad dwutarczowy, zbadad

jego budowe (rys. 1.1).

Rozwigzanie
Sprawdzamy warunek konieczny geometryczne]

niezmiennosdci

9 =3t-w"r-

Rys. 1.1
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Dla podanego uktadu tarcz mamy

t=2, W=2, r=3’

stad ¥=3-2 -2 -3 = +1,
a wiec ukzad jest geometrycznie zmlenny.

Zadanie 1.2

Dane jest pZaski ukiad ramowy, zbadaé jego budowe (rys. 1.2 ),

4
. 21 |
Rys. 1.2

Rozwigzanie
Sprawdzamy warunek konieczny geometrycznej niezmiennosci

Yy =32 -2 -4 =0,

Warunek konieczny ;jest speiniony. Musimy Jjednak dodatkowo spraw-
QZié czy uktad ten nie jest chwilowo zmienny. W tym celu nalezy spo-
rzadzié dla tego ukZadu tarcz plan biegundéw wzglednych i bezwzglqdnycha

Rys. 1.3

Poniewa’ biegun wzajemnego obrotu (1,2) lezy na prostej Xaczacel

bleguny gtéwny tarcz I i II, przedstawlony ukad jest chwilowo geome-
trycznie zmienny.



Zzadanie 1.3

Dany jest ukad trzech tarcz, zbadadé jego budowe (rys. 1.4).

Rozwigzanie \
Sprawdzamy warunek konieczny ge-

ometryczue]j niezmiennosci:
liczba reakcji r =5

liczba pretéw Zaczacych poszczegdlne | >
4 Rys. 1.4

tarcze w
liczba tarcz t = 3

7 =3-3-4-5=0.,

Warunek yonieczny-jest speiniony. Sprawdzamy czy ukzad nie jest
chwilowo zmienny geometrycznie. Rysujemy plan biegunéw ukzadu. Po
okresleniu poXoZenia biegundéw gxdéwnych (1) i (3) oraz biegunéw wza-
jemnego obrotu (1,2) i (2,3), okredSlamy poZozenie bieguna gZdéwnego
tarczy II. Biegun tarczy II lezy w punkcie przeciecia sig¢ prostych
przechodzgcych przez punkty (1), (1,2) i (3), (2,3). Poniewaz mamy
zgodnosé w planie biegundéw, uk2ad jest chwilowo geometrycznie zmien-

ny.

Zadanie 1.4

Sprawdzié geometryczng niezmiennosé ukraddw pretowych przedsta-
wionych na rysunkach 1,6a-c.

Rozwigzanie - samodzielne
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_‘u*afa,a#u* 20*20‘20

Rys. 1.6a=c



2. ZASTOSOWANIE ZASADY PRAC WIRTUALNYCH DO WYZNACZANIA
REAKCJI I SI% WEWNETRZNYCH

zasada prac wirtualnych dla ciaz sztywnych brzmi: suma prac wir-
tualnych siz zewnetrznych przy wirtualnym przemieszczeniu zgodnym 2
kinematycznymi wtasciwodciami uk?adu jest réwna zeru w przypadku rdéw-
nowagi tych sit,.

Poszukujgc wartosci reakcji podporowych usuwamy odpowiednie wiezy
i nadajemy ukzadowi geometrycznie zmiennemu przemieszczenia wirtualne
wZzasciwe poszczegdlnym reakcjom. Niewiadome reakcje wyznaczamy 2z row-

nan prac wirtualnych dla ciaz sztywnych,
W celu obliczenia wartosci sit wewngtrznych, t.j. momentu zgina-

jacego, sizy tnace] lub siiy normalne] w dowolnym przekroju uzewne-

trzniamy szukang site wewnetrzng, zakfadajgc przegub lub teleskop.
Tak powstazemu ukzadowi o Jjednym stopniu swobody nadajemy wirtualne
przemieszczenie 1 z réwnania prac wirtualnych siz zewnetrznych na

wirtualnych przemieszczeniach wyliczamy szukang wartoédé sizy wewne-

trzne].
Opisany sposét postepowania przy obliczaniu wymienionych wielkos-

ci statycznych nosi nazwe metody kinematycznej.

Zadanie 2.1

Dla podanej belki znaleZé metodsg kinematyczng nastepujgce reak-

Rozwiqzahie
. Obliczenle momentu utwierdzenia M,. Uzewngtrzniamy moment podpo-

rowy M, 1 dla powstatego ukiadu znajdujemy Przemieszczenia wirtualne.
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Zapisujemy réwnanie pracy sit zewngtrznych na wirtualnych prze-
mieszczeniach

M, B _2q1.%§+q12' %O-J-ql-‘%5= 0,
M, = -q12.
Obliczenie reakcji RA
R, 3+2q1~§--q12-§-i-+q1§=o,

Obliczenie reakeji R




13

Zadanie 2.2

Dla podanego schematu statycznego znalezé moment zginajqcy M
metoda kinematyczna (rys. 2.2).

Rys. 2.2

Rozwigzanie

W celu znalezienia momentu zginajgcego M, zaktadamy w tym prze-
kroju przegub i uzewne¢trzniamy moment. Dla powstazego ukzadu znajdu-
jemy plan przemieszczen wirtualnych.

Okreslenie planu przemieszczen rozpoczynamy od znalezienia bie-
guna wgajemnego obrotu tarcz I i III. Otrzymamy go z przeciecia sie
prostych przechodzgcych przez punkty (1,2), (2,3) oraz (1,4), (3,4).
Nastepnie korzystamy 2z planu przemieszczen. Na osi skadowych pio-
nowych przemieszczen oznaczamy potozenie biegundéw gidéwnych tarcz I
i ITII, Obracamy tarcze I o kqt¢w1, 2 nastepnie znajgc porozenie bie-
guna wzglednego (1,3) okreslamy skXadowe przemieszczen tarczy III.

Ze skzadowych pionowych przemieszczen mamy

Z powyzszych réwnodci wynika, Ze z = %.
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Odlegtos$é "z" okresla poozenie bieguna obrotu (2) tarczy II
(patrz rys. 2.3).

Biegun obrotu tarczy III otrzymemy z przeciecia sie prostej prze-

chodzace} przez punkty (2), (2,3) z prosts prostopadls do kierunku
przesuwu podpory. |

Rzedng bleguna obrotu (3) wyliczamy z proporcji
1 _I3.”
2 1 ='_2_§I_’
b

Bthmamy y3 = 41,
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Biegun bezwzgledny tarczy I lezy na proste] przechodzgce] przez
punkty (2), (1,2) oraz na proste] prostopadiej do kierunku przesuwu

podpory.
7 proporcji
LA Ny
i 1’
1 + 3 3

obliczymy rzedng bieguna (1), ktdéra wynosi y, = 8l.
Biegun obrotu tarczy IV lezy na prostych przechodzgcych przez

'punkty (3), (3,4) 1 (1), (1,4). Réwnania tych prostych sz nastepu-

jace: =2Xx = 41, y = g x + 81, Po rozwigzaniu otrzymujemy x4==%-1,
= i
Y4 =3
qty obrotéw poszczegdlnych tarcz wynoszg:
W 1 +(.O4 =W,
. 2
w, 2l = 4 3 1,

stad

2
1
o
i
Al
£l

N
1l
PN

Praca si% zewnetrznych na wirtualnych przemieszczeniach dla ukza-
du tarcz sztywnych ma postad

— 2
_de.,.ql go1-qlw2 21+ql-w1g-1=0,
- g1 1 _ 1 1
Mg =al® 7-al 7 21 +ql 21,
stgd otrzymujemy o

Zadanie 2.3

Dla podanego schematu wykonaé wykres sit tngcych @ 1 sprawdzidé
:metoda, kinematyczng wartosé sizy tnacej w przekroju of -~ o (rys. 2.4),
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Rozwigzanie
Schemat obliczeniowy
Reakcje podporowe

ZM:E;):O’
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XX =0, H1 = P, ZMZ = 0, V1 =—74_-P,
2X =0, H, =-P, ZM} =0, R, =-F,

2P,

M
=
b3
]
S
w:-?.
]

-5P1.

™M
=
]
S
=
td
]

Wykres'sily tnacej przedstawiono na rysunku 2.5.
W celu wyznaczenia sity tnacej w przekrojud ~o, metodg kinematy-

czng zakYadamy w tym przekroju teleskop i uzewngtrzniamy sitg¢ T, .
Dla tak powstazego ukiadu wyznaczamy przemieszczenia wirtualne.
Zaczynamy od wyznaczenia biegundéw obrotdéw poszczegdlnych tarcz.
Bieguny obrotdéw (1) i (3) sa wprost dane z warunkdéw brzegowych. Bie-
gun obrotu tarczy II lezy w punkcie przeciecia sie prostych przecho-
dzacych przes punkty (1), (1,2) i (3), (2,3). W celu znalezienia bie-
guna obrotu tarczy IV nalezy najpierw znalezé biegun wzajemnego obro-
tu (3,4) tarcz III i IV. Lezy on na prostych przechodzgcych przez
punkty (2,3), (2,4) i (3,5), (4,5). Biegun bezwzgledny tarczy 1V
otrzymamy z przeciecia sie prostych przechodzacych przez punkty (3,4),
(3) L (1), (1,4). Natomiast biegun tarczy V otrzymamy z przeciecia

sie prostych (4), (4,5) i (1), (1,5).

]
=
g
@
s
-
o
=
s
(=)

(14)
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Znajac poXozenie blegunéw obrotu znajdziemy skiadowe pionowe i
poziome przemieszczed, przyjmujac, e powstata w przekroju réznica

przemieszczer wynosi § .
Wartosci katéw obrotéw poszczegdlnych tarcz wynoszg:

£, o

91y =Wz =0,

w 3 =

1

. » —— ..--1- —

Przemieszczenia A majg wartosé:
F ocw. 21 =8
A1-435 21-2,
Az =001 - 11 = s

Korzystajgc z zasady prac wirtualnych dla ciaz sztywnych otrzy-
mamy :

Ty & -PAy - PR, + Pl:w, =0,
= P-4 -D. Lo L5

quanie 2.4

Dla podanych ukaddw sporzadzié wykresy sit wewnetrzaych i spraw-
dzié metoda kinematyczna wartosci siz wewngtrznych w zaznaczonych
przekrojach (rys. 2.7a-f).




q
o oy
ry -3
(
| { t { (
-k -+~ A —A -
Ao
d)

f)
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3, LINIE WPEYWOWE REAKCJI I SIZ WEWNETRZNYCH
W UKZADACH STATYCZNIE WYZNACZAINYCH

Linie wpiywowe reakcji podporowych 1 sit wewnetrznych moZemy
znajdowaé metodg analityczng (statycznq) Jub metoda kinemAatyczng.
Pogszukujac linii wpYywowych wielkosdci statycznych metodg analitycz-
na korzystamy z réwnani statyki, wyznaczajgc z nich reakcje podporowe
lub tez sity wewnetrzne w funkcji wspéirzednej okreslajgce] poXozenie
sity jednostkowej. Natomiast poszukiwanie linii wpiywowych wielkosci
statycznych metoda kinematyczng opiera si¢ na zasadzie prac wirtual-
nych dla tarcz sztywnych.

Tinie wptywowsg przedstawiajg przemieszczenia tych pretdéw po ktd-
rych porusza sie si*a dla uk*adu, ktéry w okreslony sposdb uszsyskat
jeden stopien swobody.

Linie wptywowg reakcji podporowe] szukamy w ten sposdéb, Ze usu-
wamy odpowiednie wigzy w miejscu wystepowania reakecji i przemiesz-
czamy o jednostke wzdiuz Jjej linii dzia%*ania., Rzuty odpowiednich
przemieszczed pretédw po ktdrych porusza sie jednostkowa siza przed-
stawiajg linie wptywowa (rys. 3.1b,c).

P=1
A S . “
A B = w, 7 e
| —~—
b) r—-———m__ " it
R, AN " __-_--"-_:Z;_
c)
1 LA lw. RA e - -1|
- - = 1
My 9 cﬁmﬁu_@_l '.
(ﬂfg ;;é: 11____.-- Cow T,
RyS . 3 * 1a-g

Linie¢ wpiywowa momentu zginajgcego My z2nejdujemy w nagstepujacy
sposob. Zakiadamy w przekroju o -o«przegub i powstalty Zarcuch kine-
matyczny réwnowazymy sitg wewnetrzng M, . faricuchowi temu nadajemy
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wirtualne przemieszczenie, zgodne 2z ograniczajgcymi go‘wiqzami tak,
aby wzajemny obrét przekrojoéw w miejscu o~ byt réwny jednostce. Plan
odpowiednich przemieszczer tego Yadcucha kinematycznego jest identy-
czny z poszukiwang linig wpywowa M, (rys. 3.1d-e).

Aby wyznaczyé linie wpiywows sity tnacej Ty zakiadamy w przekro-
juc -t teleskop i powstazy %tancuch kinematyczny réwnowazymy sizg we-
wnetrzng Ty. Nadane temu ‘raricuchowi wirtualne przemieszczenie Jest
tak dobrane, aby wzajemne oddalenie punktéw w przekroju of —o réwne
byzo jednostce. Rzuty odpowiednich przemieszczen pretéw przedstawia-
jg linie wpywowg T, (rys. 3.1f,g). W metodzie kinematyczne] znaki
1inii wptywowej ustalamy po zapisaniu réwnania prac wirtualnych dla
tarcz sztywnych.

Zadanie 3.1

Dla podane]j belki. znalezé linie wpiywowg momentu 2zgina jgcego
i sity znagcej w przekrojuc-o (rys. %.2).

P=1
ot

Rys. 3.2

Rozwigzanie
Aby znaleéZé linie wpiywows momentu zginajacego w przekroju o —o
- zak¥adamy przegub, a nastg¢pnie dokonujemy wzajemnego obrotu przekro-

Jjéw o kgt ¢ = 1. Plan pionowych przemieszczen jest poszukiwang linig
wptywowsg (rys. 3.3).

Pt
- J

|

_MMMﬂ

i
2

Rys° 3-3
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Linie wpa:ywowq sity tngcej T, znajdujemy zakiadajgc teleskop .
W przek'roju o -~ o 1 dokonujac rozsuniecia tarcsz teleskopu o jednost-

ke (rys. 3.4),

AT X Ty T £ GIEQ T 5
A TZ T Z Q)T O
23y

| £@|1 ﬁfrl@l l n"n-h_ linia wptywowa Tu

Rys. 3.4

Zadanie 3.2

Dla podanej ramy znalezé metoda kinematyczng linie wpiywowsg sity
tngcej w przekroju o - & (rys. 3.5).

! 21 \

Rys. 3.5

Rozwigzanie

W przekroju o - o zakZadamy teleskop. Dla otrzymanego %aricucha
kinematycznego budujemy plan biegundéw bezwzglednych i wzglednych.

Rzuty przemieszczen tarcz na kierunek pionowy pokazano na rysunku 3.6.
Z planu biegunéw odczytujemy, ze

{w1*1 +Wz - 31 = 1,

wal =w3,

1

T (D2 = _1_

= | .
1-41’ (A), 5-410

N
N
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7 réwnania pracy sil zewnetrznych na wirtualnych przemieszczeniach
mamy
-1 Td + 79- e {1 = 0’

stad T =9.
Widzimy, ze rz¢dne § sg jednoczesnie rzgdnymi 1inii wpiywowej T,
(ry.SQ 3.7)- |

..-ﬁ'l‘ﬂ'é 4 linia wptywowa T

Rys. 3.7

Zadanie 3.3

Znalez¢ wykres linii wpiywowe) siZy normalnej w przekroju o - o
(rys. 3.8). |

Rozwigzanie

W celu znalezienia linii wpiywowej N, metodsg kinematyczng w prze-
kroju o - o« zak*adamy teleskop. Dla otrzymanego ukzadu zna jdu jemy
Plan biegunéw wzglednych 1 gtéwnych. Biegun wzgledny tarcz T i IIT lesy
na prostych przechodzgcych przez punkty (1,4), (3,4) i (2,3), (1,2).
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Nee
linia wptywowa
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Biegun giéwny tarczy III lezy na proste] przechodzgce]j przez punkt
(1), (1,3) i na proste] prostopadtej do kierunku przesuwu podpory, &
biegun tarczy II otrzymamy w wyniku przecigcia sie prostych przecho-
dzgcych przez punkty (1), (1,2) i (3), (2,3%).

Po znalezieniu biegunéw gzéwnych 1 wzglednych okreslamy sktadowe
pionowe 1 poéiome przemieszczen wirtualnych

Wy =Wos

stad 1
W, =W~ =W ="‘2—i.

7 réwnania pracy siz rzeczywistych na wirtualnych przemieszcze-
niach otrzymujemy -1 Ny + ¥ -+ 1 = 0. Tak wigc linig sity normalne]
N przedstawiajg rzuty pionowych przemieszczen czgscl tarczy I od
punktu (1) do punktu (1,4), tarczy IV 1 czeSci tarczy III miegdzy
punktami (3,4) 1 (3). )

Zadanie 3.4

gnaleszé wykresy 1linii wPlywowych siz wewnetrznych w przekroju

x-c (rys. 3.11). Pt

|
X +

1 |

Re 4

| SR U S | SR | S
Rys. 5.11
A oG C B

W linia wptywowa R,
1 | ) _ 2.1 '

lhmlwmymwwlRa
1

Rys. 3.12
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Rozwigzanie |
Zadanie to rozwigZemy metoda mieszang, tj. analityczno-kinematy-

czng. Metoda-kinematyczng znajdujemy najpierw wykresy linii wpiywo-
wych reakcji R, i Ry. Odpowiedzi stanowig rysun_ki 3.12. Linie wpiy-
wowg sity "S" w Sciggu okreslimy metoda analityczng z réwnan rdéwnowa-
gi przy dowolnym ustawieniu sity w przedziale A~C wzglednie C-B.,

Przedziaz A-C

P _ _g. - ~
ZMC-—RBM $:-21 =0 —= 35 = 2Ry

o

A ot |
| W%B linia wﬁywom MQ
4]

76!
Rys. 3.15

D
8
e
o
o«

linia wpty\
C ! plywowa T,

n
™
oN
N
o

Rys. 3.16
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S8 o
no =
o0 -
r"'_—mh
11119
linia wplywowa N
A of B |

Przedziatr C-B
M =R, - 41 = S-2] =0 —= S = 2R
o = By = = 2R,

7na jac wykresy linii wpXywowych reakcji R, i Ry ¥atwo sporzadzimy
wykres linii wpXywowych sity S (rys. 3.14). Majgc linie wpZywowe re-
akcji podporowych i sizy w Sciggu wyznaczymy linie wpiywowe siz wew-
netrznych w dowolnym przekroju.

Linia wpiywowa momentu zginajgcego w przekroju o - d:
Przedziat (A-o)

D _

M o= 0

=R.+:5L - §- 1

M,=Rg+5l -8 1 1,

Przedziat (-B)
1
XMoc = 0

Mo

. %] - g.1
RA 31 S 1 L.
Wykres 1linii wpitywowe] momentu 2zginajgcego w przekroju ol —-o przed-
stawiono na rysunku 3.15.
Linie wpiywowe sizy tngce] T, i sizy normalnej Na otrzymamy 2z
nastepujacych zaleznosci:

— m© o _.
Td_Tdcosyd +Nds:m?d,

_mO o
Nd T, sin Sooc + N, cos god
Dla przekrojuc—d mamy cos ¢_ = 0,894, sin P = 0,447

T, = 0,894 T + 0,447 N2,
0,447 T0, + 0,894 NO.
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Przedziat (A-o)

Przedziat @©-B)

0 . N0
TC':C:RA’ Nd"‘ S’

TOC 0!894 RA - Oy447 S:

OdpowiedZ na pytanie - jak zmienia sie gi%a tngca 1 normalna w
przekrojucd -~ w zaleznosdci od potozenia jednostkowe] siiy - stanowisg
rysunki 3.15 i 3.16.

Zadanie 3%.5

Dana jest kratownica obcigzona poruszajaca sie gdrg sits jednost-

kowg. Wyznaczy¢é linie wpiywowe sit w pretach S, S,, S

17 —2°

Rozwigzanie

Linia wpiywowa sity S
Przedziaz (1-5) 0< § < %-

EM%:S—V-;Z&— 1(3&—9a§) = 0,

3-9%
S—ﬁ .

Przedzial (6-8) %.s E <
ZM} = 0 —e= S = 0,

Wykres linii wpiywowej sity S pokazano na rysunku 3.19.



o S
b
S 8al
. S £P=1
1__2/ 3 __4 vy S5_1{6___|__7 ______8
a
b 7 b7
*a*a*aka*a*m *20 -
Rys. 3.18

2 linia wpfywowa S

S

Rys. 3.19

W celu znalezienia linii wpiywowe]j sizy S1 przeciﬁamy kratownice
przekrojemol - (rys. 3.18)
Przedziat (1-6) 0<% < 2

Eﬂ%:=s1-2a+s—{—g6a+sj—§2a—1 (7a - 92 %) = 0,
7 -9
) = 2-5--21f2“s.

S

Przedziat (7-8) £ < <1

29
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N|m

8

linia wp{ywowa S,

Rys. 3.20

Linie wPljwowq Sy zna jdziemy z rdéwnania rzutowania si* dla czesel
kratownicy

Proedziak (1-6) 0< ¥ < 2

= Szlzg¥+ 1 - S-ig:

X

= 0,

rJ
<

s, =S - 2.
Przedziat (7-8) % <E<1

1 Y2 V2
EP =32—2-S—-§=O,

linia wptywowa 82
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Zadanie 3ﬂ§

Dla podanego ponizej schematu kratownicy znalezé linie  wpiywowe
si* w prgtach 8, 1 S, (rys. 3.22);

Rozwigzanie

Metodg kinematyczng znajdujemy linie wpzywowe reakcji Ry, i RB‘
Wykresy tych linii wpZywowych przedstawiajg rysunek 3.23.

W celu. znalezienia 1 wpzywowe] sity S1 rozpatrzmy najpierw rdéw-
nowage sit w wedle 4°. 2 E:EX = 0 otrzymujemy S, = —S3.

1

W 6 linia_ wptywowa Ry
1 ]
Skt )

linia wptywowa R |
7 " pd
6 Sy

Rys. 3.23 Rys. 3%3.24

Tiinie wpiywowg si% S1 znajdujemy po dokonaniu przekroju of'~
Przedziat (A-3)

P _ o Y2 A
EPy_ss-7-s1 R

2 1
2" B 1 yz B

Przedziat (4-6)

1 Y2
}31:y=s1 s.ﬁ

1 =7

1 :
SE———— R °
2 A
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W celu znalezienia 1 wpiywowej sity '82 dokonu jemy przekrojufa _P

Przedziar (A-3)

linia wplywowa S

Przedziak (4-6)

1 linia wptywowa S,

Zadanie 3.7

Dla podanych belek wyznaczydé 1
wy y¢ linie wpXywowe T, Mﬁ, TT’MT'

| lp"
v o )

(3.27a-b).




Rozwigzanie - samodzielne

Zadanie %.8

Dla podanych ukzaddw wyznaczy¢ linie wpZzywowe siZ wewnetrznych
w przekroju ot - ot (3.28a~f).

I 21 I 2l ot o .2\ |
Rys. 3.28a-c
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d) JP:‘I

VI 4 et —) : 2l "

Rys. 3.28d-f

Rozwigzanie -~ samodzielne

Zedanie 3.9

Dla podanych kratownic 2znalezé linie wpiywowe sit Sy SZ,'S3
(30293-{1)0

Rozwigzanie - samodzielne
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4. WYZNACZENIE PRZEMIESZCZEN W UKZADACH
STATYCZNIE WYZNACZALNYCH

Przemieszczenia bedziemy wyznaczaé wykorzystujgc réwnanie prac
wirtualnych dla rzeczywistego stanu przemieszczen i wirtualnego sta-
'nu obcigzen. Réwnanie prac wirtualnych dla ukzadéw pretowych w przy-
padku dziaania obeigzerd zewnetrznych, termicznych i bsiadania pod-

pdr jest nastepujace:

7 (M At), 7 (L . IT
=/[M(ﬁ+dt T)+N(EA+dt ‘t)+XGA]d

, T - sity wewnetrzne wyworane obcigzeniem zewnetrznym,

gdzie: M,N
M,N,T - siy wewnetrzne wywoane obciazeniem wirtualnym,
Ai." osiadanie i-te] podpory,
D; - reakcja na i-tej podporze od obcigZenia wirtualnego
dziata jgce na kierunku przemieszczenia A i
0 ; - poszukiwane przemieszczenie w punkcie "i" wywoZane ob-

cigzeniem zewnetrznym,
a, - wspbiczynnik rozszerzalnosci liniowe],
h -~ wysokosé przekroju preta,
At - rdznice temperatury pomiedzy dolnym i gbérnym witdéknem,
t - przyrost temperatury w sSrodku ciezkodci przekroju
preta,
Poniewaz wpiyw siz poprzecznych i ewentuvalnie normalnych na od-
ksztaXcenia jest maly w stosunku do wpXywu momentéw, dlatego tez be-
dzie pomijany.

Zadanie 4.1

Dla danego ukZadu, przy danym obcigZeniu wyznaczyé przemieszczenie
pionowe punktu D (rys. 4.1). |



Rozwigzanie
Obliczenie reakcjt

My =0
Ry’ 41 + ql-41 - 4q1° - g41-41 = 0,
Ry, = 4al,
:EI& = 0
Ry + Ry = 441 = 0,
Rg = 03
IMR =0
Rg* 21 + 491° - Hy 51 = 0,
HB = 0,8&1;
£2 =0
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Wykres momentéw zginajgcych M od obcigzenia zewngtrznego przed-
stawiono na rysunku 4.2.

&5 ql2
tuk
0,812

0,8q1
Rys. 4.2

Aby wyznaczyé wielkosdé przemieszczenia pionowego 6]) punktu D
zaktadamy jednostkowg site wirtualng zaczepiong w punkcie D. 0d tego
obcigzenia wyznaczamy wykresy wirtualnych momentdéw zginajacych.

131 0.8l 06l

151

151
021 tuk

Rys. 4.3
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Obliczenia reakcji w stanie wirtualnym

My =0
Ry-41+1-21 =0,
= 0
233y ) )
E'--\'Mc =0 - _
RA'21_HA'51=O’-
ﬁh = =0,23
LP =0 ) )
ﬁB — -0,2.

Wartosé pionowego przemieszczenia punktu D otrzymamy w wyniku
catkowania wykresdéw momentéw zginajgcych od obcigzenia zewngtrznego
2 wykresem momentéw zginajacych od jednostkowego obcigZenia wirtual-

nego

2 2

SD=.[-EW3-dS -L5=[1 a1 o080 @ -1 41 3,202% 0,81 4
2

1 2

+0,8¢2° 1 0,81 -41 1,51 0,8q1% -1 1 4q1% 1,31 -

W= W=

+ #1491 0,81 + (0,81 + 1,31) 0,5 1 0,8q1% -

+ % 31 0,8q1° 0,21 2 + % 31 4,5q1° 0,21 -

4
+ 131 4,5q1° 1,51] = -8,661 § .

Uwaga. Znak (-) wskazuje na to, ze przemieszczenie SD wywoXane
obcigzeniem zewnetrznym nastepuje w kierunku Przecivnym niz zazozone
przez nas obcigienie wirtualne (punkt D przemileszcza sig¢ w gére).
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Zadanie 4.2

Dla danego uktadu, przy danym obciazeniu wyznaczy¢é zmiang odle-
grodci miedzy dwoma danymi punktami uktadu D i E (rys. 4.5).

Rys. 4.5
Rozwigzanie
Obliczenie reakcji
Z:MA =0
RB' 8l - q-21 51 - 3ql- 21 = O,
RB = 2q1l;
EPy =0 |
RA + RB - q21 = 0,
EPX = 0
HA. = 3(11.

Wykres momentéw zginajacych od obciazer rzeczywistych przedstawio-
no na rysunku 4.6,

W celu znalezienia zmiany odlegXosci miedzy punktami D i E zakia-
damy wzdiuz kierunku prostej %aczgcej punkty D i E przeciwnie skiero-
wane dwie wirtualne sity jednostkowe (rys. 4.7).

Obliczenie reakcji

EMA=0

Py,
| ¥



y - -
RA + RB = 0,
'ﬁA=0;
Z:P§'= 0 —
HA=O.

Rys. 4.6

Rys. 4.7

Catkujgc wykresy momentéw zginajgcych M i M otrzymamy

oo Mt 18 2 4
pi = | BF % = 7 15 © 4103217 1 = 6,4 3.
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Rys. 4.8

Zadanie 4;3

Dla danego uk¥adu przy danym obcigseniu wyznaczyé zmiane kata Y
w punkcie C (rys. 4.9).

Rozwilgzanie
Obliczenie reakcji
EMA=O
Rp* 61 = ql- 71 + 3q1° - q - 41+ 21 = 0,
2}3y =0
R, = =ql:
A qlis
IZPX =0
HA"q’4l=0,
HA = 4ql;
D _
ZME...o

Rp* 31 = 85-1-ql-41 =0,
S = 2q1.

Wykres momentéw zginajacych M od obcigZenia zewnetrznego przed-
stawliono na rysunku 4,10,
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i..llh--'
Ul

."lllll

2q1 UID:::_____‘:::EIIU 2q8

3qi
3m2

Rys. 4.10

Auk

W celu znalezienia zmiany kgata ¥ nalezy zatozyé w punkcie "E" pa-
re¢ przeciwnie skierowanych jednostkowych momentéw skupionych (rys.
4.11).

Obliczenie reakcji dla stanu wirtualnego

M, =0

A -
RB.61=0¢
ﬁBr-O,



TP, =0 __
R.A:O’
Z:Px =0 _
HA.:O’
D _
LME =0 _ B 1
S*1+1=0, S = -5

Rys. 4.11

Wykres wirtualnych momentdéw zginajgcych pokazano na rysunku 4,12

2 2

Auk

Lilettll
Rys. 4.12

Catkujac wykresy momentéw zginajacych M, M oraz uwzgledniajac s8iig
normalng w sciggu, otrzymujemy
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_ [ MU SS 1 ({2 2 _
-%—-31-2q12-2-2+-%-21 4q1%. 2 -
12 3 6
3
1
-Leqr- 161 =~ 1,733 3 - 12 & m).

Zadanie 4.4

Dla danego uk*adu, przy danym obcigzeniu, wyznaczyé zmiane kqta'@
w przegubie A (rys. 4.13).

unuymﬁ

Rozwigzanie

Obliczenie reakecji

P _
LME = 0

RC' 61 - q61 - 31 = 0O,

. RC=3q19

EME =0
Rc 31 - Hc' l -q31- 1,51 = O,
H, = 4,5ql,

LM, =0

Rg-6l + R, 91 + H,o~1 -q-61-61 =0,
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EPy=0
RA + RB + RC - 6q1 = 0,

RA — 2’25q1;

LMy =0

RB31-HB.1=0’
HB = 2,25qQl;
1
EMD-::O

RA' 31 - HA' 1l = 0,

HA -— 6’75q10

Wykresy momentdw zginajacych M od obcigzenia zewngtrznego przed-
stawiono na rysunku 4. 14,

{uk gdrny
@ 6,75ql2
e
2,25q12
4uk dolny
w\ 2.25q14
~
a75m2
Rys. 4.14
E

4@

A
Is

Rys. 4.15

Zm;ane kqta.f'znajdziemy zaktada jgec w punkecie A jednostkowy wirtu-
alny moment skupiony (rys. 4.15).

Obliczenie reakecji w stanie wirtualnym

TM = 0

ﬁ'c = 0,



P _
LMp =0 _
HC=O’
EMA=O
EB- 61 + 91 + 1 -1=0,
Ry = 73
B~ 61’
= 0
Z}Py ) o
RA + RB + RC = O:
= 1
- RAz—gi;
EMD=0 -
— 1 .
Hp = 573
EPX=O _ ) 3
HA-HB-HC=O;
=1
HA._ﬁ.

Wykres momentéw wirtualnych M podano na

rysunku 4.16.

tuk gdrny

{uk dolny

Oﬂ
N
!
0\
.4
N
e
’—1
-t

g
|
.p
O
\ & ) |

47
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Zadanie 4.5

Dla danego ukZadu belkowo-kratowego, przy danym oddziaiywaniu
temperatury, wyznaczyé zmiang odleg10301 miedzy dwoma punktaml CiD
(rys. 4.17). Dane: 1 = 100 cm, = SOOC, tg = 20° C, t = 0° C, &

<5 1 d t
‘ — 10 Ja_o
C
4
|
*
- | R 21 " | -
przekrdj ot -of
&
=
-~ ol <
(N
X
10,1010,
Rys. 4.17
Rozwigzanie

Wyznaczymy srodek cigzkosci przekroju o -of
A=10-20 + 30- 10 = 500 cm?,

'8.,=10-20-10 + 30 - 10+ 25 = 9500 cm°,

X
S_ 1
- X _ 9500 _
y - A— 500 - 19 cm,

Przyrost temperatury 2 t = t, - ty = 50Y¢ - 20°C = 30°¢.

2 liniowego rozkiadu temperatury na wysokosci przekroju belki -
wynika, ze

. t = [tg + h"“'h A't] - [2000 + 30389 3000] - 0% = 31°0.
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W celu wyznaczenia zmiany odlegtosci miedzy punktami C i D zakia-
damy wzdiuz proste] Zaczgcej punkty C i D przeciwnie skierowane dwie
wirtualne si¥y jednostkowe (rys. 4.18)

£R, =0
HA = 0,
DMA = 0 3
Ry = 0,
P =20
L Y —
RA = 0.

Wirtualne sity normalne wy- tﬁa TRi
znaczymy z roéwnowagi wezidéw CiD: Rys. 4.18
5P =0

X 1 .V—'
SCBV?—1=O——-’—SCE= 2,
EPy = 0
- _ —
Scgy2 *t Scp =0 =35 = -1
Z}PX =0
— _ | _
Spp 75 — _o——-sDF..V'z",
Epy =0

]
|
-

L ]

Spp 7 + Spg = 0 —S5pp

a) __I. bj ,i;_o
SC/I l\ SoF
Sos

ScA

Sity w pretach kratowych oraz wykresy wirtualnych si% normalnych
N i wirtualnych momentéw zginajqcych1ﬁiprzedstawiono na rysunku 4.20.
Poszukiwane przemieszczenie wyliczymy nastepujgco:

_oh At f_.
op =/ H—g—d, +) Neaky -t a,

¥, 4
$
1 oAt
dep =(F1 124200 1) L1 alia, s,

A
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Podstawia jgc dane otrzymamy

N PR 100 1075 30 C4n=5 . =4 _
ACD-(Z 100 - 1002 + 2 - 100 100) %0 + 4 + 100 - 10 31 =

= 0,3 + 0,124 = 0,424 ¢m = 4.24 - 10~ m.

Zadanie 4.6

Dla danej kratownicy przy danym obcigZzeniu wyznaczyé pionowe prze-
mieszczenie punktu C (rys. 4.21).
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Rozwigzanie

Przemieszczania w uktadach kratowych obliczadé bedziemy korzysta-
jac z réwnania pracy wirtualnej dla rzeczywistego stanu przemieszczen
i wirtualnego stanu obciaZerl podanego na stronie 36. Dla kratownic
réwnanie to jest znacznie prostsze. Odpadajs mianowicie momenty i si-
¥y poprzeczne, poniewaz w kratownicy mamy do czynienia z samymi tylko
sirami normalnymi, a tym samym odpada catkowanie, poniewaz sity nor-
malne nie zmieniaja sie w sposéb ciggty, lecz sg stare w kazdym pre-
cle.

Réwnanie pracy wirtualnej dla rzeczywistego stanu przemieszczen
i wirtualnego stanu obecigzen dla ukzaddéw kratowych przybiera zatem
postad

=

lx
k( Ek K %k Ty lk)

n n ¢
Z P, 0, + z D, A Z
i=1 =1 k=

gdzie: § . - przemieszczenie w punkcie "i" wywoZane obcigzenie zew-
netrznym,
Nko - sita w precie "k" wywozana obcigZeniem zewnetrznym,
ﬁk - sita w precie "k" wywolana obcigZeniem wirtualnym,
1, - dugosé k-tego preta,
tk - zmiana temperatury w k-tym precie,
oy - wspbéiczynnik rozszerzalnosci liniowej materiatu k-tego
preta,
dAi_-osiadanie i-tej podpory,
ﬁi ~ reakcja na i-tej podporze od obcigzZenia wirtualnego.
Obliczenie prawej strony powyzszej réwnosci bedziemy przeprowa-
dzaé w tabeli. |
Obliczenie reakcii

LMy =

HA- 3&+2Pa - 4P' 2a = O’

Hy = 2P;
§3Px =0
HA+HB 2P=O,
Hp = 0,
)'.‘,M}:’):o
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]
O

LE

R, + R, - 4P = O,

RB - ’2Po

Sity w pretach S, - K,, od obcigzenia zewngtrznego obliczono meto-
da réwnowazenia wezidw.

Jako obciagzenie wirtualne przyjmujemy Jjednostkowg site zaczepiong
w punkcie C. | -

Obliczenie reakcji od obcigzenia wirtualnego.

EMB=0
1-5a—ﬁAl-3a=O,
= _ 5
HA = %3
EPX'-:O - }
HA+HB'=O’
7 - 5
3
P _
E:MD =0 ~ )
RA 38.-HA 3&:0,
T __5-.
RA = 23
EPy=O _
R, = -2



F 3

Rys. 4.22

Sixy w pretach wywoxane obcigzeniem wirtualnym rdwniez otliczono
metodg réwnowazendia wezidéw.
Obliczenie pionowego przemieszczenia wezia C zostato przeprowa-
dzone w tabeli 4.1.
Tabela 4.1

[ T T — 1 | j
, Lx Ay Nyo Ny ¥ N |
Pret 5 k ko 5 |

rm) P [1cN] [] E A, Kk
S
G, a A 2P -1 > Pa/EA |
G, a A 4P | -1/3. 4 Pa/3 EA
G3 a A 2P 1/3 -2 Pa/3 EA
G4 a A O 1 O
Gs a A 0 0 o |
: -
Dj a A O 0 0
J — S - jT
D, a A 2P -2/3 -4 Pa/3 EA
[, a A 4D —4/3 ~16 Pa/3 EA |
| ‘54 a A 2P - =2 ~-4 Pa/EA
D a A 27 -1 -2 Pa/EA
L_ts 1 . | | i — { —




Tabela 4.1 (cd.)

, -
[ 1 A N N N,
| Pret X 1 g KO X % A 1k
[m] [m°] [kN] [1] K
S a A 0 0 0
1 i J
S, l a A 2P 2/3 -4Pa/3EA
Sir a A 2P 2/3 4Pa/3EA i
5 [ a A 2P 2/3 4Pa /3EA
'4§5 a A 0 1 0 )
| S¢ a | A 0 |, O 0 ]
| K, 3a 12 AYVZ 2PV2_ | 5V2/3 20Pa /EA
E X, a 12 AY2 2PY2 -2Y¥2/3 ~8Pa./3EA
i K, a 12 AY? 2PVZ | -2V2/3 -8Pa /3EA
| K, a 12 |, AY? ~2PYZ | -2Y2Y3 8Pa/3EA
| X a 122 | a2 0 V2 0 |
K6 a V2 A'VE 0 V2 O |
), = 8,667 22
Pa —
8, = 8,667 gy m

Zadanie 4.7

Dla danej kratownicy przy danym obcigzeniu wyznaczyd zmlanQ odle-

gZodci miedzy wezzami D i E (rys. 4.23).

@
,
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Rozwiazanie
Obliczenie reakcji
ry =0
2Pa + RB‘ 2a = 0,
RB = =P
P =0
EY
RA'= 3P;
§3Mg =0
RBa+HBa=O,
HB=P;
EPX-'-'-'O
HA=P.

Sity w poszczegdédlnych pretach kratownicy od obclgzenia zewngtrz-
nego obliczono metodg réwnowazenia wezzdw.

Jako obciazenie wirtualne zaktadamy w punktach C i D jednostkowe
sity dzia*ajgce na kierunku C-D o dowolnych lecz przeciwnych zwrotach.

Rys. 4.24

. Obliczenie reakcji w stanie wirtualnym
M, =0
Rp-2a + 1-22 - 1-2a =0,



P =0
J R, + R, =0
A B~ 7?
-EA:O;
Z;Mg—-o
1a+HB a=0’
-ﬁB_-—‘l’
ZPx=O ~

H.A.=-1.

Sity wirtualne w poszczegélnych pretach obliczono metods rdwnowa-
senia weztéw. Samo obliczenie przemieszczenia jest przeprowadzone w

tabeli 4.2.
Tabela 4.2

1 A N
e k
Pret
; [m] [mz]
D a A
1 1 _ _ .
5 a A
?3 a A |
D4 a A
5, a A 0 0 | 0 ]
'Sz a . A 0 0 0
K1 avr? A Ig 2P V2| 1/V2 -4Pa /EA
I 1 1
K, a¥? A V—g =2P/V2 | -1/V2 2Pa/EA
Ky a¥Z A !g 0 - 1/Y2 0
—'ﬁ‘ 1
| K, av? A 5 0 -1/V2 0
Lk 2| 8 L4 | 22/v2 | 1/ ~2Pa/EA
K a1’ A = 0 1/V2 0
6 1% 1% j —
K- ar? A :-E ] O . -1/VZ | 0 .
| Xg a¥’ A5 | 0 1/V2 0
) = -8 %%;




57

Zadanie 4.8

Dla danej kratownicy obcigzonej zmiang temperatury t_, znalezé kat
obrotu preta 1-2 (rys. 4.25).

Rys. 4.25

Rozwiagzanie

W stanie rzeczywistym sity wewnetrzne dla tego przypadku obcig-
zenia sg réwne zeru. Jako obcigZzenie wirtuwalne przyjmiemy pare sik
zaczepionych w wezzach 1 i 2, dajacych jednostkowy moment.

Rys. 4.26

Obliczenie reakcji w stanie wirtualnym

EMA=0 .
= . 1 1,
RB 3_3“523+§a—0,
— _l_.
RB - 3a?
EPY-"—O |
'RA"+RB+§-§,-=.O’

o
|

-1
A 33!



Sity w pretach wywoXane obcigzeniem wirtualnym obliczono metodg
réwnowazenia wezxdw,

Rys. 4.27

Poszukiwany kat obrotu jest réwny

n
T912 = 0, Ty G b L) = g5 oy tmas
k=1

+0ay -t a2 =—m2 [rd],

Zadanie 4.9

Dla danej kratownicy obcigzonej kinematycznie znalezé zmiane kagta
miedzy pretami 1-2 i 2-3 (rys. 4.28).

QD
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Rozwigzanie
W stanie rzeczywistym sity wewnetrzne w pretach kratownicy,przy

obcigZeniu kinemetycznym, sg réwne zeru. Jako obcigzenie wirtualne
przyjmujemy dwie pary si* zaczepionych w punktach 1, 2, 3, dajgcych
pare Jednostkowych momentéw (rys. 4.29).

]

LM = O

[ ] _1 —

Rs 2a - = a =0,
-._-1_.
Ry = 533
Ry2 +R_5a+1-1=0,

—_— 5.

. Rg = =~ I&s
P =20

N4

Poszukiwana zmiana kgta jest réwna

APq40,0-3 =~ (‘ 4a

Zadanie 4.10

Dla kratownicy podanej na (rys. 4.31) znaleZé przemieszczenie pio-
nowe punktu 6., Kratownica jest obcigzona btedem montazowym, pret 5-12
Jest o A1l za krétki.
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Rozwigzanie

Obcigzenie wirtualne zaktadamy w postaci sizty jednostkowe] przy-

Yozonej w punkcie 6 w kierunku poszukiwanego przemieszczenia. (rys.
4.%1). Sity normalne w pregtach kratownicy wywozane obcigzeniem wir-
tualnym sa podane na rysunku 4.31.

Poniewaz obcigzenie kinematyczne nie wywozuje si%? wewnetrznych

w uktadzie statycznie wyznaczalnym, réwnanie pracy si* wirtualnych
ma postad

on
-85, = Z (N-A1)y,
i=1 |
stad poszukiwane przemieszczenie

1.86'\? = fﬁ'(-Al) =¥2-41,

Zadanie 4.11

Dla podanych ukzaddw pretowych przy danym obcigzeniu obliczyé
zaznaczone przemieszczenia (rys. 4.32a-k).

Rozwigzanie -~ samodzielne
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5. WYZNACZANIE PRZEMIESZCZEN W DZWIGARACH ZAKRZYWIONYCH
I ZAFAMANYCH W PILANIE

Przy wyznaczaniu przemieszczend korzystad bedziemy z rdéwnania prac
wirtualnych dla rzeczywistego stanu przemieszczed i wirthalnego stanu
obciggeri. Réwnanie to ma nastepujacg postaé

LPé+ LM ¢ + LDA =

] M M -
= (M_ At _S's IT
=/ M(EJ*“t h )"‘ o + ¥ gzl 945,
s -

S

W réwnaniu tym oprécz dotychczas poznanych sit wewnetrznych wystepuje
jeszcze jedna sita - moment skrecajgcy Ms'

Wartosé C dla przekroju prostokatnego o wysokosci h i szerokosci
b oraz-dla n ='%->-1 wyznaczyny ze wzoru C. Webera

4
b ) 0,052
C = 3 (n 0,63 + ’j ).

1l

Dla przekroju koiowego C Jjest identyczne 2 biegunowym momentem
bezwZadnosci

Przy wyprowadzeniu zwigzkdéw miedzy obcigzeniami a siYami wewne-
Trznymi przyjeto dodatnie zwroty dziazajgcych siz jak na rysunku 5.1.
Rzutujgc wektory momentdédw na kierunki osi s i y oraz razutujac sity
na kierunek osi z, otrzymamy réwnania réwnowagi elementu o drugodci
dS zakrzywionego w planie i obcigzonego prostopadle do jego paszczy-
zny (rys. 5.1). Réwnania te sg nastepujace:

as

dM |
&+ g = O
a7

a_s'+q=0-
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Trzy powyzsze réwnania pozwolg nam rozwigzad szereg zadan z belek
zakrzywionych w planie. W skrypcie tym, zadania bedg dotyczyiy tylko
belek koXowych.
Przyjmujgc q = const, 9 = r, roz-
wigzaniem powyzszego uk¥adu réwnan be-

dzie
2
M = A singg+ B cosa- qr ,
MS.:: A cosa - B sind + qr2cx + C,
C

State catkowania A,B,C wyznaczymy 2z wa-
runkéw brzegowych.

Wptyw si?t popfzecznych na wielkosci
przemieszczen jest niewielki, zatem zo-

stanie pominigty.

Zzadanie 5.1

Dla danego dZwigara zatamanego w planie wyznaczyé: a) przemiesz-
czenie pionowe punktu B, b) kgt skrecenia przekroju w punkcie B, Wy-
kresy momentéw zginajgcych i skrecajacych od obcigzenia zewnetrznego
przedstawiono na rysunku 5.2.

3%

Rys. 5.2

Rozwlgzanie

W celu znalezienia Przemleszczenia pionowego punktu B zakradamy
w tym punkcie jednostkowg sit¢ wirtualng o kierunku pionowym. Wykresy
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wirtualnych momentéw zginajgcych i skrecajgcych pokazano na rysunku
5.3b,c. Catkujgc wykresy momentdw zginajgcych i skrecajgcych od ob-
cigzenia zewnetrznego (rys. 5.2) z wirtualnymi momentami zginajgcymi
i skrecajacymi (rys. 5.3) otrzymamy

§p=37 (3P111+22P1-21-21+%P111+
+ 3 3P1+ 31 31) + 47 (P1-21-1_+2P1-41-21)=2§——g—}3-¢
1820 PU (57, B0 4) L2 (37, 1gp) [l
gdzie g = %%.

Aby znalezé kat skrecenia przekroju w punkcie B jako obciqienie
wirtualne przyjmujemy jednostkowy moment skrecajacy (rys. 5.4a).

al

|

y 14

g

(TSI

Rys. 5.3

a)

Rys. 5.4
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Natomiast na rysunku 5.4b;c\pokaéaho wykresy wirtualnych momentdéw
zginajacych 1 skrecajgcych.

Calkujac powyzsze wykresy z wykresami momentdw zginajacych i skre
cajacych od obcigzenia zewnetrznego (rys. 5.2) otrzymujemy

Zadanie 5.2

Dla danego diZwigara zazamanego w planie, przy danym obcigzeniu,
wyznaczyé przemieszczenie pionowe w punkcie D (rys. 5.5).

{ EJ=const

GC =c onst
4 £l
x 2
. M, TR GC
c K =45°
+ e S —
Rys. 5.5
Rozwiézanie
Obliczenie reakejl podporowych
22 =0
Rc + RB - RA = 0,
E:Mk = 0 |
Rc 1 -RBZL-MO cosol = 0,
ZJMY =0

-R, 21 - Ry 21 + M, sino= 0,

Po rozwigzaniu powyzszego uktadu otrzymujemy

M M. M
= & -0 = -2
RA-—4 1’ RB--BJ’ RC
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Wykresy moment6w zginajqcyoh "M" 1 skrecajgeych "M " od obeigzenia
zewnetrznego przedstawliono na rysunku 5.6.

D e

Lv,

_..--llllllu.'.':/

Rys. 5.6

R'c'.'
Rys.b5.7

W celu znalezienia przemieszczenia pionowegd w punkcie D nalezy
zatozyé w tym punkcie Jjednostkowsg size¢ wirtualng o kierunku pionowym.
Obliczenie reakeji wirtualnych-
%72 =0

oY,
=Yy

RA + RB + R

Il
4
-

C

i
O

i
O

R, 21 -Ry2l +1 =0,

Z rozwigzania tego ukzadu otrzymujemy

= _ 1 7 -1 2 - 1
Ry =3» Rg=73 R, =7
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Wykresy wirtualnych momentéw zginajgcych "M" 1 wirtualnych momentodw
- skrecajacych "MS" przedstawiono na rysunku 5.8.

‘ RyS. . 5.8‘

Catkujac wykresy momentéw zginajacych i momentdédw skregcajgcych od
obcigZenia czynnego i wirtualnego otrzymujemy

_ 1 % 1 13 V2 1_1 12 1
Sp=-f37 8 13+m i 8 Mz mgr g5+
1 1¥2 y 11 1¥V2,y 1 _ 1 1¥2, q1
" w1 83w sz r 2 et
2. 2
_J_l_VZMlz.__}@:Mol__ﬁ Molﬁ
GC 4 8" T <% 716 EJ 16 ~GC °
B _
Dla-é—d-_Zmamy >

3 V2
SD"—'-'--—.]'E—' ¥ [m] .

Znak ,~-" wskazuje na to, Ze przemieszczenie SD wywotane momentem Mo
nastepuje w kierunku przeciwnym anizeli za%ozZona wirtualna siza jed-
nostkowa,

Zadanie 5.3

Dla danego dzwigara zakrzywionego w planie, przy danym obcigzeniu
wyznaczy¢ kat skrgcania W przekroju B (rys. 5.9).

Rozwiazanie

Dla przekroju & = 0 jest M(0) = 0, MS(O) =0, T(0) = 0. Z powyz-
szych warunkéw -brzegowych obliczymy state A,B,C. Wynosza one: A = O,
B.= qrz, C = 0,~ stad: M =-qr2(1 - COSX), MS = qr2 (ot = sinct), Jako
obcigzenie wirtualne przyjmujemy moment ﬁs = 1 w punkcie B (rys. 5,10).
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ﬁs’ﬂ
B
EJ=const ./ |
~
GC =const/',5,
.
B s, NE
A
Rys. 5.9 Rys. 5.10
Dla przekroju o = 0 jest M(0) = O, M_(0) = 1, T(0) = 0. Z powyz-
szych warunkéw brzegowych otrzymamy A = 1, B =0, C = 0, stad M =
= 1 sine, -M-S’ = 1 cosc.

Kat skrecenia LVB znajdziemy ze wzoru

M ﬁSMS I'3 % .
lFB =‘/"'E'3: ds +./ —G_-c-— ads = - %-J—f (sinot— 0,5 sin Zd)dd-l-
S S « 0
3:'3 J r31 J:'3 T b
+ %— f(ot.'cosoc— 0,5 sin 2a)dot = - %J— 5 + %T' (-é- - -2-) =

0
=g~§;(—1-3g+ﬂ'g) [rad].



6. LINIE WPEYWOWE PRZEMIESZCZEN
W UKZADACH STATYCZNIE WYZNACZALNY CH

Przy wyznaczaniu linii wpiywowe] przemieszczenla korzystamy 2z
twierdzenia Maxwella o wzajemnosSci przemieszczen. MoZemy Je wyrazié
nastepujaco: sia uogélniona réwna jednosci, dziaXajgca na uktad spre-
zysty wzdiuz kierunku "k" wywoiuje na kierunki "i" przemieszczenie o
takie) samej wartosci Jjak przemieszczenie na kierunku "k" w przypadku
obciqzenia tegoz ukradu si*a rdéwng Jednosci dziazajgcg na kierunku

tlin.
1] ik = gki'

" Twierdzenle to Jest zilustrowane na rysunku 6.1, Jjest ono sztuszne dla
dowolnego punktu i kierunku, czyll Ze punkt przyzozenia sizy P moze
byé dowolnym punktem konstrukcii, a w zwigzku z tym siza P moze byé

obcigzeniem ruchomym.

Rys. 6,1

Z twierdzenia Maxwella wynika, %e wyznaczenie linii wptywowe}
przemieszczenia sprowadza sie do znalezienia 1linii ugiecia ukzadu,
wywotanego sitg Jjednostkowsg dzialajch w kierunku tego przemieszcze-
nia, Na te] samej podstawie stwierdzamy, ze linia wpXywowa kata ob-
rotu ¢4 (rys. 6.1) Jest réwna linii ugiecia ukZadu od obcigzenia g0
momentem Mi = 1. Samg lini¢ ugigcia moZemy wyznaczyé dowolna metodsa.
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gadanie 6.1

Daha jest belka podparta na dwéch podporach obcigzona porusza jg-
cg sie sixg jednostkowg P = 1. Wyznaczy¢ lini¢ wpiywowg pionowego
przemieszczenia punktu 1 (rys. 6.2).

Rozwigzanie
W punkcie 1 zakradamy Jednostkowg siz¢ od dziazania ktérej szuka-

my linii ugiecia belki. Linia ta jest poszukiwang linig wpiywowg. Li-
nie¢ uglecia wyznaczymy metods Mohra. Traktujgc wykres momentdéw zgina-
jgecych M jako obcigzenie wtdérne, obcigZamy nim belke fiycyjnq, uzyska-
ng drogg modyfikacji podpér belki rzeczywistej (rys. 6.4).

N

Rys. 6.4

Wykorzystujgce réwnania EME = 0, EMA = 0, Z‘,Py = 0 obliczamy re-
akcje wtérne RY, M RE, wynoszg one odpowiednio: |

»
A

2 P! 2 -

w1 * ] * 21

Ry =% My=%+ Rg-= .
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Réwnania wtérnych momentéw zginajgcych dla belki fikcyJjnej sg
nastepujgce:
Przedziat (A-B)

»* * »* _ '13 ___;L_
Myp=-M, +R-18, =-z21"+7 E,1=-3

Przedziazx (B-1)
o _ 152 _ 1.3
Mo, = g1 g221_31 ;2.
Przedziax (1-C)

® 1

2 2 1 1
1o =g 1° (14, 1)-%1 §31+-2-§31-§31--3-§31=

_ 1.3 143 143 3
=3z 1 21;3"'61(;3)‘

M

Dzielac wtérne momenty zginajace M przez sztywnosdé zginania bel-
ki rzeczywiste] otrzymamy linie ugiecia belki rzeczywiste]j, a tym sa-
mym lini¢ wpiywowa pionowego przemieszczenia punktu 1.

Przedziatr (A-B)

P!
loW' 5'1 -— - 6 EJ E_I.
Przedziax (B-1)
5
— —]—-—_
1.w. 51 — 3 EJ 2.

Przedziatx (1-C)

3 3 3
G| 1
Lw. 84 = 5555 - 757 65 + 557 (§5)°

Wykres linii wpiywowej plonowego przemieszczenia punktu 1 przed-
stawlono na rysunku 6.5.
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Zadanie 6.2

Dany jest ramozuk obcigZony poruszajacg sie sitsg jednostkows
P = 1. Wyznaczy¢ linie wpiywows zmiany Ag, kata ¢ (rys. 6.6).

Rys. 6.6

Rozwigzanie

Aby wyznaczy¢ linie wpiywu zmianyA 94 kata ¥4, zak¥adamy w bezpo-
srednim sgsiedztwie przegubu par¢ momentdéw jednostkowych, dla ktérych
szukamy linii ugiecia tej czedci ramozuku, po ktérej porusza sie siza

Jednostkowa. Linia ta jest poszukiwang linig wptywowa.
Lini¢ ugigecia wyznaczymy korzystajge z réwnania prac wirtualnych,

Catkujgc graficznie wykresy momentdw zginajgecych przedstawionych na
rysunku 6,7 i 6.8 dtrzymujemy (wpZywu siz normalnych i tngeych nie
uwzgledniono )

2
MM 1 3 8 _. 1.4
1.W.Ay1 = T ds = EJ [——L (g- 2; +g ) + 15 5 41 -~

+%-.1-(gl-%l)lﬁ--g--1-(§1-%1)1+

+-21--1 (-;- -§‘1)1'+l —1-;1)1]/—']

1 16 16

Wykres linii wpiywowe] zmianyA @4 kgta 501 Przedstawiono na rysun-
kua 6.9,



T4

Rys ¢ 6! 7a"'b



Rys. 6.8a-b
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]
F-4
159 L

| oy
\L}\L ‘\I!E
n
-~
|

Zadanie 6.3

Dla podanego ukzzadu obcigZzonego poruszajgcy sie sitg jednost-

kowg P = 1. Wyznaczy¢ linie wpiywowsg zmiany odlegZosci miedzy punk-
tami 2 1 3 (rys. 6.10).

Rys. 6.11

Rozwiazanie
W purktach 2 i 3 zakiadamy dwie dziatajace na kierunku 23, prze-

ciwnie skierowane sizy jednostkowe. 04 powyZszego obcigZenia szukamy
1inii ugiecia tej czgsci ukadu, po ktdrym porusza sie sita jednost-

kowa.

Wykorzystujac warunki réwnowagi EM1 = 0, EPy = 0 i pr = 0

obliczamy reakcje podporowe

Lini¢ ugigcia wyznaczymy korzystajgc z rdéwnania prac wirtualnych.
Wykres momentéw zginajgcych wyworany obcigzeniem rzeczywistym

przedstawia rysunek 6.12,
Wykresy momentéw wirtuwalnych podano na rysunkach 6.13a i 6.13Db.

Przedziax (1-2) ,
Reakcje wynoszg odpowiednio
! [
§1 | .El
1 + 5 H

RB=--2_’ RA= ’ A=O’



77

Przedziat 2-3
Reakcje wynoszg odpowiednio

Rg =550 Ry =§,, H =0.

Catkujgc wykresy momentdw zgina-
jacych przedstawionych na rysunku
6.12 1 6.13 otrzymujemy:

Przedziat (1-2)

l.w. 52_3 =

Przedziat 2-3 Q|||‘|L HI]; @

1.W.6'2_3 =EJ ?
161
+§'§) = 3EJ %-2%3”;3)-

Wykres linii wpiywowe]j zmiany odlegzosci miedzy punktami 2 i 3 poda-
no na rysunku 6.14.

—oH, IR,
IRA

Rys. 6.13%a-b
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zadanie 6.4

Dla podanych ukzaddéw obcigzonych poruszajacg si¢ sits jednostko-
wa P = 1 wyznaczyé linie wpiywowe zaznaczonych przemieszczel (rys.

6. 158.-6.).

Rozwigzanie - samodzielne.

—2t .2l 21 el 4l -

Rys. 6.15a-d



7. BELKI STATYCZNIE NIEWYZNACZAINE

Jako nadliczbowe - w belkach ciggiych - przyjmujemy momenty zgi-
najgce nad podporami, ktére wyznaczamy z réwnan trzech momentdéw,Réw-
nanle trzech momentdéw dla r-te) podpory ma postad

/
r

!

r+q =N

/ !
X.._1 1. + 2}(r (1r + lr+1) + X4 1

ro’

gdzie

= 1 C

1
r+1 Jr+1’

41

natomiast lr’ 1r+1’ Jr’ Jr+1 sg odpowiednio rozpietosdciami i momen-
tami bezwzadnoscl przesez sagsiadujacych z podpora n-tg, Jc - pordéw-
nawczy moment bezwzadnosci (najkorzystniej jest przyjgé moment bez-
wtadnoscl jednego z przesei). N., zalezy od obcigzenia zewngtrznego.
I tak dla obelgzenia przesetr (r-1) -r, r-(r+1) grupa siz skupionych
(rys. 7.1), N__ jest réwna
k S
Npo = = 1p 1 121' Py owp(§e) = Loy Loy '111:1 By wp(§y).
, = : =K+

ro

Jezeli w przestach (r-1)-r, r-(r+1) dziaXa obcigzenie ciqgle

1.(8)y q,.,4(8) ne odeinkach @, ~&,) 1., (B, - B,)1 . , wedug rysun-
kn 7.2, N.., Mme nastepujace postad:

. 92 4! .
Nio = =1n 1s ‘/r'qr(g) wp(§) - d B-

> , P ,
= 11 1o /qr+1(§) ' WT(;) * d ; .
)
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Rys. 7.1 Rys. 7.2

W celu obciazenia momentami skupionymi przeset (r-1)-r, r-(r+1)
wed¥ug rysunku 7.3 N, przyjmuje postad

k S
/ l
Mpo = =1y 0 2, Myt Oy(§) = Loy DL wy(ly).
i=1 i=k+1

/ '}
W powyzszych wzorach funkcjeWn, Wn, Wy, W okreslajg wzory

T "M M
on§) = §-80 @np) =k g7 - 2k- g 4
()

5§'2 - 1 =2 - 65+ 38°

Il
I

1 ":Zgzzy ‘uD;q(gg)

Jezell podpory r-1, r, r+1 doznaiy przemieszczen pionowych.S

r-1’
8, 8,4 tak jak pokazano na rysunku 7.4 to N_ ¢ ma postad

8'J:' 1 1 5 -
~ 1 +1
Nr& = -6EJC -—I;- - 8;'(1_ . T ) +'T£—— R

r-1 r r+1
JF Jr+4
i‘rrd TJ; T'er
—F e # bred e\ v lreg
Rys. 7.3 Rys. 7.4

Natomiast dla obcigzenia termicznego N., Wyraza sig nastepujgco:

1 1
N = «3BJ - At-qd (—1:+-—3-:-'-'-"1
rt C v hr ¥r+1 ’

gdzie h,, h . , 83 wysokodciami belek w przestach sgsiadujacych z pod-
pors r.
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Wyrazy wolne N,  dla typowych obcigzen podano w tablicy 7.1.

Tablica 7.1
0 réwnania trzech momentdw
4 '

Wyrazy wolne Nro i Nr+1

Zadanie 7.1

Dla danej belki ciggiej, przy danym obciazeniu, wyznaczyé wy-
kresy momentéw zginajgcych i si% poprzecznych (rys. 7.5).

Dane: P = 4,0 kN, M = 2 kNm, q, = 2 kN/m, qy = 1,5 kN/m, 52 =

= 0,05 m, EJ = 20 kNm°.

f

{,=2m

- .!d"l""___*,_‘_L . =2 m ’0,.-1;_”*

Rys. 7.5

Rozwigzanie

Belka Jest trzykrotnie statycznie niewyznaczalna. Wielkosci nad-
liczbowe znajdujemy korzystajac z réwnania trzech momentdw.
Napiszmy kolejno.réwnania trzech momentéw dla podpér O, 1 1 2:

l

/
2x°(11) + X111 — Noo,

/ !/ ! !
Xol1 + 2x1(11 + 12) + X212 = N1O,
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rys. T7.6.

! | ! I . I _ -

W réwnaniach tych:

J
I & - Jd_ _
hh=hg =4 273=2
1, = 1, = 2,0,
1% = 1; = 2,0,

| M3 = -Pa1 = =4 kNm.

Obliczmy najpierw prawe strony rdéwnan trzech momentéw od obcigze-
nia zewng¢trznego

2
~(=M) - 2,0-[2 -6 - % +3 (1 ] =

!
=N0P = =M 11 [2 - 6“1 + 3(“1 )2] =

=2+ 2,0 0,6875 = 2,75 kNm®,
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2] 1
= -(-M) ° 2,0[1 - 3(;.1-)] - 2% - 2 J 2- §(2-% - 3;2 +;3)-d;=

=2 +2,0+0,8125 ~4 +2 - 2+ 0,1167 = 1,383 kNm?,
7?'
1 /
2 1/ 3 2.7 / 3.
Nop = 13 L0 J a4y §(E-§7)-df-ap-13 13/0‘ (5-% 7)af=

1

=_22 . 2{12.5.(§_§3) .dg_ 1,5 22. 21/' (g"_g'3).d§'=_—
4

=4 -2-2+0,1333 - 1,5 - 4 » 2 + 0,2197 = 4,770 kNm°.

Prawe strony roéwnan trzech momentéw od osiadania podpory 2 sg okreslc-
ne nastepujgco:

Nog = O
N.o = -6EJ -Eg- = -6 * 20 ° 9592 = =3 kNm?
1§ ~ JiPS - ’
N,g = -6EJ_ | -§ ( + )| = 20 ‘-[-0 05 (l + l) = +6 kNm°
28§ < c 2 I" ‘ 2 Y 2/]°F y
Zz zasady superpozycji otrzymamy :
2

Nyp + Nyg = 1,383 = 3 = -1,617 kMn®,

_'_z
]

= Nyp + Ny o= =4,770 + 6 = 1,23 kNn?.

N’d‘-c"'
I
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Ukzad rdéwnan przyjmuje teraz postacd:

4X0 + 2X1 - 2,75 =0,

2X, + 8%, - 4 + 2 - 1,23 = 0

i po jego rozwigzaniu otrzymujemy:

X, = 1,095 kNu, X; = -0,815 kMm, X, = 1,358 kNm.

a) y q ¢
8:, :M ‘3< x(..' Aﬂﬂ&i"* X, ( q. |p
TR, | .T%: 1R: .T%: I&: -Taa
10, 30 - 20 . ~+13 0510 .
Rys. 7.7a-c

Po wyliczeniu XO, X1, X2, zadanie sprowadza sie do rozwigzania ukla-
du statycznie wyznaczalnego obcigzonego danym obcigzeniem zewnetrznym
1 wyliczonymi nadliczbowymi Xo’ ) O X2:

_ 1
EMO_O -R1"‘4-X1"M+XO=O,

1 1
Ry = 7 (0,815 + 1,095 - 2) = -0,023 kN;
2M1=0 R'4-+XO—M"X1=O’

R, = 0,023 kN,



), M1

LM,

§3M2

EMB

R

P
2

NN

1 L -l »® [ ]
L _ 1 4 _ .
Ry =5 (- 1,358 - 0,815 + % - 2) = 0,247 kN;

P

R}

\N|—

. 1 .o
2+X1-X2-2q1 2

RY = 1 (0,815 + 1,358 +~§ . 2) = 1,753 kN;

1
—R3- 2+X2+q21,5--2-1,5+P-3=0,

Ry = 4 (1,358 + 1,5 +4 « 3) = 7,553 kN;

R; 2 +X,-q, 1,5+ 1,25 +P+ 1=0,

= 3 (- 1,358 + 1,5 « 1,5 + 1,25 - 4) = -1,273 kN.

Wykresy momentdw zginajgcych i siz poprzecznych przedstawiono
rysunku 7.8.

- J &

hL:‘lﬁLl?l

85

na



Zadanie 7.2

Dla danej belki ciggiej na spresystej Srodkowej podporze przy da-.
nym obcigzeniu, wyznaczyé wykresy moment 6w zginajacych i siX poprzecz-
nych (rys. 7.9).

Przyjaé: A= 303EJ wspdiczynnik sprezystosci, -;:-- skrocenie spre-
zyny wywoiane silqijeenostkowq.

q
SNETRENRRANINNY

3

Rozwigzanie

Belka jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalna. Jako nadliczbo-

wg przyjmiemy moment zginajgacy w belce nad podpora 1. Wielkos$é te wy-
znaczymy 2z roéwnania trzech momentdw,

X, X
Q) o4 Ol
. lgmt * la=l —
Rys. 7.10.

Réwnanie trzech momentdéw dla podpory 1

4 ! ’ !

! !

= l2 = 1 .poniewaz EJ = const.

Z uwagl na to, ze skrajne podpory sg przegubowe, nieobcigzone MmO~
mentami, mamy X, = X2 = 0 wobec czego:
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4X,1 = N, _,
J 1 §
N']O:N‘IP-GEJC[-]TQ-S'I (i+%)+ig-]’
2 1 5, f 3 a1’
Nyp = -1 lq'/o'wm(g)'dp-ql-,[ (5 -% )-df = - .

Podpory O i 2 nie doznaty przemieszczen stad mamy 5'0 = 52 = 0,
Obliczenie 5'1

~ 1

—

2 =0

X

G-

2M2 O’

]
o
o0
e

)
+

e
H

R 2X
M _a(a 1
51 = "'I(g_ -1 )
'Prawa strona réwnania trzech momentdéw jest wigc okreslona nastepujgco:
3 3 2X 5 4X,1
N,» = - 4% .2.1(1___1)__1 1
M0 -+ 6EJ * T35 EF\3- - T/ = R

X4
|RS
i S—
rys. 7.11.

q X4
TN RINYNNEYY
' l . ‘ |
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Réwnanie trzech momentéw przyjmuje teraz postad

b
44 _ _ gl

Rozwigzujgc to réwnanie otrzymujemy
2

1
X, = "%E‘ [xNm].

Aby otrzymaé ostateczne wykresy sit wewnetrznych rozwigzujemy
uktad statycznie wyznaczalny, obclqgony danym obcigzeniem zewnetrz-
nym i wyliczonym momentem X, = %E' W wyniku rozwigzania otrzymu-
jemy wykresy momentéw zgina;qcych sit poprzecznych pokKazane na ry-
sunku T.12.

3
I[[[UW ®
o
96 g%-
g o
Rys. T.12

Zadanie 7.3

Dla dane] belki clggie], przy danym obcigzeniu, wyznaczy¢é wykre-
8y momentéw zginajgcych i1 sit poprzecznych (rys. 7.13).

5
Przyjaé: J. = 121EJ’ 715 = "I_Z'LE'.—I’ -a;-'g-- obrét utwierdzenia sprezystego

pod wpiywem momentu jednostkowego.
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Rozwigzanie
7 warunku ciggZosci uktadu wynika, e pzaszczyzna przekroju podpo-
rowego belki musi sig¢ pokrywalé z piaszczyzng utwierdzenia sprezystego.
Otrzymujemy zatem réwnania dodatkowe w postaci
I X1

$q gy =0 =% =9 =-7

Belka jest dwukrotnie statycznie niewyznaczalna, Jako‘nadliczbowe
przy jmujemy momenty 2zginajgce nad podporami 1 i 2. Wielkosci te wy-
znaczymy z réwnan trzech momentdw.

Rys. 7.4

Napiszmy kolejno réwnania trzech momentdédw dla podpdr 1 i 2:

! ' ! !
! 7 ! /
Przy jmujgc, se JC = J otrzymamy 1; = l£ = 1 l; = 0
X1l + 4X21 = NZO’
gdzie s
§
_9 _ .1 _2
_ 2 .t (1 6EJ
Nog = =Pl @ g (2) - 208,
Poniewasz
R XZ-X
8 =8, =0, 51"7'31“1""&?(2)"2‘8"8’
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otrzymujemy stad

1
_ ep; =Ly . 6EI . 1 x4 2
Nip = =687 357 X4 + "% "q2mg (X ~ X4) = Kyl +
. __zl?_ﬁ_ém___li(_.’il+_’fg)=
20 ~ 8 1 12EJ 1 1
X,1l le
2 1

Wykorzystujac wyzej podane wyrazenia, rdéwnania'trzech momentdéw przy-
biorg postad:

Rozwigzanie tego uk*adu rdéwnan jest nastgpujgce:
_ 3Pl __®
Xy =313 % = - 165

Dalszy tok postgpowania jest podobny jak w zadaniach 7.1, 7.2 1 7.3,

Wykres momentéw zginajgcych i si% tngcych przedstawiono na rysun-
ku 7.15.

Zadanie 7.4

P

Dla danej belki ciggxej, przy
danym oddziaizywaniu temperatury,

wyznaczy¢ wykresy momentéw zginajg-
cych 1 si¥ tnacych (rys. 7.16).

* EJ.h % 2EJ.h ’

e > 1“'
RySo 7016

-

Rys. 7.15

Rozwigzanie

Belka Jjest jednokrotnie statycznie niewyznaczalna. Wielkos$é nad-
liczbowg wyznaczymy korzystajgc z réwnania trzech momentéw.
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Réwnanie trzech momentdéw dla podpory 1:

4

¢ ’ :
g + 2X1 (11 + 12) + X212 = N10,

Xol

dla EJc = EJ,

' EJ ' od
11=21E_j=21’ 12—212EJ—1.

‘Momenty nad podporami O i 2 sg réw- s 5_3( 2

ne zero i1 stad

gdzie . .
N = = 3R - At X (2;) - =6 EE_:iz_fil_;_E
10 — t \h/ h ’

Moment zginajgcy nad podporg 1 Jest rdwny

EJ-4&t-cxt
X1 - - h e
EJ-ccp-At "W celu otrzymania wykresdéw sit

| wigzujemy ukzad statycznie wyznaczal-
@ @ @ EJ-At-0

ny obcigzony wyliczonym momentem nad-

® L goonys momenten

£J41-0 liczbowym X, = = ——5—. Wykresy
" momentéw zginajacych i si%t tngcych

Rys. 7.18 przedstawiono na rysunku 7.18.

Zadanie 7.5

Dla podanych belek ciaggtych wykonadé wykresy momentéw zginajacych
1 8i% tngcych (rys. 7.19a-h).
Dane;

a) BJ =20 kNn®, §, =0,05m, &, = 0,10 m;

¥ = 2] X = 6ES
i 13

e) - ..._1___
A = E0ET’
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a) 5 >
EJ EJ B E) 5
#1‘1& ‘j‘ 4’0 * l‘ﬂz,o +

b)
R q Py
EJ EJ
Ta0 B
01'_‘23.5 h 3,0 . tz 25,0 48_281:2

) 1 I I

€) X =6Ey* ¥ = 2RJ!
3

1 i I

h) k= 255 X< 7T

Rozwigzanie - samodzielne.

M = 2 kNm,

Q = 1 kN/mb.




8. UKLADY RAMOWE STATYCZNIE NIEWYZNACZALNE

Tok postepowania przy rozwigzywaniu ukzaddéw statycznie niewyzna-

czalnych metodag sift,
1. Okreslamy stopien statycznej niewyznaczalnosci ukiadu ze wzoru

n=1r+5%2--p - 3,

gdzie: r - ilosdé sktadowych reakcji ukzadu,
z -~ 1il0§¢ pdél zamknietych,
p - 1l0o$é przegubdw (nie liczgc podparé przegubowych).
2. Przyjmujemy ukzad podstawowy i zaktadamy nadliczbowe.
3. Tworzymy réwnania kanoniczne metody siz za pomocag ktdrych wy-
znaczaé bedziemy wielkosci nadliczbowe, majg one postad

n
Zgik Xk+810=0’ i=1’2:-oo,n.
k=1

4. Obliczamy wspdXczynnik g:y 1 g.:, ze wzordw

MM, NN D,
ik itk i~k
§ 1k =_/( £y t Ea t ¥ GA"') as,

S
(M N T, T
Sio = _fMi _(-ﬁ% +d, 'ﬁ"‘t‘)-}- Ny (ﬁ +ottt) + Bt—-——éAo] ds,

S
glzie: Mi! Ni’ Ti ~ oznaczajg odpowiednio moment zginaja,cy, site nor-
malng i site¢ poprzeczng od stanu X; = 1,
Mys Ny, T, - oznaczajg odpowiednio moment zginajacy, sitg nor-
malng i sit¢ poprzeczng od stanu X, = 1,
0’ To - oznaczajg odpowiednio moment zginajgcy, site nor-
"malng i site poprzeczng od obcigZenia zewnetrznego.
5. Rozwigzujemy ukad réwnari kanonicznych.

6. Okreslamy koricowe wiglkosci statyczne korzystajgc z zasady su-
Perpozycii | |

M., N

0’



94

M= Mo + éza Mi Xi’
n

No= N, + XN Xy,
n

T="T, + i§1 Ty X4

n
R.+ 2 R, X..
o) f=1 i 7i

o v
]

Jezell podpory doznaty osiadania o wielkosci Ak, to wspdiczynnik
Sio obliczamy ze wzoru

n
§:. == 2, D_A
io K1 k™ k?

gdzie: D, oznacza reakcje na k-tej podporze od stanu £y = 1.
Zadanie 8.1

Dla danego ukzadu ramowego, przy danym obecigzeniu, wykonaé wy-
kresy momentéw zginajaecych (rys. 8.1).

4
1

x
1

ANy

E)xconst |
..,.+

——t

Rys. 8.1 | Rys. 8.2
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Rozwigzanie
Obliczymy stopien statycznej niewyznaczalnosci ukzadu

n=xr4+53%2-53-p,

r =3, 2=2, P =3,
n=3+3.2-3-3=30

Przy jmijmy nastepujgcy ukzad podstawowy. Nieznane wielkosci sta-
tyczne wyznaczymy z nastepujacego ukzadu rdéwnan

[Sik] {Xk} + {85, = {o}-

W celu wyznaczenla wspéZczynnikow macierzy podatnosci Sik i wy-
razéw wolnych 510 wykonujemy nastepujgce wykresy momentéw (rys. 8.3,

8.4, 8.5, 8.6).

MM,
Obliczamy wspdZczynniki 51k =f -%J—- dS (uwzgledniono tylko wpyw
momentéw zginajacych) S
6., _%J(; 111+ 1°1 1):2,333 %,
512_%3(-;1 1102 =211 1)_-1,167%-5,
6‘13_%3(-;— 1215212 =21+ 1 1):0,5%3,
1 R c e - 1
8,0 =g5 % 1°1°1°4=1,333 %3,
] 1.4. ~ - 1
523=ETI("3' 1-1 1)" 0,333 £7
_ 1 1.4 .4. L
85 =g 5 1 1°1°4=1,333 %3
£ _1 [_1q° 1. q1° 1, 12
10 = §7 --3—92--1-1-59-2— 1 1+3-2q1 1 +1 +
3
+ 3 1(-2.5-2q12+%q12)]_1,083 1
§. -1 (1 q1° 2 1 q1° 12
20 g7 5% -1-1-3202°% 1:1+ 5% .1 1-2)-_--0,292%3_,
1_

S}
N
o

I
=
cy

s

\N|—t

o
W2

=

N
-
-

+
N2
—
!
o,
WD
N

e
|
N
+
\WNl-—
e
-
N
o™
ﬁ
il
-
\Nn
O
O
pd
N
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Stan X4=1
0 0 Js?

o o
e E
1 $ &

Stan X2=1

Rys. 8.4
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T 1

Stan zerowy

3

< %o
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[ 2,333 =-1,167 0,5 | ) 1,083

1 1
[S1] =55 | -12167 1,333 -0,333 {810} = 4T~ -0,292
| 0,5  -0,333 1,333 1,500

Uk%*ad réwnan kanonicznych ma postad

(2,333 -1,67 0,5 | (x, [ 1208

1

== |-1,167 1,333 -0,333|{ X, | +-%%r 1-0,292% = {0].
0,5 -0,333 1,333 | ;] | 1,500

Powyzszy uk¥ad rdéwnan rozwigzemy poprzez znalezienie macierzy od-

wrotne;}[ﬁ ik] = [5 ik]-1

4| [P11 P12 Pa3] (10
X0 = P21 Paz  Pa2s| {820

3) |Ps1 P32 P33] 830

WspdXczynniki macierzy odwrotnej obliczamy w nastepujgcy sposodb

gdzie: A Jest wyznacznikiem gizdéwnym macierzy [S 1k] y @44, 83 podwy-
znacznikami powstaiymi po skresleniu odpowiednio i-tego
wiersza i1 k-tej kolumny.

W rozwazanym zadaniuw wyznacznik giéwny ukZadu jest réwny A =
= 2,1267 %3, a wspbzczynniki macierzy odwrotne] wynoszq:

P11 = ~0, 7834 9 P12 —P?_.' = =0, 6532 T"

_ EJ
Bz =Pgq = 0,1307 1, oy = -1,3048 F, g = —0,8219 T,

"l

Zna jac wepbZczynniki f8 1k maclerzy odwrotnej nadliczbowe wyznaczy-
my z nastepujacych zwigzkéw:

- 2
Xy =41 840 + P12 920 + Pq3 850 = 0,462 q1°,

2

Xy =Pgq 840 + P22 S20 + P23 950 = 0,451 ql7,
2

X5 =31 810 + P32 S20 * P33 830 = ~1,065 a1°,
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Rzedne wykresu momentéw zginajgcych
obliczamy ze zwigzku M = M0 + M1X1 +
+ M’zx2 + M3X3. Wykres ten przedstawiono

na rysunku 8.7.

Zadanie 8.2

Dla danego ukftadu ramowego przy 2za-
danym obciazeniu wykonaé wykresy momen-
téw zginajacych, six poprzecznych i siz
normalnych (rys. 8.8).

Rozwiazanie
Stopieri statyczne] niewyznaczalnos-
cl uk¥adu wyznaczymy ze wzoru

n=1r+3 Z = 35 = P,

W rozwazanym zadaniu mamy r = 7, 2 = 2,
p =5, zatem Rys. 8.7

n=7+3%-2=~3=5=5,

Rozwazany ukzad Jest pieciokrotnie statycznie niewyznaczalny.

4
|
*
EJ =const
_‘_Ll__*_l*__l_‘___l_*_
Rys. 8.8

Wykorzystujgc zasade symetrii i antysymetrii obecigzenia uk¥adu

symetrycznego, mozemy omingé koniecznoéé rozwigzania ukadu pieciu
réwnan,



100

Rozt6zmy obcigzenie zewne€trzne na symetryczne i antysymetryczne
wzgledem osi symetrii ukradu (rys. 8.9). Schematy zredukowane dla ob-
cigzenia symetrycznego i antysymetrycznego wraz z nadliczbowymi przed-
stawiono na rysunku 8.10.

b)

N|A

Stopienn statyczne] niewyznaczalnodci dla schematu zredukowanego
Alza obcigfZenia symetrycznego wynosi n° = 6 + 3«1 -3 -3 =3, nato-
miast ila obcigzenia antysymetrycznego n* =4 -3.1-2. 3 =2,

A. Rozwazmy najplerw uktad, ktdéry jest obcigzony symetrycznie
wzgledem osi symetrii (rys. 8.10a).



Stan X2=1

Rys. 8.11

Stan X1 =1
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h
[

nd

\

1HIEIL

Rys. 8.13

So=dr (E1 %131 2) < oute7
630 = 17 (522 -1 - }oone g 1) = 0,1667 &,
511=Jﬁ§‘("'21"1 1°2 441 11 =F:1-1:24
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I | 1 . ) _ 1
622_EJ(3 1-1-14+5-172-1:1) = 0,805 £,
6*23=0’ )
§. .. =2=-1.21-1-1=0,667 2=
33 ~ EJ 3 - EJ?

Uk%ad réwnan kanonicznych przyjmuje postac:

2,805 X, + 0,667 X, - 0,4167 q12 = 0,

0,667 X, + 0,805 X, - 0,0833 q1° = 0,
+ 0,667 Xz + 0,1667 q1% = 0.
Po rozwigzaniu otrzymamy:
X, = 0,1543 q1%, X, = -0,0243 q1?, ' X; = =0,25 q1%.
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qudne wykresdw sit wewngtrznych M(S) T(S) N(S) obliczymy ze
WZOTrow

(8) _ |

M = Mo + X1M1 + X2M2 + XBMB’
(8) _

n(S) -

N0 + X1N1 + X2N2 + X3N3.

Q
Wykresy momentdéw zginajgcych M(S), si¥ tnacych T(”) i siZ normal-
nych N(S) przedstawiono na rysunku 8.15.

(::)

11159 : 1119q\

1.25ql Q779qi
Rys. 8.15
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. . : =Y 1 7] seze (zaxkta-
Zz kolei obliczmy g,0, §o0 I §30 ©4 ob?lqzenla termiczrege (
damy, Ze zmiana temperatury w osi pr¢ta réwna sig zero t_ = 0)

ol o ol
% . t At
510=fM1 tﬁ dS:-%—lV? tﬁ ='0,707 th,

S
o
t At
§ 20 ,/Mz o 45 = 0,
S

oL
£ At
530=.S/M3 ho 45

1
O

Uktad rdéwnan kanonicznych dla obcigZenia termicznego ma postacd

" EJot, AF
2,805 X, + 0,667 X, + 0,707 = 0,
1 2 h
0,667 Xy + 0,805 X, = O,
-+ 0,667 X3 -_ Oo
Po rozwigzaniu otrzymamy
EJ o, AT EJoCtAt
X1 = ~-0,3%14 W ’ X, =0,26 T , 13 = 0,

Rzedne wykresdéw siz wewng¢trznych od obcigzenia termicznego obli-
czymy analogicznie Jak dla obcigzenia czynnego. Wykresy sit wewnegtrz-
nych M(S), T(S), N(S) od obcigzenia termicznego przedstawiono na ry-
sunku 8. 16.

B. Rozwazmy teraz ukiad pokazany na rysunku 8.10b, Jest to sche-
mat zredukowany dla antysymetrii.
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0.314n

11}
g,
"
s

Y
£

|I|Iﬂ|||“" 0.628n @

N
06280

Rys. 8.16

Obliczmy wspéZczynniki Sij oraz Sio

° 2
1 1.4.4.91° 1 .5.,.01
=_(2 1.9 - 1.1y )
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Rys. 8.17




108

N

|
T
gl
a 2
2
Rys. 8.19
S Y o 1

1 (1 1 1
S N i 1 1
844 = EJ.(3 1114411 ‘l)-0,805'§3.
Uk%zad réwnan kanonicznych ma postaé
2,805 X5 + 0,667 X, - 0,4167 q1° = 0,
0,667 X5 + 0,805 X, - 0,0833 q1° = o0,
Po rozwigzaniu otrzymamy:
X = 0,1543 q1%, X, = -0,02 2
5 = Y qli , 4 = y0243% ql
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Wykresy siz wewngtrznych M(A), T(A), N(A) przedstawiono na rysun-
ku 8.20.

BT

0,25qf

0,03
05ql

.mmmﬂmﬂmmmmnm

\d
0’.
.
-
)i

Za.jmiemy sie¢ teraz antysymetrycznym obcigZeniem termicznym.
Wspbtczynniki 510 od obcigzenia termicznego At (zakadamy, Ze tempe-
ratura to w osi preta réwna sie zero) sg rdéwne:

ol
t At _
54O=fM4 - dS

ol ol 1<x
550-_-.st LAt 4g 12.88% _ 5 0op Lt At

|
O

h



110
Uktad réwnar kanonicznych dla obcigzenia termicznego ma postad

EJcitJAt

2,805 X5 + 0,667 X4 + 0,707'———jﬁ-——*= 0,

0,667 Xs + 0,805 X, = O.

Po rozwigzaniu otrzymamy

EJO(t At EJtht

Wykresy siz wewngtrznych M(A), T(A) i N(A) od obclgzenia termicz-
nego przedstawiono na rysunku 8.21.

o5z m [[[HIKIIIIES

Rys. 8.21
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Konicowe wykresy sit wewnetrznych otrzymamy sumujgc odpowiednie

rzedne od obcigzenia symetrycznego (rys.
trycznego (rys. 8.20, rys. 8.21)

8.15, rys.

M= n(8) 4 uld),

T = T(s) + T(A),

= N(S) + N(A).

a 383ql’

8.16) i antysyme-

"'illlill
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1256n

0444 m

1148 m "

0368m

Na rysunku 8.22 przedstawiono ostateczne wykresy sit wewnetrznych
od obcigzenia czynnego, natomiast na rysunku 8.23 od obcigzenia ter-
micznego.

Zadanie 8.3

Dla danego uk*adu ramowego, przy danym obcigszeniu, wykonadé wykre-
sy momentdéw zginajgcych (rys. 8.24).
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s
j 4
S .S |
i is
' EJ=const.
PR S——— +
Rys. 8.24

Rozwiqzénie
Obliczmy stopien statyczne] niewyznaczalnosci ukzadu

il

r + %32 - 3 -~ p.

Poniewaz rozpatrywany uktad nie ma reakcji zewnetrznych, we wzo-~
rze na stopien statycznej niewyznaczalnosci liczbe réwnar rdéwnowagi
dla cazego ukZadu nalezy przyjaé rdéwna zeru

n O+3‘2—0=6

\

Rozpatrywany uk¥ad ma budowe symetryczng wzgledem dwdch osi, réw-
niez dane obcigzenie jest symetryczne wzgledem tych osi., Schemat zre-
dukowany wzgledem obydwu osi symetrii przedstawiono na rysunku 8.25.

Ta

N~
<<

L 4

|

e -+ 7

RYS. 8.25 - RySo 8.26

Zadane obcigzenie termiczne w schemacie zredukowanym jest rdwno-

wazne obcigzeniu kinematycznemu, bedgcemu przemieszczeniem podpory B

) 1
0 wartos¢Al = toot_b 5
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Stopien statycznej niewyznaczalnosci dla schematu zredukowanego
jest réwny n =r + 3z -3 -p=5+3-0-73 -0 =2. Ukkad podstawo-
wy przedstawiono na rysunku 8.26.

, Stan X1=1
: 'R .
].1_
* E ()
1 ! .
R
Stan X,=1
1 2
I—-——;a 'R 1
‘1. I I]
{
o ()
‘ |
Rys. 8.28

Obliczmy wspdiczynniki Sik’ 510

I AR, R PR |
511“EJ(1121+3111)‘2‘F3’

S12 =821 =33 &°1°1°1 = g&>

622 =%5 371711 =35

§10=- 141 =-1 -t Lyt o= - gty

S 20 ="("':'1"A1) =T "t oy %=%‘to O

Uk%ad réwnan kanonicznych ma postaé
%x1+%xz‘ig?“IE=°'
5 X, '+%x2+zogt1Ei=°-
Po rozwigzaniu otrzymamy

_toatEJ t. 0 RBJ

O %
et3— p=-2 LE—
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'Rzedne momentéw zginajacych M, sik tnacych T, siz normalnych N
wyliczymy ze wzordw:

M=MO +M1X1 +M2X2,
T TO + T.'X.l + T2X2,

NO + N1X1 + NéXé.

N

Wykresy momentéw zginajgcych, sik poprzecznych i si% normalnych
przedstawiono na rysunku 8.29.

@1 ]]]3n
3ntlIIQ]11]]

{11 11]3n T
3n{jII®I]

HHEH
NI

Rys. 8.29



Zadanie 8.4

Dla podanych uk*addéw przy danym obcigzeniu wykonacé wykresy momen-
!
téw zginajgcych (rys. 8.30a-p)

Rozwigzanie -~ samodzielne. o

a)
L. {
| l
| )
l
T

l l EJ=zconst
~+ ¥ +

c) - P=ql

—p 1 d) 4
q\ | q 30
) REREREE D G|
l - 30
EJ=const .
T 1} A
l L

EJ=const
- - + : -4~

e} wP
Wi 4

f)
a ‘ l
EJ=const Q 45° L A . Ll

‘ EJ=const
~—09 P —_t
h) q q
g - 4
. 1 +
! |
:*° : -
|
¥ ' *
el ") =const - : EJ = const
el —t -
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3.0

23 60

.
M, = =50 kKNm
N l__r — JL———f- M1

Rys. 8.300-p




9. KRATOWNICE STATYCZNIE NIEWYZNACZAINE

Sposéb rozwigzywania kratownic statycznie niewyznaczalnych jJest
' podobny do rozwigzywania uk¥addéw ramowych.
Tworzymy ukiad réwnan kanonicznych

n
2, X384 +8,0 =0,
i=1 _

Wspétezynniki §,, oraz d,, Obliczamy z ponizszych wzordw

n
_ j wd 19
i = ), M N L
J=1
n JJ
N<1 :
J| -G J 13
J=1
gdzie: Ni - si%a w precle j od stanu X; = 1,

Nﬂ - si%a w precle § od stanu X, = 1,

Nj ~ sita w precie J od obciqéenia zewnetrznego,
19 - diugosé preta kratownicy,

Aj - pole przekroju pregta j kratownicy,

Ej - moduz sprezystosci preta j kratownicy,

tj - temperatura w j-tym precie kratownicy,

c‘tj - wspbzczynnik rozszerzalnosci liniowej j-tego preta kra-
townicy.
Ostateczng siXe w precle j kratownicy obliczymy 2z zaleznosdci

N + x, N9

J
N 0 i“ie

Zadanie 9.1

Dla danego uk¥adu kratowego przy danym obcigZeniu wyznaczyé sity
normalne w pretach (9.1).
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P, +
a
X r- S
w9 ., e ., a ., a ., 3 E—Awons{.
Rys. 9.1

Rozwigzanie
Stopienl statycznej niewyznaczalnosci ukiadu okreslamy ze wzoru

n=p+72r-2w,
gdzie: p -"1los¢é pretdw xratownicy,
r - ilos¢ skradowych reakcji,
w' - 11loS¢ wezidw,

W rozpatrywane]j kratownicy p = 22, r = 4, w = 12, stad

n=22+4=-2-12 =2,

Rys. 9.3 Rys. 9.4



stawiono w tabeli 9.1,

Uk?ad rdéwnan kanonicznych ma postad

-2, 75 X1 + 27,72 L - 0,77 P = 0,

Po rozwigzaniu tego ukZadu otrzymu jemy

Sity +te podano w tablicy 9.1,

Zadanie 9,2

to

121



122

Rozwigzanie
Stopied statycznej niewyznaczalnosci uk?adu okreslimy ze wzoru

n=p+7rxr -2w,
gdzie: p = 16, r = 3, w = 8,
stad |
n=1%+3%-~2-8 =73,

Przyjmijmy nastepujacy uktad podstawowy (rys. 9.7). Zamiast po-
Jedynczych sit X,, X, X3, przy jmijmy niewiadome grupowe Y., Y,, Y3 |

_ 455 )

1,

Stany I, =11 Y3 = 1 dajg jednakowe si%y normalne w pretach po-
Yozonych symetrycznie wzgledem osi symetrii, natomiast stan Y2 = 1
daje siZy normalne réznigce sie znakiem w pretach pozozonych symetry-
cznie wzgledem osi symetrii. Wynika stad, ze 612 =6 3, = C.

Stan Y3=‘I
Stan Y2=1

Wartosci si% normalnych dla poszczegdlnych standw obcigzenia po-

dano w tabeli 9.2.
UkZad réwnan kanonicznych ma postad

9,64 Y, - 1,42 Y; - 0,710ty ty EA = O,
9,64 Y, - 0,7T1aty ty BA = O,

-1,42 Y1 + 9,66Y =0,

5

1 po jego rozwigzaniu ctrzymujemy

Y, = 0,0753 tdafEA, Y2 = 0,0737 tod%EA, Y3 = 0,0111 toa%EA.

1 .
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Wartoscli si% normalnych obliczono ze wzoru
J _ wd J J
NY = N1 X1 + N2 Xé + N3 X3,

i zestawiono je réwniez w tabeli 9.2 (przy sizach Nj wprowadzono ozna-

czenie p = tod%EA).

Zadanie 9.3

Dla podanych ukzaddw kratowych przy danym obeciggeniu wyznaczyé
sity w poszczegdlnych pretach kratownicy (9.11a-i).

c) Fop ! 2 3 4 %
a

1 *
. a

EA = const T

lgrQ'GFO.GFOF

Rys. 9.11a=c
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d)
31 2 b 5 6 8
R
2P

a _a _a  a _a
PO TP

EA const.
* | ]

‘e —

h=2,0m
ax 40m
EA =const

h,=15m
h£‘1;0 m

a= 15m
EA=const

h) 1 3

A

S 6 _+
h=3,0m
Q=3,0m
b=30m
Y B =const




Tabela 9.2

00,1497
0,002 ¢
0,002 3-'

~0,0017
Tragral 0 |o,067
0,011

I B N BT
I R I R N S

-0,0167
-0,016 ¢

5
(O}
3
b

o |9 [wlel|elelel.
II-I--IIHI-I-I- -

o—lu._-.l.
1. a.l al

o oons

530

N9

d o0

610
o

513

a
E I I N
ol [ o[ oo

a
-1, 42 §f| -0,71 6t 20, T1ex, t a
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pzwigzanie - samodzielne.



10. UKZADY BELKOWO-KRATOWE

Zadanie 10.1

Dla danego uk*adu belkowo-kratowego wyznaczyé linie wpiywowe
momentu zginajacego, sity tngcej w przekrojua-o oraz sity normalne}
w prgeie Z;_, od poruszajace] sie sity jednostkowej (rys. 10.1).

Przy jaé: EJy = const [kN/mz],

EAb = qonst [eN] ,
BA_ = const [lcN] y
Ab - pole przekroju belki sztywne}],
A_ - pole przekroju pretdw wiotkich,
J
b

P

A . . B
R S S M IS
Rys. 10,1

Rozwigzanie

UkZady belkowo-kratowe zawierajs czedé pretéw sztywnych, w ktdrych
dziaXaja momenty zginajace, sity poprzeczne i siZy normalne oraz prgty
wiotkie,w ktérych dziazajg sity normalne. Przy wyznaczanlu przemiesz-
czen w takim uk¥adzie bedziemy pomijaé wpiyw siz poprzecznych jak
i wpiyw si% podtuznych w pretach sztywnych, z uwagi na znacznie wiQk"
82y przekrdj preta sztywnego w pordwnaniu z pretem wiotkim,

Rozwazany uk¥ad jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalny. Jako
nadliczbowg X, przyjmiemy sitg w precie 4-5. Przy obliczaniu przemie-
szczedl bedziemy carkowaé sity normalne w pretach wiotkich i momenty
zginajace w precie sztywnym A~B,
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Uk¥ad podstawowy

Rys. 10,2

Nadliczbowg wyznaczamy z rdéwnania

X,(§) 6., +6,,(§) =0,

stan X 1

oy
RA=11 8 le“'
e TR e, ™
Rys. 10.3
n ,Jnd
049 3 %151?'1‘13* ) E%‘i'llj'

s D 3 =1 D
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A R (5 S Cq ) 1o,
511—Eqb(31 1-1-2 +1--1-21 +EAP(‘I 1+« 12 +

+2+2+12 +1-1-21) =
= 2,67 =5 + 6,82—-—- (2 67 + 0,682 BT~ = 21902 {7

Z twierdzenia Maxwella wynika, 2e linia wpiywowa przemieszczenia
510(3) jest linig ugigeia belki AB od obcigzenia X, = 1. T¢ linig
ugiecia wyznaczymy metoda Mohra. Belke fikcyjng obcigzymy wiec wykre-
sem momentdédw zginajacych od stanu X, =1

2 .
_ _3 1
Ry =Rpg =5 EJ, "
,415 " l 415|
Edg
41 777
lRA £ 1 Re
Rys. 10.4

Przedziat A-1: 0< § < i—

2 17
- : 1 (418)" 1 _ 3
10= "Ry 418+ 5 BT, 3 418 = - 3EJb (188 - 32 57).

Przedziatx 1-2: ZT < g < >

l.w. &

. 1 1 ... 2 1 (415-1)
1
<8§-8§ -5
Przedziat 2~3 (symetrycznie do przedziazu A-1) : -i-eg 5 < 1

Lo, 81 = - 7 (18 )
Lewe 040 = = 3ET 5- 3287,
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zatem nadliczbowa X, ma nastgpujace réwnania w poszczegélnych pzedzia-

— = 1,790% - 3,182% °

tach:
A-1 3 3
5,0 3BTy (185 - 328 )
X1 = e o = 3
M 3,352 55
b
-2 17 2 1
$0 By 85887 %)
X, = === =
1 13 5,350 L
EE 5
2-B

-1

X, = 1,790 ;'- 3, 182 ;’

= 2,387 (§-%°) - 0,0497;

P

Wykres 1linii wpiywowe] si?y X, przedstawiono na rysunku 10.5,

¥ linia wplywowa X

Rys. 10.5

Linle wpZywowg sity w p;qcie Z3_

4 Otrzymamy z réwnowagi wezta 4

1.w. 23_4 - ﬁ l.w. X1‘

Wykres linii wpiywowe] sity Z3_4 przedstawiono na rysunku 10,6,

0563
+
7
563

L

.“~ 111~
Rys.

P linia wptywowa Z4_,

10.6

Linie wpiywowg momentu zginajgcego 1 sizy tnqcej W przekroju d-q

otrzymamy z zaleznosci

My = [Moc ]+ X4 MNgq

— [Md]"‘ l.w. x1,
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= [Te]+ Xy Ty = [T )

gdzie [Moc] i [Td] - linie wpiywowe momentu zginajgcego i sity tngcej
| w przekroju o - o dla belki .swobodnie podpartej;
(rys.- 10.7).

0,25

Rys. 10.7

Réwnania 1in11 wpiywowych M i T, sg nastepujgce:
A-1: O<§ <

My =3 415~ 1-(1,790 €~ 35,1825 °) = 0,2105 1 + 3,182 § °1,

= -4 -h

M_ =5 415~ 1-[2,387 (§-§°) - 0,0497] = -0,387§ 1 +
+2,3875°1 + 0,0497 1,
Ty = - ;T415= - ¥;
-2 7<E< 2
My = & 41%'- 1[2,387 (£-§2) - 0,0497] =

2
= -4,38781 + 2,387% 1+ 2,0497 1,

l-.ls

. ! »
= 741§ =§3
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2+B: % <"‘“F 41

Mo =73 418 -1 (1,790%- 3,182’ %) = 0,2108'1 + 3,182 "1,

1 !
Ty=g1425=§ .

Wykresy linii wpitywowe] momentu zginajgcego i siXy tnace] pfzed-
stawiono na rysunku 10.8.

linia wplywowa Mg

B i1

Rys. 10.8

Zadanie 10,2

Dla podanych uk#addéw przy danym obcigZeniu sporzgdzié wykresy
sit wewnetrznych (10.9a-4d).
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Rys. 10.,9c-d

Rozwigzanie - samodzielne.



11. WYZNACZANIE PRZEMIESZCZEN W UKZADACH
STATYCZNIE NIEWY ZNACZALNYCH

Twierdzenia redukcyjne

Réwnanie pracy wirtualnej przy wirtualnym stanie obcigzenia jest
stuszne dla uktadow statycznie niewyznaczalnych jak i statycznie wy-
znaczalnych. W uktadach statycznie wyznaczalnych chcgc znalezZé prze-
mieszczenie wywotane obcigzeniem zewngtrznym, temperaturg lub osiada-
niem podpdér ustawialismy na kierunku tego przemieszczenia wirtualng si-
te jednostkowg i catkowalismy wykresy six wewnetrznych powstazych od
danego obcigzenia., W ten sam sposdéb mozemy postapié w wypadku uktadow
statycznie niewyznaczalnych., W tym przypadku, wykresy siz wewnetrznych
od obcigzenia zewngtrznego i od wirtualne] sity jednostkowe] musimy wy-
znaczy¢ w ukiadzie statycznie niewyznaczalnym. Z faktu tego wynik;, ze
w celu wyznaczenia przemieszczenia w ukiadzie statycznie niewyznaczal-
nym, nalezy dwukrotnie rozwigzaé ukitad statycznie niewyznaczalny, raz
dla obcigzenia zewngtrznego, drugi raz dla obcigzenia wirtualnego.

Wyznaczanie przemieszczen w ukitadach statycznie niewyznaczalnych
mozna znacznie uprosci¢ wykorzystujgc twierdzenia redukcyjne, 2z kté-
rych wynika, e dwukrotne rozwigzywanie ukzadu statycznie niewyznaczal-
nego nie jest konieczne. Pierwsze twierdzenie redukcyjne oZn s. o nu-
towa¢ nastepujgco: aby wyznaczyC przemieszczenie w uktadzie statycznie
niewyznaczalnym nalezy sporzadzié wykresy sit wewngtrznych od obcigze-
nia zewnetrznego na ukradzie statycznie niewyznaczalnym, natomiast od
Obcigzenia wirtualnego wykresy wirtualnych sit wewnetrznych nalezy spo-
rzgdzi¢ na dowolnie przyjetym ukzadzie statxcznie wyznaczalnym. Twier-
dzenie to dla ukaddw ramowych mozemy zapisacd:

7(0) gn =‘/"[FI(O) (%—éﬁz +oct-%-§-) + RO

S

(%&'xj‘) i t) + *My]ds-
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Natomiast drugie twierdzenie redukcy jne mozna wyraziC nastepujaco:
aby znalezZé-przemieszczenie w ukradzie statycznie niewyznaczalnym na-
lezy sporzgdzié wykresy six wewnegtrznych od obcigzenia zewnetrznego na
‘dowolnym ukiadzie podstawowym, natomiast od obcigzenia wirtualnego spo.

rzgdzié¢ wykresy wirtualnych sit wewnegtrznych na uk*adzie statycznie nie-
wyznaczalnym:

7(n) ¢ (0) _ f[ﬁ(n) (E_E_(.)_) .,_o,t%l?.) + ln)

/ oh]
(0) (n) m(0)
B oy b + 2 51 ]ds'

Zadanie 11.1

Dla danej belki ciggzej statycznie niewyznaczalnej przy danym ob-
cigzeniu wyznaczy¢ przemieszczenie pionowe punktu 1 (rys. 11.1a).
| Rozwigzanie
Zadanie to rozwigzemy stosujgc pierw
sze thwierdzlenie redukey jne. Rozwazany

£ q uk?ad jest jednokrotnie statycznie nie-
al 5 - wyznaczalny. |
e teml o =21 " - Rozwigzanie przeprowadzimy w opar-
. ciu o réwnanie trzech momentow:
Y
b)%q ! ! '
| 'I?W
c) : ' T T
— 12=12‘§j=21—-j=l’

no

l1=l,
rys. 11.1 .
4Xgl = Npgy
N g 12 1 _/J ' (E')4E = -q 412 1 + = —q17
Bo = "% 12 12/ @p 5')d§ = -q'4 r = -1,
4%l = -q1°,
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Wykres momentdéw zginajgcych od obcigzenia zewnetrznego przedstawio-
no na rysunku 11.1b. Zgodnie z pierwszym twierdzeniem redukcy jnym ob-
cigzenie wirtualne przyiozono w punkcie 1 na ukiadzie statycznie wyzna-

czalnym (rys. 11.1c), a wykres wirtualnych momentéw’od tego obcigzenia
przedstawiono na rysunku 11.17d. |

Catkujac te wykresy otrzymujemy

zadanie 11.2

Dla danej belki statycznie nie&yznaczalnej przy danym obcigzeniu wy-
znaczy¢ przemieszczenie pionowe punktu 1 (rys. 11.2a).

bl

35}&4{ ” l | mmm
24
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‘Rozwigzanie

Rozwazany ukiad jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalny. Roz-
wigzemy go od obciazenia zewnetrznego rdéwnaniem trzech momentodw:

- Atl
Npo = = 2B &5 T
3EJo, At
X, = -
A 2h ’

Wykres momentdw zginajgcych od obcigzenia termicznego przedstawiono
na rysunku 11.2b, Obcigzenie wirtualne przyiozono w punkcie 1 na ukia-
dzie statycznie wyznaczalnym (rys. 11.2c), a wykres wirtualnych momen-

tow zginajacych przedstawiono na rysunku 11,2d. Catkujac te wykresy otrg-
mamy-

Zadanie to rozwigzemy Jjeszcze raz wykorzystujac drugie twierdzenie
redukcy jne. Zgodnie z tym twierdzeniem ukiad statycznie niewyznaczalny
obciazamy jednostkowym obcigzeniem wirtualnym (rys. 11.2e).

Wykres momentdw zginajacych od tego obcigzenia przedstawiono na Iy”
sunku 11.2f (szczegdty obliczen pominieto):

(0) —
/M (M +ol, -%—E) ds = fM(1)dt-%-:°- as,

of, AT 1%, At
§, =—% (3%%':12'*3%32 1e% . %') 3311 [m]
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Zadanie 11.3

)

Dla danej ramy statycznie niewyznaczalnej przy danym obcigzeniu wy-
znaczyé poziome przemieszczenie punktu E (rys. 11.3a).

2,

“

<
™
O
R
<

m
Niw

rys. 11.3
tozwigzanie

Ukzad jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalny. Rozwigzanie pfze-
Prowadzimy wykorzystujgc o$ symetrii ukadu. Obcigzenie zewnetrzne roz-

kXadamy na symetryczne 1 antysymetryczne (rys. 11, 3b). Schematy zredukur

wane dla obcigzenia symetrycznego i antysymetrycznego przedstawiono na F
rysunku 11.3c.
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Wykres momentow zginajgacyth o_‘d obcigzenia symetrycznego jest réwny
zeru. Schemat zredukowany dla obcigzenia antysymetrycznego jest ukia-
dem statycznie wyznaczalnym, stad tez jest tatwo sporzgdzié, wykres mo-
mentdéw zginajacych (rys. 11.3d). |

Zgodnie z pierwszym twierdzeniem'redukcyjnym obciqunie wirtualne
przytozono w punkcie E o kierunku poziomym (rys. 11.3e), a wykres wir-
tualnych momentdéw zginajgcych przedstawiono na rysunku 11.3f

Zadanie 11.4

Dla uktadéw przedstawionych na rysunku 11.4a,b, przy danym obciase-
niu wyznaczy¢ pionowe przemieszczenie punktu 1.

Rozwigzanie -~ samodzielne

b) lp




12. RUSZTY PZASKIE

Rusztem ptaskim nazywaé bedziemy uktad belek prostych, wzajemnie
krzyzujgcych sie i lezgcych w jednej praszczyinie. Obcigzenie zewngtrz-
ne jest skierowane prostopadle do pZaszczyzny rusztu. Kodce belek mo-
ga by¢é wolno podparte lub utwierdzone. W wezzach rusztu belki mogg sig¢
wzajemnie przenikaé (wezex sztywny), albo mogg byé potgczone przegubo-
WO.

W tym rozdziale bedziemy sie zajmowaé tylko rusztami, ktdre sg po-
¥gczone w punktach skrzyzowania przegubowo. |

. Stopien gtatycznej niewyznaczalnosci rusztdéw piaskich, pozaczonych
w punktach skrzyzowania przegubowo bedzlemy wyznaczaé ze wzoru

n=ws+1x*-2b-p,
gdzie: w - liczba wezxdéw w ruszcie,
r -~ liczba skitadowych reakcji,

b - liczba belek rusztu pzaskiego,
p - liczba przegubdw w belkach rusztu.

Zadanie 12.1

Dla danego rusztu ptaskiego przy danym obcigzeniu wyznaczyé wykres
momentdéw zginajgcych (rys. 12.1)

rys. 12.1.
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Rozwigzanie

\

Okreslmy stopien statycznej niewyznaczalnosSci tego rusztu ptaskie-
g0

n=w+rvvr-2bh - p,

w=6, =9, b=5,1p 0O,

i

n=6+9-2.:5=20 5.

Jako nadliczbowe przyjmiemy sity w wezzach 1,3,5, tym samym prazyj-
miemy statycznie niewyznaczalny uktad podstawowy (rys. 12.2).

. D
X, 5 . 1 R
7= B 7/ °
R R, F
X Ré A 1 R E
C
rys. 12.2. rys. 12.3.

;;“’
A""'..u:aal 3l

- TR
K - 21 -~ / &
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e D
8 1 R
/' /
R, F
A /41 R E
£ C
rys. 12.6, rys. 12.7.
¢ D
B R
A, G
R 1 F
%
R . s )M!
3
C | e 1 N —
rys. 12.8.

rys. 12.9.

Zadanie rozwigzemy przyjmujgc niewiadome grupowe

X, + X X, - X
_ 1 3 1
Y1 b 2 9 Y2 — ___'2__2’ Y3 = X50
Stan Y1 = 1
Reakeje R, = Ry = R4 = O,

Mbmenty W utwierdzeniach dla belek statycznie niewyznaczalnych A-E

1 B-g Obliczymy z (wzoru M = - %—J-‘-COT(E) :
=1 _1 1)y _ 1 1 8_
§=37 =3, “’T(s)‘3"'2‘7=27'
Moo= -1:31 8 _ 4 _
E 5 >7 =~ g 1, RA"'2‘$"
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Wykres momentdw zginajgcych dla stanu Y, = 1 przedstawiono na ry-
sunku 12.5. | |
Stan Y, = 1

Reakcje R2 = R4 = R6 = 0, |

Wykres momentdéw zginajacych od stanu Y, = 1 przedstawiono na rysun-
ku 12.7.

Moment w uﬁwierdzeniu E od stanu

Mg = - 5= @p(3),
_21 .2 o (2)_2_8 _ 10
5=51=% of3) =5-% -5
5 - 31
2 10 1
Mp = S5 - 57 = - %5

Wykres momentdw zginajacych od stanu Y3 = 1 przedstawiono na rysun-
kua 12.10. -

Rys. 12.10

Rys. 12.11 Rys. 12.12



143

Stan zerowy

Reakcje:R, = 0, R, = 2 al, R = %1;
1 _2_2 2) 2.8 _10
ME = = EleT(E)’ 5'— 31 = 3¢ («OT(3) = 5

Momenty Zginag-
> =11 1{3 = 1 przedstawiono na rysunkach 12,15,
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Rys. 12.15.

Rys. 12.16.

Obliczmy wspdiczynniki w rdéwnaniach kanonicznych:

fM1(0)M52) 1 {3 1
511=S = d8=m{-3-1-1-1'2+_1-1-21+[-§-21'
| | 3
(%ﬁg—%) 1-21—;—21'%1'21]'2}.—:3,160%5;
(0) (2) |
M) M
_ 2 2 1.1 .1, 1 4 3_4.) 19
522-5/‘ B dS"EJ{3 >3 1 4*[‘3‘21 (9*‘2712
1 14 ] - 1,
w(0) (2)
_ 3 3 _ 11,1 .1 1,1, 1. 4
533‘3/ EJ dS"EJ{B 532l 2+3 55 "1°¢



003 = 03
IR I
ST LR RIS EEICRY. JERE

1 ql2 4 l4
+§"T'§1'1J}=0’142° ;
u(00y(2)
Jzo-‘{ T dS’-‘%{['%‘ 7 a1 - %(%*%)1 L+
+32a®. f1 1] -[-%%_2-;-(%+;—$)1 1+
- 4

S
" [-;- 1- (0,417 + 0,2222) q1? - 1 - 1 1. 0,2222 1% - 1] +

1-(0,1389 + 0,0741) q1° + 1 - ;-1 . 0,0741 q1° - 1]}:

Uk¥ad rdéwnand kanonicznych ma postad

3,160 Y, + 1,201 Y5 + 0,1420 ql = O,
0,827 Y, + 0,0710 q1 = O,
1,201 Y; + 0,802 Y5 + 0,240 g1 =0,

145
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Po rozwigzaniu tego ukzadu réwnai otrzymujemy
Y, = 0,160 ql, I, = -0,0859 qi, Y3 = -0,5383 ql.
Rzgdne wykresdw momentdéw zginajacych obliczymy ze zwigzku
M =M +M, I, + M, Y2 + M3 3

Ma on ksztaxt nastepujgecy:

Pert=-1100487

M
WZeLVi mw-

] A 8
EJsconst
\ | ) l '
rys. 12.19,

Zadanle 12.2

Dla danego rusztu pzaskiego przy danym obcigzeniu wyznaczy¢é wykres
momentéw zginajgcych.

Rozwigzanie

Stopien statycznej niewyznaczalnoéeci tego uktadu wyznaczymy zeé Wi

n=w+>xr--=2>h-- p,
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n=4+8-2-4-0-=14,

Jako nadliczbowe przyjmiemy sizy W'wezlach.1,2,3,4(rys. 12.20).

rys. 12.20.

Prosta przechodzgca przez wezty 2 1 3 jest osig symetrii uktadu i ob-
clgzenia, Stgd liczba niewiadomych redukuje sie¢ do jednej. Mamy wiec
X, = X3 =0, X, = X4. Jako nadliczbowg przyjmujemy grupg six Y, =

X o+ X, |
- 'T_‘o

l Iml.l.---_

4
!

2 ([ {T1L

12,21, rys. 12.22.
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Stan zerowy ;

2Pl | }l1-
5

2pL | | @

rys. 12.23. | rys. 12.24.

Nadliczbowg Y, Otrzymamy z rownania

Y, 8,, +8,5 =0,

Obliczmy wielkosci §44 i &4,

' My M, 1 (3 1
511"-: -—E-j-—ds=m(3-21'2l'2l'2+-3-l 1 1 2).—:
S
3
1
= 6 1,
/
M, M o
510=S—1E3-9d3=£g[%-1 1 (2 2pl+p1)-2]=§-l
6Y1+%p1=0.

Z rozwigzania tego rdéwnania otrzymujemy

_ .5
¥y =~ 35 P
Rzgdne wykresow momentdéw zginajacych obliczymy ze zwigzku

Na rysunku 12.25. podano wykres momentdw zginajacych.
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Zadanie 12.3

Dla danego rusztu ptaskiego przy dany

m obcigzeniu wyznaczyé wykre-
Sy momentéw zginajacych i siz tngcych.

q
' & 22 L11LITT
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3
4M1 +M2_- 1 +§%%(2w1 -w2),
M, + 4M SE 6 (_w. + 2 w,)
L gz' 12 1 2/

_ 6EJ _
4M3 +- M4 = -;2- (2w3 w4),

M3 + 4M4

il
|
-2
W
+
N
g
>
by

Dla belek w kierunku osi II uzyskamy:

6BEJ
oEJ

4L1 + II3 = T (2W1 - WB)’
6EJ ;.

6EJ
4L2+L4=—-]--2-(2w2-w

Otrzymane uktady réwnai rozwiazemy wéglqdem momentéw podporowych-¥
L, traktujac prawag strone réwnan jako obcigzenie zewnetrzne:

4/
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6EJ 2
6EJ | 2
L2 = —lz (%Wz - B‘W4),
6EJ 2 5

12 (" 5"1 +'5“"3)’

o
i
=

éEJ 2
B (- By + 2wy,

+
I

Powyzszy ukZad rdéwnan wigze dwanascie nieznanych wielkoSci: osiem mo-
mentéw podporowych oraz cztery ugiecia wezxdw. Brakujace zwigzki otrzy-
mamy ze zroéwnowazenia wezidw 1,2,3,4. Wytnijmy wezzy 1,2, 3,4 (xys. 12.27).

rys. 12.27.

Suma sizt dziatajacych na quazj 1,2,3,4 powinna byé rdéwna zeru:
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il
O

31+ T34 + Tsp *+ T3

I
e

43 t T42 + T4B + T4G

Obliczmy sizy tnjce

M L L.-T, M,.-M
M, 5 e N I R i
Tio=-~1Ts Lyg=~-1 T4z = =1 15 = 3= + —S—,
M, -M L -L M L

_ql 1 772 2 ___g ___2
Tog = 5=+ —1—» Tpy = y Top=~1 Tog=-1>

L,-L M, -M L M
T59 = - T3y = =2, I3p = - 1 T3 T

M., -M L.-L M L
_ 4 2 4
T43 = ‘11—’ T42 R T4B - TA" T4G - 'Ii

Po podstawieniu danych zwigzkdéw do rdéwnarn rdéwnowagi weziéw 1,2,3,4 otrg-
mu jemy :

2
' 1

2
1
My +2M, + 2L, -~ I, = 2,2_,
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Wetawiajac do powyzszych rdwnan wielkosci M,, M,, Mgy My, Ly, Ly, Lz,
I'4 otrzymamy uktad réwnan, w ktérych wystepujg jedynie ugigcia wy, w,,

w5 i w4=
2 2
119l 1

2 2
11ql 1

-7W1 + 16W3 - 7W4 = D’

|
P.

-7w2 - 7w3 + 16w4

4 rozwigzania tego ukzadu otrzymujemy :

2 2
_ ~99gl 1
W1"W2"T3_8 Nk

2
77q1 1
Wp = 7‘%—8 BEJ®

W3

Ze zwigzkdw na momenty zginajace M1, M2, M3, M4, Ly L2, L3, L4 ma-
oy

| 2
My =M, & 855 q12, 1, = 1, = 42 a1?,

540
- _ 2 . _ 33 412
My =M, = 5 al®y Iy = Ly = z55 1

Na rysunku 12.28 podano wykres momentéw zginajgcych.
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rys. 12.28.

Znajgc momenty przywéztowe mozemy obliczyé przywegziowe sity tnas
ce, Wynosza one: | ‘

To=- gl Ty =3
T1E='%'j‘%ql’ T2H=‘é%ql’
T4z = - %%%’ql' Top = - %%5 al,
T, = T4 = = 570 9L
T3 = gg0 Al T4z = O,

2., = O, | Tyo = £40 9,
Tsp = - %0 9L T4p = - Ehp al,
Tsy = - 445 al, JP - 25 al.

Na rysunku 12.29 podano wykres sit tnacych.
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e

mql
¢ 48

ST H““."‘ P IETTITTII 49t
"
'

.ll#:lllll!lzllll hqu @

,b‘
2hat UK Jllllllll!'r
670 /e
& / f‘%ql
#h9! i&ql
rys. 12.29.
Zadanie 12.4

Dla ukzadéw przedstawionyéh na rysunku 12.30 przy danym obcigzeniu
wyznaczy ¢ wykresy momentdw zginajgcych.

Rozwigzanie - samodzielne

a)

EJ =const

EJ=const

rys. 12.30a-b
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EJ=const

EJ=const

—

A
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g)
K
P P
h |
) |
P P |
EJzconst

INTRTRV SETRINRNNRNV 4RINY
"‘——!&—*—J—'l‘—!a—"" EJ=const

.Rys. 12.30g-



1% . STATYCZNIE NIEWYZNACZAINE DZWIGARY
ZAZAMANE LUB ZAKRZYWIONE W PLANIE

Uktady statycznie niewyznaczalne rozwigzywad Bdeiemy metodsg siz,
Nadliczbowe mogg byé obierane Jjako sktadowe reakcjl podporowych 1lub
sit wewnetrznych.

Jezell ukzad jest symetryczny to sizy wewngtrzne ukzadu obcigzo-
nego symetrycznie muszg byd roztozone symetrycznie. I tak momenty
rginajgce w punktach symetrycznych sa jednakowe co do wielkodcl i zna-
ku, zatem wykresy momentéw zginajacych sg symetryczne. Momenty skre-
cajgce i sity tnace’'w punktach symetrycznie poxozonych sg jednakowe]
wielkodci, lecz przeciwnych znakéw, zatem wykresy M_ i T sg antysyme-
tryczne.

Jezeli uk¥ad symetryczny jest obcigzony antysymetrycznie to momen-
ty zginajace w punktach symetrycznych sg jednakowe, lecz przeciwnych
znakdw, zatem wykres momentu zginajgcego jest antysymetryczny. Momen-
ty skrecajace 1 sity tngce w punktach symetrycznych sg Jjednakowe co
do wielkosci i znaku, zatem wykresy M, 1 T s3 symetryczne. Stad tez
symetrie ukiadu zatamanego lub zakrzywionego w planie mozna wykorzy-
staé,do obliczer statycznych podobnie jJak w ukadach ramowych.

Zadanie 1%.1

Dla danego d4wigara zatamanego w planie, przy danym obcigzeniu,
wyznaczyé wykresy momentéw zginajgcych i skrecajacych (rys. 13.1).

EJsconst
GC =const
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Rozwigzanie

Ze wzgledu na symetrie ukzady i obcigzenia,
gnika si*a tngca i moment skreca jacy,
zginajacego X1 W DPrzekroju pod sizg P
ukzad Jest dwukrotnie statycznie niewy
preyjmiemy jednokrotnie statycznie nie
dem osi x wynika, ze RA = R

W przekroju pod siksg
Tak wiec przy wyborze momentu
Jako wielkodeci nadliczbowej
gnaczalny. UkZad podstawowy
wyenaczalny. Z symetrii wzgle-
Br My = Mg, M, = T

i'-..é"

TRa

A
/ IR
Mg, 14
y
Rys. 13,2
Reakecje podporowe obliczymy z nastepujaecych réwnan
L2=0
P -2 - = £
EMy = (0
Pl Pl . 21
Mo - Mg+ 7= =0, 2mM, =T TN, = FT,
Momenty My= My nalezy wyznaczyd
Wk jak 91

& belki dwustronnie ufwier-
dzoney g rozpietodel 21 {

ed w rodky Sitg P/2 (rys. 13.3).

1 Rozwia,zu;ja,c dang belke réwna-
0 ;:,trgfch momentdéw otrzymamy M, =
=M. - 23

Wykres mopm

entuy zgina jgcego 1 skrecajgcego od stanu X. =
-;BtaWiOno na ry

94 = 1 przed-
sunku 13,5,
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Rys. 13.5
Nadliczbowg X, wyznaczymy z réwnania

M, M M .M
1" J[-s1 s
649 =) EF 48 + o

3

(1 +9),
dS =
2
Pl
TERT (1 +2?):
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2

. __510=_"1'I6%7“+2?)=P1 (1+20) By,
LER-FT] 25 (1+¢g) ° (1+¢ |

. _ 1+ 2
gdzie k = -1—-*_—2.
' Momenty zginajace i skrecajace wyznaczymy ze wzordw superpozycyJ-.

nych
M = MO + M.' 1

Mg = Nyg + Mgy Xy

Na rysunku 13.6 podano wykres momentdéw M, M.

Zadanie 13.2

Dla danego uk¥adu zakrzywionego w planie przy danym obcigzeniu
wyznaczyé wykresy momentéw zginajgcych i skrecajscych (rys. 13.7;
BJ = GC).

EJ=xconst
GC =sconst

EJ)
il
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Rozwigzanie

Ze wzgledu na symetrie uk¥adu i obcigzenia w przekroju w punkecie

E znika si%a tnaca i moment skrecajacy. Przyjmujgc moment zginajacy
X1 w przekroju w punkcie E za nadliczbowg uktad jest jednokrotnie sta.
tycznie niewyznaczalny. Obliczenie reakcji podporowych!

Srodek ‘ciezkosci s pdzokreggu lezy na osi symetrii w odleglosci
%F od srodka okregu:

LM =
X 2r
'(RA+RB) 2r + ﬂrqr(2r+7f- = 0,
L7 = |

RA + RB + Rc + Ry - T ar = 0.

Z symetrii ukZadu i obcigzenia wynika, ze RA =1RB oraz R_c = RD‘
Z rozwigzania powyzszego ukzadu otrzymujemy

RA=RB=§E (1 +7),
R, = Rﬁ =~ %E'

Uktad podstawowy statycznie wyznaczalny przedstawiono na rysun-
ku 13.8. |

S TTTOE
”’ X4
Ak Z '
A "B
/
-
/ )
c . /D
= S a2
‘Rys. 13.8

Sity wewnetrzne na pétokregu wyznaczymy z ponizszych wzoréw

M=A sino+ B cosof - qrz,

/
M, = A cosec~ B simor+ qr°el + C,
C
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Dla o = O mamy M(0) = O, Ms(0) = O, T(0) = O. Z tych warunkow

brzegowych wyznaczymy staXe catkowania A, B, C. Wynoszg one A = C = 0,

B = qrz, atgd:

MO = -qr2 (1 - cosox),

2

Dla lewej czesci Iuku nalesy przyjaé o = - d.

Na rysunku 13.9 podano wykresy momentdéw zginajgcych i skregcajg-
cych wywozanych obcigzeniem q W uk?adzle podstawowym statycznie wyzna-
czalnym.

Rys. 13.9

Dla nadliczbowe] X.I = 1, staze calkowania' A, B, C wyznaczymy 2
nastepujgcych warunkéw brzegowych: M,(0) = 1, M_,(0) = 0, 7,(0) = O.
Z powyzszych warunkdéw otrzymujemy A = 0, B =1, C = 0, stad:

'M.' = COSC,

M = ~sinc.

s

Wykresy momentéw zginajacych i skrecajacych wywotanych nadliczbowg
X; = 1 podano na rysunku 13.10. | |
Nadliczbows X, wyznaczymy z réwnenia kanonicznego

Xq 844 + 840 = O

Wylicezmy -wespéczynniki réwnania kanonicznego

f 3

S. =2“/ 2 2‘ 2 1 2 -

117 EJ s cos o *rdol + -G-Gafsinoc-rdoc-l- -ﬁ-f-j.'Zr- 11 +f}'ﬁ°2r'1 1 =
- Xr , 6r r
=®E3 t J=9'14f53.



164

¥ B 7
6'10 = %—5 [- qr36[ (1 - cosat) cosco doc]+ %—d [-qrs/. (ot - sinoc)sinardoc] +

Sl 0 (T - Vop o4 o2 0 (L q).pp.q = - 2aT
masar® (- )er-1 -G arf ($-1)-2r 1= - (ro 1y,
a zatem
810  2qr° |
_ _2qr” (r=-1) _ 2
Xy = -5 =T gar = %S ar
7Ze wzordw

Rys. 13,10

Wyliczamy rzgdne wykresdw momentéw zginajgcych i skrecajgcych w roz-

wazanym ukiadzie. Wykresy momentéw zginajacych i skrecajgcych przed-
stawiono na rysunku 13.11.

Rys. 13.11
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gadanie 13.3

Dla danego ukzadu zakrzywionego w planie, przy danym obcigzeniu,
wyznaczyé wykresy momentéw zginajacych i skrecajacych (rys. 13.12;
EJ = GC).

EJ=const
GC=const

£
Tl

Rys. 13%3.12

Rozwigzanie

Rozwazany uklad ze wzgledu na istniejace cztery osie symetrii
Jest ukradem Jjednokrotnie statycznie niewyznaczalnym. Jako nadlicz-
bowqjx1;przyjmujemy momenty zginajgce na korcach wspornikéw (rys.13.13.).

Rys. 13.13
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Obliczenle reakcjl R od obcigzenia zewnetrznego q

0, 27rq-4R=0—R =259,

%2

Dla przekroju o = 0 (rys.13.14)
jest M, (0) = 0, TO(O) = 0 oraz dla
= X mamy M %’- = O, Z powyzszych

4
warunkéw brzegowych wyliczymy state A,

| qr23['

B, C. Wynoszg one: A =0, B = :
2 V2

C = 03 stad

2 T )
M =qr cos ot~ 1
(21f2" ’

-2 ¥2

~ qpl T
Mso = QT (-— sinoc+at) .

Rys. 13.14 Na rysunkach 15.15 podano wykresy
momentéw zginajacych i skrecajacych,
wywoZanych obclgzeniem q w uktadzie

podstawowym., Wykresy momentéw zginajacych M, od nadliczbowej X, dla
pretéw prostoliniowych przedstawiono na rysunku 13.16.

Dla preta kolowego ze wzgledu na symetrie ukzadu i obciqzenia ma-
my nastepujace warunki brzegowe T (0) =0, M s (%) (rys. 13.17)

Z powyzszych warunkéw brzegowych otrzymamy A =0, B= %E‘v ¢ = 0., Tak
wiec:
M1 | - l{g' cCosS o ,

Wykres momentéw M,, Mg4 pPodano na rysunku 13.18.
Obliczmy wspélczynniki réwﬁania kanonicznego

I:*:II—'h
c

8J%—cosa¢rdo¢+ 1= 8]2 sin% rdo + L 14 = 3%
1

s 141
= BT

+
s



Rys. 13.15

Rys' 13-16
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' ¥
2 . . 2
+ 2}0 8j[qr (o( = oY SanC)(- Q—Slna)]rda
0
2 P 2 3
_gqr7¥ . x ___41'(_91 T\ arnw
AEr T 1 4= \2 -3 4)“ -
_ _ 3,0702 gr’
Rys. 1%3.17
7z rozwigzania rdéwnania kanonicznego
X1 844 +845 =0
otrzymamy
2
Xy = - 810 23,070 ar 0,430 qrz-

511 y 14 T

72e wzordw
M=MO+M1 9
MS =Mso +Ms1 X,l,

wyliczymy rzedne wykreséw momentéw zginajacych i skrecajgeych.
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Dla pretéw prostoliniowych, wykres momentu zginajgcego podanc na
rysunku 13.19. Natomiast dla preta koZowego réwnania momentéw M, M

majg postad:

, T
M = qrz2 (ﬁ cos ol ~ 1) + g 0,430 qr2 cos ol =

= qr2 (1,4142 cosot—= 1),

Rys. 13.19

2

M, = qr2 (- . sinoc+cc) - 125'- 0,430 qr sino =
2Ve

= qr® (¢ ~ 1,4142 sinoc);

dla ot = O mamy

M = 0,4142 qr?,

MS=O;

natomigst dla o = {- otrzymujemy
M= O’
2
Ms - -0’215.0 q.r d

Wykresy. momentéw M, M dla preta kozowego podano na rysunku 13%,20,
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‘Zadanie 13.4

Dla podanych ukladéw.zakrzyﬁionych w planie przy danym obcigzeniu
sporzadzidé wykresy momentéw zginajgcych i skrecajgcych (EJ = const,
GC = const).

Rozwigzanie -~ samodzielne.
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Rys.



14, ODPOWIEDZI DO ZADAN

Zadanie 1.4

OdpowiedZ do rysunku 16a: ¥= 0. Bilegun wzgledny (23) lezy na
proste] *aczace] bieguny gidéwne tarcz 2 i 3 (rys. 14.1). W planie
biegundéw otrzymalismy zgodnosé, stad ukzad Jjest geometrycznie zmien-
ny. Plan przemleszczen przedstawiono na rysunku 14.2.

LLLLL x x 7] l
™ (23). .E’)ao
e 21 VI S ¥ Zl _ K

Rys. 14.1

[l
A

W

Rys. 14.2

Odpowied? do rysunku 1.6b: ¥= 0, uk¥ad jest geometrycznie nie-
zmienny, |

OdpowiedZ do rysunku 1.6¢: Y= 0, ukzad jest geometrycznie zmien-
ny.

Zadanie 2, 4

Odpowiedzi do zadar przedstawionych na rysunkech 2,7a-f pokazano
N8 rysunkach 14,3a~f.
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4
_..--I..l'| y 1

ﬂ’l

=L

Ng=-T.sin  +N,"cos ]

® ¢ ..
‘% T‘

$9¢

N

IIHENHES]

o
d

RySo 14,%a-b
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£ B> -
\,ﬁulllllllllll[olﬁl|!!=ll||“:||||||||

=l o LT T
l €
;g On
Mex2q®  Tu=2ql Nys-fql
My=2al”  T,=-%ql  N,=- Zql
g
7
Z [

@x ql‘ |

Rys. 14.3d
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&
NY
SR #

- l"llll'lllllu.h

Rys. 14.3e
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[ ’ _:
® na Tuku T.‘:L-coszdrN,-smy; @ na Tuku N =N:-cosV-Td°.sin}:

< 75 & A
wh SN
| 79/ 242
1 o
N 44! |||51|||||||““H““ v’ k EE@UJILL #

)
_

Z — g , TTT]
19 ‘ 4 | f”‘ ¥
' B9 g 55
M,(r-gql‘ Tg=- }ql N, =~ gql
Rys. 14.3f

Zadanie 3.7

Odpowiedzi do zadan przedstawionych na rysunkach 3,27a=b stanowid
rysunki 14.4a-b
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Zadanie 3.8

Odpowiedzi do zadan pPrzedstawionych na rys. 35.282-f stanowig
rys‘ 14-5a-f-
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: 21 v 21 .

"WLR N,
{ 2l |

L R S

RySo 14050"'1.

Zadanie 3.9

Odpowiedzi do zadar przedstawionych na rys. 3.29a-d stanowlg IV
sunki 14.6a-d.
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—MM._S:

d)
.l":zjg".'..b; Lw. s4
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Zédanie 4.11

Odpowiedéi do rysunku 4.3%2a przedstawiono na rysunku 14.7,

5:%%%6-%51;"%& [m].

Odpowiedzi do rysunku 4.32b przedstawiono na rysunku 14.8

Aso=—§-%7 [rad] .

~“OLLL LI

Rys. 14.7

Rys. 14.8

Odpowiedzi do rysunkéw: 4.32c (& = 2@ [m] )1 4.32d (& = 0) preed
stawiono na rysunku 14.9. :
OdpowiedZ do rysunku 4.32e przedstawiono na rysunku 14.10'

1%@_ o At

t 4 [rad].

Ayp=
Odpowiedzi do rysunku 4.32f przedstawiono na rysunku 14.11

224 q
AP: - 27 EJO [rad]p
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1

Rys. 14.10

RYS- 14.11

Odpowieq s do rysunky 4.32g:

Odpowieq s 40 rysunky 4.32h:

-

| 4
A® = 1,00/7 E%B [rad].
Mowteds 4 rysunku 4,324 .
2
Mg, = 0,266 -13-}5 + 32 g [rad].
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OdpowiedZz do rysunku 4.32]:

W

OdpowiedZz do rysunku 4.32k:

§ =259 £ [u].

Zadanie 6.4

OdpowiedZ do rysunku 6.15a przedstawiono na rysunku 14.12.

ov8s  qusly  owily

Rys. 14.12

Réwnania linii wpiXywowe] sg nastqpujqce

Pe (A - 1)
10
lew, 61_2 = -1’6593 J ’
0
Pe(1 - C) 1 1 \
1<(<3 0<% < 37,
3
1 _
Lw. 8,5 = g7, (0,8889 - 5,21488+ 1,7778 ¥ - 5, 5336 +
3 4
+ 7’111 51 - 3:555 ;1
Pe_(C-Z)

1 ¥ <] |
7<¥<zp o<y<p
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" 5 | ! /12
1 ! _

+ 7T,1118% - 3,555 4 4);

Pe(2 - B) 1
0<E<y,

I3

lawe 6, 5 = =1,6593 E——EJ .

ddipowiedZ do rysunku 6.15b przedstawiono na rysunku 14.13.

Rys. 14.13

Réwnania 1linii wpiywowe] zmiany kagta [

Pe (1 - 2) |
0<E<1, E=4%,
P
low, b, = - %E:T (12'§+§3),
Pe (2 - 3)
0\<~.7<1, 7:‘}'{',
5
l.w.Ap, = -%'—E-j (13 =179+ 29 2 +73);
Pe (3 - 3)

Ogglg'h | F"—'"'}S"s

W H

5
1.W.A?2 = il—- (gl- ;I

3EJ )
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OdpowiedZz do rysunku 6.15c przedstawiono na rysunku ‘14.14.
Pe (A - C)
l.w. SB=0;
| -
0<;<1, §=-ﬁ’

Low. &, ;,fﬁ (5-28° +¢);

Pe (C - B)

71°
Y8 E, 573 TH‘!.

5530

Rys. 14.14 Rys. 14.15

Odpowiedz do rysunku 6.15d przedstawiono na rysunku 14.15.
Réwnania linii wpiywowej zmiany kata ¢ X

Pe (A - C) :
065 < 1, ;’:"%’I’
| b
= 817 el l3y,
l.w.Ap, = 587, (’5' - g )s
Pe (C - D)
0 x 21,
11
1.W.A?A = - ':Igﬁax
Zadanie 7.5

OdpowiedZ do rysunku 7.19a przedstawiono na rysunku 14.16.

@ | 1,36
(1) @ qﬂl”zﬂs
@ 039 ”I”H”””m

Rys. 14.16
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OdpowiedZz do rysunku 7.19b przedsféwiono na rysunku 14.17.

12,84

10 791 @

4,78
+- 13,68

i

Rys. 14.17

‘Réwnanie trzech momentdéw ma postad

N,y = -236,25, 10  [xNm],

X0

X4

Il

-12,89  [kNm].

OdpowiedZ do rysunku 7.19c przedstawiono na rysunku 14,18

__ 13 P
Xq = 184

Rys. 14.18

Odpowieds do rysunku 7.19d przedstawiono na rysunku 14.19
Xg = 0,018 P1, x, = =0,09 P1,
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@

0,108 P

95420

0,15'?9 | 104337

Rys. 14.19

OdpowiedZ do rysunku 7.19e przedstawiono na rysunku 14.20,

() ) V4
@
ﬁ%ﬁ
! 111} Y73

Rys. 14.20
Zadanie nalezy rozwigzaé tak samo jak zadanie c. Wyrazenia dla
§or 849 6, Dprzybiora tu nastegpujgcg postad:

1

—1 fl' — ——2x10 _ﬁ
SO'T(P+1)’ 51 - T Al? 52 =Al°

Rys. 14.21
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Réwnanie trzech momentdéw dla podpdér 1 i 2 ma nastepujaca postad:

2 X. 1

_ _ 3pl” _ ~1°

2X1l + Xél = - 6EJd SEF
3p1% X1

X11 + 2X21 = =g - 6EJ T6ET*

stad 11P1 TP1l
Ly == 418 X2 = - 5o

OdpowiedZz do rysunku 7.19g przedstawiono na rysunku 14.22

X, = 0,022 P1; X, = -0,108 P1;

@D 0,/08
), lllllllllllllln..__ @
00227, V)
02847/
C) 45679
o/30,
188NN O NINY
BArJEAfEREREEENEREAEREE .
I
1ljgease
Rys. 14.22

OdpowiedZ do rysunku 7.19h przedstawiono na rysunku 14.23,
Réwnanie trzech momentdw dla podpér 1, 2 i 3 ma nastepujacy postaé:

4x1 + O’SXZ - “0,1333,
0,5Xy + 4,625X, + 0,7917X; = -2,6169,

0’7917X2 + 4;4028X3 = "036667
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stad
X, = 0,0368 [kNm] ,
X, = -0,5612 [kNm] ,
X3 = -0,0505 [kNm],
J,008%
Rys. 14.23
Zadanie 8.4

Odpowiedzi do rysunkéw 8,30a
'Y - S .
Xach 14.24-14. 40. p s3 przedstawione kolejno na rysun-

801642

. g088
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001453

44LEF

‘2-

_mmm_- @
T3 ,.ll|||||m=lln..

Rys. 14.33 Rys. 14.34

Rys. 14.35

N

Q0421
Qo621 <:)*qﬁ
0,0/833
7)
0,/168 101973
QaLy 6/%3
02904

Rys. 14.36
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1uu aﬁﬁﬁhn
40442 L5024
L
0,483
298y 0,3/9%
) 009224
(M)xql ' S\sasnenn
4 015
0,188 0,/148
,-ll““',:'llllllllllll:!Inllu-
0,0557 0,0325

0,08/25

Rys. 14.37 Rys. 14.38

i
=
I 6% %,8% /0,9
Rys. 14.39 Ryé. 14,40

Odpowiedzi do rysunkéw 9.11a-i sg§ przedstawione kolejno na rysun-
kach 14.41-14. 49,

- 0338 /39 4208 0,10%

ON.
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0,64# 0,013

Rys. 14.43

0,658 o735 oS 0,145 1245 0,542

AN D7D,

bo% 40 0,1“' 8,03%

8,547 ®x P

Q0%

Rys. 14.44 Rys. 14.45

0,93% 0,33 0,845 0,340 0,066

guw

0,04/ 0,44¢ 4,067 o8 0,45¢

Rys. 14.46
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Foec

77 O # 0
DE HS

T X IIIlII['*?JIIII\\

-g-;a-a’

ARENA llllllallllllllllﬂ

Rys. 14.50a~e

wSpélczynnik:?1 uwzglednia wpiyw si normalnych w belce na prze-
mieszczenie §,,, 2 ?2 wpiyw si¥ normalnych w pretach kratowych na
przemieszczenie § 11

Ostateczne wykresy M i N przedstawiono na rysunkach 14.50d,e€

Odpowiedzi do rysunku 10,2b przedstawiono na rysunkach 14.51a=b.
Nadliczbowe X4 przyjeto w precie 1-2

_2_7_12_. 1
TS T d, Ay
5 1+‘|+2

), = 81 .4

2 Y2
92“71 &24‘—'%;

a



T BT

2z,
36

- Przy sporzgdzaniu wykreséw M i N przyjeto ?1 -_-.-?2 = 0

Zadanis 11.4

OdpowiedZ do rysunku 11,4a:
1
51 =% 9 .

OdpowiedZ do rysunku 11,.4b:

20,21 '
6y = Sagpd8fa o
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Rys. 14.52 Rys. 14.53

Rys. 14.55
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.ll
- 4""""'1‘ |||

0,84}
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4

¢ 2>
4 [ ]
>
,ll'l'l

i "'l'"
Frill: v vig;
il gl 00 et

Zadanie 13%.4

OdpowiedZz do rysunku 13%.21e: uk*ad podstawowy przyjeto jak na ry-
sunku 14.62a.

Wykres momentéw zginajgacych 1 skregcaja-
cych w stanie "zerowym" 1 w stanie x4 = 1
przedstawiono na rysunku 14.62b.

Réwnanie momentu zginajgcego 1 skrecald
cego na belce kozowej ma postad

M, =r sina ; M, = r(cosc~ 1),

s1

o<a<%
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# M) (M) “ @

Rys. 14.62Db

Ostateczny wykres momentu zglnajgacego i skrecajgcego przedstawio-
no na rysunku 14.62c¢.

g, 26%% £
41‘9‘?9:-
14.62¢
Odpowiedzi do rysunkéw 13,21i-k S8 przedstawione na rysunkach
14.63"14. 65-

A
ll
A
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Mg

Rys. 14.65
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OdpowiedZ do rysunku 13.21.1:

Uklad posiada cztery osie symetr
otrzymemy tylko jedng nadliczbowg X,.
sunkn 14.66a., Wykres momentéw zgina jacych i1 skrecal]
nia zewnetrznego jest widoczny na rysunku 14,660,

i1, Wykorzystujac osie symetrii

Nadliczbowg X, pokazano na ry-
gcych od obciaze-
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1 (rys. 14.66c),

stan x1

X
xﬂ
X
X4
M, = - f%*cosoc,‘ Moy = fg-'sincx,
2
_ 77,1415 * r _ _ 3,0655 qr
49 = FFr— 40 =~ F—gr——
)
10 2
X, = =7 = 0,4293 qr~.
L 699 '

Ostateczne siry na precie kozowym majg postad:
2
M =qr-(0,8071-cosox - 1),

M, = qr. (ot - 0,8071 - sinex ).
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Ostateczny wykres momentdéw zginajgcych i skrecajgcych przedstawio-
no na rysunku 14,664,
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0,262 |
= LIO! | [TD
Jos7e,

w\
K
-
LY
X
.«
1

. z
7 Mz - 0,046/gr%sind - 4,576 griessds gr?

4.67
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