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V O RREDE

D er Inhalt dieses Buches ist urspriunglich in einzelnen
Abhandlungen erschienen, welche ich wé&hrend einer
langen Reihe wvon Jahren, vorzugsweise in Poggen-
dorff’s Annalen, publicirt habe, und welche dann, nach-
dem sich herausgestellt hatte, dass sie bei dem all-
malig in weiten Kreisen rege gewordenen Interesse
fur die mechanische Warmetheorie nicht Allen, welche
sie zu lesen wdinschten, zugénglich waren, in einer
Sammlung vereinigt noch einmal gedruckt wurden.
Als spdater eine neue Auflage des so entstandenen
Buches nothwendig wurde, benutzte ich diese Gelegen-
heit dazu, ihm eine andere Form zu geben. Die mecha-
nische Warmetheorie bildet in ihrer jetzigen Entwicke-
lung schon ein fir sich bestehendes, ausgedehntes
Lehrobject. Es ist aber nicht leicht, aus getrennten,
zu verschiedenen Zeiten verdffentlichten Abhandlungen,
welche zwar ihrem Inhalte, aber nicht ihrer Form nach
Zusammenhangen, einen solchen Gegenstand zu studiren,
und wenn ich auch zur Erleichterung des Verstand-
nisses und zur Vervollstindigung die Abhandlungen an
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vielen Stellen mit Anmerkungen und Zusatzen versehen
hatte, so war damit diesem Uebelstande doch nur theil-
weise abgeholfen. Ich fand es daher zweckmadssig, den
Inhalt der Abhandlungen so umzuarbeiten, dass er ein
in zusammenhangender Weise sich entwickelndes Ganzes
bilde, und dass daher das Werk die Form eines Lehr-
buches annehme.

Ich sah mich dazu um so mehr veranlasst, als ich
seit langer Zeit an einem Polytechnicum und mehreren
Universitdten die mechanische Warmetheorie vorge-
tragen und dadurch reichliche Gelegenheit gehabt
hatte, zu prifen, welche Anordnung des Stoffes und
welche Form der Darstellung am geeignetsten ware,
die durch neue Anschauungen und Rechnungsweisen
etwas schwierige Theorie dem Verstandnisse leicht zu-
génglich zu machen.

Bei der aus diesem Grunde vorgenommenen Um-
gestaltung konnte ich auch manche Untersuchungen
anderer Autoren mit aufnehmen und dadurch der Aus-
einandersetzung des Gegenstandes eine grossere Voll-
standigkeit und Abrundung geben, wobei ich natirlich
nicht unterlassen habe, diese Autoren jedesmal nam-
haft zu machen. Auch der Inhalt einiger in der
Zwischenzeit von mir selbst verdffentlichter Abhand-
lungen sollte dabei Berucksichtigung finden.

Von dieser zweiten Auflage sind bisher erst’ zwei
Bande erschienen, indem die Bearbeitung des dritten, den
Abschluss bildenden Bandes mich zu neuen, Uber mein
Erwarten ausgedehnten Untersuchungen fihrte, und
zugleich andere wissenschaftliche Arbeiten die wenige
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mir neben den amtlichen Geschéften frei bleibende Zeit
zu sehr in Anspruch nahmen. Dadurch ist es gekom-
men, dass der Anfang der dritten Auflage des Werkes
vor der Vollendung der zweiten nothwendig geworden
ist, und dass daher das Erscheinen des letzten Bandes
gleichzeitig beiden Auflagen zur Vervollstdndigung die-
nen muss.

Der vorliegende erste Band der dritten Auflage
weicht von dem der zweiten Auflage nicht erheblich
ab. Die in diesem Bande behandelten Grundlagen und
ersten Anwendungen der mechanischen Warmetheorie
haben allmélig eine so feste und durch vielfachen Ge-
brauch eingebirgerte Gestalt angenommen, dass keine
Veranlassung zu wesentlichen Aenderungen vorlag, son-
dern nur verhdltnissmassig geringe, zur Vermehrung
der Vollstandigkeit und Klarheit bestimmte Abénde-
rungen erforderlich schienen.

Bonn, im September 1887.

R. Clausius.
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MATHEMATISCHE EINLEITUNG.

Ueber die mechanische Arbeit und die Energie und Uber
die Behandlung nicht integrabler Differential-
gleichungen.

8 1 Begriff und Maass der mechanischen Arbeit.

Jede Kraft sucht den Korper, auf welchen sie wirkt, in Be-
wegung zu setzen; sie kann aber daran durch andere, ihr ent-
gegenwirkende Kréfte verhindert werden, so dass ein Gleichgewicht
stattfindet und der Koérper in Ruhe bleibt. In diesem Falle
leistet die Kraft keine Arbeit. Sobald aber der Korper sich
unter ihrem Einfluss bewegt, findet eine Arbeitsleistung statt.

Um fir die Bestimmung der Arbeit einen mdglichst einfachen
Fall zu haben, mége zunachst statt eines ausgedehnten Koérpers
ein blosser materieller Punkt angenommen werden, auf welchen
die Kraft wirkt. Wenn dieser Punkt, welchen wir p nennen
wollen, sich in derselben Richtung bewegt, in welcher die Kraft
ihn zu bewegen sucht, so drickt das Product aus Weg und Kraft
die mechanische Arbeit aus, welche die Kraft bei der Bewegung
leistet. Wenn dagegen die Bewegungsrichtung des Punktes eine
beliebige ist, welche von der Kraftrichtung verschieden sein kann,
so stellt das Product aus dem Wege und der in die Richtung des
Weges fallenden Componente der Kraft die von der Kraft geleistete
Arbeit dar.

Die in dieser Definition vorkommende Kraftcomponente kann

positiv oder negativ sein, je nachdem sie in der betreffenden
Clausius, mechan. Warmetheorie. 1. j



2 Mathematische Einleitung.

Geraden, in welcher die Bewegung stattfindet, nach derselben
Seite fallt, nach welcher die Bewegung geht, oder nach der ent-
gegengesetzten Seite. Im ersteren Falle wird auch die Arbeit
als positiv und im letzteren als negativ angesehen. Will man
diesen Unterschied lieber durch das Verbum ausdriicken, was bei
manchen Auseinandersetzungen bequem ist, so kann man, nach
einem bei einer fruheren Gelegenheit von mir gemachten Vor-
schlage, sagen, im ersteren Falle leiste oder thue die Kraft eine
Arbeit, im letzteren Falle erleide sie eine Arbeit.

Aus dem Vorigen ist ersichtlich, dass die Grosse der Arbeit
durch Zahlen dargestellt wird, deren Einheit diejenige Arbeit ist,
welche eine Kraft von der Starke Eins auf dem Wege Eins leistet.
Um nun hieraus ein leicht anwendbares Maass zu erhalten, mus-
sen wir eine fir das Verstandniss und die Messung bequeme Kraft
als Normalkraft anwenden. Als solche pflegt man die Schwer-
kraft zu wéhlen.

Die Schwere wirkt auf ein gegebenes Gewicht als eine ab-
warts gerichtete Kraft, welche bei nicht zu langen Strecken als
constant anzusehen ist. Wollen wir nun durch irgend eine uns
zu Gebote stehende Kraft das Gewicht in die Ho6he heben, so
haben wir dabei die Schwerkraft zu Uberwinden, und diese bildet
daher das Maass fir die Kraft, welche wir beim langsamen Heben
anzuwenden haben.

Demgemass bezeichnet man als Arbeitseinheit diejenige Arbeit,
welche geleistet werden muss, um eine Gewichtseinheit um eine
Langeneinheit zu heben. Welche Gewichtseinheit und welche
Langeneinheit man dabei in Anwendung bringen will, ist natir-
lich gleichgiltig; indessen pflegt man in der praktischen Mechanik
das Kilogramm als Gewichtseinheit und das Meter als Langen-
einheit zu wahlen, und dann die Arbeitseinheit mit dem Worte
Kilogrammeter zu bezeichnen.

Hieraus ist zunachst ersichtlich, dass zur Hebung von a Kilo-
gramm auf die Hohe von b Meter eine Arbeit von ab Kilogram-
meter nodthig ist, und auch andere Arbeitsgréssen, bei welchen
die Schwerkraft nicht direct ins Spiel kommt, kann man durch
Vergleichung der angewandten Kraft mit der Schwerkraft in
Kilogrammetern ausdricken.
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8 2. Mathematische Bestimmung der Arbeit bei ver-
anderlicher Kraftcomponente.

In den vorigen Erklarungen der Arbeit wurde stillschweigend
angenommen, dass die wirksame Kraftcomponente auf der ganzen
Lange des betrachteten Weges einen bestimmten Werth habe. In
der Wirklichkeit ist dieses aber bei einem Wege von endlicher
Lange der Regel nach nicht der Fall. Einerseits braucht die
Kraft an verschiedenen Stellen des Raumes nicht gleich zu sein,
und andererseits wirde, wenn die Kraft auch in dem ganzen be-
trachteten Raume an Grosse und Richtung gleich ware, bei einem
Wege, der nicht geradlinig, sondern gekrimmt ist, wegen dieses
letzteren Grundes die in die Richtung des Weges fallende Compo-
nente der Kraft veranderlich sein. Demnach l&sst sich das Ver-
fahren, die Arbeit durch ein einfaches Product auszudricken,
nur fir ein unendlich kleines Wegstlick, oder ein Wegelement
anwenden.

Sei ds einWegelement und S die in die Richtung desselben
fallende Componente der auf den Punkt p wirkenden Kraft, so
erhalten wir zur Bestimmung der bei der unendlich kleinen Be-
wegung gethanen Arbeit, welche durch d W bezeichnet werden
mdoge, die Gleichung:

(@) dw = Sds.

Bezeichnen wir die ganze auf den Punkt wirkende Kraft mit
P, und den Winkel, welchen die Richtung dieser Kraft an der
Stelle, wo sich das Wegelement befindet, mit der Bewegungs-
richtung bildet, mit g% so ist:

S = P cosmp
und demnach kénnen wir schreiben:
) dW = Pcosyd s.

Fur die Rechnung ist es bequem, nach Einfihrung eines
rechtwinkeligen Coordinatensystems die Projectionen des Weg-
elementes auf die Coordinatenrichtungen und die in die Coordinaten-
richtungen fallenden Componenten der Kraft in Anwendung zu
bringen.

Der Einfachheit wegen, und um Gelegenheit zu gewissen fur
das Nachfolgende néthigen Betrachtungen zu finden, wollen wir

|*
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vorlaufig annehmen, die Bewegung, um welche es sich handelt,
finde in einer Ebene statt, indem sowohl die urspriingliche Be-
wegungsrichtung, als auch die Kraftrichtungen in dieser Ebene
gelegen seien. Dann wollen wir auch ein in dieser Ebene gelege-
nes rechtwinkeliges Coordinatensystem einfiihren, und die Coordi-
naten des beweglichen Punktes p zu einer gewissen Zeit mit x
und y bezeichnen. Wenn dann der Punkt von dieser Lage aus
sich in der Ebene um ein unendlich kleines Stiick ds bewegt,
so sind die Projectionen dieser Bewegung dx und dy, und sie
werden als positiv oder negativ gerechnet, je nachdem die Coordi-
naten durch die kleine Bewegung zu- oder abnehmen. Ferner
mogen die in die Coordinatenrichtungen fallenden Componenten
der Kraft P mit X und Y bezeichnet werden.

Wenn nun die Kraft P mit den Coordinatenrichtungen Win-
kel bildet, deren Cosinus a und b sind, so hat man:

X = aP; Y = bP.
Wenn ferner das Wegelement ds mit den Coordinatenrichtungen
Winkel bildet, deren Cosinus « und R sind, so hat man:
dx = clds; dy = Rds.
Durch Multiplication dieser Gleichungen zu je zweien und Addi-
tion der Producte erhalt man:
Xdx -f- Ydy = (au -j- bR) Pds.
Nun ist aber aus der analytischen Geometrie bekannt, dass die
in Klammern stehende Summe den Cosinus des Winkels zwischen
der Kraftrichtung und der Richtung des Wegelementes darstellt,
also:
aa -(- bB = cos <
Wir erhalten somit:
Xdx -j- Ydy = coscp.Pds,
und demnach unter Bericksichtigung der Gleichung (2):
?3) dwW = Xdx + Ydy.
Um nun aus dieser fur eine unendlich kleine Bewegung gel-
tenden Gleichung die bei einer endlichen Bewegung geleistete
Arbeit abzuleiten, missen wir die Gleichung integriren.

8 3. Integration des Differentials der Arbeit.

Bei der Integration einer Differentialgleichung von der unter
(3) gegebenen Form, in welcher, unter der Voraussetzung, dass die
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Kraft zwar an verschiedenen Stellen des Raumes verschieden, im
Uebrigen aber unveranderlich ist, X und Y Functionen von x
und y sind, und welche daher auch so geschrieben werden kann:
Ba)

kommt ein Unterschied zur Sprache, welcher nicht bloss fiir den
vorliegenden Fall, sondern auch fur die spater vorkommenden
Gleichungen der mechanischen Wéarmetheorie von grésser Wichtig-
keit ist, und wir wollen ihn daher hier gleich etwas vollstandiger
besprechen, um spéater einfach auf diese Besprechung verweisen
zu kdnnen.

Je nach der Beschaffenheit der Functionen, mit welchen die
Differentiale dx und dy multiplicirt sind, zerfallen die Differen-
tialgleichungen der obigen Form in zwei Classen, welche sowohl
in Bezug auf die Behandlung, die sie erfordern, als auch in Be-
zug auf das Resultat, zu dem sie fihren, wesentlich verschieden
sind. Zur ersten Classe gehoéren die Féalle, wo die Functionen
folgende Bedingungsgleichung erfillen:

(4)
und die zweite Classe umfasst alle Falle, wo die Functionen diese
Bedingungsgleichung nicht erfillen.

Wenn die Bedingungsgleichung (4) erfullt ist, so ist der Aus-
druck, welcher die rechte Seite der gegebenen Differentialglei-
chung (3) resp. (3a) bildet, integrabel, d. h. er ist das voll-
standige Differential einer Function von x und y, in welcher
diese beiden Veranderlichen als von einander unabhangig be-
trachtet werden kénnen, und man erhélt daher durch Integration
eine Gleichung von der Form:

(5) W — F(x,y) -)- Const.

Ist die Bedingungsgleichung (4) nicht erfillt, so ist die rechte
Seite der gegebenen Differentialgleichung nicht integrabel, und
daraus folgt, dass W sich nicht durch eine Function von x und y
darstellen lasst, so lange diese beiden Veranderlichen als von ein-
ander unabhéngig betrachtet werden. Denn in der That, wenn man

setzen wollte:
W=F{x,y),
so wirde man erhalten:
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und daraus wirde folgen:

Da nun fur eine Function von zwei von einander unabhéngigen
Veranderlichen der Satz gilt, dass, wenn man sie nach beiden
Veréanderlichen differentiirt, die Ordnung der Differentiationen
gleichgultig ist, und man daher setzen kann:

so wurde man aus den beiden vorigen Gleichungen wieder zur
Gleichung (4) gelangen, von welcher wir in unserem gegenwarti-
gen Falle angenommen haben, dass sie nicht erfillt sei.

In einem solchen Falle ist also die Integration in der Weise,
dass die Gréssen x und y dabei ihre Eigenschaft als von ein-
ander unabhéngige Veranderliche beibehalten, nicht mdglich.
Wenn man dagegen zwischen diesen beiden Grossen irgend eine
bestimmte Relation annimmt, in Folge deren die eine sich als
Function der anderen darstellen l&sst, so wird dadurch die In-

tegration der gegebenen Differentialgleichung ausfiihrbar. Setzen
wir nédmlich:

(6)

worin / eine beliebige Function andeutet, so kdnnen wir mittelst
dieser Gleichung eine der Veranderlichen durch die andere aus-
dricken und dann die so ausgedriickte Veranderliche nebst ihrem
Differentiale aus der Differentialgleichung (3a) eliminiren. Die
allgemeine Form, in welcher die Gleichung (6) gegeben ist, um-
fasst natiirlich auch den speciellen Fall, wo eine der Verander-
lichen fir sich allein als constant angenommen wird, in welchem
Falle das Differential dieser Veranderlichen dadurch, dass es
Null wird, ohne Weiteres aus der Differentialgleichung fortfallt,
und die Veranderliche selbst einfach durch die betreffende Con-
stante zu ersetzen ist. Nehmen wir nun z B. an, es sei die
Veranderliche y nebst ihrem Differentiale mit Hulfe der Gleichung
(6) aus der Differentialgleichung (3a) eliminirt, und die letztere
dadurch in folgende einfachere Gestalt gebracht:
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so lasst sich die so verénderte Differentialgleichung offenbar
integriren, und giebt eine Gleichung von der Form:
0)

Demnach sind die beiden Gleichungen (6) und (7) zusammen
als eine Auflosung der gegebenen Differentialgleichung zu be-
trachten. Da die in (6) vorkommende Function f(x,y) eine be-
liebige ist, und fur jede verdnderte Form dieser Function auch
die in (7) vorkommende Function F(x) im Allgemeinen eine
andere wird, so sieht man, dass es unendlich viele Auflésungen
dieser Art giebt.

In Bezug auf die Form der Gleichung (7) ist noch zu be-
merken, dass dieselbe verschiedene Ab&nderungen zulésst. Hatte
man mittelst der Gleichung (6) x durch y ausgedrickt, und dann
die Veranderliche x nebst ihrem Differentiale aus der gegebenen
Differentialgleichung eliminirt, so wére deren Gestalt geworden:

und man héatte daraus durch Integration eine Gleichung von der
Form:

(72)

erhalten. Zu eben dieser Gleichung kann man auch dadurch
gelangen, dass man in der durch das zuerst angedeutete Verfah-
ren gewonnenen Gleichung (7) nachtraglich mit Hilfe der Glei-
chung (6) fir die Veranderliche x die Veranderliche y einfihrt.
Auch kénnte man, statt x vollstdndig aus (7) zu eliminiren, eine
theilweise Elimination von x vornehmen. Wenn namlich die Func-
tion F(x) die Veranderliche x mehrmals in verschiedenen Ver-
bindungen enthélt (was man, selbst wenn es in der urspringlichen
Form der Function nicht der Fall sein sollte, leicht durch eine
abgeanderte Schreibweise bewirken kann, indem man fir x z. B.

schreiben kann: so kann man an

gewissen Stellen y fir x einfihren, und an anderen x stehen
lassen. Dadurch nimmt die Gleichung folgende Form an:
(7b)
welche Form die allgemeinere ist, und die beiden anderen als
specielle Falle umfasst.

Es versteht sich aber von selbst, dass diese drei Gleichun-
gen (7), (7a) und (7 b), deren jede nur mit der Gleichung (6)
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zusammen gultig ist, nicht verschiedene Auflésungen, sondern
nur verschiedene Ausdriicke einer und derselben Auflésung bilden.

Man kann, um die Integration der Differentialgleichung (3)
zu ermdglichen, statt der Gleichung (6) auch eine Gleichung von
weniger einfacher Form annehmen, welche ausser den beiden
Verénderlichen x und y noch W enthélt, und selbst auch eine
Differentialgleichung sein kann; indessen flr unsere Zwecke ge-
nigt die einfachere Form, und indem wir uns auf diese beschran-
ken, wollen wir die Resultate der Betrachtungen dieses Para-
graphen noch einmal kurz zusammenfassen.

Wenn die unter (4) gegebene Bedingungsgleichung der un-
mittelbaren Integrabilitat erfillt ist, so erhdlt man ohne Weiteres
als Integral eine Gleichung von der Form:

(A)

Wenn dagegen jene Bedingungsgleichung nicht erfillt ist, so muss
man erst eine Relation zwischen den Veranderlichen annehmen,
um die Integration ausflihren zu koénnen, und erhalt daher ein
System von zwei Gleichungen folgender Art:

worin die Form der Function F, ausser von der Differentialglei-
chung, auch von der Form der willkirlich angenommenen Func-
tionf abhéngig ist.

8 4. Geometrische Bedeutung der vorstehenden Resul-
tate und Bemerkung Uber die Differentialcoefficienten.

Der wesentliche Unterschied der auf die beiden Félle bezlg-
lichen Resultate wird besonders durch eine geometrische Betrach-
tung anschaulich, wobei wir der Einfachheit wegen die in (A)
vorkommende Function F{x,y) als eine solche voraussetzen wol-
len, die fir jeden Punkt der Ebene nur einen Werth hat.

Es moge angenommen werden, es sei fir die Bewegung
unseres Punktes p der Anfangs- und Endpunkt im Voraus ge-
geben und durch die Coordinaten %9 y« und x1y1 bestimmt. Dann
kénnen wir im ersteren Falle die Arbeit, welche bei dieser Be-
wegung von der wirksamen Kraft gethan wird, sofort angeben,
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ohne dass wir dazu den Verlauf der Bewegung selbst zu kennen

brauchen. Diese Arbeit wird namlich gemass (A) ausgedruckt
durch die Differenz:

~VAVMVY «0i §orec Nes'sdsafeed.ca.
Wegen von der einen Stelle zur anderen gelangen kann, ist die
Grosse der Arbeit, welche die Kraft dabei thut, davon ganz un-
abhangig, und ist vollstandig bestimmt, sobald der Anfangs- und
Endpunkt der Bewegung gegeben sind.

Anders im zweiten Falle. In dem auf diesen. Fall bezlg-
lichen Systeme von zwei Gleichungen (B) ist die erste Gleichung
als die Gleichung einer Curve zu betrachten, und man kann daher
das eben Gesagte geometrisch folgendermaassen aussprechen: die
Arbeit, welche die wirksame Kraft bei der Bewegung des Punktes
p thut, lasst sich in diesem Falle erst dann bestimmen, wenn der
ganze Verlauf der Curve, auf welcher der Punkt sich bewegt,
bekannt ist. Wenn der Anfangs- und Endpunkt der Bewegung
im Voraus gegeben sind, so muss jene erste Gleichung so gewahlt
werden, dass die ihr entsprechende Curve durch diese beiden
Punkte geht; dabei sind aber noch unendlich viele Gestalten der
Curve méglich, fur welche man, trotz ihrer gleichen Grenzpunkte,
unendlich viele verschiedene Arbeitsgréssen erhalt.

Nimmt man speciell an, der Punkt p solle eine geschlossene
Curve beschreiben, so dass der Endpunkt seiner Bewegung mit
dem Anfangspunkte Zusammenfalle, und somit die Coordinaten
Zn«/! dieselben Werthe haben, wie x,,,»0, so ist flr diese Bewe-
gung im ersten Falle die Arbeit gleich Null; im zweiten Falle
dagegen braucht sie nicht gleich Null zu sein, sondern kann
irgend einen positiven oder negativen Werth haben.

Durch den hier behandelten Fall wird es auch recht klar,
wie eine Grosse, welche sich nicht durch eine Function von x
und y (so lange diese letzteren als von einander unabhangige
Veranderliche betrachtet werden) darstellen lasst, doch partielle
Differentialcoefficienten nach x und y haben kann, die durch be-
stimmte Functionen dieser Ver&énderlichen ausgedriickt werden.
Wenn namlich angenommen wird, dass x um dx wachse, wéah-
rend y unverandert bleibe, so ist damit der Weg, auf welchem
die betreffende unendlich kleine Bewegung stattfindet, festgestellt
und demgemass die auf diesem Wege getliane Arbeit vollkommen
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bestimmt. Bezeichnet man diese Arbeit, wie es den Definitionen
der Differentialrechnung entspricht, durch

so ist der hierin vorkommende partielle Differentialcoefncient
de—\),(v eine vollkommen bestimmte Grosse. Ebenso verhélt es sich

in dem Falle, wo y um dy waéchst, wahrend x unverandert bleibt,
und wo die Arbeit durch

dargestellt wird, mit dem partiellen Differentialcoefficienter

Da nun die in diesen beiden Fallen geleisteten unendlich Klei-
nen Arbeitsgrdssen sich auch durch die Producte Xdx und Ydy
darstellen lassen, so erhdlt man dadurch die Gleichungen:

(8)

deren Gultigkeit ganz unabhéngig davon ist, ob W eine solche
Grosse ist, die sich allgemein durch eine Function von x und vy
darstellen 1&sst, oder eine solche Grosse, die sich erst dann be-
stimmen lasst, wenn der Weg, welchen der Punkt beschreibt, be-
kannt ist.

Infolge dessen kann man die Bedingungsgleichung (4), deren
Erfallung oder Nichterfillung den besprochenen Unterschied in
der Behandlung der Differentialgleichung und in den Resultaten
zur Folge hat, auch so schreiben:

©)

oder man kann sagen: der in Bezug auf die Grosse W zur Sprache
gekommene Unterschied hangt davon ab, ob die Differenz

Null ist, oder einen angebbaren Werth hat.
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8 5. Ausdehnung des Vorigen auf drei Dimensionen.

Wenn der betrachtete Punkt p in seiner Bewegung nicht
auf eine Ebene beschrankt ist, sondern sich frei im Raume be-
wegen kann, so erhdlt man fir das Arbeitselement einen Aus-
druck, welcher dem in (3) gegebenen sehr ahnlich ist. Seien a,
b, ¢ die Cosinus der Winkel, welche die auf den Punkt wirkende
Kraft F mit den drei Richtungen eines rechtwinkeligen Coordinaten-
systems bildet, so werden die Componenten X, Y, Z dieser Kraft
bestimmt durch die Gleichungen:

Seien ferner «, B, y die Cosinus der Winkel, welche das Weg-
element ds mit den Coordinatenrichtungen bildet, so werden die
irei Projectionen 4x, dy und dz des Wegelementes auf die
Coordinatenaxen bestimmt durch die Gleichungen:

Daraus folgt:

Nun ist aber, wenn m den Winkel zwischen P und ds bedeutet:
und somit kommt:

Aus der Verbindung dieser Gleichung mit (2) ergiebt sich:

(10)

Dieses ist die Differentialgleichung zur Bestimmung der Arbeit.

Die hierin vorkommenden Gréssen X, Y, Z sind ganz beliebige

Functionen der Coordinaten x,y,z\ denn, welches auch dieWerthe

dieser drei Componenten an verschiedenen Stellen des Raumes

sein mdgen, immer lasst sich daraus eine Kraft P zusammensetzen.
Bei der Behandlung dieser Gleichung sind zunéchst folgende

drei Bedingungsgleichuneen zu betrachten:

(1)

und es kommt darauf an, ob die Functionen X, Y, Z diesen drei
Bedingungsgleichungen gentigen oder nicht.

Wenn die drei Bedingungsgleichungen erfillt sind, so ist der
Ausdruck an der rechten Seite von (10) das vollstdandige Diffe-
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rential einer Function von x, y, e, worin diese drei Veranderlichen
als von einander unabhangig betrachtet werden konnen. Man
kann daher die Integration ohne Weiteres ausfiihren, und erhalt
dadurch eine Gleichung von der Form:

(12)

Denken wir uns nun, dass der bewegliche Punkt p sich von irgend
einem gegebenen Anfangspunkte x0, y0, z0 bis zu einem gegebe-
nen Endpunkte xu yu bewegen soll, so wird die dabei von der
Kraft gethane Arbeit dargestellt durch die Differenz:

Die Arbeit ist also, wenn wir wieder F(x,y,z) als eine solche
Function voraussetzen, die fir jeden Punkt des Raumes nur
Einen Werth hat, durch den Anfangs- und Endpunkt der Bewe-
gung vollstandig bestimmt, und daraus folgt, dass, wenn der be-
wegliche Punkt sich auf verschiedenen Wegen von dem ersten
dieser beiden Punkte zum zweiten bewegt, die dabei von der
Kraft gethane Arbeit immer dieselbe ist.

Wenn die drei Bedingungsgleichungen (11) nicht erfullt sind,
so lasst sich die Integration in der vorigen Allgemeinheit nicht
ausfuhren. Sobald aber der Weg, auf dem die Bewegung statt-
findet, bekannt ist, so wird dadurch die Integration mdglich.
Wenn in diesem Falle zwei Punkte als Anfangs- und Endpunkt
der Bewegung gegeben sind, und man sich zwischen diesen Punk-
ten verschiedene Curven gezogen denkt, in welchen der Punkt p
sich bewegen soll, so erhdlt man fir jeden dieser Wege einen
bestimmten Werth der Arbeit, aber die den verschiedenen Wegen
entsprechenden Arbeitswerthe brauchen nicht, wie im vorigen Falle,
unter einander gleich zu sein, sondern sind im Allgemeinen ver-
schieden.

8 6. Das Ergal.

In solchen Fallen, wo die Arbeit sich einfach durch eine
Function der Coordinaten darstellen lasst, spielt diese Function
bei den Rechnungen eine wichtige Rolle. Hamilton hat ihr
daher einen besonderen Namen, force function, gegeben, welcher
im Deutschen als Kraftfunction oder Kréaftefunction gebrauchlich
geworden ist, und welcher sich auch auf den allgemeineren Fall
anwenden lasst, wo statt Eines beweglichen Punktes eine beliebige
Anzahl solcher Punkte gegeben und die Bedingung erfullt ist,
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dass die Arbeit nur von den Lagen der Punkte abhéngt. Bei der
neueren, erweiterten Auffassung der Bedeutung der durch diese
Function dargestellten Grosse hat es sich als zweckmassig her-
ausgestellt, lieber fir den negativen Werth der Function, oder,
anders gesagt, fur diejenige Grosse, deren Abnahme die geleistete
Arbeit darstellt, einen besonderen Namen einzufuihren, und Ran-
kine hat dafir den Namen potentielle Energie vorgeschlagen.
Dieser Name drickt zwar die Bedeutung der Grosse sehr treffend
aus, ist aber etwas lang, und ich habe mir daher erlaubt, den
Namen Ergal fur dieselbe in Vorschlag zu bringen.

Unter den Fallen, in welchen die auf einen Punkt wirkende
Kraft ein Ergal hat, ist besonders der hervorzuheben, wo die
Kraft von Anziehungen oder Abstossungen herrihrt, welche der
bewegliche Punkt von festen Punkten erleidet, und deren Starke
nur von der Entfernung abh&ngt, oder, mit anderen Worten, wo
die Kraft sich in Centralkrafte zerlegen lasst.

Nehmen wir zunédchst nur Einen festen Punkt n mit den
Coordinaten §, ij, £ als wirksam an, und bezeichnen seine Ent-
fernung von dem beweglichen Punkte p mit p, so dass zu setzen ist

und stellen wir die Kraft, welche n auf p austbt, durch L (q)
dar, wobei ein positiver Werth der Function Anziehung und ein
negativer Abstossung bedeuten soll, so erhalten wir fur die
Componenten der Kraft die Ausdricke:

Da ferner aus (13) folgt:

so kommt:

und entsprechend fiir die beiden anderen Goordinatenrichtungen.
Fuhren wir nun die Function @ (g) ein mit der Bedeutung:

(14)
so lasst sich die vorige Gleichung so schreiben:

(19
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und ebenso erhalten wir:

Hieraus folgt weiter:

Da nun in dem unter (13) gegebenen Ausdrucke von g nur die
Grossen Xx,y.o veranderlich sind, und daher auch o (R) als eine
Function dieser drei Grossen zu betrachten ist, so bildet die in
der eckigen Klammer stehende Summe ein vollstandiges Diffe-
rential, und wir kdnnen somit schreiben:

Das Arbeitselement wird also durch das negative Differential von
% (g) dargestellt, woraus folgt, dass <p(q) fir diesen Fall das
Ergal ist.

Es mdge nun weiter statt Eines festen Punktes eine beliebige
Anzahl von festen Punkten jr,nl J2... gegeben sein, welche sich
vom Punkte p in den Entfernungen p, p,, p2... befinden, und auf
ihn mit Kraften wirken, die durch <p'(p), (p-i'iRi)--- dar-
gestellt werden. Dann bilden wir aus diesen Functionen durch
Integration, wie es in Gleichung (14) angedeutet ist, die Functio-
nen g>Q, P ("™>0), 92(92) »--, mit Hulfe deren wir, entsprechend
der Gleichung (15), setzen konnen:

oder unter Anwendung des Summenzeichens:

17

und ebenso fur die anderen Coordinatenrichtungen:
(174a)

Daraus folgt dann weiter:

(18)

und die Summe ™ o>(qg) ist somit das Ergal.
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8 7. Erweiterung des Vorigen.

Im Vorigen wurde nur ein einzelner beweglicher Punkt be-
trachtet; wir wollen nun aber die Betrachtung dahin erweitern,
dass wir ein System von beliebig vielen beweglichen Punkten an-
nehmen, welche theils von Aussen her Kréfte erleiden, theils
unter einander Kréafte ausiben.

Wenn dieses ganze System von Punkten eine unendlich kleine
Bewegung macht, so wird von den auf einen einzelnen Punkt
wirkenden Kraften, die wir uns in Eine Kraft zusammengesetzt
denken konnen, eine Arbeit geleistet, welche durch den Ausdruck

dargestellt wird, woraus folgt, dass die von allen in dem Systeme
wirkenden Kraften geleistete Gesammtarbeit durch einen Ausdruck
von der Form

dargestellt wird, worin die Summe sich auf alle beweglichen
Punkte bezieht. Auch dieser complicirtere Ausdruck kann unter
Umstanden die entsprechende Eigenschaft haben, wie jener ein-
fachere, dass er das vollstdndige Differential einer Function der
Coordinaten aller beweglichen Punkte ist, in welchem Falle wir
den negativen Werth dieser Function das Ergal des ganzen Systems
nennen. Daraus folgt dann weiter, dass bei einer endlichen Be-
wegung dié Gesammtarbeit einfach gleich der Differenz zwischen
dem Anfangs- und Endwerthe des Ergals ist, und daher (unter
der Voraussetzung, dass die betreffende Function, welche das
Ergal darstellt, fir jede Lage der Punkte nur einen Werth hat),
durch die Anfangs- und Endlage der Punkte vollstandig bestimmt
ist, ohne dass man die Wege, auf welchen sie aus der einen
Lage in die andere gelangt sind, zu kennen braucht.

Dieser Fall, welcher begreiflicherweise eine grosse Erleichte-
rung fir die Bestimmung der Arbeit darbietet, tritt z. B. ein,
wenn alle in dem Systeme wirkenden Krafte Centralkrafte sind,
welche die beweglichen Punkte entweder von festen Punkten er-
leiden oder unter einander austben.

Was die von festen Punkten ausgehenden Centralkréfte an-
betrifft, so haben wir fir einen einzelnen beweglichen Punkt den
Beweis schon gefiihrt, und dieser Beweis ist auch fiir die Bewe-
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gung des ganzen Systemes von Punkten ausreichend, da die bei
der Bewegung mehrerer Punkte geleistete Arbeit einfach gleich
der Summe der Arbeitsgrossen ist, welche bei den Bewegungen
der einzelnen Punkte geleistet werden. Demnach konnen wir
den auf die Wirkung der festen Punkte beziglichen Theil des
Ergals 6benso, wie friher, durch ~<jp (p) darstellen, wenn wir nur
dem Summenzeichen die erweiterte Bedeutung beilegen, dass es
nicht bloss so viele Glieder umfasst, als feste Punkte vorhanden
sind, sondern so viele Glieder, als es Gombinationen aus je einem
festen und einem beweglichen Punkte giebt.

Was ferner die Kréfte anbetrifft, welche die beweglichen
Punkte unter einander austiben, so wollen wir zunachst nur zwei
Punkte p und pl mit den Coordinaten x, y, z und xIt ylt zx be-
trachten. Indem wir den Abstand der beiden Punkte r nennen,
haben wir zu setzen:

und die Kraft, welche die Punkte auf einander ausuben, wollen
wir durch/'(r) bezeichnen, wobei wieder ein positiver Werth An-
ziehung und ein negativer Werth Abstossung bedeuten soll. Dann
sind die Componenten der Kraft, welche der Punkt p durch
diese gegenseitige Wirkung erleidet:

und die Componenten der entgegengesetzten Kratt, welche der
Punkt pi erleidet:

Da nun nach (19) zu setzen ist:

so kann man die beiden in die «-Richtung fallenden Kraftcompo-
nenten auch so schreiben:

und wenn man die Functionf(r) mit der Bedeutung:

(20)

einfihrt, so gehen die vorigen Ausdriicke Uber in:
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Ebenso erhalt man fur die y - Richtung die Componenten:

und fir die s -Richtung die Componenten:

Wenn wir nun von der Arbeit, welche bei der unendlich
kleinen Bewegung der beiden Punkte gethan wird, nur den Theil
bestimmen wollen, welcher sich auf die beiden aus ihrer gegen-
seitigen Einwirkung entstehenden entgegengesetzten Krafte be-
zieht, so wird dieser durch folgenden Ausdruck dargestellt:

Da nun r nur von den sechs Grossen x, y, z, xx, ylIf zL abliangt,
und daher auch f(r) als Function dieser sechs Grossen anzusehen
ist, so ist die in der eckigen Klammer stehende Summe ein voll-
standiges Differential, und die zu bestimmende, auf die gegen-
seitige Einwirkung der beiden Punkte bezlgliche Arbeit wird da-
her einfach durch

dargestellt.

In derselben Weise lasst sich fur jedes Paar von zwei Punk-
ten die auf ihre gegenseitige Einwirkung bezlgliche Arbeit aus-
dricken, und die Gesammtarbeit aller Kréafte, welche die Punkte
unter einander austiben, hat daher folgende algebraische Summe:

als Ausdruck, wofiir man schreiben kann:

oder unter Anwendung des Summenzeichens:

worin die Summe so viele Glieder umfassen soll, wie Combina-
tionen der beweglichen Punkte zu je zweien Vorkommen. Diese
Summe (r) ist daher der auf die gegenseitigen Einwirkungen
aller beweglichen Punkte bezligliche Theil des Ergals.

Clausius, mechan. Warmetheorie. 1. 2
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Fassen wir nun endlich beide Arten von Kraften zusammen,
so erhalten wir fir die gesammte Arbeit, welche bei der unend-
lich kleinen Bewegung des Systemes von Punkten geleistet wird,
die Gleichung:

woraus folgt, dass die Grosse

das Ergal sammtlicher in dem System wirkender Kréfte ist.

Die der vorstehenden Entwickelung zu Grunde liegende An-
nahme, dass nur Centralkrafte wirken, bildet freilich unter allen
mathematisch mdglichen, Annahmen (ber die Krafte nur einen
sehr speciellen Fall, aber dieser Fall ist insofern von besonderer
Wichtigkeit, als wahrscheinlich alle in der Natur vorkommenden
von der Bewegung unabhéngigen Krafte sich in Centralkréafte
zerlegen lassen.

8 8 Beziehung zwischen Arbeit und lebendiger Kraft.

Im Vorigen wurden nur die Kréafte, welche auf die Punkte
wirken, und die Lagendnderungen der Punkte betrachtet; die
Massen der Punkte aber und ihre Geschwindigkeiten blieben un-
bericksichtigt. Wir wollen nun auch diese in Betracht ziehen.

Fur einen frei beweglichen Punkt von der Masse m gelten
bekanntlich folgende Bewegungsgleichungen:

Indem wir diese Gleichungen der Reihe nach mit

multipliciren und dann addiren, erhalten wir:

Die linke Seite dieser Gleichung lasst sich umformen in:
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oder, wenn die Geschwindigkeit des Punktes mit v bezeichnet
wird, in:

und die Gleichung lautet somit:
(24)

Ist statt Eines einzelnen frei beweglichen Punktes ein gan-
zes System von frei beweglichen Punkten gegeben, so gilt die-
selbe Gleichung fur jeden Punkt, und wir kénnen durch Summa-
tion sofort folgende Gleichung bilden:

Die Grosse ist die ganze lebendige Kraft des Syste-

mes von Funkten. Bihren wir fir diese ein vereinfachtes Zeichen
ein, indem wir setzen:

(26)

so lautet die Gleichung:

Der Ausdruck an der rechten Seite der Gleichung bedeutet
die wahrend der Zeit dt gethane Arbeit.

Durch Integration dieser Gleichung von irgend einer Anfangs-
zeit t0 bis zur Zeit t erhalten wir, wenn wir unter TO die leben-
dige Kraft zur Zeit t0O verstehen:

Die Bedeutung dieser Gleichung l&asst sich in folgendem Satze
aussprechen: Die wahrend irgend einer Zeit in dem Systeme statt-
findende Zunahme der lebendigen Kraft ist gleich der wahrend der-
selben Zeit von den wirksamen Kréaften gethanen Arbeit. Dabei
gilt natlrlich eine Abnahme der lebendigen Kraft als negative
Zunahme.

Bei der Ableitung dieses Satzes wurde angenommen, dass alle
Punkte frei beweglich seien. Es kann aber auch Vorkommen,
dass die Punkte in Bezug auf ihre Bewegungen gewissen Be-

2
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Schrankungen unterworfen sind. Die Punkte kdnnen unter ein-
ander irgendwie in Verbindung stehen, so dass durch die Bewe-
gung Eines Punktes auch die Bewegungen anderer Punkte theil-
weise mit bestimmt werden, oder es kénnen Beschrédnkungen von
Aussen her gegeben sein, wie z. B., wenn einer der Punkte ge-
zwungen ist, in einer gegebenen festen Flache oder in einer festen
Curve zu bleiben, wodurch dann naturlich auch diejenigen Punkte,
welche etwa mit ihm in Verbindung stehen, in ihrer Bewegung
beschrankt werden.

Wenn diese beschrankenden Bedingungen sich durch Gleichun-
gen ausdriicken lassen, welche nur die Coordinaten der Punkte
enthalten, so lasst sich durch Betrachtungen, auf die wir hier
nicht n&her eingehen wollen, nachweisen, dass die Widerstands-
krafte, welche in diesen Bedingungen implicite enthalten sind, bei
der Bewegung der Punkte keine Arbeit leisten, woraus folgt, dass
der obige Satz, welcher die Beziehung zwischen der lebendigen
Kraft und der Arbeit ausdrickt, bei der beschrankten Bewegung
ebenso gilt, wie bei der freien.

Man pflegt diesen Satz den Satz von der Aequivalenz von
lebendiger Kraft und Arbeit zu nennen.

8 9. Die Energie.

In der Gleichung (28) ist die in der Zeit von t0 bis t gethane
Arbeit durch folgendes Integral ausgedruckt:

Hierin ist die Zeit t als einzige unabh&ngige Veranderliche be-
trachtet, und die Coordinaten der Punkte und die Kraftcompo-
nenten sind als Functionen der Zeit angesehen. Wenn diese
Functionen bekannt sind, wozu erforderlich ist, dass man den
ganzen Verlauf der Bewegungen aller Punkte kennt, so ist die
Integration immer ausfihrbar, und die Arbeit lasst sich somit
ebenfalls als Function der Zeit bestimmen.

Es giebt, aber, wie wir oben gesehen haben, auch solche
Falle, wo es nicht nothig ist, alle Grossen durch Eine Verander-
liche auszudriicken, sondern die Integration auch ausfihrbar ist,
wenn der Differentialausdruck in der Form
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geschrieben wird, und darin die Coordinaten als unabhangige Ver-
anderliche betrachtet werden. Dazu muss der vorstehende Aus-
druck das vollstandige Differential einer Function der Coordinaten
sein, oder, mit anderen Worten, die in dem Systeme wirkenden
Krafte mussen ein Ergal haben. Wir wollen das Ergal, welches
der negative Werth jener Function ist, jetzt mit einem einfachen
Buchstaben bezeichnen. Dazu wéahlt man in der Mechanik gewéhn-
lich den Buchstaben U\ da es aber in der mechanischen Wéarme-
theorie Brauch geworden ist, diesen Buchstaben flir eine andere
Grosse, von der gleich weiter unten die Rede sein wird, anzuwen-
den, so wollen wir das Ergal mit J bezeichnen. Dann ist zu setzen:
(29)

und daher, wenn den Werth des Ergals zur Zeit L darstellt:

(30)

wodurch ausgedriickt wird, dass die Arbeit gleich der Abnahme
des Ergals ist.

Setzen wir die Differenz JO — J fiir das in der Gleichung
(28) befindliche Integral ein, so kommt:

oder umgeschrieben:

(31)

Hieraus ergiebt sich folgender Satz: die Summe aus lebendiger
Kraft und Ergal bleibt wahrend der Bewegung constant.

Die Summe aus lebendiger Kraft und Ergal, welche wir mit
einem einfachen Buchstaben bezeichnen wollen, indem wir setzen:
(32)
wird die Energie des Systemes genannt, so dass wir den Satz
auch kirzer so aussprechen kénnen: die Energie bleibt wéahrend
der Bewegung constant.

Dieser Satz, welcher in neuerer Zeit eine viel allgemeinere
Anwendung gefunden hat als fruher, und gegenwartig eine der
wichtigsten Grundlagen der ganzen mathematischen Physik bil-
det, ist bekannt unter dem Namen des Satzes von der Erhaltung
der Energie.
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Erster Hauptsatz der mechanischen Warmetheorie
oder

Satz von der Aequivalenz von Warme und Arbeit.

8 1 Ausgangspunkt der Theorie.

Nachdem in friherer Zeit fast allgemein die Ansicht gegolten
hatte, dass die Warme ein besonderer Stoff sei, welcher in den
Kdérpern in grosserer oder geringerer Menge vorhanden sei, und
dadurch ihre héhere oder tiefere Temperatur bedinge, und welcher
auch von den Korpern ausgesandt werde, und dann den leeren
Raum und auch solche Rdume, welche ponderable Masse enthalten,
mit ungeheurer Geschwindigkeit durchiiege, und so die strahlende
Warme bilde, hat sich in neuerer Zeit die Ansicht Bahn gebrochen,
dass die Warme eine Bewegung sei. Dabei wird die in den Kérpern
befindliche Warme, welche die Temperatur derselben bedingt, als
eine Bewegung der ponderablen Atome betrachtet, an welcher auch
der im Korper befindliche Aether theilnehmen kann, und die
strahlende Wéarme wird als eine schwingende Bewegung des Aethers
angesehen.

Auf eine Auseinandersetzung der Thatsachen, Versuche und
Schlussweisen, durch welche man zu dieser veranderten Ansicht
gefiihrt wurde, will ich hier nicht eingehen, weil dabei manches
zur Sprache kommen musste, was besser erst im Verlaufe des
Buches an den geeigneten Stellen besprochen wird. Ich glaube,
die Uebereinstimmung der aus der neuen Theorie abgeleiteten
Resultate mit der Erfahrung wird am besten dazu dienen kdnnen,
die Grundlagen der Theorie als richtig zu bestatigen.
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Wir wollen also bei unserer Entwickelung von der Annahme
ausgehen, dass die Warme in einer Bewegung der Kkleinsten Korper-
und Aethertheilchen bestehe, und dass die Quantitat der Warme
das Maass der lebendigen Kraft dieser Bewegung sei. Dabei wollen
wir Uber die Art der Bewegung gar keine besondere Voraussetzung
machen, sondern nur den Satz von der Aequivalenz von lebendiger
Kraft und Arbeit, welcher fiir jede Art von Bewegung gilt, auf die
Warme anwenden und den dadurch entstehenden Satz als ersten
Hauptsatz der mechanischen Warmetheorie hinstellen.

8 2. Positiver und negativer Sinn der mechanischen
Arbeit.

Im 8 1 der Einleitung wurde bei der Bewegung eines Punktes
die mechanische Arbeit definirt als das Product aus dem Wege und
der in die Richtung des Weges fallenden Componente der auf den
Punkt wirkenden Kraft. Danach wird die Arbeit positiv, wenn die
Kraftcomponente in der Geraden, in welcher der Weg liegt, nach
derselben Seite fallt, wie der Weg, und negativ, wenn sie nach der
entgegengesetzten Seite fallt. Bei dieser Bestimmung des positiven
Sinnes der mechanischen Arbeit lautet der Satz von der Aequi-
valenz von lebendiger Kraft und Arbeit: die Zunahme der lebendigen
Kraft ist gleich der geleisteten Arbeit, oder gleich der Zunahme der
Arbeit.

Man kann die Sache aber auch von einem anderen Gesichts-
punkte aus betrachten.

Wenn ein materieller Punkt eine Bewegung angenommen hat,
so kann er diese, wegen seines Beharrungsvermdogens, auch dann fort-
setzen, wenn die auf ihn wirkende Kraft eine der Bewegung entgegen-
gesetzte Richtung hat, wobei freilich seine Geschwindigkeit und
"'somit auch seine lebendige Kraft allmélig abnimmt. Ein unter dem
Einflisse der Schwere stehender materieller Punkt z. B., wenn er
einen Stoss nach Oben erhalten hat, kann sich der Schwere entgegen
bewegen, wobei die durch den Stoss erhaltene Geschwindigkeit all-
malig geringer wird. In einem solchen Falle ist die Arbeit, wenn
sie als eine von der Kraft gethane Arbeit betrachtet wird, negativ.
Man kann aber auch die Arbeit in der Weise betrachten, dass man
in solchen Fallen, wo durch die vorhandene Bewegung, vermittelst
des Beharrungsvermdgens, eine Kraft Gberwunden wird, die Arbeit
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als positiv rechnet, dagegen in solchen Fallen, wo der Punkt der
Kraft nachgiebt und sich im Sinne der Kraft bewegt, die Arbeit
als negativ rechnet. Unter Anwendung einer im 8 1 der Einleitung
angefiihrten Ausdrucksweise, bei welcher der auf die beiden
entgegengesetzten Richtungen der Kraftcomponente beziigliche
Unterschied durch das Verbum ausgedriickt wird, lasst sich das
Vorige noch einfacher so aussprechen: man kann festsetzen, dass
nicht die von einer Kraft gethane, sondern die von einer Kraft
erlittene Arbeit als positiv gerechnet werden soll.

Bei dieser Bestimmungsweise der Arbeit lautet der Satz von der
Aequivalenz von lebendiger Kraft und Arbeit folgendermaassen:
die Abnahme der lebendigen Kraft ist gleich Zunahme der Arbeit
oder: die Summe aus lebendiger Kraft und Arbeit ist constantf
Diese letzte Form des Satzes ist fur das Folgende sehr bequem.

Bei solchen Kraften, welche ein Ergal haben, wurde in 8. 6
der Einleitung die Bedeutung dieser Grosse so detinirt, dass gesagt
werden konnte: die Arbeit ist gleich der Abnahme desErgals. Unter
Anwendung der vorher besprochenen Bestimmuugsweise der Arbeit
muss statt dessen gesagt werden: die Arbeit ist gleich der Zu-
nahme des Ergals, und es kann daher, wenn die im Ergal vor-
kommende additive Constante in geeigneter Weise bestimmt wird,
das Ergal einfach als Ausdruck der Arbeit betrachtet werden.

8. 3. Ausdruck des ersten Hauptsatzes.

Nachdem wir den positiven Sinn der Arbeit in der vorstehen-
den Weise festgesetzt haben, kénnen wir den aus dem Satze von
der Aequivalenz von lebendiger Kraft und Arbeit abzuleitenden
ersten Hauptsatz der mechanischen Warmetheorie, welcher der
Satz von der Aequivalenz von Warme und Arbeit genannt wird,
folgendermaassen aussprechen:

In allen Féallen, wo durch W&rme Arbeit entsteht, wird eine
der erzeugten Arbeit proportionale Warmemenge verbraucht, und
umgekehrt kann durch Verbrauch einer ebenso grossen Arbeit die-
selbe  Warmemenge erzeugt werden. o

Wenn Warme verbraucht wird und daftir Arbeit entsteht, so
kann man sagen, die W&rme habe sich in Arbeit verwandelt, und
umgekehrt, wenn Arbeit verbraucht wird, und dafir Wéarme ent-
steht, kann man sagen, es habe sich Arbeit in Wéarme verwandelt.
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Unter Anwendung dieser Ausdrucksweise nimmt der vorige Satz
folgende Form an:

Es lasst sich Arbeit in Warme und umgekehrt Warme in
Arbeit verwandeln, wobei stets die Grosse der einen der der anderen
proportional ist.

Dieser Satz ist durch manche schon fruher bekannte Er-
scheinungen und in neuerer Zeit durch so viele und verschieden-
artige Versuche bestatigt, dass man ihn, auch abgesehen von dem
Umstande, dass er einen speciellen Fall jenes mechanischen Satzes
bildet, als einen aus Erfahrungen und Beobachtungen abgeleiteten
Satz annehmen kann.

8 4. Verhaltnisszahl zwischen Warme und Arbeit.

Wahrend der mechanische Satz aussagt, dass die Veranderung
der lebendigen Kraft und die ihr entsprechende Arbeit unter ein-
ander gleich seien, ist in dem Satze, welcher die Beziehung zwischen
Warme und Arbeit ausdriickt, nur von Proportionalitéat die Rede.
Das hat seinen Grund darin, dass die Warme nicht nach demselben
Maasse gemessen wird, wie die Arbeit. Die Arbeit wird nach der
fruher angefuhrten mechanischen Einheit, dem Kilogrammeter,
gemessen; fir die Warme dagegen wird eine nur nach der Bequem-
lichkeit der Messung gewdhlte Einheit angewandt, nadmlich die-
jenige Warmemenge, welche erforderlich ist, um 1 kg Wasser von 0°
auf 1° C. zu erwéarmen.

Hiernach kann natirlich zwischen Warme und Arbeit nur
Proportionalitat stattfinden, und die Verhaltnisszahl muss besonders
bestimmt werden.

Wenn diese Verhéltnisszahl so gewahltwird, dass sie die Arbeit
angiebt, welche einer Warmeeinheit entspricht, so nennt man sie
das mechanische Aequivalent der Warme; wird sie dagegen so ge-
wahlt, dass sie die Warmemenge angiebt, welche einer Arbeitsein-
heit entspricht, so nennt man sie das calorische Aequivalent der
Arbeit.  Wir wollen das mechanische Aequivalent der Warme
mit E, und demgemass das calorische Aequivalent der Arbeit mit

I~ e |

Die Bestimmung der Verhaltnisszahl ist aufverschiedene Weisen
ausgefihrt. Theils hat man sie durch Schliisse aus schon vor-
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handenen Daten abzuleiten gesucht, was zuerst von Mayer nach
richtigen Principien in einer weiter unten zu erwahnenden Weise
geschehen ist, wobei freilich wegen der Unvollkommenheit der da-
mals vorhandenen Data das Resultat etwas ungenau wurde, theils
hat man sie durch besonders fir diesen Zweck angestellte Experi-
mente zu bestimmen gesucht. Vorzugsweise ist dem ausgezeichneten
englischen Physiker Joule das Verdienst zuzuschreiben, mit gross-
ter Umsicht und Sorgfalt dieses Verhéltniss festgestellt zu haben.
Einige seiner Versuche, sowie auch spatere von Anderen aus-
gefuihrte Bestimmungen werden besser erst nach den betreffenden
theoretischen Entwickelungen Platz finden, und ich will mich hier
darauf beschranken, diejenigen der Joule’schen Versuche anzu-
fihren, welche am leichtesten verstédndlich und deren Resultate
zugleich am zuverlassigsten sind.

Joule hat nédmlich die Warme, welche durch Reibung erzeugt
wird, unter verschiedenen Umstanden gemessen und mit der zur
Hervorbringung der Reibung verwandten Arbeit, welche er durch
herabsinkende Gewichte geschehen liess, verglichen. Diese Ver-
suche sind ihrer Wichtigkeit wegen schon sehr haufig in ver-
schiedenen Lehrbichern beschrieben und neuerlich sind auch die
Abhandlungen von Joule gesammelt in deutscher Uebersetzung
von Spengel erschienen. Es wird daher nicht néthig sein, auch
hier eine Beschreibung der Versuche zu geben, sondern es wird
genugen, die Resultate anzufiihren, was am besten nach der im
Jahre 1850 in den Phil. Trans, verotffentlichten Abhandlung ge-
schehen kann.

In einer ersten, sehr ausgedehnten Versuchsreihe wurde
Wasser mit Hulfe eines gedrehten Schaufelapparates in einem
Gefasse geriihrt, welches so eingerichtet war, dass nicht die ganze
Wassermasse in gleichmdssige Rotation kommen konnte, sondern
dass das Wasser, nachdem es in Bewegung gesetzt war, immer
wieder durch feststehende Schirme in seiner Bewegung gehemmt
wurde, wodurch vielfache Wirbel entstehen mussten, welche
eine bedeutende Reibung verursachten. Das in englischen Maassen
ausgedriickte Resultat ist, dass zur Hervorbringung der Warme-
menge, welche ein englisches Pfund Wasser um einen Grad
Fahrenheit erwdrmen kann, eine Arbeit von 772,695 engl. Fuss-
pfund gehort.

In zwei anderen Versuchsreihen wurde in &hnlicher Weise
Quecksilber gerthrt, und das Resultat war 774,083 Fusspfund.
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Endlich wurden in zwei Versuchsreihen Gusseisenstiicke an
einander gerieben, welche sich unter Quecksilber befanden und an
dieses die eraeugte Warme abgaben. Das Resultat war 774,987
Fusspfund.

Unter allen seinen Resultaten betrachtete Joule das beim
Wasser gefundene als das genaueste, und, indem er es wegen des
Tones, der beim Ruhren erzeugt wurde, noch ein Wenig reduciren
zu durfen glaubt, giebt er schliesslich

772 Fusspfund
als den wahrscheinlichsten Werth an.

Rechnet man diese Zahl in die entsprechende auf franzdsische
Maasse bezigliche Zahl um, so erhalt man das Resultat, dass zur
Erzeugung der Warmemenge, tvelche ein Kilogramm Wasser um
einen Grad Celsius erwdrmen kann, eine Arbeit von 423,55 Kilo-
grammeter gehort.

Diese Zahl scheint unter den bisher bestimmten das meiste
Vertrauen zu verdienen, und wir wollen sie daher im Folgenden
fir das mechanische Aequivalent der Warme anwenden, und dem-
gemass setzen:

(1) E = 42355.

Bei den meisten Rechnungen wird es unbedenklich erscheinen,
statt der mit Decimalstellen versehenen Zahl die runde Zahl 424
anzuwenden.

8 5. Mechanische Einheit der Warme.

Seit der Satz von der Aequivalenz von Warme und Arbeit
aufgestellt ist, in Folge dessen diese beiden sich gegenseitig er-
setzen kdnnen, kommt man oft in die Lage, Grdssen bilden zu
mussen, welche Warme und Arbeit als Summanden enthalten. Da
nun aber Warme und Arbeit nach verschiedenen Maassen gemessen
werden, so kann man in einem solchen Falle nicht einfach sagen,
die Grosse sei die Summe der Warme und der Arbeit, sondern
man muss entweder sagen: die Summe der Warme und des Warme-
werthes der Arbeit, oder: die Summe der Arbeit und des Arbeits-
werthes der Warme.

Wegen dieser Unbequemlichkeit hat Rankine vorgeschlagen,
fiir die Warme eine andere Einheit einzufihren, namlich diejenige
Warmemenge, welche der Arbeitseinheit entspricht, auch als
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Warmeeinheit zu wahlen. Man kann diese Wéarmeeinheit einfach
die mechanische nennen.

Der allgemeinen Einfihrung der mechanischen Warmeeinheit
wird wohl der Umstand hinderlich sein, dass die bisher gebrduch-
liche Warmeeinheit eine Grdésse ist, welche mit den gewdhnlichen
calorimetrischen Methoden, die meistens auf der Erwdrmung von
Wasser beruhen, innig zusammenhangt, so dass dabei nur geringe,
auf sehr zuverlassige Messungen gestiitzte Reductionen néthig sind,
wahrend die mechanische Warmeeinheit ausserdem, dass sie die-
selben Reductionen verlangt, noch das mechanische Aequivalent
der Wéarme als bekannt voraussetzt, eine Voraussetzung, die nur
néherungsweise erfullt ist. Indessen bei den theoretischen Ent-
wickelungen der mechanischen Warmetheorie, bei denen die Be-
ziehung zwischen Arbeit und Warme besonders oft vorkommt,
gewahrt das Verfahren, die Warme in mechanischen Einheiten
auszudrucken, so wesentliche Vereinfachungen, dass ich geglaubt
habe, die Bedenken, welche ich friher gegen dieses Verfahren
hatte, bei der gegenwartigen mehr zusammenhangenden Darstellung
dieser Theorie fallen lassen zu dirfen. Es soll daher im Folgenden”™
wo das Gegentheil nicht ausdrucklich gesagt wird, immer voraus-
gesetzt werden, dass die Warme nach mechanischen Einheiten ge-
messen sei.

Bei dieser Art der Messung nimmt der oben ausgesprochene
erste Hauptsatz der mechanischen W&rmetheorie eine noch be-
stimmtere Form an, indem er nicht bloss aussagt, dass die Warme
und die ihr entsprechende Arbeit proportional, sondern dass sie
gleich seien.

Will man spéater eine nach mechanischen Einheiten gemessene
Warmemenge wieder in gewdhnlichen Warmeeinheiten ausdriicken,
so braucht man dazu die auf die ersteren Einheiten bezigliche
Zahl nur durch das mechanische Aequivalent der Warme, also
durch E, zu dividiren.

8. 6. Aufstellung der ersten Hauptgleichung.

Es sei irgend ein Kérper gegeben und sein Zustand in Bezug auf
Temperatur, Volumen etc. als bekannt vorausgesetzt. Wenn diesem
Kdérper eine unendlich kleine Warmemenge d Q mitgetheilt wird, so
fragt es sich, welche Wirkung sie ausiibt, und was aus ihr wird.
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Sie kann einestheils dazu dienen, die im Korper wirklich vor-
handene Warme zu vermehren, anderentheils kann sie, wenn der
Korper in Folge der Warmeaufnahme eine Zustandsénderung
erleidet, welche mit der Ueberwindung von Kréaften verbunden ist,
zu der dabei geschehenden Arbeit verbraucht werden. Wenn wir
die im Korper vorhandene Warme oder, wie wir kuirzer,, ’sagen
wollen, den Warmeinhalt des Koérpers mit i und die unendlich
kleine Zunahme dieser Grosse mit dH bezeichnen, und fir die
unendlich kleine Arbeit das Zeichen dL wahlen, so kénnen wir
folgende Gleichung bilden:

(1)

Die Krafte, um welche es sich bei der Arbeitsleistung handelt,
lassen sich in zwei Classen theilen, erstens diejenigen, welche die
Atome des Korpers unter einander ausiiben, und welche daher in
der Natur des Korpers selbst begriindet sind, und zweitens die,
welche von fremden Einflissen, unter denen der Kérper steht, her-
rihren. Nach diesen beiden Classen von Kraften, welche zu Uber-
winden sind, habe ich die von der Warme geleistete Arbeit in die
innere und &ussere Arbeit getheilt. Bezeichnen wir diese beiden
Arbeitsgrossen mit dJ und dW, so ist zu setzen:

©)

und die vorige Gleichung geht dadurch Uber in:

(1)

8.7. Verschiedenes Verhalten der Groéssen J, W und H.

Die innere und &ussere Arbeit stehen unter wesentlich ver-
schiedenen Gesetzen.

Was zunéchst die innere Arbeit anbetrifft, so ist leicht zu
Ubersehen, dass, wenn ein Korper, von irgend einem Anfangszu-
stande ausgehend, eine Reihe von Verédnderungen durchmacht, und
schliesslich wieder in seinen urspringlichen Zustand zurtickkehrt,
dann die dabei vorkommenden inneren Arbeitsgréssen sich gerade
gegenseitig aufheben missen. Bliebe namlich noch eine gewisse
positive oder negative innere Arbeit Ubrig, so musste durch diese
eine entgegengesetzte dussere Arbeit oder eine Aenderung der vor-
handenen Warmequantitat bewirkt sein, und da man denselben
Process beliebig oft wiederholen kénnte, so wiirde man dadurch
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je nach dem Vorzeichen im einen Falle fortwahrend Arbeit oder
Waéarme aus Nichts schaffen, und im anderen Falle fortwéhrend
Arbeit oder Warme verlieren, ohne ein Aequivalent daftr zu er-
halten, was wohl beides allgemein als unmdéglich anerkannt wer-
den wird. Wenn somit bei jeder Rickkehr des Kdérpers in seinen
Anfangszustand die innere Arbeit Null wird, so folgt daraus weiter,
dass bei einer beliebigen Zustandsdnderung des Korpers die innere
Arbeit durch den Anfangs- und Endzustand vollkommen bestimmt
ist, ohne dass man die Art und Weise, wie er aus dem einen in
den anderen gelangte, zu kennen braucht. Denkt man sich nam-
lich, dass der Korper in verschiedenen Weisen aus dem einen in
den anderen Zustand gebracht und immer in einer und derselben
Weise wieder in den ersten Zustand zurlickgebracht werde, so
missen bei den in verschiedenen Weisen vor sich gehenden ersten
Aenderungen innere Arbeiten geleistet werden, welche sich alle
mit einer und derselben bei der Rickanderung geleisteten inneren
Arbeit aufheben, was nur madglich ist, wenn sie unter einander
gleich sind.

Wir mussen demnach annehmen, dass die inneren Kréafte ein
Ergal haben, welches eine Grosse ist, die durch den gerade statt-
findenden Zustand des Korpers vollstdandig bestimmt wird, ohne
dass man zu wissen braucht, wie er in diesen Zustand gelangt ist.
Dann wird die innere Arbeit durch die Zunahme des Ergals,
welches wir mit J bezeichnen wollen, dargestellt, und fur eine
unendlich kleine Veranderung des Korpers bildet das Differential
des Ergals dJ den Ausdruck der inneren Arbeit, was mit der 'in
(2) und (I1.) angewandten Bezeichnung Ubereinstimmt.

Betrachten wir nun die &ussere Arbeit, so finden wir bei
dieser ein ganz anderes Verhalten, als bei der inneren. Sie kann,
wenn der Anfangs- und Endzustand des Korpers gegeben sind,
doch noch sehr verschieden ausfallen.

Um dieses an einigen Beispielen zu zeigen, wahlen wir als
Korper zunachst ein Gas, dessen Zustand durch seine Temperatur
t und sein Volumen v bestimmt wird, und bezeichnen die Anfangs-
werthe dieser Grossen mit ti,vt und ihre Endwerthe mit  v2
wobei wir voraussetzen wollen, dass und v3'ssvx.  Wenn
nun die Aenderung in der Weise vor sich geht, dass das Gas bei
der Temperatur  sich von dem Volumen bis ausdehnt und
dann bei dem Volumen v2 von der Temperatur tx bis t2 erwarmt
wird, so besteht die &ussere Arbeit darin, dass bei der Ausdehnung
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derjenige &ussere Druck Uberwunden wird, welcher der Tempe-
ratur tL entspricht. Wenn dagegen die Aenderung in der Weise
geschieht, dass das Gas zuerst bei dem Volumen vlvon der Tem-
peratur t\ bis t2 erwdrmt wird, und dann bei der Temperatur t,
sich von dem Volumen bis v2 ausdehnt, so besteht die &ussere
Arbeit darin, dass bei der Ausdehnung derjenige Druck Uber-
wunden wird, welcher der Temperatur t2 entspricht. Da der letz-
tere Druck grosser ist, als der erstere, so wird im zweiten Falle
eine grossere aussere Arbeit geleistet, als im ersten. Nimmt man
endlich an, dass Ausdehnung und Erw&rmung irgend wie in Ab-
sdtzen wechseln oder auch nach irgend einem Gesetze gleichzeitig
stattfinden, so erh&lt man immer andere Druckkrafte und somit
eine unendliche Mannigfaltigkeit von Arbeitsgrossen bei demselben
Anfangs- und Endzustande.

Ein anderes einfaches Beispiel ist folgendes. Es sei eine
Quantitat einer Flussigkeit von der Temperatur ti gegeben, welche
in gesattigten Dampf von der héheren Temperatur t2 verwandelt
werden soll. Diese Uménderung kann so geschehen, dass man die
Flussigkeit zuerst als solche bis t2 erwarmt und dann bei dieser
Temperatur verdampfen lasst, oder so, dass man die Flissigkeit
bei der Temperatur f, verdampfen lasst, und dann den Dampf bis
t2 erwdrmt, und zugleich so zusammendrickt, dass er auch bei
der Temperatur t2 gesattigt ist, oder endlich so, dass man die
Verdampfung bei irgend welchen mittleren Temperaturen statt-
finden lasst. Die &ussere Arbeit, welche sich wieder auf die
Ueberwindung des &usseren Druckes bei der Volumen&nderung
bezieht, hat in allen diesen Fallen verschiedene Werthe.

Der vorstehend nur beispielsweise fiir zwei bestimmte Korper
besprochene Unterschied in der Art der Verdnderung l&sst sich
allgemein dadurch ausdriicken, dass man sagt: der Korper kann
auf verschiedenen Wegen aus dem einen Zustande in den anderen
Ubergehen.

Ausser diesem Unterschiede kann noch ein anderer vor-
kommen.

Wenn ein Korper bei einer Zustandsanderung einen ausseren
Widerstand Uberwindet, so kann dieser entweder so gross sein,
dass die volle Kraft des Korpers nur gerade zu seiner Ueberwindung
ausreicht, oder er kann kleiner sein. AlsBeispiel wollen wir wieder
eine Quantitat eines Gases betrachten, welches bei gegebener
Temperatur und gegebenem Volumen eine gewisse Expansivkraft
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besitzt. Wenn dieses Gas sieb ausdehnt, so muss der &ussere
Gegendruck, den es dabei zu Gberwinden hat, zwar, um Uberwunden
zu werden, geringer sein, als die Expansivkraft des Gases, aber die
Differenz zwischen beiden kann beliebig klein sein, und als Grenz-
fall kénnen wir annehmen, dass beide gleich seien. Es kdnnen
aber auch solche Falle Vorkommen, wo jene Differenz eine end-
liche, mehr oder weniger betrachtliche Grosse ist. Wenn z. B.
das Geféss, in welchem das Gas sich zu Anfang mit einer ge-
wissen Expansivkraft befindet, plétzlich mit einem Raum, in wel-
chem ein geringerer Druck herrscht, oder mit einem ganz leeren
Geféasse in Verbindung gesetzt wird, so Uberwindet das Gas bei
seiner Ausdehnung eine geringere aussere Gegenkraft, als es Uber-
winden koénnte, oder auch gar keine aussere Gegenkraft, und leistet
daher eine geringere &ussere Arbeit, als es leisten kdnnte, oder
auch gar keine &ussere Arbeit.

Im ersteren Falle, wo Druck und Gegendruck in jedem Augen-
blicke gleich sind, kann das Gas durch denselben Druck, den es
bei der Ausdehnung Uberwunden hat, auch wieder zusammen-
gedrickt werden. Wenn aber der Uberwundene Druck Kkleiner
war, als die Expansivkraft, so kann das Gas durch diesen Druck
nicht wieder zusammengedrickt werden. Man kann daher den
Unterschied so aussprechen: im ersteren Falle findet die Aus-
dehnung in umkehrbarer Weise statt, und im letzteren in nicht
umkehrbarer Weise.

Diese Art des Ausdruckes konnen wir auch auf andere Falle,
wo unter Ueberwindung irgend welcher Widerstdnde Zustands-
anderungen Vorkommen, anwenden, und kdénnen den zuletzt
besprochenen, die &dussere Arbeit beeinflussenden Unterschied
allgemein folgendermaassen aussprechen. Bei einer bestimmten
Zustandsanderung kann die dussere Arbeit verschieden ausfallen,
je nachdem die Zustandsanderung in umkehrbarer oder in nicht
umkehrbarer Weise stattfindet.

Neben den beiden auf die Arbeit beziiglichen Differentialen
dJ und d W kommt an der rechten Seite der Gleichung (I1.) noch
ein drittes Differential vor, ndmlich das Differential der im Korper
wirklich vorhandenen Warme oder seines Warmeinhaltes H. Diese
Grosse H hat offenbar auch die in Bezug auf J besprochene
Eigenschaft, dass sie schon bestimmt ist, sobald der Zustand des
Korpers gegeben ist, ohne dass man die Art, wie er in denselben
gelangt ist, zu kennen braucht.
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8 8 Die Energie des Kdrpers.

Da die im Koérper wirklich vorhandene Warme und die innere
Arbeit sich in der letztgenannten fir die Behandlung sehr wichtigen
Beziehung unter einander gleich verhalten, und da wir ferner,
wegen unserer Unbekanntschaft mit den inneren Kréften der
Koérper, gewdhnlich nicht die einzelnen Werthe dieser beiden
Grossen, sondern nur ihre Summe kennen, so habe ich schon in
meiner ersten, 1850 erschienenen, auf die Warme beziiglichen Ab-
handlung i) diese beiden Gréssen unter Ein Zeichen zusammen-
gefasst. Dasselbe wollen wir auch hier thun, indem wir setzen:
(3)
wodurch die Gleichung (Il.) Gbergeht in:

(1)

Die bei jener Gelegenheit von mir m die Warmelehre ein-
gefiihrte Function U ist seitdem auch von anderen Autoren, welche
Uber die mechanische Warmetheorie geschrieben haben, adoptirt,
und da die Definition, welche ich von ihr gegeben hatte?, dass
sie, wenn man von irgend einem Anfangszustande ausgeht, die hin-
zugekommene wirklich vorhandene Warme und die zu innerer Arbeit
verbrauchte Warme umfasse, etwas lang ist, so sind von ver-
schiedenen Seiten Vorschlage fiir kiirzere Benennungen gemacht.

Thomson hat die Function in seiner Abhandlung von 18513
the mechanical energy of a body in a given state genannt, und
Kirchhoff4 hat fur sie den Namen Wirhungsfundion angewandt.
Ferner hat Zeuner in seiner 1860 erschienenen Schrift ,,Grund-
ziige der mechanischen Warmetheorie* die mit dem calorischen
Aequivalente der Arbeit multiplicirte Grosse U die innere Warme
des Korpers genannt.

- In Bezug auf den letzten Namen habe ich schon im Jahre
1864 gelegentlich bemerkt5, dass er mir der Bedeutung der Grosse
U nicht ganz zu entsprechen scheint, danur ein Theil dieser Grosse
wirklich im Kérper vorhandene Wéarme darstellt, wéhrend der tbrige

') Pogg. Ann. Bd. 79, S. 368 und Abhandlungensammlung, erste Ab-
handlung.

2 An den anderen Orten S. 385 und S. 33.

3 Transact. of the Boy. Soc. of Edinburgh, Vol. XX, p. 475.

4 Pogg. Ann. Bd. 103, S. 177.

6 Meine Abhandlungensammlung Bd. I, S. 281.

Clausius, mechan. Warmetheorie. 1. 3
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Theil sich auf Warme bezieht, welche zu innerer Arbeit verbraucht
ist, und folglich nicht mehr als Warme existirt. In der 1866 er-
schienenen zweiten Auflage seines Buches hat Zeuner dann die
Aenderung vorgenommen, dass er die Grosse U die innere Arbeit des
Koérpers genannt hat. Ich muss aber gestehen, dass ich diesem
Namen ebenso wenig zustimmen kann, wie dem ersteren, indem er
mir nach der anderen Seite hin zu beschrankt zu sein scheint.

Von den beiden anderen Namen scheint mir besonders das
von Thomson gebrauchte Wort ewer”~sehr passend zu sein, indem
die Grosse, um die es sich hier handelt, ganz derjenigen entspricht,
welche in der Mechanik mit diesem Worte bezeichnet wird. Ich
habe mich daher dieser Benennungsweise angeschlossen, und werde
auch im Folgenden die Grosse U die Energie des Koérpers nennen.

In Bezug auf die vollstandige Bestimmung des Ergals und der
das Ergal enthaltenden Energie ist Ubrigens noch eine besondere
Bemerkung zu machen. Da das Ergal die Arbeit darstellt, welche
die inneren Krafte leisten mussten, wahrend der Korper aus einem
als Ausgangspunkt gewdahlten Anfangszustande in seinen gegen-
wartigen Zustand Uberging, so erhalt man fir den gegenwartigen
Zustand nur dann einen vollstdndig bestimmten Werth des Er-
gals, wenn jener Anfangszustand im Voraus und ein fur alle;Mal
festgesetzt ist. Ist das Letztere nicht geschehen, so muss man
sich zu der Function, welche das Ergal darstellt, noch eine will-
kirliche Constante hinzugefiigt denken, welche sich auf den
Anfangszustand bezieht. Dabei versteht es sich von selbst, dass
es nicht immer nothig ist, die Constante wirklich hinzuschreibeji,
sondern dass man sie sich in der Function, so lange diese durch
ein allgemeines Symbol bezeichnet wird, mit einbegriffen denken
kann. Ebenso muss man sich auch in dem Zeichen, welches die
Energie darstellt, eine solche noch unbestimmte Constante mit
einbegriffen denken.

8 9. Gleichungen fur endliche Zustandsdnderungen
und Kreisprocesse.

Denken wir uns die Gleichung (Il11.), welche sich auf eine
unendlich kleine Verdnderung bezieht, fur irgend eine endliche
Veranderung, oder auch flr eine Reihe von auf einander folgenden
endlichen Veranderungen integrirt, so lasst sich das Integral des
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einen Gliedes sofort angeben. Die Energie U ist namlich, wie
oben gesagt, nur von dem gerade stattfindenden Zustande des
Korpers, und nicht von der Art, wie er in denselben gelangt ist,
abhangig. Daraus folgt, dass, wenn man den Anfangs- und End-
werth von U mit U, und Us bezeichnet, man setzen kann:

Demnach lasst sich die durch Integration von (I11.) entstehende
Gleichung so schreiben:

(4)
oder, wenn wir die beiden in dieser Gleichung noch vorkommenden
IntegraleJ clQ undJ &W, welche die wahrend der Verédnderung
oder der Reihe von Veranderungen im Ganzen mitgetheilte Wéarme
und geleistete &ussere Arbeit bedeuten, mit Qund W bezeichnen:
(4a

Als speciellen Fall wollen wir annehmen, der Korper erleide
eine solche Reihe von Verdnderungen, durch die er schliesslich
wieder in seinen Anfangszustand zurickkommt. Eine solche Reihe
von Veranderungen habe ich einen Kreisprocess genannt. Da in
diesem Falle der Endzustand des Korpers derselbe ist, wie der
Anfangszustand, so ist auch der Endwerth U2 der Energie gleich
dem Anfangswerthe Uu und die Differenz U2— ist somit gleich
Null. Demnach gehen die Gleichungen (4) und (4a) fur einen
Kreisprocess Uber in folgende:

©)

(5a)

Bei einem Kreisprocesse ist also die dem Koérper im Ganzen mit-
getheilte Warme (d. h. die algebraische Summe aller einzelnen im
Verlaufe des Kreisprocesses mitgetlieilten Warmemengen, welche
theils positiv, theils negativ sein kdnnen) einfach gleich der im
Ganzen geleisteten &usseren Arbeit.

8 10. Gesammtwarme, latente und specifische Warme.

Fruher, als man die Warme noch fir einen Stoff hielt, und an-
nahm, dieser Stoff kdénne in zwei verschiedenen Zustanden Vor-
kommen, welche man mit den Wortenfrei und latent bezeichnete,
hatte man einen Begriff eingeflhrt, welchen man in denRechnungen

3*
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vielfach anwandte und die Gesammtwarme des Korpers nannte.
Darunter verstand man diejenige Warmemenge, welche ein Kdrper
hat aufnehmen mussen, um aus einem gegebenen Anfangszustande
in seinen gegenwartigen Zustand zu gelangen, und welche nun,
theils als freie, theils als latente Wé&rme, in ihm vorhanden sei.
Man meinte dabei, diese Warmemenge sei, wenn der Anfangszustand
des Korpers als bekannt vorausgesetzt wird, durch seinen gegen-
wartigen Zustand vollstdndig bestimmt, ohne dass die Art, wie
er in diesen Zustand gelangt ist, dabei in Betracht komme.

Nachdem wir nun aber in Gleichung (4 a) fiir die Warmemenge
Q, welche der Korper beim Uebergange aus dem Anfangszustande
in den Endzustand aufgenommen hat, einen Ausdruck gewonnen
haben, welcher die &ussere Arbeit W enthalt, missen wir schliessen,
dass von dieser Warmemenge dasselbe gilt, wie von der &usseren
Arbeit, namlich dass sie nicht bloss vom Anfangs- und Endzustande
des Kdrpers, sondern auch von der Art, wie er aus dem einen in
den anderen gelangt ist, abhé&ngt. Der Begriff der Gesammtwérme
als einer nur vom gegenwartigen Zustande des Kérpers abhangigen
Grosse ist also nach der neueren Warmetheorie nicht mehr zulassig.

Das Verschwinden von Wérme bei gewissen Zustandséanderun-
gen der Korper, z. B. beim Schmelzen und Verdampfen, erklérte
man friher, wie schon oben angedeutet wurde, daraus, dass diese
Warme in einen besonderen Zustand Ubergehe, in welchem sie
durch unser Gefiihl und das Thermometer nicht wahrnehmbar sei,
und in welchem man sie daher latent nannte. Diese Erklarungs-
weise habe ich ebenfalls bestritten, und habe die Behauptung auf-
gestellt, alle in einem Kdérper vorhandene Wéarme sei fuhlbar und
durch das Thermometer erkennbar; die bei jenen Zustandséande-
rungen der Koérper verschwundene Warme existire gar nicht mehr
als Warme, sondern sei zu Arbeit verbraucht, und die bei den ent-
gegengesetzten Zustandsdnderungen (z. B. Gefrieren und Dampf-
niederschlag) wieder zum Vorschein kommende Wé&rme trete nicht
aus einer Verborgenheit hervor, sondern sei durch Arbeit neu er-
zeugt. Demgemadss habe ich vorgeschlagen, statt des Ausdruckes
latente Warme unter Anwendung des Wortes Werk, welches mit
Arbeit im Wesentlichen gleichbedeutend ist, den Ausdruck Werk-
wéarme zu gebrauchen *).

# Durch den vorgeschlagenen Namen Werkwéarme ist natirlich nicht
ausgeschlossen, dass man in den Fallen, in welchen die Werkwarme be-
sonders h&ufig zur Sprache kommt, ndmlich bei der Verdampfung und
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Die Arbeit (oder dasWerk), zu welcher die Warme verbraucht
wird, und durch welche bei der entgegengesetzten Ver&énderung
Waéarme erzeugt wird, kann von doppelter Art sein, ndmlich innere
und &ussere Arbeit. Wenn z. B. eine' Flussigkeit verdampft, so
muss dabei die Anziehung der Moleclile Gberwunden wErden, und
zugleich muss, da der Dampf einen grésseren Raum einnimmt, als
die Flussigkeit, der &aussere Gegendruck Uberwunden werden.
Diesen beiden Theilen der Arbeit (oder des Werkes) entsprechend
kann man auch die gesammte Werkwérme in zwei Theile zerlegen,
welche man die innere Werkwéarme und die dussere Werkwdarme
nennen kann.

Diejenige Warme, welche man einem Kérper mittheilen muss,
wenn man ihn ohne Aenderung seines Aggregatzustandes er-
warmen will, betrachtete man friher gewdhnlich ganz als freie
Waéarme oder, besser gesagt, als im Korper wirklich vorhanden
bleibende Warme; indessen fallt auch von dieser Warme ein
grosser Theil in dieselbe Kategorie, wie die, welche man friher
latente Warme nannte, und fir welche ich den Namen Werk-
warme vorgeschlagen habe. Mit der Erwdrmung eines Korpers
ist ndmlich der Regel nach auch eine Aenderung in der An-
ordnung seiner Moleciile verbunden, welche Aenderung gew6hn-
lich eine &usserlich wahrnehmbare Volumenverdnderung des Kor-
pers zur Folge hat, aber auch selbst in solchen Fallen, wo der
Koérper sein Volumen nicht andert, stattfinden kann. Diese An-
ordnungsanderung erfordert eine gewisse Arbeit, welche theils
innere, theils dussere sein kann, und zu dieser Arbeit (oder diesem
Werke) wiederum wird W&rme verbraucht. Die dem Korper zu-
gefuhrte Warme dient also nur zum Theile zur Vermehrung der
in ihm wirklich vorhandenen Warme, und der Ubrige Theil dient
als Werkwéarme.

Aus diesem Verhalten habe ich z. B. die auffallig grosse
specifische Warme des flussigen Wassers, welche viel grosser ist,
als die des Eises und des Wasserdampfes, zu erklaren gesuchtl,
indem ich angenommen habe, dass von der Warmemenge, welche

beim Schmelzen, nach Belieben, sofern es der Bequemlichkeit wegen zweck-
massig erscheint, eine Zusammenziehung in dem Ausdrucke machen kann,
und z. B. statt Werlewdrme der Verdampfung, so wie ich es in meinen
Abhandlungen gethan habe, kurz Verdampfungswarme, und statt Werh-
warme des Schmelzens kurz Schmelzwarme sagen kann.

i) Pogg. Ann. Bd. 79, S. 375 und Abhandlungensammlung Bd. I, S. 23.
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das Wasser bei seiner Erwéarmung von Aussen empfangt, ein grosser
Theil zur Verringerung der Cohésion verbraucht wird, und somit
als Werkwéarme dient.

Nach dem Vorstehenden wird es nothig, neben den ver-
schiedenen specifischen Warmen, welche angeben, wie viel Wéarme
man einem Ko&rper bei den verschiedenen Arten der Erwdrmung
mittheilen muss (wie z. B. die specifische Warme eines festen
oder flussigen Korpers unter gewdhnlichem atmosphéarischem Drucke
und die specifische Warme eines Gases bei constantem Volumen
oder bei constantem Drucke), noch eine andere Grdsse zu be-
trachten, welche angiebt, um wieviel die in einer Gewichtseinheit
eines Stoffes wirklich vorhandene Wé&rme bei der Erwdrmung um,
einen Grad zunimmt. Diese Grosse wollen wir die wahre Wé&rme-
capacitat des Kdérpers nennen.

Es wirde sogar zweckmaéssig sein, das Wort Wé&rmecapacitat,
auch wenn nicht wahre hinzugefugt wird, nur auf die wirklich
im Korper vorhandene Warme zu beziehen, dagegen fiir die
Warmemenge, welche ihm zur Erwdrmung unter irgend welchen
gegebenen Umstanden im Ganzen mitgetheilt werden muss, und
welche auch Werkwéarme in sich begreift, immer den Ausdruck
specifische W&rme anzuwenden. Da man indessen bis jetzt das
Wort Wa&rmecapacitat als gleichbedeutend niit dem Ausdrucke
specifische Warme zu gebrauchen pflegt, so ist, um ihm jene ver-
einfachte Bedeutung zu geben, noch die Hinzufigung des Bei-
wortes wahre néthig.

8 11. Ausdruck der ausseren Arbeit fir einen
besonderen Fall.

In der Gleichung (I11.) ist die aussere Arbeit allgemein durch
d W bezeichnet. Dabei ist Uber die Art der &usseren Krafte,
welche auf den Korper wirken, und auf welche sich die &ussere
Arbeit bezieht, gar keine besondere Annahme gemacht.

Es ist aber zweckmassig, einen Fall speciell zu betrachten,
welcher besonders oft vorkommt, und zu einem sehr einfachen Aus-
drucke der ausseren Arbeit fihrt, ndmlich den, wo die einzige dussere
Kraft, welche auf den Koérper wirkt, oder wenigstens die einzige,
welche bei der Bestimmung der Arbeit Berucksichtigung verdient,
ein auf die Oberflache des Koérpers wirkender Druck ist, und wo
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dieser Druck (wie es bei flissigen und luftférmigen Kérpern, wenn

keine anderen fremden Krafte ,mitwirken, immer stattfindet, und

bei festen Koérpern wenigstens stattfinden kann) an allen Punkten

der Oberflache gleich stark, und Gberall normal gegen die Ober-

flache gerichtet ist. In diesem Falle braucht man zur Bestimmung

der &usseren Arbeit nicht die Gestaltveranderungen des Kérpers

und seine Ausdehnung nach einzelnen verschiedenen Richtungen,

sondern nur seine Volumenverénderung im Ganzen zu betrachten.

Als ein anschauliches Beispiel mdge zunachst angenommen

werden, der in Fig. 1 angedeutete, durch einen leicht beweglichen

Stempel P abgeschlossene Cylinder enthalte einen

ausdehnsamen Stoff, z. B. eine Quantitat eines Gases,

welcher unter einem Drucke stehe, der fir die

Flacheneinheit durch p bezeichnet werden soll. Der

Querschnitt des Cylinders und demgemass auch die

Flache des Stempels werde mit a bezeichnet. Dann

wird der Druck, welcher auf dem Stempel lastet,

und welcher bei der Hebung des Stempels Uber-

wunden werden muss, durch das Product pa dar-

gestellt.  Wenn nun der Stempel sich zuerst in

solcher Hohe befindet, dass seine untere Flache um

die Strecke h vom Boden des Cylinders entfernt ist, und dann um

die unendlich kleine Strecke dh gehoben wird, so bestimmt sich
die dabei geleistete aussere Arbeit durch die Gleichung:

Nun ist aber, wenn v das Volumen des eingeschlossenen Stoffes
bedeutet, zu setzen:

und somit:

wodurch die obige Gleichung lbergeht in:
(6)

Dieselbe einfache Form nimmt das Differential der &usseren
Arbeit auch fir eine beliebige Gestalt des Koérpers und eine
beliebige Art der Ausdehnung an, wie man leicht durch folgende
Betrachtung erkennen wird.

In Fig. 2 (a. f. S.) stelle die voll ausgezogene Linie die
Oberflache des Korpers in seinem urspringlichen Zustande, und
die punktirte Linie seine Oberflache nach einer unendlich kleinen
Veranderung seiner Gestalt und seines Volumens dar. Von
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der ersteren Oberflache betrachten wir ein Element da beim

Punkte A. Eine auf diesem Flachenelemente errichtete Normale

schneide die zweite Flache in einer Entfernung dn von der

ersten, wobei dn als positiv gerechnet wird, wenn die betreffende

Stelle der zweiten Oberflache ausserhalb des von der ersten

Oberflache eingeschlossenen Raumes liegt, und als negativ, wenn

sie innerhalb liegt. Denkt man sich nun auf dem ganzen Umfange

Fig. 2. des Flachenelementes da unend-

lich viele Normalen bis zur zwei-

ten Flache errichtet, so wird da-

durch ein unendlich kleiner, an-

gendhert prismatischer Raum

abgegrenzt, welcher das Element

da als Grundflache und dn als

Ho6he hat, und dessen Volumen

daher durch das Product dadn dargestellt wird. Dieses unendlich

kleine Volumen bildet den dem Flachenelemente da entsprechen-

den Theil der Volumenzunahme des Koérpers. Wenn wir den

Ausdruck dadn Uber die ganze Oberflache integriren, erhalten

wir die ganze Volumenzunahme des Kéorpers, also die Grosse dv,

und wir kénnen somit, indem wir die Integration Uber die Ober-

flache durch ein mit dem Index a versehenes Integralzeichen
andeuten, schreiben:

)

Bezeichnen wir ferner, wie oben, den Druck auf die Flachen-
einheit der Oberflache mit p, so ist der Druck auf das Flachen-
element da gleichpda. Demgemass wird der Theil der &usseren
Arbeit, welcher diesem Flachenelemente entspricht, und darin be-
steht, dass das Element unter dem Einfllisse der ausseren Kraft
pda um das Stick dn senkrecht verschoben wird, durch das
Product pdadn ausgedriickt. Durch Integration dieses Aus-

druckes Uber die ganze Oberflache erhalt man die ganze &ussere
Arbeit, namlich:

Da p fur die ganze Oberflache gleich ist, so kann es aus dem

Integralzeichen herausgenommen werden, so dass die Gleichung
lautet:
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und unter Anwendung von (7) Ubergeht in:

welches dieselbe Gleichung ist, die schon unter (6) gegeben wurde.
In Folge dieser Gleichung kénnen wir der Gleichung (I11.) far

den Fall, wo als aussere Kraft nur ein gleichméssiger und normaler

Oberflachendruck wirkt, folgende Gestalt geben:

(V)

Diese Gleichung, welche den gebrduchlichsten mathematischen
Ausdruck des ersten Hauptsatzes der mechanischen Warmetheorie
bildet, wollen wir nun zunachst auf eine Kdérperclasse anwenden,
welche sich durch die Einfachheit der Gesetze, unter denen sie
steht, auszeichnet, und fir welche daher auch die Gleichung eine
besonders einfache Form annimmt, so dass die Rechnungen, zu
denen sie Veranlassung giebt, sich leicht ausfiihren lassen.



ABSCHNITT Il.

Behandlung der vollkommenen Gase.

8. 1 Gasformiger Aggregatzustand.

Unter den Gesetzen, welche den gasférmigen Aggregatzustand
charakterisiren, sind besonders das Mariotte’sche und das Gay-
Lussac’sclie Gesetz liervorzuheben, welche sich gemeinsam durch
Eine Gleichung ausdriicken lassen. Es mdge eine Gewichtseinheit
eines Gases gegeben sein, welche bei der Temperatur des Gefrier-
punktes unter irgend einem als Normaldruck angenommenen Drucke
pO0 (z.B. dem Drucke einer Atmosphére) das Volumen v0 einnehme.
Wenn dann bei der Temperatur t (nach Celsius-Graden gemessen)
der Druck mit p und das Volumen mit v bezeichnet wird, so soll
nach diesen Gesetzen die Gleichung:

Q) pv = piuv0o (1 -f at)

gelten, worin die Grosse «, welche man den Ausdehnungscoeffi-
ciS™en zu nennen pflegt, obwohl sie sich nicht bloss auf die
Volumenanderiing, sondern auch auf die Druckanderung bezieht,
fir alle Gase einen und denselben Werth haben soll.

Zwar hat in neuerer Zeit Regnault durch sehr sorgféltige
Versuche nachgewiesen, dass diese Gesetze nicht in aller Strenge
richtig sind, doch sind die Abweichungen fur die von ihrem Con-
densationspunkte weit entfernten Gase sehr gering, und werden
nur bei solchen Gasen bedeutender, die der Condensation nahe
sind. Daraus ist zu schliessen, dass auch bei jedem einzelnen
Gase die Genauigkeit, mit der es jenen Gesetzen folgt, von seiner
Entfernung vom Condensationspunkte abh&ngt. Man kann sich
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daher, wahrend die Genauigkeit fur manche Gase schon im ge-
wohnlichen Zustande so gross ist, dass man sie bei den meisten
Untersuchungen als vollkommen betrachten kann, fir jedes Gas
einen Grenzzustand denken, in dem die Genauigkeit wirklich voll-
kommen wird, und diesen ideellen Zustand wollen wir im Fol-
genden als erreicht annehmen und solche Gase, bei denen er
vorausgesetzt wird, kurz vollkommene Gase nennen.

Da nun aber die Grosse k bei den wirklich vorhandenen Gasen
nach Regnault’s Bestimmungen nicht ganz gleich ist, und auch
bei einem und demselben Gase unter verschiedenen Umstanden
etwas verschiedene Werthe hat, so fragt es sich, welchen Werth
man dieser Grosse bei den vollkommenen Gasen, bei denen der-
artige Unterschiede nicht mehr Vorkommen kénnen, zuschreiben
muss.

Jedenfalls mussen wir uns dabei an die Zahlen halten, welche
fir die vom Condensationspunkte am weitesten entfernten Gase
gefunden sind. Bei der Untersuchungsweise, welche sich auf die
Uruckzunahme bei constantem Volumen bezog, hat Regnault fir
verschiedene permanente Gase folgende Zahlen gefunden:

Atmospharische Luft . . . 0,003665
Wasserstoff......occoovevvervene . 0,003667
Stickstoff.....coviiiiiciciee, 0,003668
Kohlenoxyd.....eevennnee. 0,003667.

Diese Zahlen zeigen so unbedeutende Differenzen, dass bei einer
Auswahl unter ihnen wenig darauf ankommt, fur welche man sich
entscheidet; da aber mit der atmosphé&rischen Luft von Regnault
die meisten Versuche angestellt sind, und auch Magnus durch
seine Versuche zu einem ganz Ubereinstimmenden Resultate gelangt
ist, so scheint es mir am angemessensten, die Zahl 0,003665 zu
wahlen.

Nun hat aber Regnault bei der anderen Untersuchungsweise,
wobei der Druck constantblieb, und die Volumenzunahme beobachtet
wurde, einen etwas anderen Werth von « fiir die atmospharische
Luft gefunden, namlich 0,003670. Ferner hat er beobachtet, dass
verdunnte Luft einen etwas kleineren und verdichtete Luft einen
etwas grosseren Ausdehnungscoefficienten hat, als Luft von gewohn-
licher Dichtigkeit.

Dieser letztere Umstand hat einige Physiker zu dem Schlisse
veranlasst, man misse, weil die verdinnte Luft dem vollkommenen
Gaszustande naher sei, als Luft von gewo6hnlicher Dichtigkeit, fur
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die vollkommenen Gase einen kleineren Werth als 0,003665 an-
nehmen. Hiergegen ist aber einzuwenden, dass Regnault fir
Wasserstoff jene Abhangigkeit des Ausdehnungscoefficienten von
der Dichtigkeit nicht beobachtet, sondern bei der einfachen und
dreifachen Dichtigkeit fast genau denselben Werth erhalten hat,
und dass er Gberhaupt gefunden hat, dass Wasserstoff sich in seinen
Abweichungen vom M ariotte’schen und Gay-Lussac’schen
Gesetze ganz anders und meistens sogar gerade entgegengesetzt
verhalt, wie atmospharische Luft. Unter diesen Umstadnden scheint
mir der obige aus dem Verhalten der atmosphdrischen Luft ge-
zogene Schluss etwas gewagt zu sein, denn man wird es gewiss als
wahrscheinlich zugeben, dass der Wasserstoff dem vollkommenen
Gaszustande mindestens eben so nahe ist, wie atmospharische Luft,
und demgemass muss man bei den auf diesen Zustand beziglichen
Schlussen das Verhalten des Wasserstoffs ebenso gut berick-
sichtigen, wie dasjenige der atmosphéarischen Luft.

Ich glaube daher, dass es fiur so lange, als nicht durch neue
Beobachtungsdata zuverlassigere Anhaltspunkte fir weitere Schlisse
gewonnen sind, am zweckmassigsten ist, sich an die Zahl zu halten,
welche unter dem Drucke von einer Atmosphére fur atmosphérische
Luft und Wasserstoff sehr nahe tGbereinstimmend gefunden ist, und
zu setzen:

()
Wenn man den Bruch < durch a bezeichnet, so kann man
der Gleichung (1) auch folgende Form geben:

(3)

Setzt man noch zur Abkirzung:

®)

Hierbei ist R eine Constante, welche von der Natur des Gases ab-
héngt und seinem specifischen Gewichte umgekehrt proportional ist.
T bedeutet die Temperatur, wenn sie nicht vom Gefrierpunkte aus,
sondern von einem um a Grade tiefer liegenden Nullpunkte aus ge-
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z&hlt wird. Diese von — a an gezahlte Temperatur wollen wir die ab-
solute Temperatur nennen, indem wir uns Vorbehalten, diesen Namen
an einer anderen Stelle ndher zu motiviren. Unter Voraussetzung
des in (2) angenommenen Werthes von a erhalten wir:

8 2. Nebenannahme in Bezug auf gasféormige Korper.

Gay-Lussac hat den Versuch gemacht, dass er ein mit Luft
gefilltes Gefass mit einem gleich grossen luftleeren in Verbindung
setzte, so dass die eine Halfte der Luft in dieses Uberstrémte.
Indem er dann die Temperatur der beiden Halften maass und mit
der urspriinglichen Temperatur der Luft verglich, fand er, dass
die Ubergestromte Luft sich erwdrmt und die zurtckgebliebene
Luft sich um ebenso viel abgekihlt hatte, so dass die mittlere
Temperatur der ganzen Luftmasse nach der Ausdehnung dieselbe
war, wie vor der Ausdehnung. Es hatte also bei dieser Art von
Ausdehnung, bei welcher keine &ussere Arbeit geleistet wurde, auch
kein Wa&rmeverlust stattgefunden. Zu demselben Ergebnisse ist
auch Joulel und spater Regnault? gekommen, welche ahnliche
Versuche mit grosser Sorgfalt ausgefiihrt haben.

Man kann den entsprechenden Satz auch unabhangig von
jenen speciellen Experimenten durch gewisse in meiner ersten
Abhandlung enthaltene Schliisse aus den sonst schon bekannten
Eigenschaften der Gase ableiten, wobei man zugleich den Grad
seiner Genauigkeit erkennen kann.

Die Gase zeigen namlich in ihrem Verhalten, besonders in der
durch das Mariotte’sche und Gay-Lussac’sche Gesetz aus-
gedriickten Beziehung zwischen Volumen, Druck und Temperatur,
eine so grosse Regelmaéssigkeit, dass man dadurch zu der Vor-
stellung geleitet wird, dass die gegenseitige Anziehung der Mole-
cule, welche im Inneren der festen und tropfbar flissigen Kérper
wirkt, bei den Gasen schon aufgehoben sei, so dass die Warme,
wéhrend sie bei jenen, um eine Ausdehnung zu bewirken, nicht

D Phil. Mag. Ser. IIl, Vol. 36 und Joule, das mechanische Aequi-
valent der Wérme, bersetzt von Spengel, S. 65.
2 Comptes rendus t. 36, p. 680.
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bloss den &usseren Druck, sondern auch die inneren Anziehungen
Uberwinden muss, es bei den Gasen nur noch mit dem &usseren
Drucke zu thun habe. Ist dieses der Fall, so kann, wenn ein Gas
sich bei constanter Temperatur ausdehnt, dabei nur so viel Warme
verbraucht werden, wie zu der dusseren Arbeit nothig ist. Ferner
l4sst sich auch nicht annehmen, dass die in dem Gase wirklich
vorhandene Warmemenge, nachdem es sich bei constanter Tempe-
ratur ausgedehnt hat, grosser sei, als vorher. Giebt man auch
dieses zu, so erhélt man folgenden Satz: ein permanentes Gas
verschluckt, wenn es sich bei constanter Temperatur ausdehnt, nur
so viel Warme, wie zu der ausseren Arbeit, die es dabei leistet, ver-
braucht wird.

Naturlich darf man aber diesem Satze keine strengere Gultig-
keit zuschreiben, als den Satzen, aus welchen er abgeleitet ist,
sondern muss vielmehr annehmen, dass er fiir jedes Gas in eben
dem Grade genau ist, in welchem das Mariotte’sche und Gay-
Lussac’sche Gesetz auf dasselbe Anwendung findet. Nur fur die
vollkommenen Gase darf man ihn als streng richtig ansehen.

In diesem Sinne habe ich den Satz in Anwendung gebracht,
und habe ihn als eine Nebenannahme mit den beiden Hauptsétzen
der mechanischen Warmetheorie in Verbindung gesetzt und zu
weiteren Schlussen benutzt.

Spater hat W. Thomson, welcher mit einem der von mir
gezogenen Schlusse anfangs nicht Ubereinstimmte, im Vereine mit
J. P. Joule es unternommen, die Richtigkeit des Satzes experimen-
tell zu prifen  und sie haben dazu mit vieler Sorgfalt eine Reihe
zweckmassig ersonnener Versuche angestellt, welche ihrerWichtig-
keit wegen weiter unten noch naher besprochen werden sollen. Da-
bei hat sich nicht nur der Satz im Allgemeinen, sondern auch die
von mir Uber den Grad seiner Genauigkeit hinzugefligte Bemerkung
durchaus bestatigt. Fir die von ihnen untersuchten sehr schwer
condensirbaren Gase, atmosphéarische Luft und WasserstoiF, haben
sie den Satz so nahe richtig gefunden, dass die Abweichungen in
den meisten Rechnungen vernachlassigt werden kénnen, wahrend
sie bei dem zur Untersuchung ausgewahlten leichter condensirbaren
Gase, der Kohlensdure, ganz, so, wie es nach dem sonstigen Ver-
halten dieses Gases zu erwarten war, etwas grossere Abweichungen
beobachtet haben.

)9 Phil. Transact. of the Boy. Soc. of London for 1853, 1854 and 1862.
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Hiernach wird man jetzt um so weniger Bedenken tragen, den
Satz fur die wirklich bestehenden Gase als so nahe richtig, wie
das M ariotte’sche und Gay-Lussac’sche Gesetz, und fir die
.vollkommenen Gase als streng richtig in Anwendung zu bringen.

8 3. Formen, welche die den ersten Hauptsatz aus-
drickende Gleichung fir vollkommene Gase annimmt.

Wir kehren nun zur Gleichung (IV.), namlich:

zurick, um sie auf ein vollkommenes Gas anzuwenden, wozu wir
uns wieder, wie weiter oben, eine Gewichtseinheit desselben gegeben
denken.

Der Zustand des Gases ist vollstdndig bestimmt, wenn seine
Temperatur und sein Volumen gegeben ist, und ebenso lasst er
sich durch Temperatur und Druck und durch Druck und Volumen
bestimmen. Wir wollen zunéachst die beiden erstgenannten Grossen,
Temperatur und Volumen, zur Bestimmung des Zustandes des
Gases auswahlen, und demgemass T und v als die unabhangigen
Veranderlichen betrachten, von denen alle anderen auf den Zustand
des Gases bezlglichen Grossen abhangen. Indem wir dann auch
die Energie U des Gases als Function dieser beiden Veranderlichen
ansehen, kdnnen wir schreiben:

wodurch die vorige Gleichung Ubergeht in:

(8)
Diese Gleichung, welche in der vorstehenden Form nicht bloss fir
ein Gas, sondern fir jeden Korper, dessen Zustand durch Tempe-
ratur und Volumen bestimmt wird, gultig ist, lasst sich fiir gas-
formige Korper, wegen der besonderen Eigenschaften dieser
letzteren, noch wesentlich vereinfachen.

Die Warmemenge, welche das Gas aufnehmen muss, wenn
es sich bei constanter Temperatur um dv ausdehnt, ist allgemein

00 ) ) .
durch zu bezeichnen. Da diese Warmemenge nach der im

vorigen Paragraphen besprochenen Nebenannahme gleich der bei
der Ausdehnung geleisteten &dusseren Arbeit ist, welche durch
pdv dargestellt wird, so erhalten wir die Gleichung:
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woraus folgt:

Nun ist aber andererseits, geméss der Gleichung (8), zu setzen:

und aus der Vereinigung beider Gleichungen ergiebt sich:

©)

Hieraus ist zu schliessen, dass die Energie U bei einem voll-
kommenen Gase vom Volumen unabhéngig ist, und somit nur
eine Function der Temperatur sein kann.

Indem wir nun in der Gleichung gleich Null setzen,

und fir das Zeichen Cv einfuhren, geht sie Gber in:

Aus der Form dieser Gleichung ersieht man sofort, dass Cv die
specifische Warme des Gases bei eonstantem Volumen bedeutet, in-
dem CvdT die Warmemenge ausdrickt, welche dem Gase bei der
Erwarmung um dT mitgetheilt werden muss, wenn dv gleich

Null ist. Da diese specifische Warme gleich also gleich dem

nach der Temperatur genommenen Differentialcoefficienten einer
Temperaturfunction ist, so kann auch sie nur eine Function der
Temperatur sein.

In der Gleichung (10) kommen alle drei Grdssen T, v und p
vor. Es ist aber leicht, mit Hilfe der Gleichung (6) eine derselben
zu eliminiren, und indem wir dieses der Reihe nach mit allen dreien
ausfihren, erhalten wir drei verschiedene Formen der Gleichung.

Durch Elimination p geht sie Uber in:

(11)

Um ferner v zu eliminiren, setzen wir:

woraus folgt:



Indem wir diesen Ausdruck von dv in (10) einsetzen und dann
die beiden Glieder, welche dT enthalten, zusammenziehen, be-
kommen wir:

(12)

Um endlich T zu eliminiren, setzen wir gemass (6):

wodurch (10) Ubergeht in:
(13)

8 4. Folgerung in Bezug auf die beiden specifischen
Warmen und Umformung der vorigen Gleichungen.

Ebenso, wie aus der Gleichung (10) ersichtlich ist, dass die
darin als Factor von dT stehende Grosse Cv die specifische
Warme bei constantem Volumen bedeutet, ist auch aus der Glei-
chung (12) ersichtlich, dass der in ihr vorkommende Factor von
d T, ndmlich Cv -f- B, die specifische Warme bei constantem Briicke
darstellt. Wir konnen daher, wenn wir die letztere specifische
Waéarme mit Cp bezeichnen, setzen:

(14) C, — Cv+ B,
welche Gleichung die Beziehung zwischen den beiden specifischen
Warmen angiebt.

Da B eine Constante ist, und Cv, wie wir oben gesehen haben,
nur eine Function der Temperatur sein kann, so folgt aus dieser
Gleichung, dass auch Cp nur eine Function der Temperatur sein
kann.

Als ich zuerst in der oben erlauterten Weise aus der mecha-
nischen Warmetheorie den Schluss zog, dass die beiden specifischen
Waéarmen eines permanenten Gases von seiner Dichtigkeit, oder,
was auf dasselbe hinauskommt, von dem Drucke, unter dem es
steht, unabhangig sein mussen, und nur von der Temperatur ab-
héangen kdnnen, und noch die Bemerkung hinzufligte, dass sie
wahrscheinlich sogar constant seien, gerieth ich dadurch mit den
damals herrschenden Ansichten in Widerspruch. Zu jener Zeit

Clausius, mechan. Warmetheorie. |I. a
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galt es, in Folge der Versuche von Suermann und von de la
Roche und Berard, als feststehend, dass die specifische Wé&rme
der Gase vom Drucke abhéngig sei, und der Umstand, dass die
neue Theorie zu einem anderen Resultate fihrte, erregte Miss-
trauen gegen dieselbe, und wurde u. A. von Holtzmann zu ihrer
Bekampfung benutzt.

Einige Jahre spater aber erfolgte die erste Publication der
schénen Untersuchungen von Regnault Uber die specifische Warme
der Gasel), bei welchen auch der Einfluss des Druckes und der
Temperatur auf die specifische Warme einer speciellen Prifung
unterworfen ist. Regnault hat die atmospharische Luft zwischen
1 und 12 Atmosphdren und den Wasserstoff zwischen 1 und 9
Atmosphéaren Druck untersucht, hat aber keinen Unterschied in
der specifischen Wéarme finden konnen. Die Temperatur hat er
in der Weise gedndert, dass er die Untersuchungen zwischen — 30°
und -f- 10°, zwischen 0° und 100° und zwischen 0° und 200° an-
gestellt hat, und auch hierbei hat er die specifische Warme immer
gleich gefunden?). Das Resultat seiner Untersuchungen kann also
dahin ausgedriickt werden, dass innerhalb der Grenzen von Druck
und Temperatur, bis zu welchen seine Beobachtungen reichten,
die specifische Warme der permanenten Gase sich constant zeigte.

Diese directen experimentellen Untersuchungen haben sich
freilich nur auf die specifische Warme bei constantem Drucke
bezogen; man wird aber wohl kaum ein Bedenken tragen, dasselbe
Resultat nun auch fur die andere specifische Warme, welche sich
nach Gleichung (14) von jener nur durch die Constante 11 unter-
scheidet, als richtig anzunehmen. Demgemaéss wollen wir im
Folgenden, wenigstens fiir die vollkommenen Gase, die beiden
specifischen Warmen als constant behandeln.

Mit Hulfe der Gleichung (14) kann man die drei unter (11),
(12) und (13) gegebenen Gleichungen, welche den ersten Haupt-

) Comptes rendus, T. XX XV 1, 1853; spater vollstandig verdffentlicht
im zweiten Bande seiner Relation des experiences.

2) Die auf S. 108 des zweiten Bandes der Bel. des exp. fir atmo-
sphérische Luft angefiihrten, auf gewdhnliche Warmeeinheiten beziglichen
Zahlen sind:

zwischen — 30° und -j- 10° 0,23771
” 0° , + 100° 0,23741
” 0° , + 200° 0,23751,
welche als gleich betrachtet werden kdénnen.
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satz der mechanischen Warmetheorie fir Gase ausdricken, auch
so umgestalten, dass sie, statt der specifischen Warme bei con-
stantem Volumen, diejenige bei constantem Drucke enthalten, was
vielleicht geeigneter erscheinen kann, weil die letztere, als die
durch directe Beobachtungen bestimmte, haufiger angefiihrt zu
werden pflegt, als die erstere. Dann lauten die Gleichungen:

(15)

Endlich kann man auch beide specifische Warmen in die Glei-
chungen einfuhren und dafur die Grosse R eliminiren, wodurch
die Gleichungen in Bezug auf p und v symmetrischer werden,
nédmlich:

(16)

In den obigen Gleichungen sind die specifischen Warmen in
mechanischen Einheiten ausgedrickt. Will man sie in gew6hn-
lichen Warmeeinheiten ausdriicken, so braucht man jene Werthe
nur durch das mechanische Aequivalent der Warme zu dividiren.
Bezeichnet man also die in gewdhnlichen Warmeeinheiten aus-
gedriickten specifischen Warmen mit G und O, so hat man zu
setzen:

A7)

Unter Anwendung dieser Zeichen geht die Gleichung (14), nach-
dem man alle Glieder durch E dividirt hat, tber in:

(18)

4/\
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8 5 Verhdltniss der beiden specifischen Warmen und
Anwendung desselben zur Berechnung des mechanischen
Aequivalentes der Warme.

Wenn durch irgend ein Gas, z. B. durch die atmospharische
Luft, ein System von Schallwellen sich fortpflanzt, so wird das
Gas dabei abwechselnd verdichtet und verdinnt, und die Ge-
schwindigkeit, mit welcher der Schall sich fortpflanzt, bangt, wie
schon Newton nachgewiesen hat, davon ab, wie bei diesen Dich-
tigkeitsdnderungen der Druck sich andert. Fir sehr kleine Dich-
tigkeits- und Druckanderungen dient als Ausdruck der zwischen
ihnen stattfindenden Beziehung der Differentialcoefficient des
Druckes nach der Dichtigkeit, also, wenn die Dichtigkeit, d. h. das
Gewicht der Volumeneinheit, mit q bezeichnet wird, der Differen-

tialcoefficient Unter Anwendung desselben erhalten wir fir

die Schallgeschwindigkeit, welche wir mit u bezeichnen wollen,
folgende Gleichung:

worin g die Beschleunigung der Schwere bedeutet.

Um nun den Werth des Differentialcoefficienten IéQ ZUu be-

stimmen *wandte Newton das M ariotte’sche Gesetz an, nach
welchem Druck und Dichtigkeit einander proportional sind. Er
setzte also:

wodurch (19) Ubergeht in:

(1)
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Die mit Hulfe dieser Formel berechnete Schallgeschwindigkeit
stimmt aber mit der Erfahrung nicht Uberein, und der Grund
dieser Differenz wurde, nachdem man sehr lange vergeblich danach
gesucht hatte, endlich von Laplace aufgefunden.

Das Mariotte’sche Gesetz gilt némlich nur, wenn die Dich-
tigkeitsanderung bei constanter Temperatur vor sich geht. Dieses
ist aber bei den Schallschwingungen nicht der Fall, sondern bei
jeder Verdichtung findet gleichzeitig Erwdarmung und bei jeder Ver-
dinnung Abkuhlung statt. Demgemass muss bei der Verdichtung
der Druck starker zunehmen, und bei der Verdiinnung der Druck
starker abnehmen, als es nach dem M ariotte’schen Gesetze sein
sollte. Es fragt sich nun, wie unter diesen Umstédnden der Werth

des Differentialcoefficienten a bestimmt werden kann.
q

Da die Verdichtungen und Verdinnungen sehr schnell wech-
seln, so kann wéhrend einer so kurzen Zeit zwischen den ver-
dichteten und verdiinnten Theilen des Gases nur ein sehr geringer
Warmeaustausch stattfinden. Vernachlédssigt man diesen, so hat
man es mit einer Dichtigkeitsdnderung zu thun, bei welcher
die betreffende Gasmenge keine Warme von Aussen empféngt oder
nach Aussen abgiebt, und man hat also, wenn man die Differen-
tialgleichungen des vorigen Paragraphen auf diesen Fall anwenden
will, dQ — 0 zu setzen. Thun wir dieses z. B. in der letzten der
Gleichungen (16), so lautet sie:

oder nach Forthebung des gemeinsamen Nenners:
Da nun das auf die Gewichtseinheit bezlgliche Volumen v der
reciproke Werth der Dichtigkeit ist, so kénnen wir setzen:

wodurch die Gleichung Ubergeht in:

und hieraus ergiebt sich:
(22)

Dieser Werth des Dinerentialcoeincienten unterscheidet sich
von dem aus dem M ariotte’sclien Gesetze abgeleiteten, unter (20)
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gegebenen dadurch, dass das Verhaltniss-der beiden specifischen
Warmen in ihm als Factor vorkommt. Dieses Verbaltniss wollen wir
durch einen einfachen Buchstaben bezeichnen, indem wir setzen:

(23)

wodurch die vorige Gleichung Ubergeht in:

Indem wir diesen Werth des Differentialcoefficienten in die Gleichung
(19) einsetzen, erhalten wir statt (21):

(25)

Mittelst dieser Gleichung kann man, wenn k bekannt ist, die
Schallgeschwindigkeit u berechnen. Wenn dagegen die Schall-
geschwindigkeit durch Beobachtung bekannt ist, so kann man die
Gleichung zur Berechnung von I anwenden, indem man sie um-
formt in:

Fur die atmospharische Luft ist die Schallgeschwindigkeit
mehrfach mit grosser Sorgfalt von verschiedenen Physikern be-
stimmt, deren Resultate unter einander nahe Gbereinstimmen.
Nach den Versuchen von Bravais und Martins © betragt die
Schallgeschwindigkeit bei der Temperatur des Gefrierpunktes
332,4m. Diesen Werth wollen wir in die Gleichung (26) ein-
setzen. Ferner haben wir darin fir y den bekannten Werth

9,809 m zu setzen. Bei der Bestimmung des Bruches koénnen

wir den Druck p beliebig wéahlen, missen aber dann fur die Dich-
tigkeit g den Werth setzen, welcher dem gewahlten Drucke ent-
spricht. Wir wollen p als den Druck einer Atmosphéare annehmen.
Dieser Druck muss in der Formel durch ein auf einer Flachen-
einheit lastendes Gewicht dargestellt werden. Da dieses Gewicht
gleich demjenigen eines Quecksilberprismas ist, welches 1 Quadrat-
meter Grundflache und 760 mm H6he und folglich 760 Cubik-
decimeter Rauminhalt hat, und da nach Regnault das specifische

) Ann. de Ghim. S. Ill, t. 13, p. 5, und Pogg. Ann. Bd. 66, S. 351
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Diese Zahl stimmt mit der von Joule durch Reibung des
Wassers gefundenen Zahl 423,55 fast genau Uberein. Man muss
sogar sagen, dass die Uebereinstimmung grésser ist, als man nach
dem Grade der Zuverlassigkeit der zur Rechnung angewandten
Data erwarten durfte, so dass auch der Zufall etwas dabei mit-
gewirkt haben muss. Immerhin aber bildet diese Uebereinstimmung
eine augenfallige Bestatigung der fir die Gase aufgestellten
Gleichungen.

8 6. Verschiedene auf die specifischen Warmen der
Gase bezigliche Formeln.

Nimmt man in der Gleichung (18) die Grosse E als bekannt
an, so kann man die Gleichung dazu anwenden, aus der durch Be-
obachtung bestimmten specifischen Warme bei constantem Drucke
diejenige bei constantem Volumen zu berechnen. Diese Anwen-
dung ist von besonderer Wichtigkeit, weil das Verfahren, das Ver-
héltniss der beiden specifischen Wéarmen aus der Schallgeschwin-
digkeit abzuleiten, nur fir wenige Gase ausfiihrbar ist, indem die
Schallgeschwindigkeit nur fur eine geringe Anzahl von Gasen durch
Beobachtung bestimmt ist. Fir alle anderen Gase liefert die
Gleichung (18) das einzige bis jetzt vorhandene Mittel, die specifische
Warme bei constantem Volumen aus derjenigen bei constantem
Drucke zu berechnen.

Dabei ist nun freilich zu bemerken, dass die Gleichung (18)
nur fur vollkommene Gase streng richtig ist; indessen liefert sie
fur die anderen Gase wenigstens angendherte Resultate. Auch
ist der Umstand in Betracht zu ziehen, dass die Beobachtung der
specifischen Warme eines Gases bei constantem Drucke um so
schwieriger und demgemass die betreffende Beobachtungszahl um
so weniger zuverldssig ist, je weniger permanent das Gas ist,
und je mehr es daher in seinem Verhalten von den Gesetzen
eines vollkommenen Gases abweicht; und man kann daher, da
man von der Rechnung keine grossere Genauigkeit zu verlangen
braucht, als die Beobachtungszahlen mdglicher Weise besitzen,
die angewandte Rechnungsweise als fur den Zweck vollkommen
geniigend betrachten.
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Wir schreiben die Gleichung zunéchst in der Form:
(28)

Fir E wenden wir hierin den Werth 423,55 an. Die Grosse R
ist bestimmt durch die Gleichung (4), namlich:

welche sich auf die Temperatur des Gefrierpunktes bezieht. Sollte
aber ein Gas sich bei dieser Temperatur nicht gut beobachten
lassen, was bei vielen Dampfen der Fall ist, so kann man auch,
in Folge von (6), schreiben:

(29)

worin p, v und T irgend drei zusammengehdrige Werthe von
Druck, Volumen und absoluter Temperatur sind.

Diese Grosse R ist, wie friher schon gelegentlich erwahnt
wurde, von der Natur des Gases nur insofern abhangig, als sie
dem specifischen Gewichte desselben umgekehrt proportional ist.
Bezeichnen wir ndmlich das Volumen einer Gewichtseinheit atmo-
sphéarischer Luft bei der Temperatur T und unter dem Drucke p
mit v\ und den auf atmospharische Luft bezliglichen Werth von
R mit R\ so ist:

Vereinigen wir diese Gleichung mit der vorigen, so erhalten wir:

V. . . .
Der Bruch ~ ist aber, wie leicht zu sehen, der reciproke Werth

des specifischen Gewichtes des betreffenden Gases, verglichen mit
atmospharischer Luft. Bezeichnen wir dieses specifische Gewicht
mit d, so geht die letzte Gleichung Uber in:

(30)
Durch Einsetzung dieses Werthes von R in (28) erhalt man:
(31)

Der hierin mit R! bezeichnete, auf die atmosphérische Luft

beziigliche Werth der Grosse R ist schon in & 5 berechnet, und
zu 29,27 gefunden. Daraus ergiebt sich weiter:
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wodurch die zur Bestimmung der specifischen Wéarme bei con-
stantem Volumen dienende Gleichung folgende sehr einfache Form
annimmt:

(32)

Wenn wir diese Gleichung zunéachst auf die atmospharische
Luft, fir welche d m= 1 zu setzen ist, anwenden, und dabei die
auf die Luft beziglichen Zeichen der specifischen Warmen zur
Unterscheidung mit Accenten versehen, so kommt:

(33)

und, wenn wir hierin fur ¢ nach Regnault die Zahl 0,2375
setzen, so erhalten wir das Resultat:

(34)

Fir die anderen Gase wollen wir der Gleichung noch fol-
gende Form geben:

(35)

welche, wie wir spater sehen werden, bei der Anwendung der von
Regnault fur die specifische Warme bei constantem Drucke ge-
gebenen Werthe besonders bequem ist.

Die mit @ und ¢, bezeichneten specifischen Warmen beziehen
sich auf eine Gewichtseinheit des Gases, und haben als Einheit die
gewohnliche Wéarmeeinheit, namlich die Warmemenge, welche eine
Gewichtseinheit Wasser zur Erwarmung von 0° bis 1° bedarf. Man
kann also sagen: das Gas ist in Bezug auf die Warme, welche es
entweder bei constantem Drucke oder bei constantem Volumen
zur Erwdrmung bedarf, dem Gewichte nach mit Wasser verglichen.

Es ist aber bei Gasen gebrauchlicher, sie dem Volumen nach
mit Luft su vergleichen, d. h. die specifische Warme so zu bestim-
men, dass man die Warmemenge, welche das Gas zur Erwarmung
um einen Grad bedarf, vergleicht mit der Warmemenge, welche
ein gleiches Volumen Luft, bei gleicher Temperatur und unter
gleichem Drucke genommen, zu derselben Erwarmung bedarf.
Diese Art der Vergleichung wendet man bei beiden specifischen
Warmen an, indem man bei der einen annimmt, dass sowohl das
betrachtete Gas, als auch die atmospharische Luft bei constantem
Drucke erwérmt wird, und bei der anderen annimmt, dass beide
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bei constantem Volumen erwdrmt werden. Die so bestimmten
specifischen Warmen mdégen durch yp und yv bezeichnet werden.
Da wir das Volumen, welches eine Gewichtseinheit des Gases
bei gegebener Temperatur und unter gegebenem Drucke einnimmt,
mit v bezeichnen, so wird die Warmemenge, welche eine Volumen-
einheit des Gases bei constantem Drucke zur Erwdrmung um einen

Grad bedarf, durch ¢ dargestellt, und fur die atmospharische Luft

wird die entsprechende Grosse durch ¢ dargestellt. Durch Divi-
sion dieser beiden Gréssen entsteht y,,, und es ist somit zu setzen:
(36)

Ebenso erhalt man:

37)

In der ersten dieser beiden Gleichungen bringen wir nun fir
cp den von Regnault gefundenen Werth 0,2375 in Anwendung,
so dass sie lautet:

(38)

In der zweiten setzen wir fur ¢v geméass (34) den Werth 0,1684,
und fir c, den in (35) gegebenen Ausdruck, wodurch entsteht:

(39)

8 7. Numerische Berechnung der specifischen Warme
bei constantem Volumen.

Die im vorigen Paragraphen entwickelten Formeln habe ich
angewandt, um aus den Werthen, welche Regnault durch seine
Beobachtungen bei einer grossen Anzahl von Gasen und Dampfen
fur die specifische Warme bei constantem Drucke gefunden hat,
die entsprechenden Werthe der specifischen Warme bei constantem
Volumen zu berechnen.

Dabei habe ich auch eine der beiden von Regnault selbst
gegebenen Zahlenreihen etwas umgerechnet. Regnault hat
namlich die specifische Warme bei constantem Drucke in zwei ver-
schiedenen Weisen ausgedriickt, und die betreffenden Zahlen in
zwei Reihen zusammengestellt, welche er ,.enpoids® und ,,en volume*
Uberschrieben hat. Die erste Reihe enthalt die Werthe, welche
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entstehen, wenn man die Gase in Bezug auf die zu ihrer Erwaér-
mung ndthigen Wa&armemengen dem Gewichte nach mit Wasser
vergleicht, also die Werthe der oben mit g bezeichneten Grdsse.
Die Zahlen der zweiten Reihe sind aus denen der ersten einfach
durch Multiplication mit den zugehdérigen specifischen Gewichten
abgeleitet, es sind also die Werthe des Productes @d.

Diese letzteren Zahlen waren freilich die, welche sich aus den
beobachteten Werthen von c¢p am leichtesten berechnen Hessen,
aber ihre Bedeutung ist ziemlich complicirt. Als Einheit der
Warmemenge dient bei ihnen die gewdhnliche Warmeeinheit, wéh-
rend das Volumen, auf welches sie sich beziehen, dasjenige ist,
welches eine Gewichtseinheit atmosphérischer Luft einnimmt, wenn
sie sich bei derselben Temperatur und unter demselben Drucke
befindet, wie das betrachtete Gas. Diese Weitlaufigkeit des wort-
lichen Ausdruckes macht die Zahlen fur die Auffassung und An-
wendung unbequem; auch ist diese Art, die specifische Warme der
Gase auszudricken, so viel ich weiss, vor Regnault von Niemand
angewandt. Wenn man die Gase dem Volumen nach betrachtete,
so pflegte man dieses sonst immer in der Weise zu thun, dass man
die Warmemenge, welche ein gegebenes Volumen eines Gases zur
Erwarmung bedarf, mit der Warmemenge verglich, welche ein
gleiches Volumen atmosphérischer Luft unter gleichen Umsténden
zur gleichen Erwarmung bedarf, was wir oben kurz so ausgedriickt
haben, dass die Gase dem Volumen nach mit Luft verglichen wer-
den. Die dadurch gewonnenen Zahlen zeichnen sich durch ihre Ein-
fachheit aus, und lassen die bei den specifischen Warmen der Gase
bestehenden Gesetzmassigkeiten besonders deutlich hervortreten.

Es wird daher, wie ich glaube, gerechtfertigt erscheinen, dass
ich aus den von Regnault unter der Ueberschrift ,.en volume*
gegebenen Werthen des Productes gpd die Werthe der oben be-
sprochenen Grosse yp berechnet habe, wozu nach (38) nur néthig
war, die Werthe von gd durch 0,2375 zu dividiren.

Ferner habe ich die Werthe der Grossen cv und yv berechnet,
was nach den Gleichungen (35) und (39) sehr einfach dadurch
geschehen konnte, dass von den Werthen des Productes qpd die
Zahl 0,0691 abgezogen und die Differenz entweder durch d oder
durch 0,1684 dividirt wurde.

Die so berechneten Zahlen habe ich in der nachstehenden
Tabelle zusammengestellt, in welcher die einzelnen Columnen
folgende Bedeutungen haben.
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Columne I. Die Namen der Gase.

Columne Il. Die chemische Zusammensetzung, und zwar in
der Weise ausgedriickt, dass daraus unmittelbar die bei der Ver-
bindung eingetretene Volumenverminderung zu ersehen ist. Es
sind namlich jedesmal diejenigen Volumina der einfachen Gase
angegeben, welche sich verbinden missen, um zwei Volumina des
zusammengesetzten Gases zu geben. Dabei ist fir Kohlengas das
hypothetische Volumen vorausgesetzt, welches man annehmen muss,
um sagen zu kénnen: ein Volumen Kohlengas verbindet sich mit
einem Volumen Sauerstoff zu Kohlenoxydgas und mit zwei Volumen
Sauerstoff zu Kohlensdure. Wenn hiernach in der Tabelle z. B.
Alkohol bezeichnet ist: C2HgO, so soll das heissen: 2 Vol. hypo-
thetisches Kohlengas, 6 Vol. Wasserstoff und 1 Vol. Sauerstoff
geben 2 Vol. Alkoholdampf. Bei Schwefelgas ist zur Bestimmung
des Volumens dasjenige specifische Gewicht als maassgebend be-
trachtet, welches Sainte-Claire Deville und Troost bei sehr
hohen Temperaturen gefunden haben, namlich 2,23. Bei den finf
letzten Verbindungen der Tabelle, welche Kiesel, Phosphor, Arsen,
Titan und Zinn enthalten, sind fur diese einfachen Stoffe ihre ge-
wohnlichen chemischen Zeichen, ohne Ricksicht auf ihre Volumina
im gasfdrmigen Zustande, hingeschrieben, weil die Gasvolumina
dieser Stoffe theils noch unbekannt, theils mit gewissen noch nicht
hinlanglich aufgeklarten Unregelméssigkeiten behaftet sind.

Columne I11. Die Dichtigkeit der Gase, und zwar die von
Regnault angefiihrten Zahlen.

Columne IV. Die specifische Warme bei constantem Drucke
dem Gewichtc nach verglichen mit Wasser, oder, was dasselbe ist,
bezogen auf eine Gewichtseinheit der Gase und ausgedriickt in
gewdhnlichen Warmeeinheiten. Dieses sind die Zahlen, welche
Regnault unter der Rubrik ,,enpoidsu gegeben hat.

Columne V. Die specifische Warme bei constantem Drucke dem
Volumen nach verglichen mit Luft, dadurch berechnet, dass die
von Regnault unter der Rubrik ,,en vélumeu gegebenen Zahlen
durch 0,2375 dividirt sind.

Columne VI. Die specifische Wéarme bei constantem Volumen
dem Gnvichte nach verglichen mit Wasser, nach Gleichung (35)
berechnet.

Columne VII. Die specifische Warme bei constantem Volumen
dem Volumen nach verglichen mit Luft, nach Gleichung (39) be-
rechnet.
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Namen der Gase

Atmosphérische Luft. .
Sauerstoff....covvcivnnnne
Stickstoff..veiviicenn

Brom ...
Stickstoffoxyd.....
Kohlenoxyd..........c..c.....
Chlorwasserstoff . . . .
Kohlenséaure.......ccccoenee.
Stickstoffoxydul .
W asserdampf..............
Schweflige Saure . . . .
Schwefelwasserstoff
Schwefelkohlenstoff
Grubengas.......coovreenee
Chloroform......cceeevee.
Oelbildendes Gas
Ammoniak ...
Benzin......
Terpentinol.
Holzgeist.....
Alkohol.....

Schwefelathyl.
Chlorathyl................

Bromathyl.....ccccoeevnen.
Hollandische Flissigkeit
AcCeton. .
Essigather.....coovenenne.
Kieselchlorir . . . ..
Phosphorchlorir . . . .
Arsenchlorir.............
Titanchlorid
Zinnchlorid

Abschnitt 1.

. C12

SnCl4

Chemi-
sche Zu- Dich-
sammen- tigkeit
setzung
1
02 1,1056
N2 0,9713
h?2 0,0692
2,4502
Bx?2 5,4772
NO 1,0384
Cco 0,9673
HCI 1,2596
co02 1,5290
n20 1,5241
h 20 0,6219
so2 2,2113
. H2s 1,1747
. ¢cs2 2,6258
ch4 0,5527
CHCIs 4,1244
. c2h4 0,9672
nh3 0,5894
CcH6 2,6942
tioHie 4,6978
chd4o 11055
cZh60 1,5890
cdh 100 2,5573
c4h 10s 3,1101
c2n6ei 2,2269
C2HBBr 3,7058
c2nh 4ci2 3,4174
c3h60 2,0036
c4h 802 3,0400
Sida 5,8833
PCI3 4,7464
AsClg  6,2667
TiCl4  6,6402

8,9654

V. (YA
Specif. Warme bei
constantem Drucke
dem Ge-
wichte
nach ver-
glichen
mit Was-

ser

dem Vo-

lumen

glichen
mit Luft

0,2375 1

021751 1,013
0,24380 0,997
3,40900 0,993

012099 1,248
005552 1,280
02317 1,013
02450 0,998
01852 0,982
02169 139
02262 145
04805 126
01544 144
02432 120
01569 174
05929 138
01567 2,72
04040 1,75
05084 126
03754 426
05061 1001
04580 2,13
04534 303
04797 516
04008 525
02738 257
018% 2,9
02293 330
04125 348
04008 513
01322 327
01347 269
01122 2,96
01290 361
00939 354

nach ver-

VI | VI

Specif. Warme bei
constantem Volumen

dem Ge-
wichte  98M Vo-
nach ver- lumen
glichen nach ver-
mit Was- glichen
ser mit Luft
0,1684 1
0,1551 1,018
0,1727 0,996
2411 0,990
0,0928 1,350
0,0429 1,395
0,1652 1,018
0,1736 0,997
0,1304 0,975
0,172 155
0,181 1,64
0,370 1,36
0,123 1,62
0,184 1,29
0,131 2,04
0,468 154
0,140 343
0,359 2,06
0,391 137
0,350 5,60
0,491 1371
0,395 2,60
0,410 3,87
0,453 6,87
0,379 6,99
0,243 321
0,171 3,76
0,209 4,24
0,378 4,50
0,378 6,82
0,120 421
0120 3,39
0101 3,77
0,119 4,67
0,086 4,59
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8 8. Integration der Differentialgleichungen, welche
den ersten Hauptsatz fir Gase ausdricken.

Die in den 88 3 und 4 aufgestellten Differentialgleichungen,
welche in verschiedenen Formen den ersten Hauptsatz der mecha-
nischen Warmetheorie fliir Gase ausdriicken, sind, wie man an jeder
einzelnen leicht erkennen kann, nicht unmittelbar integrabel, und
sie missen daher so behandelt werden, wie es in 8 3 der Einleitung
auseinandergesetzt ist.

Die Integration l&sst sich namlich ausfihren, sobald die in
der betreffenden Gleichung vorkommenden Veranderlichen einer
Bedingung unterworfen werden, wodurch der Weg der Verénderung
bestimmt wird. Wir wollen in dieser Weise hier nur zwei sehr
einfache Beispiele behandeln, deren Resultate fur die weiteren
Untersuchungen von Wichtigkeit sind.

1) Das Gas soll bei constantem Drucke sein Volumen andern,
und die dazu néthige Warmemenge soll bestimmt werden.

Fur diesen Fall wahlen wir aus den obigen Gleichungen eine
solche aus, welche p und v als unabhéangige Veranderliche ent-
halt, z. B. die letzte der Gleichungen (15), namlich:

Da nun der Druck p constant sein soll, so setzen wir p — pi und
da = 0. wodurch die Gleichung Ubergeht in:

und diese giebt durch Integration, wenn wir den Anfangswerth
von v mit v, bezeichnen:

(40)

2) Das Gas soll bei constanter Temperatur sein Volumen
andern, und die dazu n6éthige Warmemenge soll bestimmt werden.
Fiar diesen Fall wéhlen wir eine Gleichung, welche T und v
als unabhéngige Veranderliche enthélt, z. B. die Gleichung (11),
néamlich:
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Da T constant sein soll, so setzen wir
wodurch entsteht:

Durch Integration dieser Gleichung erhalten wir:
(41)

worin unter log der natirliche Logarithmus verstanden wird. Hier-
aus folgt zunadchst der Satz: wenn ein Gas ohne Temperatur-
anderung sein Volumen so andert, dass die auf einander folgenden
Volumina eine geometrische Reihe bilden, so bilden die von ihn
aufgenommenen oder abgegebenen Warmemengen eine arithmetische
Reihe.

Wenn man ferner fir R den Bruch setzt, so kommt:
(42)

Fasst man diese Gleichung in dem Sinne auf, dass man sie nicht
gerade auf eine Gewichtseinheit des Gases bezieht, sondern auf
eine solche Menge desselben, welche unter dem Drucke Pi ein ge-
gebenes Volumen vx einnimmt, und dann dieses Volumen bei con-
stanter Temperatur bis v &ndert, so enthélt die Gleichung nichts,
was sich auf die besondere Natur des Gases bezieht. Die auf-
genommene Warmemenge ist also von der Natur des Gases unab-
h&ngig. Auch von der Temperatur hangt sie nicht ab, sondern nur
vom Drucke, indem sie dem anfanglichen Drucke proportional ist.
Eine andere Anwendung der in den 88. 3 und 4 aufgestellten
Differentialgleichungen besteht darin, dass Uber die dem Gase
wéhrend seiner Zustandsdnderung mitzutheilende Warme eine
Annahme gemacht und dann untersucht wird, welchen Verlauf
unter diesen Umstadnden die Zustandsdnderung nehmen muss.
Die einfachste und zugleich wichtigste Annahme dieser Art
ist die, dass dem Gase wéhrend der Verdnderung gar keine Wéarme
mitgetheilt oder entzogen wird. Man kann sich dazu vorstellen, das
Gas befinde sich in einer fir Warme undurchdringlichen Hulle,
oder die Veranderung gehe so schnell vor sich, dass in der kurzen
Zeit keine merkliche W&rmemenge zu- oder abstromen koénne.
Dieser Annahme entsprechend haben wir d Q — 0 zu setzen,
was wir in den drei unter (16) gegebenen Gleichungen thun wollen.
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Die erste dieser Gleichungen lautet dann:

Diese Gleichung wollen wir durch T und Cv dividiren, und dann
den Bruch )% wie oben, mit I bezeichnen, wodurch sie Uber-

geht in:

Hieraus ergiebt sich durch Integration:
oder:

Bezeichnen wir die Anfangswerthe von T und v mit und Vi und
eliminiren dann die unbestimmte Constante, so kommt:

(43)

Wendet man diese Gleichung z B. auf atmospharische Luft
an, und setzt dabei fc= 1,410, so kann man leicht die Temperatur-
anderung, welche irgend einer Volumenédnderung entspricht, be-
rechnen. Nimmt man z. B. an, es sei bei der Temperatur des
Gefrierpunktes unter einem beliebigen Drucke eine Quantitat Luft
genommen, und sei in einer fir Warme undurchdringlichen Hille
oder sehr schnell auf die Halfte ihres Volumens zusammengedriickt,

so hat man T, = 273 und 7: 2 zu setzen, und es kommt also:

woraus folgt:

oder, wenn t die vom Gefrierpunkte an gezahlte Temperatur be-
deutet :

Wenn man dieselbe Rechnung fur die Zusammendriickungen
auf y4 und Yio des urspringlichen Volumens ausfuhrt, so erhélt
man die Resultate, welche mit dem vorigen vereint in der nach-
stehenden kleinen Tabelle zusammengestellt sind:

Clausius, mechan. Warmetheorie. 1. 5
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;_/] % \1( Vio
T 1820 1765 2570
273 ) ' '

T 363 482 702

t 90° 209° 429°

Setzt man in der zweiten der Gleichungen (16)
kommt:

Diese Gleichung ist von derselben Form, wie die vorher behandelte,
nur dass p an die Stelle von v getreten ist und die Grossen Cv und
O vertauscht sind. Man muss also in ganz entsprechender Weise
erhalten:

woraus iolgt:
(44)

Die letzte der Gleichungen (16) endlich geht, wenn d Q — 0
gesetzt wird, in die schon im 8§ 5 angewandte Gleichung

Uber, welche sich umformen l&sst in:

und durch Integration giebt:

(45)

8 9. Bestimmung der &usseren Arbeit bei Volumen-
adnderungen eines Gases.

Eine Grosse, welche bei der Ausdehnung der Gase noch
speciell beachtet zu werden verdient, ist die dabei geleistete dussere
Arbeit, deren Element durch die Gleichung (6) des vorigen Ab-
schnittes bestimmt wird, namlich:
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Diese Arbeit lasst sich in sehr anschaulicher Weise graphisch
darstellen. Wir fihren dazu ein rechtwinkeliges Coordinatensystem
ein, dessen Abscisse das Volumen v und dessen Ordinate den
Druck p bedeutet. Denkt man sich nun, dass p durch irgend eine
Function von v ausgedriickt sei, namlich:

P=f(v),

so ist diese Gleichung die Gleichung einer Gurve, deren Ordinaten
die zu den verschiedenen Werthen von v gehdrigen Werthe von p
darstellen, und welche wir kurz die Druclccurve nennen wollen.
Fig. 3. In Fig. 3 moge rs diese Curve
sein, so dass, wenn oe das in einem
gewissen Momente stattfindende
Volumen v bedeutet, dann die in
e errichtete Ordinate ef den
gleichzeitig stattfindenden Druck
p darstellt. Bedeutet ferner die
als unendlich klein angenommene
Strecke eg ein Volumenelement
dv, und wird in g ebenfalls die
Ordinate gh errichtet, so entsteht
dadurch ein unendlich schmales Paralleltrapez efhg, dessen
Flacheninhalt die bei der unendlich kleinen Ausdehnung geleistete
aussere Arbeit darstellt, und von dem Producte pdv nur um ein
unendlich Kleines zweiter Ordnung, welches vernachlassigt werden
kann, abweicht. Dasselbe gilt von jeder anderen unendlich kleinen
Ausdehnung, und man sieht daraus, dass bei einer endlichen Aus-
dehnung, von dem durch die Abscisse oa reprasentirten Volumen
vl bis zu dem durch oc représentirten Volumen v2, die &ussere

Arbeit, fir welche die Gleichung

(46)

gilt, durch den Flacheninhalt des Vierecks ab de dargestellt wird,
welches durch das Abscissenstiick ac, die beiden Ordinaten ab
und cd und das Curvenstiick bd begrenzt wird.

Um nun die in der vorstehenden Gleichung angedeutete Inte-
gration wirklich ausfiihren zu kénnen, muss die Function von v,
durch welche der Druck p bestimmt wird, bekannt sein. In dieser
Beziehung wollen wir die oben schon betrachteten Falle als Bei-
spiele wahlen.
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Wir nehmen zunéchst an, der Druck p sei constant. Dann ist
die Druckcurve eine der Abscissenaxe parallele Gerade, und das
Viereck abclc ist somit ein Rechteck (Fig. 4), dessen Flacheninhalt

gleich dem Producte aus den Strecken ac und ab ist, und dem
entsprechend erhélt man aus (4G), wenn der constante Druck mit
»! bezeichnet wird:

(47)

Die zweite Annahme mdge sein, dass bei der Ausdehnung des
Gases die Temperatur constant bleibe. Dann gilt fir die Beziehung
zwischen Druck und Volumen das M ariotte’sche Gesetz, welches
durch die Gleichung

ausgedriickt wird. Aus der r orm dieser Gleichung sieht man, dass
die Druckcurve fiir diesen Fall eine gleichseitige Hyperbel (Fig. 5)
ist, welche die Coordinatenaxen zu Asymptoten hat. Eine Druck-
curve solcher Art, welche der speciellen Bedingung, dass die Tem-
peratur constant sei, entspricht, pflegt man eine isothermische
Curve zu nennen.

Zur Ausfihrung der Integration wenden wir, gemass der
vorigen Gleichung, in welcher wir noch die Constante durch das

Product p"Vi ersetzen, fur p den Werth an, und erhalten
dann aus (46):

(48)

Man sieht, dass dieser Werth von W mit dem unter (42) fur Q
gegebenen lbereinstimmt, was darin seinen Grund hat, dass das
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Gas wahrend einer bei constanter Temperatur stattfindenden Aus-
dehnung nur so viel Warme aufnimmt, wie zu dusserer Arbeit
verbraucht wird.

Die Gleichung (48) hat Joule bei einer seiner Bestimmungen
des mechanischen Aequivalentes der Warme angewandt. Er
pumpte namlich in einen festen Recipienten atmosphérische Luft
bis zur zehnfachen oder zwanzigfachen Verdichtung ein. Dabei
befand sich der Recipient und die Pumpe unter Wasser, -so dass
alle Warme, welche beim Pumpen erzeugt wurde, in dem Wasser
gemessen werden konnte. Der dabei angewandte Apparat ist in
Fig. 6 abgebildet, in welcher E der Recipient und C die Pumpe

Fig. 6.

ist. Das Geféss. 6r diente, wie inan leicht sieht, zum Austrocknen
der Luft und das mit dem Spiralrohr versehene Gefass W dazu,
der Luft vor ihrem Eintritte in die Pumpe eine genau bekannte
Temperatur zu geben. Von der im Calorimeter gemessenen Warme-
menge zog Joule den Theil ab, welcher nur durch die Reibung
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der Pumpe erzeugt war, und welchen er dadurch bestimmte, dass
er die Pumpe eine ebenso lange Zeit unter demselben mittleren
Druck, aber ohne Zutritt von dusserer Luft bewegte, und die dadurch
entstehende Warme beobachtete. Den nach Abzug derselben bleiben-
den Rest betrachtete er als die durch die Compression der Luft er-
zeugte Warme, und diese verglich er mit der nach der Gleichung (48)
berechneten, zur Compression verbrauchten Arbeit. Daraus ergab
sich als Mittel von zwei Versuchsreihen der Werth 444 Kilogram-
meter fur das mechanische Aequivalent der Wéarme.

Dieser Werth stimmt freilich mit dem durch Reibung des
Wassers gefundenen Werthe 424 nicht ganz Uberein, was seinen
Grund wohl in den grosseren Fehlerquellen bei den mit der Luft
angestellten Versuchen hat. Immerhin war aber zu jener Zeit, wo
der Satz, dass die zur Erzeugung einer gewissen Warmemenge
nothige Arbeit unter allen Umstédnden gleich ist, noch nicht fest-
stand, die Uebereinstimmung der auf ganz verschiedene Weisen
gefundenen Werthe gross genug, um zur Bestdtigung des Satzes
mit beizutragen.

Die dritte Annahme zur Bestimmung der Arbeit mdge sein,
dass das Gas in einer fir Warme undurchdringlichen Hille sein
Volumen &ndere, oder, was auf dasselbe hinauskommt, dass die
Volumenanderung so schnell vor sich gehe, dass wahrend der Zeit
kein merkliches Zu- oder Abstrémen von Warme stattfinden konne.

In diesem Falle wird die Beziehung zwischen Druck und
Volumen durch die unter (45) gegebene Gleichung

ausgedrickt.  Die dieser Gleichung entsprechende Druckcurve
Fig. 7. (Fig. 7) fallt steiler ab, als die in
Fig. 5 dargestellte. Rankine hat

die specielle Art von Druckcurven,

welche der Ausdehnung in einer

fir Warme undurchdringlichen

Hille entspricht (von diuBaiveiv,

hindurchgehen), adiabatische

Curven genannt. Gibs dagegen

hat vorgeschlagen (Trans, of the

Connecticut Acad. Vol. I, p. 309),

sie isentropische Curven zu nennen,

weil bei dieser Ausdehnung die
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Entropie, eine Grosse, von der weiter unten die Rede sein wird,
constant bleibt. Dieser Benennungsweise will ich mich anschliessen,
weil es sehr zweckmassig und auch allgemein Ublich ist, derartige
Curven nach derjenigen Grosse zu benennen, welche bei dem be-
treffenden Vorgange constant bleibt.

Um in diesem Falle die Integration auszufiihren, setzen wir
gemass der vorigen Gleichung:

wodurch (46) Ubergeht in:

oder, anders geschrieben:

(49)
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Zweiter Hauptsatz der mechanischen Warmetheorie.

8. 1 Betrachtung eines Kreisprocesses von specieller
Art.

Um den zweiten Hauptsatz der mechanischen Warmetheorie
ableiten und beweisen zu kénnen, wollen wir davon ausgehen,
einen Kreisprocess von specieller Art in seinen einzelnen Theilen
zu verfolgen und in der oben angegebenen Weise graphisch dar-
zustellen.

Zu dem letzteren Zwecke wollen wir annehmen, der Zustand
des veranderlichen Koérpers sei durch sein Volumen v und seinen
Druck p bestimmt, und wollen, wie oben, ein rechtwinkeliges Coor-
dinatensystem in der Ebene einfihren, von welchem die Abscisse
das Volumen und die Ordinate den Druck bedeutet. Dann ent-
spricht jeder Punkt der Ebene einem gewissen Zustande des
Korpers, in welchem sein Volumen und sein Druck dieselben
Werthe haben, wie die Abscisse und die Ordinate des Punktes.
Ferner wird jede Veranderung des Koérpers durch eine Linie dar-
gestellt, deren Anfangs- und Endpunkt den Anfangs- und End-
zustand bestimmen, und deren Verlauf angiebt, in welcher Weise
sich der Druck mit dem Volumen andert.

Es sei nun in Fig. 8 der Anfangszustand des Korpers, von
welchem der Kreisprocess beginnt, durch den Punkt a angegeben,
indem die Abscisse oe = vi das Anfangsvolumen und die Ordinate
ea — pi den Anfangsdruck bedeute. Durch diese beiden Grossen
ist zugleich auch die Anfangstemperatur bestimmt, welche wir
Ti nennen wollen.
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Nun soll der Korper sich zuerst ausdehnen, wahrend seine
Temperatur constant 1\ bleibt. Da er sich bei der Ausdehnung,
wenn ihm dabei keine Warme mitgetheilt wirde, abkihlen misste,
so nehmen wir an, er sei mit einem als Warmereservoir dienen-
den Korper Kx in Verbindung gesetzt, welcher die Temperatur
Ti hat, und diese wahrend des Processes nicht merklich andert.
Von diesem Korper soll der veranderliche Kérper wahrend der
Ausdehnung so viel Warme erhalten, dass auch er dieselbe Tem-
peratur 1\ beibehalt.

Die Curve, welche bei dieser Ausdehnung den Druck darstellt,
ist ein Stick einer isothermischen Curve. Um bei der graphischen
Darstellung dieser und den anderen noch vorkommenden Curven
bestimmte Gestalten geben zu kénnen, wollen wir, ohne die Be-

Fig. 8. traclitung selbst auf einen be-
stimmten Korper zu beschranken,
doch die Figur so zeichnen, wie
sie sich fur ein vollkommenes
Gas gestaltet. Dann ist die iso-
thermische Curve, wie schon oben
erwahnt, eine gleichseitige Hyper-
bel, und wenn die Ausdehnung
vom Volumen oe = v, bis zum

Volumen of — Vx geschieht, so erhalten wir von dieser gleich-
seitigen Hyperbel das Stick ab.

Nachdem das Volumen Vx erreicht ist, denken wir uns den
Koérper K, fortgenommen, und lassen nun den veranderlichen
Korper fir sich allein seine Ausdehnung fortsetzen, ohne dass
ihm Wéarme mitgetheilt wird. Dann sinkt seine Temperatur und
wir erhalten als Druckcurve eine isentropische Curve, welche stei-
ler abfallt, als die isothermische Curve. Diese Ausdehnung mdge
bis zum Volumen og = V3 vor sich gehen, wobei wir das Curven-
stict bc erhalten. Die dabei erreichte niedrigere Temperatur
moge T2 heissen.

Von nun an soll der Kdérper wieder zusammengedriickt wer-
den, um ihn wieder in sein urspringliches Volumen zu bringen.
Zunachst moge eine Zusammendriickung bei der constanten Tem-
peratur T, stattfinden, wozu wir uns den verdnderlichen Koérper
mit einem als Warmereservoir dienenden Korper K2 von der
Temperatur 12 in Verbindung gesetzt denken, an welchen er
wahrend der Zusammendriickung so viel Warme abgiebt, dass
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er die Temperatur T, beibehadlt. Die dieser Zusammendriickung
entsprechende Druckcurve ist wieder eine isothermische Curve
und speciell fur ein vollkommenes Gas eine andere gleichseitige
Hyperbel, von welcher wir bei der Volumenabnahme bis oh = w2
das Stick cd erhalten.

Die letzte Zusammendriickung endlich, welche den verander-
lichen Kérper wieder in sein anféngliches Volumen bringt, soll
ohne den Korper K., stattfinden, so dass also die Temperatur
steigt, wobei dann der Druck nach einer isentropischen Curve
wachst.  Wir wollen nun annehmen, das Volumen oh — v2, bis
zu welchem die erste Zusammendrickung geschah, sei so gewahlt,
dass die von diesem Volumen beginnende und bis zum Volumen
oe = Vi fortschreitende Zusammendrickung gerade ausreiche,
um die Temperatur wieder von T, auf 1\ zu erhdhen. Wenn
dann zugleich mit dem anfénglichen Volumen auch die anfang-
liche Temperatur erreicht wird, muss auch der Druck wieder den
anfanglichen Werth annehmen, und die letzte Druckcurve muss
daher gerade den Punkt a treffen. Indem somit der Koérper zu
seinem durch a angedeuteten urspringlichen Zustande wieder
zuriickgekehrt ist, ist der Kreisprocess vollendet.

2. Resultat des Kreisprocesses.

Bei den beiden im Kreisprocesse vorkommenden Ausdehnun-

gen des veranderlichen Korpers muss der &ussere Druck uUber-
Fig. 9. wunden werden, und es wird da-

her aussere Arbeit geleistet, und

bei den Zusammendrickungen

wird umgekehrt &ussere Arbeit

verbraucht. Diese Arbeitsgrossen

sind unmittelbar aus der hier

wieder abgedruckten Figur er-

sichtlich. Die bei der Ausdeh-

nung .ab geleistete Arbeit wird

durch das Viereck eabf darge-

stellt, und ebenso die bei der Ausdehnung bc geleistete durch
das Viereck fbcg. Ferner wird die bei der Zusammendriickung
cd verbrauchte Arbeit durch das Viereck gcdh und die bei der
Zusammendriickung da verbrauchte Arbeit durch das Viereck hdae



Zweiter Hauptsatz. 75

dargestellt. Die letzten beiden Arbeitsgréssen sind wegen der
bei den Zusammendriickungen herrschenden niedrigeren Tempe-
ratur und des dadurch bedingten geringeren Druckes kleiner, als
die beiden ersten, und wenn wir sie von diesen abziehen, so
bleibt ein Ueberschuss an geleisteter &dusserer Arbeit, welcher
durch das Viereck abcd dargestellt wird, und welchen wir mit
W bezeichnen wollen.

Dieser gewonnenen &ausseren Arbeit muss, gemass der Glei-
chung (5 a) des ersten Abschnittes, eine Menge Q von verbrauchter
Warme entsprechen, welche ihr an Werth gleich ist. Der ver-
anderliche Korper erhielt aber wahrend der ersten, durch ab
dargestellten Ausdehnung, welche in Verbindung mit dem Korper
Ki stattfand, von diesem eine gewisse Warmemenge, welche wir
Qi nennen wollen, und wahrend der ersten, durch cd darge-
stellten Zusammendriickung, welche in Verbindung mit dem Kér-
per K2 stattfand, gab er an diesen eine gewisse Warmemenge
ab, welche Q2 heissen moge. Wahrend der zweiten Ausdehnung
bc und der zweiten Zusammendriickung d a wurde dem verander-
lichen Korper weder Warme mitgetheilt noch entzogen. Da nun
wahrend des ganzen Kreisprocesses eine gewisse Warmemenge Q
zu Arbeit verbraucht ist, so muss die Warmemenge Qv, welche
der veranderliche Korper empfangen hat, grosser sein, als die
Warmemenge Q2, welche er wieder abgegeben hat, so dass die
Differenz Qt — Q2 gleich Q ist.

Demgemass koénnen wir setzen:

(1) Qi — Qi Qi

und kénnen somit in der Warmemenge Qu welche der verander-
liche Kérper von dem Kérper Kx erhalten hat, zwei Theile unter-
scheiden, deren einer Q in Arbeit verwandelt ist, wahrend der
andere 2 als Warme an den Korper K2 wieder abgegeben ist.
Da in allen Ubrigen Beziehungen zu Ende des Kreisprocesses
wieder der urspriingliche Zustand hergestellt ist, und folglich
jede Veranderung, welche in einem Theile des Kreisprocesses
stattgefunden hat, durch eine entgegengesetzte in einem anderen
Theile des Kreisprocesses eingetretene Veranderung wieder auf-
gehoben ist, so konnen wir das Resultat des Kreisprocesses
schliesslich so aussprechen. Die eine aus dem Korper K} stam-
mende Wa&rmemenge Q ist in Arbeit verwandelt, und die andere
Warmemenge Q2 ist aus dem Koérper Kx in den kalteren Kérper
K 2 ibergegangen.
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Wir kdnnen den ganzen vorher beschriebenen Kreisprocess
auch in umgekehrter Weise vor sich gehen lassen. Indem wir
wieder von dem durch den Punkt a angedeuteten Zustande aus-
gehen, bei welchem der verdnderliche Koérper das Volumen vx
und die Temperatur Tx hat, denken wir uns, dass er zuerst ohne
Mittheilung von Warme sich bis zum Volumen w2 ausdehne, und
somit die Curve ad beschreibe, wobei seine Temperatur von Tx
bis 12 sinke; dass er sodann in Verbindung mit dem Korper K,
und daher bei der constanten Temperatur T2 sich von v2 bis V2
ausdehne und die Curve de beschreibe, wobei er von dem Kor-
per lu Warme empfange; dass er darauf ohne Entziehung von
Warme von V2 bis Vx zusammengedriickt werde und die Curve
cb beschreibe, wobei seine Temperatur von 1\ bis Tx steige, und
dass er endlich in Verbindung mit dem Ké&rper Kx bei der con-
stanten Temperatur Tx und unter Abgabe von Warme an Kx
von dem Volumen Vx bis zum Anfangsvolumen zusammen-
gedrickt werde und die Curve ba beschreibe.

Bei diesem umgekehrten Processe sind die durch die Vier-
ecke eadh und hdcg dargestellten Arbeitsgrossen geleistete oder
positive und die durch die Vierecke gcbf und fbae dargestellten
Arbeitsgréssen verbrauchte oder negative. Die verbrauchten sind
also grosser wie die geleisteten, und somit ist der durch das
Viereck ab cd dargestellte Rest in diesem Falle verbrauchte Arbeit.

Ferner hat der veranderliche Kérper von dem Korper K., die
Warmemenge Q, empfangen und an den Korper Kx die Warme-
menge Qx = Q2-)- Q abgegeben. Von den beiden Theilen, aus
denen Qx besteht, entspricht der eine Q der verbrauchten Arbeit
und ist durch dieselbe entstanden, wahrend der andere Q2 von
dem Korper K2 zum Korper Kt Ubertragen ist. Wir kénnen so-
mit das Resultat des umgekehrten Kreisprocesses folgen dermaassen
zusammenfassen. Die Warmemenge Q ist durch Arbeit entstanden
und an den Korper K x abgegeben, und die Warmemenge Q2 ist aus
dem kélteren Korper K, in den warmeren Kérper Kx ibergegangen.

8 3. Kreisprocess eines aus Flussigkeit und Dampf
bestehenden Korpers.

Da wir in den vorigen Paragraphen, obwohl wir bei der Be-
sprechung des Kreisprocesses keine beschrankende Annahme Uber
die Natur des veranderlichen Kérpers machten, doch die graphische



Zweiter Hauptsatz. 77

Darstellung des Processes so ausgefihrt haben, wie sie einem
vollkommenen Gase entspricht, so wird es vielleicht zweckmassig
sein, fur einen Korper von anderer Art den Kreisprocess noch
einmal zu betrachten, um zu sehen, wie seine dussere Gestaltung
sich mit der Natur des Koérpers dndern kann. Wir wollen nam-
lich einen solchen Korper zur Betrachtung auswéahlen, welcher
nicht in allen seinen Theilen einen und denselben Aggregat-
zustand hat, sondern zum Theil flissig, zum Theil dampfférmig
im Maximum der Dichtigkeit ist.

Es sei also in einem ausdehnsamen Geféasse eine Flissigkeit
enthalten, welche aber nur einen Theil des Raumes ausfille und
den Ubrigen Theil fir den Dampf freilasse, der die Dichte hat,

Fig. 10. welche der stattfindenden Tempe-

ratur Txals Maximum entspricht.

Das Gesammtvolumen beider sei

in Fig. 10 durch die Abscisse oe

und der Druck des Dampfes durch

die Ordinate ea dargestellt. Nun

gebe das Geféass dem Drucke nach,

und erweitere sich, wahrend Flis-

sigkeit und Dampf mit einem

Korper Kx von der constanten Temperatur Tx in Berihrung
seien. So wie der Raum grosser wird, verdampft mehr Flussig-
keit, aber die dabei verbrauchte Warme wird immer wieder vom
Korper Kx ersetzt, so dass die Temperatur und mit ihr auch der
Druck des Dampfes ungedndert bleiben. Die auf diese Ausdeh-
nung beziigliche isothermische Curve ist also eine der Abscissen-

axe parallele Gerade. Wenn auf diese Weise das Gesammtvolu-

men von oe bis of angewachsen ist, so ist dabei eine &ussere
Arbeit erzeugt, die durch das Rechteck eabf dargestellt wird.—
Jetzt nehme man den Korper Kx fort, und lasse das Geféss sich
noch mehr erweitern, wéhrend weder Wéarme hinein noch heraus
kann. Dabei wird theils der vorhandene Dampf sich ausdehnen,
theils neuer entstehen, und demzufolge wird die Temperatur sin-
ken und somit auch der Druck abnehmen. Dieses setze man fort,
bis die Temperatur aus 1\ in 'J\ Ubergegangen ist, wobei das
Volumen og erreicht werde. Wird die wahrend dieser Ausdeh-
nung stattfindende Druckabnahme durch die Curve bc, welche
eine isentropisclie Curve ist, dargestellt, so ist die dabei erzeugte
aussere Arbeit = fbcg.
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Nun dricke man das Gefass zusammen, um die Flussigkeit
mit dem Dampfe wieder auf ihr urspringliches Gesammtvolumen
oe zurickzubringen; und zwar geschehe diese Zusammendrickung
zum Theil in Berihrung mit dem Korper IC, von der Tempera-
tur auf den alle bei der Condensation des Dampfes entstehende
Warme Ubergehe, so dass die Temperatur constant = |1 2 bleibe,
zum Theil ohne diesen Korper, so dass die Temperatur steige,
und man richte es so ein, dass die erste Zusammendrickung nur
so weit (bis oh) fortgesetzt werde, dass der dann noch bleibende
Raum he gerade hinreiche, um die Temperatur wieder von Tt bis
Tx zu erhéhen. Wahrend der ersten Volumenverringerung bleibt
der Druck unverénderlich = gc, und die dabei verbrauchte
aussere Arbeit ist gleich dem Rechtecke gcdh. Wahrend der
letzten Volumenverringerung nimmt der Druck zu und werde dar-
gestellt durch die isentropische Curve da, welche gerade im
Punkte a enden muss, da der urspriinglichen Temperatur Tx auch
wieder der urspringliche Druck ea entsprechen muss. Die zu-
letzt verbrauchte dussere Arbeit ist = hdae.

Am Schlisse der Operation sind Flussigkeit und Dampf wie-
der in ihrem urspriinglichen Zustande und der Kreisprocess ist
somit vollendet. Der Ueberschuss der positiven Uber die nega-
tive Aussere Arbeit, also die wahrend des Kreisprocesses im Gan-
zen gewonnene aussere Arbeit W wird wieder durch das Viereck
ah cd dargestellt. Dieser Arbeit muss der Verbrauch einer ihr
gleichen Warmemenge Q entsprechen, und wenn wir daher die
wahrend der Ausdehnung mitgetheilte Warme wieder mit Qx und
die wahrend der Zusammendrickung entzogene Wéarme mit Q2
bezeichnen, so ist Q1 gleich Q2 -f- Q zu setzen und das End-
resultat des Kreisprocesses besteht daher auch liier darin, dass
die Warmemenge Q in Arbeit verwandelt, und die Warmemenge
Qi aus dem warmeren Korper Kx in den kalteren Korper K2
Ubergegangen ist.

Auch dieser Kreisprocess kann umgekehrt ausgefiihrt werden,
wobei dann die Warmemenge Q durch Arbeit erzeugt und an
den Korper K x abgegeben, und die Warmemenge Q2 vom kalteren
Korper K2 zum wérmeren Koérper Kx Ubertragen wird.

Ebenso kann man mit verschiedenen anderen verdnderlichen
Kdérpern Kreisprocesse dieser Art, die graphisch durch zwei iso-
thermische und zwei isentropische Curven dargestellt werden, aus-
fuhren, wobei zwar die Form der Curven von der Natur des ver-
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anderlichen Koérpers abhédngt, aber das Resultat des Processes
immer in gleicher Weise darin besteht, dass Eine W&rmemenge
in Arbeit verwandelt oder durch Arbeit erzeugt wird, und eine
andere Warmemenge aus einem warmeren in einen kalteren Kor-
per, oder umgekehrt, Ubergeht.

Es lasst sich nun die Frage stellen, ob die in Arbeit'verwan-
delte oder durch Arbeit erzeugte Warmemenge zu derjenigen Warme-
menge, welche aus dem warmeren in den ké&lteren Korper oder um-
gekehrt bergeht, in einem allgemein giltigen Verhaltnisse steht,
oder ob das zwischen ihnen obwaltende Verhéltniss je nach der
Natur des veranderlichen Kérpers, welcher den Vorgang vermittelt,
verschieden ist.

8 4. Carnot’s Ansicht Uber die in einem Kreisprocesse
geleistete Arbeit.

S. Carnot, welcher zuerst darauf aufmerksam geworden war,
dass bei der Hervorbringung von mechanischer Arbeit Warme aus
einem warmeren in einen kalteren Koérper lbergeht, und dass um-
gekehrt durch Verbrauch von mechanischer Arbeit Warme aus
einem Kalteren in einen warmeren Koérper geschafft werden kann,
und welcher auch den vorher beschriebenen einfachen Kreisprocess
ersonnen hat (der dann von Clapeyron zuerst graphisch darge-
stellt ist), hat sich von dem ursachlichen Zusammenhange jener
Vorgénge eine eigenthiimliche Ansicht gebildetl).

Zu seinerzeit war noch allgemein jene schon oben besprochene
Vorstellung verbreitet, dass die Warme ein besonderer Stoff sei,
welcher in einem Koérper in grosserer oder geringerer Quantitat
vorhanden sein kdnne, und dadurch die Verschiedenheiten der
Temperatur bedinge. Dieser Vorstellung gemass war man der
Meinung, dass die Warme wohl die Art ihrer Vertheilung andern
kénne, indem sie aus einem Korper in einen anderen Ubergehe,
und dass sie ferner in verschiedenen Zustanden existiren konne,
die man mit den Worten ,latent* und ,frei bezeichnete; dass
aber die Quantitdt der im Ganzen vorhandenen Waéarme sich
weder vermehren noch vermindern lasse, da ein Stoff nicht neu
erzeugt und nicht vernichtet werden kénne.

Dieser Meinung war auch Carnot und er betrachtete es da-
her als selbstverstandlich, dass die Warmemengen, welche der

1) Reflexions sur la puissance motrice du feu. Paris 1834.



80 Abschnitt T11.

verénderliche Kdrper wahrend eines Kreisprocesses von Aussen
aufnimmt und nach Aussen abgiebt, unter einander gleich seien,
so dass sie sich gegenseitig aufheben. Er spricht dieses sehr
bestimmt auf S. 37 seines Buches aus, wo er sagt: ,,Nous suppose-
rons..... que les quantites de chaleur absorbees et degagees
dans ses diverses transformations sont exactement compensees.
Ce fait n’a jamais ete revoque en doute; il a ete dabord admis
sans reflexion et verifie ensuite dans beaucoup de cas par les
experiences, du calorimetre. Le nier, ce serait renverser toute
la theorie de la chaleur, & laquelle il sert de base.”

Da hiernach die Quantitdit der vorhandenen Warme nach
dem Kreisprocesse dieselbe sein sollte, wie vor demselben, und da
doch ein Gewinn an Arbeit vorlag, so suchte Carnot diesen
letzteren aus dem Herabsinken der Warme von einer hdheren zu
einer tieferen Temperatur zu erkldren. Er verglich diesen ab-
steigenden Warmeubergang, welcher besonders bei der Dampf-
maschine augenféllig ist, wo das Feuer Warme an den Dampf-
kessel abgiebt und das Kihlwasser des Condensators umgekehrt
Warme empfangt, mit dem Herabsinken des Wassers von einer
héheren zu einer tieferen Stelle, wodurch eine Maschine in Be-
wegung gesetzt und somit Arbeit geleistet werden kann. Dem-
gemass wendet er auf S. 28 seines Buches, nachdem er den Aus-
druck ,la chute d’eau“ gebraucht hat, in entsprechender Weise
fur das Herabsinken der Wé&rme von einer hdéheren zu einer tiefe-
ren Temperatur den Ausdruck ,la chute du calorique® an.

Von dieser Betrachtung ausgehend, stellte er den Satz auf,
dass die Grosse der geleisteten Arbeit zu dem gleichzeitig statt-
findenden Warmetbergange, d. h. zu der Quantitat der tbergehen-
den Wéarme und den Temperaturen der Korper, zwischen denen
sie Ubergeht, in einer gewissen allgemein gultigen Beziehung stehen
musse, welche von der Natur desjenigen Stoffes, durch welchen
die Arbeitsleistung und der Warmelibergang vermittelt wird, un-
abhangig sei. Sein Beweis fur die Nothwendigkeit einer solchen
bestimmten Beziehung stitzt sich auf den Grundsatz, dass es un-
moglich sei, bewegende Kraft aus Nichts zu schaffen, oder mit
anderen Worten, dass ein Perpetuum-Mobile unméglich sei.

Diese Betrachtungsweise stimmt aber mit unseren jetzigen
Anschauungen nicht Gberein, indem wir vielmehr annehmen, dass
zur Hervorbringung von Arbeit eine entsprechende Menge Wéarme
verbraucht werde, und dass demnach die wéhrend des Kreispro-
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cesses nach Aussen abgegebene Warmemenge geringer sei, als
die von Aussen aufgenommene. Wenn nun aber zur Hervorbrin-
gung von Arbeit Wéarme verbraucht wird, so kann natirlich, mag
neben dem Verbrauche von Warme noch gleichzeitig ein Ueber-
gang einer anderen Warmemenge ,von einem warmeren zu einem
kalteren Korper stattfinden, oder nicht, doch keinesfalls davon
die Rede sein, dass die Arbeit aus Nichts entstanden sei. Dem-
nach bedurfte nicht nur der Satz, welchen Car not ausgesprochen
hatte, einer Aenderung, sondern es musste auch fiir den Beweis
eine andere Basis gesucht werden, als diejenige, auf welche Car-
not den seinigen gegrindet hatte.

8 5. Ein neuer Grundsatz in Bezug auf die Wéarme.

Verschiedene Betrachtungen Uber das Verhalten und die Natur
der Warme hatten mich zu der Ueberzeugung gefiihrt, dass das
bei der Warmeleitung und der gewdhnlichen Warmestrahlung
hervortretende Bestreben der Warme von warmeren zu kalteren
Korpern Uberzugehen, und dadurch die bestehenden Temperatur-
differenzen auszugleichen, so innig mit ihrem ganzen Wesen ver-
knipft sei, dass es sich unter allen Umstdnden geltend machen
misse. Ich stellte daher folgenden Satz als Grundsatz auf:

Die Warme kann nicht von selbst aus einem kéalteren in
einen warmeren Korper Ubergehen.

Die hierin vorkommenden Worte ,von selbst“, welche der
Kirze wegen angewandt sind, bediurfen, um vollkommen verstand-
lich zu sein, noch einer Erlauterung, welche ich in meinen Abhand-
lungen an verschiedenen Orten gegeben habe. Zuné&chst soll darin
ausgedrickt sein, dass durch Leitung und Strahlung die Wé&rme
sich nie in dem warmeren Koérper auf Kosten des kalteren noch
mehr anhdufen kann. Dabei soll dasjenige, was in dieser Beziehung
Uber die Strahlung schon friher bekannt war, auch auf solche
Falle ausgedehnt werden, wo durch Brechung oder Reflexion die.
Richtung der Strahlen irgend wie geé&ndert, und dadurch eine
Concentration derselben bewirkt wird. Ferner soll der Satz sich
auch auf solche Processe beziehen, die aus mehreren verschiedenen
Vorgangen zusammengesetzt sind, wie z. B. Kreisprocesse der oben
beschriebenen Art. Durch einen solchen Process kann allerdings
(wie wir es bei der umgekehrten Ausfiihrung des obigen Kreis-

Clausius, mechan. Warmetheorie. |I. 0
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processes gesehen haben), Warme aus einem Kalteren in einen
warmeren Korper Ubertragen werden;, unser Satz soll aber aus-
dricken, dass dann gleichzeitig mit diesem Warmelbergange aus
dem Kkalteren in den warmeren Korper entweder ein entgegen-
gesetzter Warmeilbergang aus einem warmeren in einen kalteren
Koérper stattfinden oder irgend eine sonstige Veranderung eintreten
muss, welche die Eigentimlichkeit hat, dass sie nicht riickgangig
werden kann, ohne ihrerseits, sei es unmittelbar oder mittelbar,
einen solchen entgegengesetzten Warmeiibergang zu veranlassen.
Dieser gleichzeitig stattfindende entgegengesetzte Wéarmeibergang
oder die sonstige Verdnderung, welche einen entgegengesetzten
Warmetbergang zur Folge hat, ist, dann als Compensation jenes
Waéarmeiberganges von dem kélteren zum wérmeren Korper zu
betrachten, und unter Anwendung dieses Begriffes kann man die
Worte ,,von selbst* durch die Worte ,,ohne Compensation® er-
setzen, und den obigen Satz so aussprechen:

Ein Warmelibergang aus einem halteren in einen warmeren

Korper kann nicht ohne Compensation stattfinden.

Dieser von mir als Grundsatz hingestellte Satz hat viele An-
fechtungen erfahren, und ich habe ihn daher zu wiederholten Malen
vertlieidigen mussen, wobei ich immer nachweisen konnte, dass
die Einwénde nur dadurch veranlasst waren, dass die Erscheinun-
gen, in welchen man einen uncompensirten Warmetbergang aus
einem kalteren in einen warmeren Kdérper zu finden geglaubt hatte,
unrichtig aufgefasst waren. Es wirde aber an dieser Stelle den
Gang unserer Betrachtungen zu sehr unterbrechen, wenn ich die
Einwande und ihre Widerlegungen hier mittheilen wollte. Ich
will daher bei den hier folgenden Auseinandersetzungen den Satz,
welcher gegenwartig, wie ich glaube, von den meisten Physikern
als richtig anerkannt wird, einfach als einen Grundsatz in An-
wendung bringen, so wie ich es in meinen Abhandlungen gethan
habe, und behalte mir vor, weiter unten auf die Uber ihn gefuhr-
ten Discussionen noch etwas nadher einzugehen.

8 6. Beweis, dass das Verhaltniss zwischen der in Arbeit
verwandelten Warme und der Ubergegangenen Warme
von der Natur des vermittelnden Stoffes unabhéangig ist.

Unter Annahme des vorstehenden Grundsatzes lasst sich be-
weisen, dass zwischen der Warmemenge Q. welche in einem Kreis-
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processe der oben beschriebenen Art in Arbeit verwandelt (oder
bei der umgekehrten Ausfihrung des Processes durch Arbeit er-
zeugt) wird, und der Warmemenge Q2 welche aus einem warmeren
in einen kalteren Korper (oder umgekehrt) Ubergeht, ein Verhalt-
niss besteht, welches von der Natur des verdnderlichen Korpers,
der die Verwandlung und den Uebergang vermittelt, unabhangig
ist, dass also, wenn unter Anwendung derselben Warmereservoire
Aj und Kt mit verschiedenen verénderlichen Korpern Kreisprocesse

ausgefihrt werden, dann das Verhéltniss w bei allen gleich ist*

Denkt man sich die Kreisprocesse ihrer Groésse nach immer
so eingerichtet, dass die Warmemenge Q, welche in Arbeit ver-
wandelt wird, einen bestimmten Werth hat, so handelt es sich nur
noch um die Grosse der Ubergegangenen Warmemenge Q2, und
der Satz, welcher bewiesen werden soll, lautet dann: wenn bei
Anwendung zweier verschiedener verénderlicher Kérper die in Arbeit
verwandelte Warmemenge Q gleich ist, so muss auch die Uber-
gegangene Warmemenge Q2 gleich sein.

Angenommen, es gebe zwei Kdérper Gund G (z. B. das oben
betrachtete Gas und die aus Flissigkeit und Dampf bestehende
Masse), fir welche, bei gleichem Werthe von Q, die Ubergegan-
genen Warmemengen verschiedene Werthe haben, die mit Q2 und
Q2 bezeichnet werden mdogen, und von denen Q2 grosser als Q3
sei, so kénnen wir in folgender Weise verfahren. Zuerst lassen
wir den Kdrper C den Kreisprocess in dem Sinne durchmachen,
dass die Warmemenge Q in Arbeit verwandelt und die Warme-
menge Q2 von Kx nach K2 Ubergefiihrt wird. Darauf lassen wir
den Koérper C' den Kreisprocess im umgekehrten Sinne durch-
machen, wobei die Warmemenge Q durch Arbeit erzeugt und die
Warmemenge Q2 von K2 nach Kx tbergefiihrt wird.

Die beiden hierbei vorkommenden Verwandlungen aus Wéarme
in Arbeit und aus Arbeit in Warme heben sich gegenseitig auf,
denn, nachdem im ersten Kreisprocesse die Warmemenge Q, welche
aus dem Korper K x stammt, in Arbeit verwandelt ist, kann man
sich denken, dass eben diese Arbeit im zweiten Kreisprocesse wie-
der verbraucht wurde, um die Warmemenge Q zu erzeugen, die
dann wieder an den Koérper Kx abgegeben ist. Auch im Uebrigen
befindet sich zu Ende der beiden Operationen Alles wieder im ur-
springlichen Zustande, mit Ausnahme Einer Veranderung, die
Ubrig geblieben ist. Da namlich die von K2 zu K x tGbergegangene

6*
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Warmemenge Q2 der Annahme nach grdsser ist, als die von Kx zu
K2 Ubergegangene Warmemenge so heben sich diese beiden
Warmeibergénge nicht vollstdndig auf, sondern es ist schliesslich
die durch die Differenz Q2— Qt dargestellte Warmemenge von K2
zu K x Ubergegangen. Wir gelangen also zu dem Resultate, dass
ein Warmeubergang aus einem kalteren in einen warmeren Korper
ohne eine sonstige, als Compensation dienende Verénderung statt-
gefunden habe. Da dies dem Grundsétze widerspricht, so muss
die Annahme, dass Q2 grosser als Q3 sei, unrichtig sein.

Wirden wir die andere Annahme machen, dass Q2 kleiner
als Q2 sei, so kénnten wir uns denken, dass der Kdrper C den
Kreisprocess im ersten Sinne und der Koérper C im umgekehrten
Sinne durchmache. Dann wiirden wir zu dem Resultate gelangen,
dass die Warmemenge Q2— Qi ohne Compensation vom kalteren
Koérper K., zum warmeren Koérper K x Ubergegangen sei, was aber-
mals dem Grundsétze widerspréche.

Wenn demnach Q2 weder grosser noch kleiner als Q2 sein
kann, so mussen beide gleich sein, womit der obige Satz be-
wiesen ist.

Wir wollen nun dem auf diese Weise gewonnenen Resultate
noch eine fir die folgenden Entwickelungen mdglichst bequeme

mathematische Form geben. Da der Bruch ~ von der Natur des
V2

veranderlichen Kdérpers unabhéangig ist, so kann er nur noch von
den Temperaturen der beiden als Wéarmereservoire dienenden Kor-
per Kxund K, abh&ngen. Dasselbe gilt natiirlich auch von der

Summe 1 -(- und, da wir ferner schreiben koénnen:
V2

so konnen wir den letzten Bruch, welcher das Verhaltniss zwischen
der aufgenommenen und der abgegebenen Warme dargestellt, zur
weiteren Betrachtung auswahlen, und das gewonnene Resultat da-

hin ausdriicken, dass der Bruch ~ nur von den Temperaturen
V2

Txund T2 abhangen kann. Demgemass bilden wir die Gleichung:

worin <PfTu T2) eine Function der beiden Temperaturen bedeuten
soll, welche von der Natur des veranderlichen Kdrpers unabhangig ist.
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8 7. Bestimmung der Function <&, T2.

Der Umstand, dass die in der Gleichung (2) vorkommende
Function der beiden Temperaturen von der Natur des verander-
lichen Koérpers unabhangig ist, giebt uns ein Mittel an die Hand,
diese Function zu bestimmen, denn sobald fir irgend einen Kor-
per die Form der Function gefunden ist, kann diese Form als die
allgemein giltige betrachtet werden.

Unter den verschiedenen Kdrperclassen eignen sich nun ganz
besonders die vollkommenen Gase zu einer solchen Bestimmung,
weil deren Gesetze am genauesten bekannt sind. Wir wollen da-
her einen mit einem vollkommenen Gase ausgefiihrten Kreisprocess
betrachten, wie er schon in der zu 8§ 1 gehdrigen Fig. 8, welche
hier noch einmal Platz finden mége, graphisch dargestellt ist, in-
dem damals bei der Construction der Figur beispielsweise ein voll-
kommenes Gas als verdnderlicher Korper angenommen wurde.

Fig. ii. Die in diesem Kreisprocesse vor-

kommenden Warmemengen Qt und

Q2 welche das Gas bei der Aus-

dehnung ab (Fig. 11) aufnimmt

und bei der Zusammendriickung

cd abgiebt, wollen wir berechnen

und unter einander vergleichen.

Dazu mussen wir unsere Auf-

merksamkeit zunéchst auf die

durch die Abscissen oe, oh, of und og dargestellten und mit vx,

Vxund V2 bezeichneten Volumina richten, um die zwischen
ihnen bestehende Beziehung abzuleiten.

Die durch oe und oh dargestellten Volumina  und v2 bil-
den die Grenzen derjenigen Volumenanderung, auf welche die
isentropische Curve ad sich bezieht, und welche man nach Be-
lieben als Ausdehnung oder als Zusammendrickung geschehen
lassen kann. Eine solche Volumenanderung, bei welcher das
Gas keine Warme empféngt oder abgiebt, haben wir schon in
8. 8 des vorigen Abschnittes behandelt, und haben folgende dort
unter (43) gegebene Gleichung gefunden:



86 Abschnitt I11.

und wenn wir fir unseren gegenwartigen Fall die Endtemperatur
und das Endvolumen mit T, und v.,, bezeichnen, so erhalten wir:

©)

Ganz ebenso erhalten wir bei Betrachtung der durch die isen-
tropische Curve bc dargestellten Volumenéanderung:

4)

Aus der Vereinigung dieser beiden Gleichungen ergiebt sich:

oder umgeschrieben :
©)

Nun wenden wir uns zu der durch die isothermische Curve
ab dargestellten Volumenanderung, welche bei der constanten
Temperatur 1\ zwischen den Grenzen % und Vx vor sich geht.
Die bei einer solchen Volumendnderung aufgenommene oder ab-
gegebene Warmemenge haben wir auch schon im & 8 des vorigen
Abschnittes bestimmt, und gemaéss der dort unter (41) gegebenen
Gleichung kénnen wir flr unseren gegenwartigen Fall setzen:

(6)

Ebenso haben wir fir die durch die isothermische Curve de dar-
gestellte Volumenanderung, welche bei der Temperatur |2 zwi-
schen den Grenzen v, und V2 stattfindet, zu setzen:

™

Wenn wir diese beiden Gleichungen durch einander dividiren,
und dabei die Gleichung (5) bertcksichtigen, so erhalten wir das
gesuchte Verhéltniss zwischen Qx und Q2 n&mlich:

®)

Hierdurch ist die in (2) vorkommende Function der beiden
Temperaturen bestimmt, indem wir, um jene Gleichung mit der
vorstehenden in Uebereinstimmung zu bringen, setzen mussen:

©)



Zweiter Hauptsatz. 87

Die nun an die Stelle von (2) tretende bestimmtere Glei-
chung (8), welche sich auch in der Form

(10)

schreiben l&asst, wollen wir &usserlich noch etwas umandern, in-
dem wir die in dem Kreisprocesse’vorkommenden Warmemengen,
welche bisher als absolute Gréssen behandelt wurden, und bei
denen der Unterschied, dass die eine aufgenommene und die an-
dere abgegebene Warme ist, in Worten ausgedrickt wurde, da-
durch von einander unterscheiden, dass wir sie als positive und
negative Grossen behandeln. Es ist namlich fur die Rechnung
bequemer, immer nur von aufgenommener Warme zu sprechen,
und abgegebene Warmemengen als aufgenommene negative Warme-
mengen zu betrachten. Wenn wir demgemass sagen, der ver-
anderliche Korper habe wahrend des Kreisprocesses die Warme-
mengen und Q2 aufgenommen, so missen wir unter Q, eine
negative Grosse verstehen, namlich die Grosse, welche bisher
durch — Q2 dargestellt wurde. Dadurch geht die Gleichung (10)
Uber in:

(ID

8 8. Complicirtere Kreisprocesse.

Bisher haben wir uns auf solche Kreisprocesse beschréankt,
in denen die Aufnahme von positiven und negativen Warme-
mengen nur bei zwei Temperaturen stattfindet. Derartige Kreis-
processe wollen wir von jetzt an kurz einfache Kreisprocesse nen-
nen. Wir missen nun aber auch solche Kreisprocesse betrachten,
in denen die Aufnahme von positiven und negativen Warmemengen
bei mehr als zwei Temperaturen stattfindet.

Zunachst moge ein Kreisprocess mit drei Aufnahmetempera-
turen betrachtet werden, welcher umstehend graphisch dargestellt
ist durch die Figur abcdefa, die, wie die friheren, aus lauter
isothermischen und isentropischen Curven besteht. Diese Curven
sind wieder beispielsweise in der Gestalt gezeichnet, welche sie
bei einem vollkommenen Gase haben, was aber nicht wesentlich
ist. Die Curve ab bedeutet eine Ausdehnung bei der constanten
Temperatur Tu bc eine Ausdehnung ohne Wéarmeaufnahme, bei
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welcher die Temperatur von 7, bis T2sinkt, cd eine Ausdehnung
bei der constanten Temperatur T2, de eine Ausdehnung ohne
Warmeaufnahme, bei welcher die Temperatur von 1\ bis TAsinkt,
cf eine Zusammendriickung bei der constanten Temperatur T3
und endlich fa eine Zusammendriickung ohne W&rmeabgabe, bei
welcher die Temperatur von T3 bis Tx steigt, und durch welche
der veradnderliche Korper wieder in sein anféngliches Volumen
zurickkommt.  Bei den Ausdehnungen ab und cd nimmt der

Korper die positiven Warmemengen und Q2 und bei der Zu-
sammendrickung ef die negative Warmemenge Q3 auf. Es han-
Fig. 12 delt sich nun darum,

zwischen diesen drei
Warmemengen eine Be-
ziehung zu finden.
Dazu denken wir
uns in der Figur die
isentropische Curvebc
fortgesetzt, wie es
durch das punktirte
Stiick cg angedeutetist.
Dadurch zerféllt der
ganze Kreisprocess in
zwei einfache Kreis-
processe abgfa und
cdegc Beim ersten
geht der Kdérper von dem Zustande a aus und kommt in den-
selben wieder zurtick. Beim zweiten denken wir uns einen eben
solchen Korper, welcher von dem Zustande ¢ ausgeht, und zu
demselben wieder zuriickkehrt. Die negative Warmemenge Q;,
welche bei der Zusammendrickung e f aufgenommen wird, denken
wir uns in zwei Theile g3und ds zerlegt, von denen der erste
bei der Zusammendrickung g f und der zweite bei der Zusammen-
drickung eg aufgenommen wird. Dann koénnen wir die beiden
Gleichungen bilden, welche gemass (11) fir die beiden einfachen
Kreisprocesse gelten, nédmlich fir den Process abgfa:

und fir den Process cd ege:
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Durch Addition dieser Gleichungen erhélt man:

oder, da g3 -f- o gleich Q, ist:
(12)

Ebenso konnen wir einen Kreisprocess mit vier Aufnahme-
temperaturen behandeln, wie er durch die folgende Figur abcdefgb a

Fig. 13.

dargestellt ist, welche wieder aus lauter isothermischen und isen-
tropischen Curven besteht. Die Ausdehnungen ab und cd und
die Zusammendruckungen ef und gh sollen bei den Tempera-
turen Tx T.2 T3und Ti stattfinden und dabei séllen die Warme-
mengen 82 Q3 und Qi aufgenommen werden, von denen die
beiden ersten positiv und die beiden letzten negativ sind.

Wir denken uns die isentropische Curve bc durch das punk-
tirte Sttck ci und die isentropische Curve/ g durch das punktirte
Stick gk fortgesetzt. Dadurch zerfallt der ganze Kreisprocess
in drei einfache Kreisprocesse akgha, kbifk und cdeic, welche
wir uns mit drei ganz gleichen Korpern ausgefiihrt denken. Die
bei der Ausdehnung ab aufgenommene Warmemenge Qx denken
wir uns in in zwei Theile gx und q\ zerlegt, welche den Ausdeh-
nungen ak und kb entsprechen, und die bei der Zusammen-



90 Abschnitt 1.

drickung ef aufgenommene negative Warmemenge Q3 denken
wir uns gleichfalls in zwei Theile g3 und ¢3 zerlegt, welche den
Zusammendruckungen if und ei entsprechen. Dann kdénnen wir
fur die drei einfachen Kreisprocesse folgende Gleichungen bilden.
Fur alcgha:

far hbifk:

und fur cdeic:

Durch Addition dieser Gleichungen erhalten wir:

oder:
(13)

Ebenso kann man jeden anderen Kreisprocess, welcher sich
durch eine nur aus isothermischen und isentropischen Curven
bestehende Figur darstellen lasst, aber eine beliebige Anzahl von
Aufnahmetemperaturen hat, behandeln, wobei man immer eine
Gleichung von der obigen Form erhélt, ndmlich:

oder unter Anwendung des Summenzeichens:

(14)

8 9. Kreisprocesse, bei denen Warmeaufnahme und
Temperaturdanderung gleichzeitig stattfinden.

Wir mussen nun endlich noch versuchen, auch solche Kreis-
processe, welche durch Figuren dargestellt werden, die nicht bloss
isothermische und isentropische Curven enthalten, sondern ganz
beliebig gestaltet sind, in ahnlicher Weise zu behandeln.

Dazu gelangen wir durch folgende Betrachtung. Der Punkt«
in Fig. 14 (a. f. S.)) deute irgend einen Zustand des verander-



Zweiter Hauptsatz. 9

liechen Korpers an, pq sei der Verlauf der durch a gehenden
isothermischen Curve und rs der Verlauf der durch a gehenden
isentropischen Curve. Wenn nun der Koérper eine Veranderung
erleidet, welche durch eine anders verlaufende Druckcurve, z. B.

Fig: 14.

durch bc oder de dargestellt wird, und bei welcher gleichzeitig
Warmeaufnahme und Temperaturédnderung stattfindet, so kdnnen
wir uns eine solche Veradnderung ersetzt denken durch eine grosse
Anzahl auf einander folgender Veranderungen, bei denen immer

Fig. 15.

abwechselnd Temperaturdnderung ohne Warmeaufnahme und
Warmeaufnahme ohne Temperaturdnderung stattfindet.

Diese Reihe von aufeinander folgenden Veranderungen wird
durch eine gebrochene Linie dargestellt, welche aus Stucken von
isothermischen und isentropischen Curven besteht, so wie es in
Fig. 15 langs bc und langs de gezeichnet ist. Die gebrochene
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Linie bleibt der stetig verlaufenden um so naher, je kleiner die
Sticke sind, aus denen sie besteht, und wenn diese unendlich
klein sind, so bleibt sie ihr unendlich nahe. In diesem Falle
kann es in Bezug auf die aufgenommenen Warmemengen und
ihre Temperaturen nur einen unendlich Kkleinen Unterschied
machen, wenn man die Veranderung, welche durch die stetig'
verlaufende Linie dargestellt wird, ersetzt durch die unendliche
Anzahl von abwechselnd verschiedenartigen Veranderungen, welche
durch die gebrochene Linie dargestellt wird.

Nun moge ein ganzer Kreisprocess zur Betrachtung gegeben
sein, bei welchem die Warmeaufnahme gleichzeitig mit Tempe-
raturanderungen stattfinden, und welcher graphisch durch Curven

von beliebiger Art oder auch nur durch eine einzige stetig ver-
laufende und in sich geschlossene Curve dargestellt wird, wie in
Fig. 16.

Dann denke man sich die umschlossene Flache, welche die
aussere Arbeit darstellt, durch isentropische Curven, wie sie in
der Figur punktirt gezeichnet sind, in unendlich schmale Streifen
getheilt. Diese Curven denke man sich oben und unten durch
unendlich kleine Stiicke von isothermischen Curven verbunden,
welche die gegebene Curve durchschneiden, so dass man ldngs der
ganzen gegebenen Curve eine gebrochene Linie erhalt, die ihr
Uberall unendlich nahe liegt. Den durch diese gebrochene Linie
dargestellten Kreisprocess kann man dem Obigen nach an die
Stelle des durch die stetig verlaufende Linie dargestellten setzen,
ohne dass dadurch eine bemerkenswerthe Aenderung in den auf-
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genommenen Warmemengen und ihren Temperaturen entsteht.
Ferner kann man den durch die gebrochene Linie dargestellten
Kreisprocess wiederum ersetzen durch die unendlich vielen ein-
fachen Kreisprocesse, welche durch die unendlich schmalen Vier-
ecke dargestellt werden, deren jedes aus zwei neben einander
liegenden isentropischen Curven und zwei unendlich kleinen
Stiicken von isothermischen Curven besteht.

Bildet man nun fir jeden dieser letztgenannten Kreisprocesse
eine Gleichung von der Form (11), bei der die beiden Warme-
mengen unendlich klein sind, und daher als Differentiale von Q
bezeichnet werden konnen, und addirt dann alle diese Gleichun-
gen, so erhalt man eine Gleichung von derselben Form, wie (14),
nur dass an die Stelle des Summenzeichens ein Integralzeichen
tritt, namlich:

(V)

Diese Gleichung, welche ich zuerst im Jahre 1854 veroffent-
licht habe"), bildet einen sehr bequemen Ausdruck des zweiten
Hauptsatzes der mechanischen Warmetheorie, soweit er sich auf
umkehrbare Kreisprocesse bezieht. lhre Bedeutung lasst sich
folgendermaassen in Worten ausdriicken. Wenn bei einem um-
kehrbaren Kreisprocesse jedes von dem verdnderlichen Korper
aufgenommene (positive oder negative) Wéarmeelement durch die
absolute Aufnahmetemperatur dividirt, und der so entstandene
Differentialausdruck fiir den ganzen Verlauf des Kreisprocesses
integrirt wird, so hat das Integral den Werth Null2.

1) Pogg. Ann. Bd. 93, S. 500.

2 Von einigen neueren Schriftstellern wird die Gleichung (V) die
Carnot’sche Gleichung genannt. Man kann aber mit Sicherheit anneh-
men, dass diese Schriftsteller das Carnot’sche Werk (Reflexions sur la
puissance motrice du feu, Paris 1824) nicht kennen, denn aus diesem Werke
ergiebt sich, dass Carnot diese Gleichung nicht aufgestellt hat, und nach
seinen Ansichten Uber die Wéarme auch gar nicht hat aufstellen kdnnen.
Da er namlich die Warme fir einen Stoff hielt, dessen einmal bestehende
Menge sich weder vermehren noch vermindern ldsst, so musste er, wie er
es auch in der oben (S. 80) citirten Stelle bestimmt ausgesprochen hat, an-
nehmen, dass die wéahrend eines Kreisprocesses von dem verdnderlichen
Korper abgegebenen Warmemengen zusammen eben so grosB seien, wie die
aufgenommenen. Er konnte daher'fiir einen Kreisprocess nur die Gleichung
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Wenn das auf beliebige nach einander stattfindende Ver-
anderungen eines Kdorpers bezigliche Integral

jedes Mal gleich Null wird, so oft der Kérper wieder m seinen
Anfangszustand zurtckkehrt, welches auch die dazwischen durch-
laufenen Zustande sein moégen, so muss der unter dem Integral-
zeichen stehende Ausdruck

das vollstandige Differential einer Grosse sein, welche nur von
dem augenblicklichen Zustande des Koérpers, und nicht von dem
Wege, auf welchem der Korper in diesen Zustand gelangt ist,
abhangt. Bezeichnen wir diese Grdsse mit S, so konnen wir
setzen:

oder:

(VL) dQ = TdS,

welche Gleichung einen anderen fiir viele Untersuchungen be-
qguemen Ausdruck des zweiten Hauptsatzes der mechanischen
Warmetheorie bildet.

aufstellen, welche mit der Gleichung (V) unvereinbar ist. Die élteren
Schriftsteller, welche der Zeit Carnot’s noch nicht so fern standen und
mit seinen Ansichten vertrauter waren, haben dieses auch allgemein aner-
kannt. Verdet z.B., der fir einen der kenntnissreichsten und urteils-
fahigsten Schriftsteller auf diesem Gebiete gehalten wird, und als Franzose
gewiss weit davon entfernt war, Carnot’s Verdienste schmalern zu wol-
len, spricht sich in seiner Theorie mecanique de la chaleur, T..I, p. 187

tiber die Gleichung (V) folgendermaassen aus: ,L’equation J ° =0

est I’'expression la plus generale du principe de Carnot dans le cas ol
le cycle est reversible. On pourrait I'appeler, k juste raison, lI'equation de
Clausius, puisque M. Clausius I'a deduite du principe de Carnot par
des considerations qui n’etaient rien moins qu’evidentes®.



ABSCHNITT 1V.

Veranderte Form des zweiten Hauptsatzes
oder

Satz von der Aequivalenz der Verwandlungen.

8 1 Zwei verschiedene Arten von Verwandlungen.

Im vorigen Abschnitte haben wir gesehen, dass.bei einem ein-
fachen Kreisprocesse zwei auf die Warme beziigliche Veranderungen
eintreten, dass namlich eine Warmemenge in Arbeit verwandelt
(oder durch Arbeit erzeugt) wird und eine andere Warmemenge
aus einem warmeren in einen kalteren Korper (oder umgekehrt)
Ubergeht. Wir haben dann weiter gefunden, dass zwischen der in
Arbeit verwandelten (oder durch Arbeit erzeugten) Warmemenge
und der Ubergehenden Warmemenge ein bestimmtes Verhaltniss
bestehen muss, welches von der Natur des veranderlichen Koérpers
unabhéangig ist, und daher nur von den Temperaturen der beiden
als Warmereservoire dienenden Korper abhangen kann.

FOr die eine jener beiden Ver&nderungen haben wir schon
friher den Ausdruck Verwandlung eingefihrt, indem wir, wenn
Warme verbraucht wird und dafiir Arbeit entsteht, oder umgekehrt
Arbeit verbraucht wird und dafir Warme entsteht, sagten, es habe
sich Warme in Arbeit oder Arbeit in Warme verwandelt. Wir
kénnen nun auch die zweite Verénderung, welche darin besteht,
dass Warme aus einem Korper in einen anderen, der entweder
warmer oder Kalter ist, Ubergeht, als eine Verwandlung bezeichnen,
indem wir sagen, es verwandle sich dabei Warme von einer Tem-
peratur in Warme von einer anderen Temperatur.
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Bei dieser Auffassung der Sache kénnen wir das Resultat eines
einfachen Kreisprocesses dahin aussprechen, dass zwei Verwand-
lungen eingetreten sind, eine Verwandlung aus Warme in Arbeit
(oder umgekehrt) und eine Verwandlung aus Warme von hoherer
Temperatur in Warme von niederer Temperatur (oder umgekehrt),
und die Beziehung zwischen diesen beiden Verwandlungen ist
es dann, welche durch den zweiten Hauptsatz ausgedrickt wer-
den soll.

Was nun zuerst die Verwandlung aus Wéarme von einer Tem-
peratur in Warme von einer anderen Temperatur anbetrifft, so ist
es im Voraus klar, dass dabei die beiden Temperaturen, zwischen
denen die Verwandlung vor sich geht, in Betracht kommen mussen.
Es entsteht nun aber die weitere Frage, ob bei der Verwandlung
aus Warme in Arbeit oder aus Arbeit in Warme die Temperatur
der betreffenden Warmemenge auch eine wesentliche Rolle spielt,
oder ob bei dieser Verwandlung die Temperatur gleichgiltig ist.

Wenn wir die Beantwortung dieser Frage aus der Betrachtung
des oben beschriebenen einfachen Kreisprocesses ableiten wollen,
so finden wir, dass er fir diesen Zweck zu beschrankt ist. Da
namlich in ihm nur zwei als Warmereservoire dienende Korper
Vorkommen, so ist stillschweigend vorausgesetzt, dass die in Arbeit
verwandelte W&rme aus einem derselben beiden Kd&rper stamme
(oder die durch Arbeit erzeugte Warme von einem derselben beiden
Koérper aufgenommen werde), zwischen denen auch der Warme-
Ubergang stattfindet. Dadurch ist Uber die Temperatur der in
Arbeit verwandelten (oder durch Arbeit erzeugten) Warme im Vor-
aus die bestimmte Annahme gemacht, dass sie mit einer der beiden
beim Warmelbergdnge vorkommenden Temperaturen (Uberein-
stimme, und diese Beschrankung verhindert es, zu erkennen, welchen
Einfluss es auf die Beziehung zwischen den beiden Verwandlungen
hat, wenn die erstgenannte Temperatur sich &ndert, wahrend die
beiden letztgenannten Temperaturen ungeandert bleiben.

Man wirde nun zwar die im vorigen Abschnitte auch schon
beschriebenen complicirten Kreisprocesse und die aus ihnen ab-
geleiteten Gleichungen benutzen kénnen, um diesen Einfluss zu
bestimmen; ich glaube aber, dass es der Klarheit und Uebersicht-
lichkeit wegen zweckmassiger ist, einen flir diese Bestimmung
besonders geeigneten Kreisprocess zu betrachten, und mit dessen
Hilfe den zweiten Hauptsatz in seiner veranderten Form noch
einmal abzuleiten.
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§.2. Ein Kreisprocess von besonderer Form.

Es sei wiederum ein veranderlicher Korper gegeben, dessen
Zustand durch sein Volumen und den Druck, unter welchem er
steht, vollkommen bestimmt ist, so dass wir seine Verdnderungen
in der oben beschriebenen Weise graphisch darstellen kénnen.
Dabei wollen wir die Figur wieder beispielsweise in der Form
construiren, welche sie fir ein vollkommenes Gas annimmt, ohne
aber bei der Betrachtung selbst eine beschrankende Annahme Uber
die Natur des Korpers zu machen.

Der Korper sei zunachst in dem durch den Punkt a (Fig. 17)
angedeuteten Zustande gegeben, in welchem sein Volumen durch

Fig. 17.

die Abscisse oh und der Druck durch die Ordinate ha dargestellt
wird. Die durch diese beiden Grossen bestimmte Temperatur sei
T. Nun mogen mit dem Koérper nach einander folgende Ver-
anderungen vorgenommen werden.

1 Man bringt den Koérper von der Temperatur T auf
andere Temperatur Tt, die beispielsweise niedriger als T sein mag,
und zwar dadurch, dass man ihn in einer fur Warme undurch-
dringlichen Hdlle, so dass er weder Warme aufnehmen noch ab-
geben kann, sich ausdehnen lasst. Die Abnahme des Druckes,
welche durch die gleichzeitige Volumenzunahme und Temperatur-
abnahme bedingt wird, sei durch die isentropische Curve ab
dargestellt, so dass, wenn die Temperatur des Korpers bis Tx
gesunken ist, sein Volumen und sein Druck in tffund ib Uber-
gegangen sind.

Clausius, mecli. Warmethoorie, 1. 7

eine
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2. Man setzt den veranderlichen Korper mit einem Korper Kx
von der Temperatur 1\ in Verbindung, und lasst ihn dann sich
noch weiter ausdehnen, wobei ihm alle durch die Ausdehnung
verschwindende Warme von dem Korper Kx wieder ersetzt wird.
Von dem letzteren sei angenommen, dass seine Temperatur wegen
seiner Grosse oder aus irgend einem anderen Grunde durch diese
Wé&rmeabgabe nicht merklich erniedrigt wird, und daher als con-
stant zu betrachten ist. Dann behalt auch der veranderliche
Korper wahrend der Ausdehnung diese constante Temperatur,
und die Druckabnahme wird daher durch eine isothermische
Curve bc dargestellt. Die hierbei von abgegebene Warmemenge
heisse Qt.

3. Man trennt den veranderlichen Kérper von dem Korper .S",
und lasst ihn ohne dass er Warme aufnehmen'oder abgeben kann,
sich noch weiter ausdehnen, bis seine Temperatur von 1\ auf T2
gesunken ist. Die hierbei stattfindende Druckabnahme sei durch
die isentropische Curve cd dargestellt.

4. Man setzt den veranderlichen Kdrper mit einem Koérper K 2
von der constanten Temperatur 1\ in Verbindung und druckt ihn
dann zusammen, wobei er alle in ihm entstehende Wé&rme dem
Kdérper K 2 mittheilt. Diese Zusammendriickung setzt man so lange
fort, bis K2 dieselbe Warmemenge Qi empfangen hat, welche vor-
her von Kx abgegeben wurde. Der Druck nimmt hierbei nach der
isothermischen Curve de zu.

5. Man trennt den veranderlichen Kérper von dem Kérper K 3
und drickt ihn, ohne dass er Warme aufnehmen oder abgeben
kann, noch so lange zusammen, bis seine Temperatur von | 2 auf
den urspringlichen Werth T gestiegen ist, wobei der Druck nach
der isentropischen Curve ef zunimmt. Das Volumen on, in welches
der Korper auf diese Weise gebracht wird, ist kleiner als sein
ursprungliches Volumen oh, denn, dabei der Zusammendrickung d e
der zu Uberwindende Druck und demgemass die aufzuwendende
aussere Arbeit geringer waren, als die entsprechenden Gréssen bei
der Ausdehnung bc, so musste dafiir, wenn doch dieselbe Warme-
menge xentstehen sollte, die Zusammendriickung weiter fortgesetzt
werden, als néthig gewesen wéare, wenn die Zusammendriickungen
nur die Ausdehnungen hatten aufheben sollen.

6. Man bringt den veranderlichen Korper mit einem Kérper K
von der constanten Temperatur T in Verbindung und lasst ihn
sich bis zu seinem urspringlichen Volumen oh ausdehnen, indem
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ihm K die dabei verschwindende Wéarme ersetzt. Die dazu ndthige
Warmemenge heisse Q. Wenn der Kérper mit der Temperatur T
das Volumen oh erreicht, so muss auch der Druck wieder der
urspringliche sein, und die isothermische Curve, welche die letzte
Druckabnahme darstellt, muss daher gerade den Punkt a treffen.

Diese sechs Verdnderungen bilden zusammen einen Kreis-
process, da der veranderliche Koérper sich am Schlisse derselben
genau wieder in seinem Anfangszustande befindet. Von den drei
Korpern K, Kxund K2, welche bei dem ganzen Vorgéange nur in
sofern in Betracht kommen, als sie als Warmequellen oder Warme-
reservoire dienen, haben die beiden ersten die Warmemengen Q
und Qx verloren, und der letzte die Warmemenge Qx empfangen,
was man so aussprechen kann, dass Qx aus K x in K 2 Ubergegangen
und Q verschwunden ist. Die letztere Warmemenge muss nach
dem, was bei dem ersten Hauptsatze gesagt ist, in &ussere Arbeit
verwandelt sein. Der Gewinn an &dusserer Arbeit, welcher wahrend
des Kreisprocesses dadurch entstanden ist, dass der Druck bei
der Ausdehnung grosser, als bei der Zusammendrickung, und
daher die positive Arbeit grosser als die negative war, wird, wie
man leicht Ubersieht, durch den Flécheninhalt der geschlossenen
Figur abcdef dargestellt. Nennen wir diese Arbeit W, so muss
nach Gleichung (5a) des ersten Abschnittes Q = W sein.

Man sieht leicht, dass der hier beschriebene Kreisprocess den
am Anfange des Abschnittes 111! zur Betrachtung angewandten und
in Fig. 8 dargestellten Kreisprocess als speciellen Fall umfasst.
Wenn man namlich in Bezug auf die Temperatur T des Korpers
K die specielle Annahme macht, dass sie gleich der Temperatur
Tx des Korpers K x sei, so kann man den Kérper K ganz fortlassen,
und statt seiner den Koérper Kx anwenden, und erhalt dann das
Resultat, dass von der Warme, welche der Korper K x abgegeben
hat, ein Theil in Arbeit verwandelt, und der andere Theil zum
Korper K2 Ubertragen ist, wie es bei jenem frilher angewandten
Kreisprocesse war.

Der ganze hier beschriebene Kreisprocess lasst sich auch in
umgekehrter Weise ausfiihren, indem man zuerst in Verbindung
mit dem Korper K statt der vorher geschehenen Ausdehnung fa
jetzt die Zusammendriickung af bewirkt, und ebenso, immer unter
denselben Umstdnden, unter denen vorher die entgegengesetzten
Veranderungen geschahen, jetzt nach einander die Ausdehnungen
fe und ed und die Zusammendriickungen de, cb und ba geschehen

7*



100 Abschnitt 1Y.

lasst.  Hierbei werden offenbar von den Koérpern K und Kx
die Warmemengen Q und Qx aufgenommen und von K2 wird die
Wéarmemenge Qx abgegeben. Zugleich ist jetzt die negative Arbeit
grosser als die positive, so dass der Flacheninhalt der geschlossenen
Figur jetzt verbrauchte Arbeit darstellt. Das Resultat des um-
gekehrten Processes ist also, dass die Warmemenge Qx von K;
nach Kx Ubergefihrt, und die Warmemenge Q durch Arbeit er-
zeugt und an den Korper K abgegeben ist.

8 3. Aequivalente Verwandlungen.

Um die gegenseitige Abhéngigkeit der beiden gleichzeitig ein-
tretenden Verwandlungen kennen zu lernen, wollen wir zuerst an-
nehmen, dass die Temperaturen der drei Warmereservoire dieselben
bleiben, aber die Kreisprocesse, durch welche die Verwandlungen
bewirkt werden, verschieden seien, indem entweder verschiedene
veranderliche Koérper ahnlichen Verdnderungen unterworfen wer-
den, oder auch Kreisprocesse von beliebiger anderer Natur statt-
finden, welche nur der Bedingung gentigen mussen, dass die drei
Koérper K, Kv und K 2 die einzigen sind, welche Warme empfangen
oder abgeben, und ausserdem von den beiden letzten der eine so
viel empfangt, als der andere abgiebt. Diese verschiedenen Pro-
cesse kdnnen entweder umkehrbar sein, wie der vorher betrachtete,
oder nicht, und darnach &andert sich auch das fir die Verwand-
lungen geltende Gesetz. Indessen lasst sich die Aenderung, welche
das Gesetz fiur die nicht umkehrbaren Processe erleidet, leicht
nachtraglich hinzufiugen, und wir wollen uns daher vorldufig auf
die Betrachtung der umkehrbaren Kreisprocesse beschrénken.

Fur diese l&sst sich aus dem imvorigen Abschnitte aufgestellten
Grundsatze beweisen, dass die von K xnach K2 ibertragene Warme-
menge Qx zu der in Arbeit verwandelten Q bei ihnen allen in einem
und demselben Verhaltnisse stehen muss. Angenommen namlich,
es gabe zwei solche Processe, bei denen, wenn Q in beiden gleich
genommen wird, Qxverschieden wére, so kdnnte man nach einander
den einen, bei welchem Qx kleiner ware, direct, und den anderen
umgekehrt ausfihren. Dann wiirde die Warmemenge Q, welche
durch den ersten Process in Arbeit verwandelt wéare, durch den
zweiten wieder in Warme verwandelt und an den Korper &Tzurick-
gegeben werden, und auch im Uebrigen wirde sich am Schliisse
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Alles wieder in dem urspringlichen Zustande befinden, nur dass
mehr Warme von Kt nach K, als in umgekehrter Richtung Uber-
gefuhrt ware. Es hétte also im Ganzen ein Warmelbergang von dem
kalteren Kérper K 2nach dem warmeren K xstattgefunden, der durch
nichts compensirt wéare. Da dieses unserem Grundséatze widerspricht,
so muss die obige Annahme unrichtig sein, und Q muss zu Qxin
einem immer gleichen Verhaltnisse stehen.

Von den beiden in einem solchen umkehrbaren Kreisprocesse
vorkommenden Verwandlungen, kann jede die andere, wenn diese
im entgegengesetzten Sinne genommen wird, ersetzen, so dass,
wenn eine Verwandlung der einen Art stattgefunden hat, diese
wieder ruckgangig werden, und dafur eine Verwandlung der an-
deren Art eintreten kann, ohne dass dazu irgend eine sonstige
bleibende Veranderung néthig ist. Sei z. B. auf irgend eine Weise
die Warmemenge Q aus Arbeit entstanden und von dem Kérper
K aufgenommen, so kann man sie durch den oben beschriebenen
Kreisprocess dem Korper K wieder entziehen, und in Arbeit zuriick
verwandeln, aber es geht dafir die Warmemenge Qx von dem
Koérper Kx zu K2 tber. Sei ferner die Warmemenge Qx vorher
von Kx zu K2 Ubergegangen, so kann man diese durch die um-
gekehrte Ausfihrung des obigen Kreisprocesses wieder nach Kx
zuriickschaffen, indem man dafur die Warmemenge Q von der
Temperatur des Korpers K aus Arbeit entstehen l&sst.

Man sieht also, dass diese beiden Verwandlungsarten als
Vorgange von gleicher Natur zu betrachten sind, und zwei solche
Verwandlungen, die sich in der erwédhnten Weise gegenseitig er-
setzen konnen, wollen wir &quivalent nennen.

8.4. Aequivalenzwerthe der Verwandlungen.

Es kommt nun darauf an, das Gesetz zu finden, nach welchem
man die Verwandlungen als mathematische Grdssen darstellen
muss, damit sich die Aequivalenz zweier Verwandlungen aus der
Gleichheit ihrer Werthe ergiebt. Der so bestimmtemathematische
Werth einer Verwandlung moge ihr Aequivalenzwerth heissen.

Was zungchst den Sinn anbetrifft, in welchem jede Verwand-
lungsart als positiv zu rechnen ist, so kann man diesen bei der
einen willkdrlich wahlen, bei der anderen aber ist er dadurch
gleich mit bestimmt, indem man offenbar eine solche Verwand-
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lung als positiv annehmen muss, welche einer positiven Verwand-
lung der anderen Art aquivalent ist. Wir wollen im Folgenden
die Verwandlung aus Arbeit in Warme, und demgemass den Ueber-
gang von Warme von hoherer zu niederer Temperatur als positive
Verwandlungen rechnen. Man wird spater sehen, wodurch diese
Wahl des positiven und negativen Sinnes sich vor der entgegen-
gesetzten empfiehlt.

In Bezug auf die Grosse der Aequivalenzwerthe ist zundchst
klar, dass der Werth einer Verwandlung aus Arbeit in Warme
der Menge der entstandenen Warme proportional sein muss, und
ausserdem nur noch von ihrer Temperatur abh&ngen kann. Man
kann also den Aequivalenzwerth der Entstehung der Warmemenge

Q von der Temperatur T aus Arbeit ganz allgemein durch den
Ausdruck

Q-m

darstellen, worin f(T) eine fur alle Falle gleiche Temperatur-
function ist. Wenn in dieser Formel Q negativ wird, so wird
dadurch ausgedriickt, dass die Warmemenge Q nicht aus Arbeit
in Wérme sondern aus Warme in Arbeit verwandelt ist.

Ebenso muss der Werth des Ueberganges der Warmemenge
Q von der Temperatur 1\ zur Temperatur 1\ der Ubergehenden
Warmemenge proportional sein, und kann ausserdem nur noch von
den beiden Temperaturen abhangen. Wir kénnen ihn also all-
gemein durch den Ausdruck

Q.F{TuTi)

darstellen, worin F(T1 T3 ebenfalls eine fir alle Falle gleiche
Function der beiden Temperaturen ist, welche wir zwar noch nicht
naher kennen, von der aber soviel im Voraus klar ist, dass sie
durch Verwechslung der beiden Temperaturen ihr Vorzeichen um-

kehren muss, ohne ihren numerischen Werth zu &ndern, so dass
man setzen kann:

1) F(T2TD) = - F(1\,T2.

Um diese beiden Ausdriicke mit einander in Beziehung zu
bringen, haben wir die Bedingung, dass in jedem umkehrbaren
Kreisprocesse der oben angegebenen Art die beiden darin vor-
kommenden Verwandlungen gleich gross, aber von entgegen-
gesetzten Vorzeichen sein mussen, so dass ihre algebraische Summe
Null ist. Wahlen wir also zunéchst den Process, welcher oben
vollstdndig beschrieben ist, so wurde dabei die Warmemenge Q
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von der Temperatur T in Arbeit verwandelt, was als Aequivalenz-
werth — Q .f(T) giebt, und die Warmemenge von der Tem-
peratur 8\ zu Tj Ubergefuhrt, was als Aequivalenzwerth Qx.F (2\, T2
giebt, und es muss also die Gleichung

(2

gelten.

Denken wir uns nun einen eben solchen Process umgekehrt
ausgefihrt, und zwar in der Weise, dass die Kérper Kv und K2
und die zwischen ihnen {bergehende Wéarmemenge dieselben
bleiben wie vorher, aber statt des Korpers K von der Temperatur T
ein anderer Korper K' von der Temperatur T angewandt wird,
und nennen wir die in diesem Falle durch Arbeit erzeugte Warme-
menge 0', so haben wir, entsprechend der vorigen, die Gleichung:

)
Durch Addition dieser beiden Gleichungen unter Berlicksichtigung
von (1) ergiebt sich:

(4)

Sieht man nun, was natirlich gestattet ist, diese beiden nach
einander ausgefiihrten Kreisprocesse zusammen als Einen Kreis-
process an, so kommen in diesem die beiden Warmeibergange
zwischen 2T, und K2 nicht mehr in Betracht, da sie sich gerade
gegenseitig aufgehoben haben, und es bleiben also nur die Ver-
wandlung der von K abgegebenen Warmemenge Q in Arbeit, und
die Entstehung der von K' aufgenommenen Warmemenge Q' aus
Arbeit Ubrig. Diese beiden Verwandlungen von gleicher Art kon-
nen aber auch so zerlegt und zusammengesetzt werden, dass sie
wieder als zwei Verwandlungen von verschiedener Art erscheinen.
Halt man namlich einfach an der Thatsache fest, dass der eine
Korper K die Warmemenge Q verloren und der andere K' die
Menge Q' empfangen hat, so kann man den Theil, welcher in
beiden Mengen gemeinsam vorkommt, ohne Weiteres als von K zu
K" Ubergefiihrt betrachten, und braucht nur fiir den Gbrigen Theil,
um welchen die eine Menge grosser ist, als die andere, die Ver-
wandlung aus Warme in Arbeit (oder umgekehrt) als solche zu
bertcksichtigen. Sei z B. die Temperatur T hoher als T\ so hat
der auf diese Weise angenommene Warmelibergang die Richtung
vom warmeren zum kalteren Kdérper, und ist somit positiv. Dem-
nach muss die andere Verwandlung negativ, also eine Verwand-
lung aus Warme in Arbeit sein, woraus folgt, dass die von K ab-



104 Abschnitt 1Y.

gegebene Warmemenge Q grosser als die von K' empfangene Q'
ist. Zerlegen wir nun Q in die beiden Theile

Qund Q — Q,
so ist der erstere die von K zu K 1ibergefiihrte, und der letztere
die in Arbeit verwandelte Warmemenge.

Bei dieser Auffassungsweise erscheint der Doppelprocess als
ein Process von derselben Art, wie die beiden Processe, aus denen
er besteht, denn der Umstand, dass die in Arbeit verwandelte
Warme nicht von einem dritten Koérper, sondern von einem der-
jenigen beiden Korper herstammt, zwischen denen der Warme-
Ubergang stattfindet, macht keinen wesentlichen Unterschied, da
die Temperatur der in Arbeit verwandelten Warme beliebig ist,
und daher auch denselben Werth haben kann, wie die Temperatur
eines jener beiden Korper, in welchem Falle der dritte Korper
Uberflussig ist. Es muss daher fur die beiden Warmemengen Q

und Q — Q' eine Gleichung von derselben Form gelten wie (2),
namlich :

Eliminirt man hieraus vermittelst (4) die Grosse Q, und hebt dann
die Grosse 0" fort, so erhalt man die Gleichung

(5) . o
durch welche, da die Temperaturen T und 1" willkirlich sind, die
fur die zweite Verwandlungsart geltende Function von zwei Tem-
peraturen ganz allgemein auf die fir die erste Art geltende Func-
tion von Einer Temperatur zuriickgefihrt ist.

Fur die letztere Function wollen wir zur Abkirzung ein ein-
facheres Zeichen einfihren. Dabei ist es aber aus einem Grunde,
der spater ersichtlich werden wird, zweckmassig, nicht die Func-
tion selbst, sondern ihren reciproken Werth durch das neue Zeichen
darzustellen. Wir wollen daher setzen:

(6)

so dass nun x die unbekannte Temperaturtiinction ist, welche in
den Aequivalenzwerthen vorkommt. Wenn von dieser Function
besondere Werthe auszudriicken sind, welche den Temperaturen
Tu T2 etc. oder T',T" etc. entsprechen,'so soll dieses einfach da-
durch geschehen, dass die Indices oder Accente an « selbst gesetzt
werden, also tut2etc. oder z',t" etc. Dann lautet die Gleichung (5):
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Hiernach lasst sich der zweite Hauptsatz der mechanischen
Warmetheorie, welchen man, wie ich glaube, in dieser Form
passend den Satz von der Aequivalenz der Verwandlungen nennen
kann, folgendermaassen aussprechen.

Nennt man zwei Verwandlungen, welche sich, ohne dazu eine
sonstige bleibende Veranderung zu erfordern, gegenseitig ersetzen
kdnnen, &quivalent, so hat die Entstehung der Warmemenge Q von
der Temperatur T aus Arbeit den Aequivalenzwerth

und der Uebergang der Warmemenge Q von der Temperatur 1\ zur
Temperatur T2 den Aequivalenzwerth

worin r eine von der Art des Processes, durch welchen die Verwand-
lung geschieht, unabhangige Temperaturfunction ist.

8 5. Gesammtwerth aller in einem Kreisprocesse vor-
kommenden Verwandlungen.

Schreibt man den letzten im vorigen Paragraphen angefiihrten
Ausdruck in der Form

so sieht man, dass der Uebergang der Warmemenge Q von der
Temperatur 1\ zur Temperatur T2 denselben Aequivalenzwerth
hat, wie eine doppelte Verwandlung der ersten Art, namlich die
Verwandlung der Menge Q aus Wéarme von der Temperatur Tx in
Arbeit und aus Arbeit in Warme von der Temperatur T2 Eine
Erorterung der Frage, in wieweit diese dussere Uebereinstimmung
in dem Wesen der Vorgange selbst begriindet ist, wirde hier noch
nicht am Orte sein; jedenfalls aber kann man bei der mathemati-
schen Bestimmung des Aequivalenzwerthes jeden Warmelibergang,
gleichglltig wie er geschehen ist, als eine solche Combination
von zwei entgegengesetzten Verwandlungen der ersten Art be-
trachten.

Durch diese Regel wird es leicht, fur jeden noch so compli-
cirten Kreisprocess, in welchem beliebig viele Verwandlungen der
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beiden Arten Vorkommen, den mathematischen Ausdruck abzu-
leiten, welcher den Gesammtwerth aller dieser Verwandlungen
darstellt. Hiernach braucht man namlich bei einer Warmemenge,
welche ein Warmereservoir abgiebt, nicht erst zu untersuchen,
welcher Theil davon in Arbeit verwandelt wird, und wo der Ubrige
Theil hingeht, sondern kann statt dessen bei allen in dem Kreis-
processe vorkommenden Warmereservoiren jede abgegebene Warme-
menge im Ganzen als in Arbeit verwandelt, und jede aufgenommene
als aus Arbeit entstandene in Rechnung bringen. Nehmen wir also
an, dass als Warmereservoire die Kérper Ku K2 K ?etc. mit den
Temperaturen Ti, T2, etc. Vorkommen, und nennen wir die
Warmemengen, welche sie wahrend des Kreisprocesses abgegeben
haben, Qx, Q2  etc., wobei wir jetzt aufgenommene Warmemengen
als abgegebene negative Warmemengen rechnen wollen >), so wird
der Gesammtwerth aller Verwandlungen, welcher mit N bezeichnet
werden moge, folgendermaassen dargestellt:

oder unter Anwenduug eines Summenzeichens:

?)

Hierbei ist vorausgesetzt, dass die Temperaturen der Korper
Ki,K3K3etc. constant, oder wenigstens so nahe constant seien,
dass ihre Aenderungen vernachléssigt werden kénnen. Wenn aber
einer der Korper entweder durch die Abgabe der Warmemenge Q
selbst, oder aus irgend einem anderen Griinde seine Temperatur
wahrend des Processes so bedeutend andert, dass diese Aenderung
Beriicksichtigung erfordert, so muss man fur jedes abgegebene
Warmeelement d Q die Temperatur anwenden, welche der Kérper
bei seiner Abgabe gerade hat, wodurch natirlich eine Integra-
tion néthig wird. Nehmen wir der Allgemeinheit wegen an, dass
dieser Umstand bei allen Kérpern stattfinde, so erhalt die vorige
Gleichung folgende Gestalt:

J) Diese Wahl des positiven und negativen Sinnes der Warmemengen
stimmt mit der im vorigen Abschnitte getroffenen Uberein, wo wir eine
von dem verdnderlichen Kdrper aufgendmmene Warmemenge als positiv
und eine von ihm abgegebene als negativ rechneten, denn eine von einem
Waéarmereservoir abgegebene Wérmemenge ist von dem verdanderlichen
Korper aufgenommen und umgekehrt.
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®

worin das Integral auf alle von den verschiedenen Koérpern ab-
gegebenen Warmemengen zu beziehen ist.

8 6. Beweis, dass in einem umkehrbaren Kreisprocesse
der Gesammtwerth aller Verwandlungen gleich Null
sein muss.

Wenn der in Rede stehende Kreisprocess umkehrbar ist, so
lasst sich, wie complicirt er auch sei, beweisen, dass die in ihm
vorkommenden Verwandlungen sich gegenseitig gerade aufheben
missen, so dass ihre algebraische Summe gleich Null ist.

Angenommen namlich, es sei dieses nicht der Fall, sondern
die algebraische Summe der Verwandlungen habe einen von Null
verschiedenen Werth, dann denke man sich folgendes Verfahren
angewandt. Man theile alle vorkommenden Verwandlungen in zwei
Theile, von denen der erste die algebraische Summe Null hat, und
der zweite nur aus Verwandlungen von gleichen Vorzeichen be-
steht. Die Verwandlungen des ersten Theiles denke man sich in
lauter Paare von je zwei gleich grossen aber den Vorzeichen nach
entgegengesetzten Verwandlungen zerlegt. Wenn alle vorhandenen
Warmereservoire constante Temperaturen haben, so dass in dem
Kreisprocesse nur eine endliche Anzahl von bestimmten Tempe-
raturen vorkommt, so ist auch die Anzahl der Paare, die man zu
bilden hat, eine endliche; sollten aber die Temperaturen der
Warmereservoire sich stetig &ndern, so dass unendlich viele ver-
schiedene Temperaturen Vorkommen, und daher die abgegebenen
und aufgenommenen Warmemengen in Elemente zerlegt werden
mussen, so wird die Anzahl der Paare, die man zu bilden hat,
unendlich gross. Das macht indessen dem Principe nach keinen
Unterschied. Die beiden Verwandlungen jedes Paares lassen sich
nun durch einen oder zwei Kreisprocesse von der in 8 2 be-
schriebenen Form ruckgangig machen.

Seien namlich erstens die beiden gegebenen Verwandlungen
von verschiedener Art, sei z. B. die Warmemenge Q von der Tem-
peratur T in Arbeit verwandelt, und die Warmemenge aus
einem Korper Kx von der Temperatur 8\ in einen Kérper K2 von
der Temperatur T2 Ubertragen (wobei wir unter Q und Qx die
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absoluten Werthe der Warmemengen verstehen wollen), und sei
angenommen, dass die Grdssen der beiden Warmemengen unter
einander in der Beziehung stehen, dass man folgende der Gleichung
(2) entsprechende Gleichung habe:

Dann denke man sich den oben beschriebenen Kreisprocess in um-
gekehrter Weise ausgefuhrt, wodurch die Warmemenge Q von der
Temperatur T aus Arbeit entsteht, und eine andere Warmemenge
aus dem Korper K2 in den Korper Kx Ubertragen wird. Diese
letztere Warmemenge muss dann gerade gleich der in der vorigen
Gleichung stehenden Warmemenge Qx sein, und die gegebenen
Verwandlungen sind somit riickgéngig gemacht.

Sei ferner eine Verwandlung aus Arbeit in Warme und eine
aus Warme in Arbeit gegeben, sei z. B. die Warmemenge Q von
der Temperatur T durch Arbeit erzeugt, und die Warmemenge Q'
von der Temperatur T' in Arbeit verwandelt, und stehen diese
beiden in der Beziehung zu einander, dass man habe:

Dann denke man sich zuerst den oben beschriebenen Kreisprocess
ausgefuhrt, wodurch die Warmemenge Q von der Temperatur Tin
Arbeit verwandelt, und eine andere W&armemenge aus einem
Korper Kx in einen anderen Korper K2 Ubertragen wird. Darauf
denke man sich einen zweiten Kreisprocess in umgekehrter Weise
ausgefihrt, in welchem die zuletzt genannte Warmemenge Qt wie-
der von K., nach Kx zurucktransportirt werde, und ausserdem eine
Warmemenge von der Temperatur T' aus Arbeit entstehe. Diese
Verwandlung aus Arbeit in Warme muss dann, abgesehen vom
Vorzeichen, der vorigen Verwandlung aus Warme in Arbeit aqui-
valent sein, da sie beide einem und demselben Warmeiibergéange
aquivalent sind. Die aus Arbeit entstandene Warmemenge von
der Temperatur T' muss daher eben so gross sein, wie die in der
vorigen Gleichung stehende Warmemenge Q', und die gegebenen
Verwandlungen sind somit riickgangig' gemacht.

Seien endlich zwei Wéarmelbergange gegeben, sei z. B. die
Warmemenge aus einem Korper Kx von der Temperatur 1\ in
einen Korper K2 von der Temperatur T2 und die Warmemenge
Q\ aus einem Korper K'2 von der Temperatur T2 in einen Korper
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K'i von der Temperatur T[ Ubergegangen, und stehen diese zu
einander in der Beziehung, dass man habe:

Dann denke mau sich zwei Kreisprocesse ausgefiihrt, in deren
einem die Wé&rmemenge von K,2 nach Kx Ubertragen, und da-
bei die Warmemenge Q von der Temperatur T durch Arbeit erzeugt
werde, wahrend im zweiten dieselbe Warmemenge Q wieder in
Arbeit verwandelt, und dabei eine andere Warmemenge von K\
nach K'2 Gbertragen werde. Diese andere Warmemenge muss dann
gerade gleich der gegebenen Wéarmemenge Q[ sein, und die beiden
gegebenen Warmelbergéange sind somit riickgangig gemacht.

Wenn durch Operationen dieser Art alle Verwandlungen des
ersten Theiles rickgangig gemacht sind, so bleiben nur die den
Vorzeichen nach Ubereinstimmenden Verwandlungen des zweiten
Theiles ohne irgend eine sonstige Veranderung ubrig.

Waren nun diese Verwandlungen negativ, so kénnten sie nur
Verwandlungen aus Wéarme in Arbeit und Wéarmeibergdnge von
niederer zu héherer Temperatur sein, und von diesen Hessen sich
noch die Verwandlungen der ersteren Art durch Verwandlungen
der letzteren Art ersetzen. Wenn namlich eine Warmemenge Q
von der Temperatur T in Arbeit verwandelt ist, so braucht man
nur den in 8 2 beschriebenen Kreisprocess in umgekehrter Weise
auszufiuihren, wobei die Warmemenge Q von der Temperatur T
durch Arbeit erzeugt, und zugleich eine andere Warmemenge
aus einem Korper K2 von der Temperatur T2 in einen Korper Kx
von der hoéheren Temperatur Tx Ubertragen wird. Dadurch wird
die gegebene Verwandlung aus Warme in Arbeit rickgéangig
gemacht und durch den Warmetbergang von K2 nach K, ersetzt.
Nach Anwendung dieses Verfahrens wiirden schliesslich nur Warme-
Ubergénge von niederer zu héherer Temperatur Ubrig bleiben, die
durch nichts compensirt waren. Da dieses unserem Grundsatze
widerspricht, so muss die Voraussetzung, dass die Verwandlungen
des zweiten Theiles negativ seien, unrichtig sein.

Waéren ferner jene Verwandlungen positiv, so wirde nun die
Bedingung, dass der in Rede stehende Kreisprocess umkehrbar sein
soll, in Betracht zu ziehen sein. D&chte man sich namlich den
ganzen Kreisprocess umgekehrt ausgefiihrt, so wiirden dabei alle
in ihm vorkommenden Verwandlungen das entgegengesetzte Vor-
zeichen annehmen, und jene Verwandlungen des zweiten Theiles
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wirden somit negativ werden. Dadurch wirde man abermals zu
dem obigen mit unserem Grundsatze unvereinbaren Falle gelangen.

Da hiernach die Verwandlungen des zweiten Theiles weder
positiv noch negativ sein kdénnen, so kénnen sie tberhaupt nicht
existiren, und der erste Theil, dessen algebraische Summe Null
ist, umfasst somit alle in dem Kreisprocesse vorkommenden Ver-
wandlungen. Demnach kdénnen wir in der Gleichung (8) N — 0
setzen, und erhalten dadurch als analytischen Ausdruck des zweiten
Hauptsatzes der mechanischen Warmetheorie fir umkehrbare
Kreisprocesse die Gleichung:

(VIL.)

8 7. Die Temperaturen der vorkommenden Warme-
mengen und die Entropie.

Bei der vorstehenden Ableitung der Gleichung (VII.) wurden
die Temperaturen der in Betracht kommenden Warmemengen nach
den Wéarmereservoiren bestimmt, aus welchen sie herstammen, oder
in welche sie Ubergehen. Betrachtet man nun aber einen umkehr-
baren Kreisprocess, welcher darin besteht, dass ein Kdérper eine
Reihe von Zustandsdnderungen durchmacht, und zuletzt wieder in
seinen Anfangszustand zuriickkehrt, so muss dieser veranderliche
Korper, wenn er mit einem Warmereservoir zur Aufnahme oder
Abgabe von Warme in Verbindung gesetzt wird, dieselbe Tem-
peratur haben, wie das Warmereservoir, weil nur in diesem
Falle die Warme eben so gut von dem Warmereservoir zu dem
veranderlichen Kérper, wie in umgekehrter Richtung Ubergehen
kann, was fir die Umkehrbarkeit des Kreisprocesses erforder-
lich ist. Absolut kann diese Bedingung zwar nicht erfillt sein,
da bei ganz gleicher Temperatur tGberhaupt kein Warmetbergang
eintreten wirde, aber man kann sie wenigstens als so nahe erfullt
annehmen, dass die kleinen noch vorhandenen Temperaturdiffe-
renzen in der Rechnung zu vernachlassigen sind.

In diesem Falle ist es naturlich einerlei, ob man die Tempe-
ratur einer bergehenden Warmemenge der Temperatur des Warme-
reservoirs oder der augenblicklichen Temperatur des veranderlichen
Kérpers gleichsetzen will, da beide unter einander tbereinstimmen.
Hat man aber einmal die letztere Wahl getroffen, und festgesetzt,
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dass bei der Bildung der Gleichung (VII.) fur jedes Warmeelement
d Q diejenige Temperatur in Rechnung gebracht werden soll,
welche der veranderliche Kérper bei seiner Aufnahme gerade hat,
so kann man nun den Warmereservoiren auch beliebige andere
Temperaturen zuschreiben, ohne dass dadurch der Ausdruck

f~ ~ irgend eine Aenderung erleidet. Bei dieser Bedeutung

der vorkommenden Temperaturen kann man also die Gleichung
(VIL) als gultig betrachten, ohne sich darum zu bekimmern, wo
die von dem veranderlichen Korper aufgenommene Wé&rme her-
kommt oder die von ihm abgegebene Warme hingeht, wenn der
Process nur im Uebrigen umkehrbar ist.

Der unter dem Integralzeichen stehende Ausdruck . wenn

er in dem eben angegebenen Sinne verstanden wird, ist das Diffe-
rential einer auf den Zustand des Korpers bezlglichen Grosse,
und zwar einer Grosse, welche vollkommen bestimmt ist, sobald
der augenblickliche Zustand bekannt ist, ohne dass man den Weg,
auf welchem der Koérper in denselben gelangt ist, zu kennen
braucht, denn nur in diesem Falle kann das Integral jedesmal
gleich Null werden, so oft der Kérper nach beliebigen Veranderungen
wider in seinen Anfangszustand zuriickkommt. Ich habe bei
einer anderen Gelegenheit]), nach Einfihrung einer gewissen Er-
weiterung des Satzes von der Aequivalenz der Verwandlungen, den
Vorschlag gemacht, diese Grosse nach dem griechischen Worte
TQGitr], Verwandlung, die Entropie des Korpers zu nennen. Die
vollstandige Erklarung dieses Namens und der Nachweis, dass er
die Bedeutung der betreffenden Grosse richtig ausdrickt, kann
freilich erst an einer spateren Stelle gegeben werden, nachdem
die eben erwdhnte Erweiterung besprochen ist, indessen wollen
wir der Bequemlichkeitwegen diesen Namen schon jetzt anwenden.

Bezeichnen wir die Entropie des Korpers mit S, -so kénnen
wir setzen:

oder umgeschrieben:
(VL)

1) Pogg. Ann. Bd. 125, S. 390.
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8 8 Die Temperaturfunction r.

Um die Temperaturfunction z zu bestimmen, wenden wir das-
selbe Verfahren an, welches wir im vorigen Abschnitte, 8 7, an-
gewandt haben, um die Function 0(TuT2 zu bestimmen. Da
nédmlich die Function r von der Natur des beim Kreisprocesse an-
gewandten verdnderlichen Korpers unabhdngig ist, so kommt es
nur darauf an, bei einem mit irgend einem Korper ausgefiihrten
Kreisprocesse ihre Form zu bestimmen. Wir wahlen dazu als ver-
anderlichen Koérper wieder ein vollkommenes Gas und denken uns
mit demselben, wie in jenem Paragraphen, einen einfachen Kreis-
process ausgefihrt, in welchem das Gas nur bei Einer Temperatur,
welche wir T nennen wollen, Warme aufnimmt, und bei einer
anderen Temperatur, welche heissen mdge, Warme abgiebt.
Die beiden Warmemengen, welche in diesem Falle aufgenommen
und abgegeben werden, und deren absolute Werthe mit Q und
bezeichnet werden mdogen, stehen, gemass der Gleichung (8) des
vorigen Abschnittes, in folgendem Verhaltnisse zu einander:

©)

Nun erhalten wir aber andererseits, wenn wir die Gleichung (VI1.)
auf diesen einfachen Kreisprocess anwenden, indem wir dabei die
Abgabe der Warmemenge Qx als Aufnahme der negativen Warme-
menge — Qx in Rechnung bringen, die Gleichung:

woraus folgt:
(10)

Aus der Vereinigung der Gleichungen (9) und (10) ergiebt sich:

oder:
(11)

Betrachten wir nun T als eine beliebige und 1\ als eine gegebene
Temperatur, so kénnen wir die vorige Gleichung so schreiben;

(12) x — T . Const.,
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und die Temperaturfunction z ist somit bis auf einen constanten
Factor bestimmt.

Welchen Werth wir dem constanten Factor zuschreiben wollen,
ist gleichgiltig, da er sich aus der Gleichung (VII.) fortheben
lasst und somit auf die mit dieser Gleichung angestellten Rech-
nungen ohne Einfluss ist. Wir wollen daher den bequemsten
Werth, namlich die Einheit, wahlen, wodurch die vorige Gleichung
Ubergeht in:

Demnach ist die Temperaturfunction x nichts weiter, als die ab-
solute Temperatur selbst.

Da die hier ausgefiihrte Bestimmung der Function x sich auf
die fir Gase abgeleiteten Gleichungen stitzt, so bildet die bei der
Behandlung der Gase gemachte Nebenannahme, dass ein voll-
kommenes Gas, wenn es sich bei constanter Temperatur ausdehnt,
nur so viel Warme verschluckt, wie zu der dabei gethanen &usseren
Arbeit verbraucht wird, eine der Grundlagen, auf welchen diese
Bestimmung beruht. Sollte Jemand wegen dieses Grundes Be-
denken tragen, diese Bestimmung als vollstdndig zuverléssig an-
zuerkennen, so konnte er in den Gleichungen (VIL.) und (VIIL.)
x als Zeichen einer noch unbestimmten Temperaturfunction bei-
behalten, und die Gleichungen in dieser Form anwenden. Ein
solches Bedenken wiirde aber meiner Ansicht nach nicht gerecht-
fertigt sein, und ich werde daher im Folgenden immer T an die
Stelle von t setzen. Dadurch gehen die Gleichungen (VII.) und
(VL) in diejenigen Uber, welche schon im vorigen Abschnitte
unter (V.) und (VI.) gegeben wurden, namlich:

Clausius, mechan. Warmetheorie. 1. 8
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