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Sur I’interpolation (I)
par

J. MARCINKIEWICZ (Wilno).

Soit donnée une fonction f(x) continue et de période 2.« .
D aprés les théoréemes classiques, quel que soit n naturel on peut
former un polynome trigonométrique d’ordre n au plus, coincidant
avec f(x) en (2n +1) points différents de l'intervalle (0, 2n).

On sait que ce polynome est unique ® Son expression ana-
lytique, en général assez compliquée, devient bien simple si
I'on prend pour la base d’interpolation les 2n +1 points

) Voir p. ex. Jackson [1], p. 109 sqq.
s) Jackson [1], p. 116; voir aussi Marcinkiewicz [1].
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En partant de cette remarque j'essaye de développer la
théorie des polynomes Un(/, x) parallelement & celle des séries
de Fourier.

Dans cette note je m’occuppe seulement des fonctions con-
tinues. En particulier, les paragraphes 1 et 2 contiennent les
théorémes négatifs sur la sommabilité forte et ordinaire de la
suite Un(/, x), les paragraphes 3, 4, 5 les théorémes positifs
relatifs a la convergence, enfin au paragraphe 6 je donne la
résolution positive du probléme de la convergence ,.en moyenne".

Le dernier paragraphe est consacré a I’énoncé de quelques
guestions restant ouvertes.

8 1.

Théoréme 1 On peut définir une fonction f(x) continue
et de période 2« de sorte que |’'on ait pour x =0, 2n

5 Jackson [1], p. 115.















On prouve par la méme méthode le

Théoreme 4. Si la fonction f(x) continue et impaire admet
les coefficients de Fourier décroissants et d'ordre o(n_1) alors
la suite {Un(/, X)} converge uniformément.

s) Ces formules sont connues; voir p. ex. Jackson [1], Tonelli [1],
Marcinkiewicz [1].



Démonstration. Remarquons que la série de Fourier
d’une fonction remplissant les conditions du théoréme converge
uniformément. Il en résulte qu’il suffit de prouver la convergence
uniforme vers zéro de la suite {Un(/, X) — Sn(/, X)}.

Or on a, d’aprés les formules (3.1) et (3.2)

Démonstration. Nous allons prouver la formule (4.2)
en tout point X, en laissant au lecteur la démonstration qu’elle
subsiste uniformément. Pour simplifier I’écriture, posons f(X) = 0.

On a

? T



°) C’est la relation de Parseval pour les polynomes d’interpolation.






On peut aussi établir cette proposition sans faire appel au
théoréeme 5, méme d’une facon trés simple, si I’'on remarque que

Dans une noteld j’ai construit une fonction f(x) continue
dont la suite {£/_(/)} diverge presque partout tout en restant uni-
formément bornée par rapport a x et n.

Les limites d’indétermination de la suite {Un(f, *)} étant
supposées finies dans un ensemble de mesure positive, il s’impose
le probléme quelle est la relation entre la fonction / et ces limi-
tes d’indétermination. On a a cet égard le

La demonstration de ce theoreme ne ditrere pas de celle
de la proposition analogue dans la théorie des séries de Fourier,
et I'on n’a qu’appliquer le théoreme 5 au lieu des résultats con-
cernant la sommabilité (C, 1). C’est uniquement pour la commo-
dité des lecteurs que je vais réproduire les calculs.

Soient G un sous-ensemble positif de E et {en}, *,~+0, une
suite de nombres positifs définis de maniére a satisfaire

Admettons que la fonction S*(x) est continue dans b. Le
point X ¢ <S étant un point de densité de I'ensemble <S, on peut
choisir une suite {AJ telle que nhn->n et x =+ ¢ <Spour chaque n.
Supposons enfin que /(x) — O; alors

D) Marcinkiewicz [1]; voir aussi Grunwald [1],
13 Pour les problemes analogues dans la théorie des séries de Fourier
voir Kuttner [1], Marcinkiewicz et Zygmund [1],












10 Ce théoréme est un cas particulier de I'inégalité (6.5), mais nous pré-
ferons de donner une démonstration sans faire appel au théoréeme 10.
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Uber zwei Satze von G. Fichtenholz und L. Kantorovitch

von

F. HAUSDORFF (Bonn).

f(x) sei eine Abbildung von A in A*, d. h. jedem X¢A
ist ein f(x)¢A* zugeordnet. Beliebig viele solche Abbildungen
mobgen zuesentlich verschieden heifien, wenn es zu endlich vielen
verschiedenen fk unter ihnen immer mindestens eine Stelle
X gibt, wo /j {X),... ,fk(x) paarweise verschieden sind.

Beliebig viele Teilmengen Z der Menge C mbdgen unab-
hangig heifien, wenn fiir endlich viele verschiedene ZlIt...,Zp,
Z'..... Z' unter ihnen immer






Beitrage zur Theorie der Orthogonalentwicklungen(V)

von

W. ORLICZ (Lwow).

Es sei {P;(X)} ein in (0,1) orthogonales, normiertes Funk-
tionensystem. Wir werden im Folgenden ein solches System kurz
mit OS bezeichnen. Wir sagen, dafi das OS {<jr,®} gleichmafiig
beschrankt ist, wenn die Ungleichung |<h(x)] K {h—123..)
fir fast aile X stattfindet. In dieser Arbeit betrachten wir einige
Eigenschaften der Reihe

wobei wir voraussetzen, dafi diese Reihe fir jede oder fast jede
Vorzeichenverteilung (der Sinn des letzten Ausdruckes soli im
Folgenden prazisiert werden) die Entwicklung einer Funktion
eines gewissen Funktionenraumes ist. Die hier bewiesenen Satze
bilden eine Weiterfihrung friherer Untersuchungen des Verfas-
serss); zu betonen ist, dafi wir aufier den friher untersuchten
Raumen a #1, (z,*), (C) noch den Raum (K*) der mit den
Funktionen von beschrankter Variation aquivalenten Funktionen
betrachten.

Manche auf Reihen obiger Gestalt bezugliche Fragen wur-
den im Spezialfall des trigonometrischen Systems und fir fast
aile Vorzeichenverteilungen von verschiedenen Verfassern behan-

%) Der Inhalt dieser Arbeit wurde in der Sitzung vom 26.5.1934 der
Poln. Math. Gesellschaft (Abteilung Lwéw) vorgetragen.

) Siehe: W. Or liez, Beitrage zur Theorie der Orthogonalentwicklungen
(), (1), Studia Math. 1 (1929) p. 1-39, p. 241-255; (lll) Bull. Ac. Pol. (1932)
p. 229—23S. Diese Arbeiten zitieren wir im folgenden als Beitrage (l), (lI), (lII)



delt (Littlewood, Paley, Zygmund, Salem’)); der Satz 5 dieser
Arbeit bildet eine Verallgemeinerung eines frilher von Littiewood
fur das trigonometrische System bewiesenen Satzes.

8 1.

In der Theorie der Orthogonalentwicklungen ist es Ublich
zwei Funktionen nur dann ais verschieden zu betrachten, wenn
sie nicht aquivalent sind, d. h. nicht fir fast jedes x des Defini-
tionsintervalls identisch sind. Da man also verschiedene aquiva—
lente Funktionen nicht unterscheiden will, so werden wir in dieser
Arbeit unter einer Funktion von beschrankter Variation, immer —
wenn das Gegenteil nicht ausdriicklich bemerkt wird — eine
solche Funktion verstehen, welche einer Funktion von beschrank-
ter Variation (im gewohnlichen Sinne des Wortes) aquivalent ist.
Mit (K*) bezeichnen wir die Menge aller so erklarten Funktio-
nen von beschrankter Variation. Wenn wir die Addition von
Funktionen aus (K*) sowie auch ihre Multiplikation mit reellen
Zahlen wie gewbdhnlich definieren, so kann ersichtlich (K*) ais
ein linearer Raum betrachtet werden.

3 J.E.Littlewood, On mean values of power series (llI), Journal

London Math. Soc. 5 (1930) p. 179—182; R. E. A. C. Paley — A. Zygmund,
On some senes of functions (1), Proc, Cambr. Phil. Soc. 26 (1930) p. 337—357;
R. Salem, Sur une propriété des séries de Fourier des fonctions de carré
sommable, C. R. 197 (1933) p. 113-115.









§ 2.

Satz 1. Es bezeichne (S) einen von den folgenden Rau-
men: a) (L) d. h. den Raum der mit der a-ten Potenz (a > 1)
integrierbaren Funktionen; b) (Lx) d. h. den Raum der wesentlich
beschrankten Funktionen; c) (V*) d. h. den Raum der Funktionen
von beschrankter Variation.

Gegeben sei ein in (5) vollstandiges OS{cp.(x)}, dessen
Funktionen beschrankt sind und aufierdem dem Raume (S) ange-
horen. 1st die Reihe

Beweis. Wir werden hier den Beweis fir den Raum (K*)
durchfiihren. Sei (n) die Menge aller unendlichen Folgen «— {«.},
wo f.= +1. Die Menge (n) kann man als einen metrischen
Raum auffassen, wenn wir die Entfernung zweier Elemente
sl e2e (n) durch die Formel












§ 3.

Mit sjcoj £2(0> es (0 ~ bezeichnen wir die Funktionen des
RADEMACHER'sehen OS (von sQ(i) sehen wir hier ab). Um die /-te

5 Fur (La) siehe Beitrage (ll); fur (V*) siehe: S. Banach und S. Ma-
zur, Zur Theorie der linearen Dimension, Studia Math. 4 (1933) p. 100—112, insb.
p. 108. Im letzten Falle ergibt sich die uns interessierende Tatsache auch ieicht
aus Hilfssatz 6 der vorliegenden Arbeit.



Funktion e.(t) zu erhalten, zerlegt man das Intervall (0,1) in

2 gleiche Teilintervalle und setzt in ihren Innern e.(t) abwech-
seind = 1 und O in den Endpunkten der Teilintervalle; somit
stellt ersichtlich die Funktionenfolge {«,(0} sédmtliche unendlichen
Vorzeichenverteilungen (bis auf eine abzahlbare Menge) in Ab-
héngigkeit von dem Parameter t dar, wo t eine Menge Z durch-
lauft, die das ganze Intervall (0,1) bis auf die abzahlbare Menge
der Endpunkte aller Teilintervalle ausmacht. 1st0,~ (t) () (t)...
die dyadische Entwicklung einer Zahl | aus Z, so entspricht ihr
umkehrbar eindeutig die Vorzeichenverteilung «.(¢) wobei *, (0 =

") Vgl. die unter 3 zit. Arbeit der Herren Paley und Zygmund oder
auch: A. Zygmund, Trigonometrical Series, Warszawa (1935), p. 127—128.



vorausgesetzt, so findet dies sicher (vgl. Satz 3) nicht fur jede
Vorzeichenverteilung statt. Im allgemeinen kommt also die Unter-
suchung der Orthogonalreihen fur jede Vorzeichenverteilung und
fast jede Vorzeichenverteilung nicht auf dasselbe hinaus.

Satz 4. Unter denselben Voraussetzungen wie im Satz 1
gilt folgendes: Entweder ist die Reihe (1) fir fast jede Vor-
zeichenverteilung die Orthogonalentwicklung einer Funktion aus
(5), oder fir fast jede Vorzeichenverteilung trifft das Gegenteil.

Beweis. Mit T bezeichnen wir die Menge derjenigen
Werte leZ, fir welche die Reihe (1), e = s.(t) gesetzt, die
Orthogonalentwicklung einer Funktion aus (S) ist. Wir setzen

lung hochstens aut endhch vielen otellen von O, N3... ver-
schieden ist, so gehdrt mit tauch t' der Menge T an. Da es aber
eine wohlbekannte Tatsache ist, dafi eine mefibare Menge mit
dieser Eigenschaft entweder das MaB 1 oder O besitzt, so ist
unser Satz bewiesen.

Analog ergibt sich der folgende Satz:

Satz 4'. Unter denselben Voraussetzungen zvie im Satz 2
ist die Reihe (1) entweder fur fast jede Vorzeichenverteilung die
Orthogonalentwicklung einer Funktion aus (ZJ, oder fiir fastjede
Vorzeichenverteilung trifft das Gegenteil.






(13) ergibt.

Satz 5 Von dem OS {<p.(X)} setzen wir voraus, dafi es
aus beschrankten Funktionen besteht und in (L“) vollstandig
bezw. in (C) abgeschlossen ist, je nachdem a > 1 bzw. a — 1 ist.
Dafiir, dafi die Reihe (1) fur fast jede Vorzeichenverteilung die
Entwicklung einer Funktion aus (L 9) darstelle, ist notwendig und
hinreichend, dafi die folgende Beziehung bestehe:



ist die Orthogonalreihe (1) in jedem Punkte, in welchem (16)
gilt, im Mittel mit der Potenz a konvergent, und stellt mithin
die Orthogonalentwicklung einer Funktion aus (L ) dar.

2°. Wir werden jetzt die Notwendigkeit der angefiihrten
Bedingung beweisen. Es sei also fiir fast jede Vorzeichenvertei-
lung die Reihe (1) die Entwicklung einer Funktion aus (L“); da
die Menge Ar der /-Punkte aus Z, fur welche |j£/(s(0)IL~ r
(wie dies aus dem vorangehenden Beweise hervorgeht) mefibar
ist, so ist eine der Mengen Ar, etwa Ara von positivem Mafie.
Setzen wir









valent. Der sich daraus fir a = 1 ergebende Satz bildet eine
Verallgemeinerung des von J. E. Littiewooa § flr das trigono-
metrische OS bewiesenen Satzes.

2°. Die folgenden Konsequenzen unseres Satzes verdienen
besonders betont zu werden : Wenn — unter den Voraussetzun-
gen des Satzes 5 — die Reihe (1) fir fast jede Vorzeichenver-
teilung die Orthogonalentwicklung einer Funktion aus (L“) ist,
so ist sie fir fast jede Vorzeichenverteilung: a) im Mittel mit
der Potenz a konvergent, b) fir fast jedes x konvergent. Wir
haben a) im Laufe des Beweises gezeigt; was b) betrifft, so
genigt es zu bemerken, dafi aus (14) die Konvergenz der Reihe

£ pt <Pi(x) fur fast jedes x folgt, woraus sich nach einer gelau-
i= 1
figen Methode unsere Behauptung ergibt9.

Wir betrachten den Raum (V) aller in <0,1) definierten Funk-
tionen, die (im gewbdhnlichen Sinne) von beschrankter Variation
sind; die Norm erklaren wir durch |U|IV= 1/(0) t+ Var. (/(*)).

Hilfssatz 6. Die Funktionen f.(x) (0 < x 1) seien im
gewobhnlichen Sinne von beschrankter Variation; es bestehe fir
eine Konstante K die Ungleichung

8 Siehe ).
9 Vgl. dazu die unter 3 zit. Arbeit der Herren Paley und Zygmund,
p- 339.






(Regu par la Rédaction le 18. 11. 1935).



Sur la convergence des séries orthogonales
par

J. MARCINKIEWICZ (Wilno).

1. Le but de cette note est de démontrer les deux thé-
orémes suivants:
Théoreme A. Pour chaque systeme {pi(x)) orthogonal et norme
dans (o, n) on peut choisir une suite {n;} de sorte que I'expression



Le théoreme A généralise dans un sens certains théoremes
de M. M. Kolmogoroff et Kaczmarz2d. Le théoréme B montre
que I’'hypothése (1.2) ne peut pas étre remplacée par celle que
la série

Y A. Kolmogoroff, Une contribution a I’étude de la convergence des
séries de Fourier, Fund. Math. 5 (1924) p. 96—97.

2 S. Kaczmarz, Note on orthogonal series |, Studia Math. 5 (1935)
p. 24-28.









9 Voir A. Zygmund, Trigonometrical series, Warszawa 1935, p. 252.






(Recu par la Rédaction le 16. 12. 1935).



Sur les fonctions indépendantes ()
(Propriétés générales)
par

M. KAC (Lwoéw).

Ce travail a pour but le développement systématique des
idées de M. H. Steinhaus contenues dans son travail ,Les proba-
bilités dénombrables et leur rapport a la théorie de la mesure**')
Dans ce travail M. Steinhaus @ montré entre autres que les théoremes
sur la convergence de séries orthogonales de M. H. Rademacher
répondent a la quesg)on, quelle est la probabilité de la conver-

gence de la série =+ cn quand les signes % sont choisis au
m—1

hasard avec une probabilité égale. Cette probabilité est égale

a la mesure de l'ensemble ou la série de M. Rademacher?

()] . X . vo2

J* enfnW  es* convergente, c'est-a-dire a 1 si cn < co,
n=1 n—~I
a 0 dans le cas contraire. Cette importante remarque a permis
de résoudre d’autres problémes relatifs aux probabilités dénom-
brables par leur réduction a la théorie des systemes orthogonaux3.

> Fund. Math. 4 (1923) p. 287-310.

2 H. Rademacher, Einige Satze iiber Reihen von allgemeinen Ortho-
gonalfunktionen, Math. Ann. 87 (1922) p. 112—138; spécialement Chap. VI.

9 a) H. Steinhaus, Sur la probabilitt de la convergence de séries,
Studia Math. 2 (1930) p. 21—39; b) A. Khintchine u. A. Kolmogoroff,
Ober Konvergenz von Reihen, deren Glieder durch den Zufall bestimmt wer-
den, Recueil Math, de Moscou 32 (1925) p. 668—677; c) A. Rajc hman, Prawo
wielkich liczb, Mathesis Polska 6 (1931) p. 66—74 et Zaostrzone prawo wiel-
kich liczb, Mathesis Polska 6 (1931) p. 145—161 (en polonais).



On doit a M. Steinhaus une définition de I'indépendance
des fonctions, en nombre fini ou infini. D’apres cette définition
que nous publions ici, certains systémes orthogonaux introduits
par M. Steinhaus lui-méme4) et par d’autres auteurs, tels que le
systeme {€2"1%} et celui de M. Rademacher, sont constitués par
des fonctions indépendantes.

Certains théoréemes, que nous démontrerons dans la suite,
correspondent aux théorémes connus du calcul des probabilités,
mais nous en donnerons des démonstrations plus simples. 11 nous
semble aussi que les résultats obtenus ne sont pas sans intérét
pour la théorie des systémes orthogonaux.

1. Les fonctions, dont nous parlerons dans la suite, sont
supposées définies et mesurables dans I'intervalle <0,1). Soit
f(x) une telle fonction; nous désignons par Ef chaque ensemble
de la forme

Efa<f(x) < (S, Efa</(» < N} etc.

Définition 1. Les fonctions /x(*),..., fk(x) sont indépen-
dantes (au sens de M. Steinhaus) Si

IE.X...XE, 1= Ef \. IEf |
h Tk h 'k
pour tous les ensembles Ef ,... ,Eﬁ(.
i

Définition 2. Les fonctions f(x) (z= 1,2...) forment
une suite de fonctions indépendantes, si chaque systeme fini de
ces fonctions est composé des fonctions indépendantes au sens
de la définition J.

Lemme 1. Si les fonctions f*(x) et f2(x) sont indépendan-

tes et si l'intégrale J f 2(x)dx existe, alors

(0] .
|

Jfi () dx = 1Efil.Jf2(x)dx .









les Xf) étant continues. Il est assez facile de voir qu’un

tel ensemble est une somme finie ou dénombrable d’ensembles
disjoints de la forme E; X ... X Ef .

Remarquons aussi que si les fonctions fi(x) sont indépen-
dantes et les fonctions 0.(x) continues (on peut supposer qu’elles
sont seulement mesurables), alors les fonctions 0. (*)) sont indé-
pendantes.

2. Théoréme 1 Pour que les fonctions /, (X) etf2(x) soient
indépendantes, il suffit (la nécessité est évidente d'apres le lemme 2)
gue l'on ait









Nous avons en méme temps retrouvé une formule importante de
M. G. po1ya 7). Notre méthode permet aussi de calculer certaines
intégrales des fonctions qui dépendent d’une infinite dénombrable
de variables.

4. Dans la suite nous supposons
i i

ldx —b .



D’apres le bien connu théoréme de W eierstrass sur la con-
vergence d’une suite de séries de puissances, (6) et (7) donnent

est convergente presque partout.

En s’appuyant sur le lemme 4 et les remarques finales du
n° 1, nous n’avons qu’a répéter la démonstration d’un théoréme
analogue de M. steinhaus 8).

Comme une consequence simple, nous obtenons ce corollaire:
Si

(voir théoreme 3); en se servant d’un théoreme bien connu de
Kronecker, On obtient notre proposition. Cette proposition cor-
respond a la ,loi forte des grands nombres” de M. A. Kolmo-
goroff. Nous pouvons démontrer cette loi d’une fagon trés simple,
sous des conditions un peu différentes.

1
Théoreme 4. Si chaques quatre fonctions de la suite {f.{x)}
sont indépendantes et









Théoreme 6. Sous les conditions du théoreme 3, nous avons

6. L’analogie entre les fonctions indépendantes et les ,va-
riables éventuelles indépendantes” est évidente. Nous voulons
montrer sur un exemple, comment on peut appliquer les fonctions
indépendantes au calcul des probabilités. Nous démontrerons la
proposition suivante:

J) Cette relation pour les fonctions de Kademacher a ete obtenue par
MM. S. Kaczmarz et H. Steinhaus (Theorie der Orthogonalreihen, Monogr.
Mat. 6 (1935) p. 132). Pour la démonstration, les auteurs utilisent I'inégalité de
M. Khintchine et ils obtiennent la constante (Pour les fonctions de Rade-
macher R (@) = R(!)-",> V8.



(C’est une forme de la ,loi forte des grands nombres").

Démonstration. D’apres une interpretation connuell), il

s’agit de démontrer que la mesure, dans I’espace de suites {f}

(cet espace est le produit X1X X2X ...; X=(0,1)),

de I'ensemble des suites pour lesquelles (P) est rempli, est égale

a 1. M. Steinhaus @ montrél) que les fonctions &n(t) définissent

la mesure dans l’espace considéré et que, d’aprés les propriétés
de ces fonctions, (P) équivaut a

On voit sans peine que {x.(& (0)} est une suite de fonctions
indépendantes, qui remplit les conditions du corollaire du théo-
réme 3; il en résulte la relation (Pr), donc aussi (P).

Il est assez clair que I'on peut identifier les ,variables éven-
tuelles indépendantes”, avec les fonctions indépendantes; cette
interprétation nous permettra de réduire les notions du calcul des
probabilités a celles de la théorie des fonctions de variables réelles.

u) Z. tomnicki et S. Ulam, Sur la théorie de la mesure dans les
espaces combinatoires et son application au calcul des probabilités 1., Fund
Math. 23 (1934) p. 237-278.

") Loc. cit 3a), p. 23—28.

(Recu par la Rédaction le 10 1. 1936).



Sur les fonctions indépendantes (11)J
(La loi exponentielle; la divergence de séries)

par

M. KAC et H. STEINHAUS (Lwow).

Cette communication contient deux propositions sur les fonc-
tions indépendantes. La premiere correspond a un théoreme connu
de M. Lindeberg?), la deuxiéeme concerne la divergence de série

de fonctions indépendantes. Notre méthode ressemble a celle de
M. Bernsteind, mais elle est plus simple.

Y M. Kac, Sur les fonctions indépendantes (I), Stud. Math. 6 (1936)
p. 46-58.

J I. W. Lindeberg-, Eine Herleitung des Exponentialgesetzes in der
Wahrsclteinlichkeitsrechnung, Math. Zeitschr. 15 (1922) p. 211—225. Voir aussi
A. Khintchine, Asymptotische Gesetze der Wahrscheinlichkeitsrechnung,
Ergebnisse der Mathematik, Berlin 1934.

3 S. Bernstein, Sur I’extension du théoréme limite du calcul des pro-
babilités aux sommes quantités dépendantes, Math. Ann. 97 (1927) p. 1—59;
chapitre |I.



Démonstration. Pour établir ce lemme, introduisons(x),
la fonction caractéristique de I'intervalle (a,/?); soit s un nombre
positif assez petit. Définissons les fonctions auxiliaires V'iW e*
Vj(x), admettant des dérivées continues jusqu'au deuxieme ordre,
de maniére que:






u

sont vraies pour tous les s positifs, ce qui conduit avec (12) a la
thése du lemme.

Lemme 2. Si la limite f(v) de On{v) est nulle pour les V
non nuls et si la convergence est uniforme dans chaque inter-
valle fini qui ne contient Das le Doint == 0. alors on a



et nous voyons en méme temps que la convergence est uniforme
par rapport a v. Nous pouvons donc écrire

u
la convergence étant uniforme, on en déduit (13). Ainsi le lemme
3 est démontré. Il est aisé de voir qu’un raisonnement tout a fait
analogue conduit a la généralisation suivante du lemme démontré:

Lemme 4. Si






* Loc. cit. ’), p. 51—52.

) Cette condition n’est essentielle que pour notre démonstration; quand
elle n’est pas remplie, le terme général de (17) ne tend vers zéro que dans un
ensemble de mesure nulle, ce qui implique la thése.
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(Regu par la Rédaction le 10. 2. 1936).



Sur linterpolation (II)
par

J. MARCINKIEWICZ (Wilno).

Notions et remarques préliminaires.

Nous appellerons * polynéme interpolant d’ordre n de la
fonction f(x) le polynéme






Dans cette note je considére les polynémes Un(/, *) des
fonctions /e A.

Le premier paragraphe contient le théoreme de la locali-
sation, le deuxiéme les critéres ainsi dits§ de Dirichlet, de Dini
et de M. de la Vallée Poussin, le troisieme un théoréeme (que
j'appelle le théoréme de M. Kolmogoroff) concernant la conver-
gence des suites lacunaires, le quatrieme des résultats concernant
la convergence en moyenne, enfin le cinquiéme et le sixiéme re-
spectivement un théoréme analogue a celui de MM. Y oung et Haus-
dorff dans la théorie des séries de Fourier et des théoremes relatifs
au probleme de I’équiconvergence des suites U h(/, x) et S h(/, x).

Dans les deux derniers paragraphes j’ai introduit les polyné-
mes V' (/, X) jouissant de propriétés analogues a celles des sommes
de Fejer et j'ai résolu quelques problemes relatifs a la conver-
gence unilatérale, posés pour la théorie des séries de Fourier
par M. A. Zygmund 6).

La plupart de ces résultats a été publiée en polonais dans
ma note [1]7). Les problemes de la note présente sont mode-
lés plus ou moins sur ceux de la théorie des séries de Fourier.
Le lecteur s’en apercevra sans peine, c’est la raison pour laquelle
je donne souvent seulement les idées des démonstrations. Je suppose
chez le lecteur la connaissance des éléments de la théorie des
séries de Fourier.

§ I-

Théoréme 1 Si la fonction fi A est constante dans un
intervalle (a, /?), alors la suite Un(/, X) converge uniformément vers
zéro dans chaque intervalle (@, fi), (a< a < // < f).

La démonstration est basée sur deux lemmes:

Lemme 1 Si la série de Fourier d'une fonction f {X) est
absolument convergente, la .suite Un(f,x) converge uniformément
vers /'.

C’est une conséquence de (0.7).

5 Voir p. ex. Zygmund [1].
6 Zygmund [2]
) Voir la bibliographie a la fin.






étant a variation bornée en vertu du théoréme 1, nous pouvons
supposer que sa variation totale ne surpasse pas e. En appliquant
le deuxiéme théoréme de la moyenne, on trouve









9 Voir p. ex. Hardy, Littlewood et P6lya [1] p. 30.
0 Zygmund [2Z] p. 392.



") Cette inégalité est connue; voir Marcinkiewicz [2],






En faisant la somme des formules (5.9) et (5.10)pourr=1,2....n,
on obtient (5.5).

§ 6.

Les considérations précédentes font ressortir une grande
analogie entre les suites {£' (/,*)} et {Un(f,x)}. I nous parait
fort intéressant de trouver quelgues conditions non banales de
I’équiconvergence de ces deux suites; nous ne connaissons aucune.
Par application directe des formules (0.7), on trouve les théorémes:
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Sur la sommabilité des séries de Fourier

par

Z. ZALCWASSER (Warszawa).

la suite des sommes partielles de la série (1). D aprés un théo-
reme classique de M. H. Lebesgue, la suite (2) est presque partout
sommable (C, 1) vers la fonction f(x). Or, comme la suite (2)
n’est pas en général convergente, on peut se poser le probléme
suivant: Formons une suite












Le raisonnement qui a nous servi pour démontrer que (J4 ~0
ne s’applique pas ici, car les coefficients de Fourier-Stieltjes ne
tendent pas en général vers zéro. Mais nous pouvons faire appel
a un résultat di a MM. Hardy et Littlewood 5 :

Remarquons que toute suite {p,} croissante et convexe remplit
la condition (T).

Démonstration. Quand pv~v, la proposition se réduit
a un théoreme connu de MM. Hardy-Littlewood °). M. Zygmund?)
en a donné une démonstration simple et élégante et son raison-
nement s’applique aussi au cas actuel. Pour la commodité du
lecteur nous exposerons la démonstration in extenso. Posons

w ¢. H. Hardy and J. E. Littlewood, Some problems of Diophantine
Approximation. IL, Acta Math. 37 (1914) p. 193—239; p. 213, Theorem 2.14.
Y G. H. Hardy et J. E. Littlewood, Sur la série de Fourier d’une
fonction & carré sommable, C. R. Acad. Sc. Paris 156 (1913) p. 1307 —1309.
WL c % p 241






(Regu par la Rédaction le 11. 2. 1936).



Sur les fonctions indépendantes (lll)

(Le mouvement brownien; la loi de Maxwell)
par

M. KAC et H. STEINHAUS (Lwow).

On attribue a srown (botanicien anglais, 1827) la décou-
verte du mouvement perpétuel de particules solides trés petites,
suspendues dans un milieu liqguide ou gazeux. Ce mouvement,
que l'on rend visible a l'aide d’un microscope ou d’un ultra-
microscope, est di aux chocs incessants qu’éprouve la particule
de la part des molécules du milieu ambiant; on le sait depuis
les travaux théoriques de M. A. Einstein € M. smotuchowski l), CON-
firmés par les expériences de M. J. perrin2. Ainsi ce phénoméne
constitue une preuve importante pour la théorie cinétique de la
matiere.

La théorie des fonctions indépendantes, exposée dans les
Communications précédentesd, permet d’obtenir les résultats
principaux des auteurs précités avec une simplicité remarquable ;
le réle qui revient aux hypothéses physiques devient plus clair
si elles ne sont plus confondues avec les artifices du calcul ; en
particulier, la probabilité n’apparait que comme une interpréta-
tion finale des résultats obtenus par des raisonnements de ma-
thématique pure.

1. Un vase V de volume 1 contient un grand nombre de
particules en émulsion avec un milieu liquide ou gazeux. On

Y M. Smoluchowski, O fluktuacyach termodynamicznych i ruchach
Browna, Prace matematyczno-fizyczne 25 (1914) p. 187—263; on y trouve de
nombreuses indications bibliographiques.

- Loc. cit. '), p. 212.

‘) Ces Studia, ce volume, p. 46—58 et p. 59—66.



suppose que l'on ait représenté V sur le segment O ma < 1
d’une maniére biunivoque et telle que la mesure soit conservée ;
nous entendons par la que la mesure lebesguienne spaciale d’une
partie quelconque de V est égale a la mesure linéaire de Lebes-
gue de la partie correspondante de (0,1). Une représentation
de cette espece pourrait méme étre effectuée par des fonctions
continues de «, si I'on permettrait qu’un certain ensemble spacial
de mesure nulle cesse d’avoir une image univoque dans 0,1);
néanmoins, cette image aurait toujours une mesure nulle et la
condition essentielle d’égalité de mesures serait encore respectée.
De cette maniére nous avons caractérisé chaque point de V par
un nombre unique « (sauf peut-étre un ensemble de mesure nulle).

Imaginons maintenant un laps de temps Xx trés court, pen-
dant lequel chaque particule subit un choc qui la déplace jusqu’a
ce que les contrechocs détruisent la composante x de sa vitesse.
L’effet est un déplacement/, (a) vers les x positifs. Le symbole/, (a)
désigne donc ici la grandeur du déplacement dans le sens + x
qu’éprouverait une particule qui serait située au temps initial
/ O au point a de l’'espace; il est indifférent, si ce point a été
occupé en reéalité ou non. La particule fictive est assujettie a un
deuxieme choc qui la force de quitter sa nouvelle place; il en
résulte un deuxieme déplacement /2(«) pendant le temps (i, 2'c).
Ainsi les abscisses x successives de la particule sont détermi-
nées toujours par le méme nombre a.

Nous supposons que

1J les fonctions fk(a) sont uniformément bornées,
i

2 f/ » da-0 (k),

l)l
3° j"fl («da—y (K),

h
4° les fonctions {fk(«)} constituent un systétme de fonctions
indépendantes.

L’hypothése 1° est évidente, méme pour un récipient
infini. Les hypotheses 2° et 3° expriment que lemulsion est
en équilibre statistique; en particulier, 3° signifie la constance
de la moyenne temporelle de [I'énergie totale des molécules.
Enfin 4° utilise la notion d’indépendance, introduite dans la Comn-



munication 14. En affirmant que fkJrl(a) est indépendant de
{/i @ />(°0 «sfk(“)}p» nous constatons que le passé d’une par-
ticule est sans corrélation avec son avenir; en effet, la particule
une fois arrétée est exposée au hasard des chocs moléculaires
tout comme elle I'était au temps initial; nous sommes donc
d’accord avec le langage des physiciens.

En désignant par xt(a) le déplacement dans le sens + x
aprés le temps t— ni et par st la racine carrée du carré moyen
des xt(a) pour tous les points de V, nous pourrons écrire

C’est la loi classique pour le déplacement moyen au bout
du temps t; elle résulte de I'orthogonalité seule. En tirant parti
de toutes les hypotheses 1°— 4', nous obtenons par le théo-
reme 1 de la Communication Il

C’est le deuxieme théoréeme de la théorie classique. En effet,
(3) dit que, pour t trés grand, le déplacement aura acquis une valeur
comprise entre a y2s( et b\2st, pour toutes les particules qui occu-
paient au temps initial une partie P du récipient V, dont le vo-
lume JP] (mesuré L) est donné trés exactement par I’intégrale
de Gauss. Si la répartition des particules était uniforme au début,
il est légitime de dire que cette intégrale donne la probabilité
de rencontrer une particule de ce genre.

2. Les formules d’ENSTFIN et de Smoluchowski rattachent la
valeur du coefficient y'v aux constantes physiques. Cette question

4 Loc. cit.3, p. 47.



exige un raisonnement a part, nous voulons cependant indiquer ici
les calculs de M. L. Infeld9, qui conduisent a la valeur classique
de ce coefficient sans préter aux objections de la méthode ancienne.

Soit M la masse d’une particule, R la constante des gaz,
T la température absolue, N le nombre d’Avogadro, S le coef-
ficient de Stokes. Quand on désigne SjM par (i, il est a remar-
quer que I'on peut rendre e tres grand sans violer la condi-
tion que t doit étre trés petit. En effet, S est égal a 6naC, ou
a désigne le diamétre de la particule et £ le coefficient de visco-
sité du milieu ambiant. (Pour une particule de gomme-gutte
de densité 1,2, de diametre 2.10~5cm, plongée dans I’eau
de 17°C, ce qui correspond a ,'=0,0108, on trouve S/M = /?
— 0,33 X 108. Si l'on choisit p. e. + = 10-6 sec, on obtient

e '~ 10 14).

En négligeant e~2Jr vis-a-vis de I'unité et en calculant la moy-
enne spaciale de la moyenne temporelle, on obtient par ap-
plication du principe de I'équipartition de I'énergie au systéme
particules + molécules

5 Avec permission de l'auteur.
6 On en déduit la signification de 3° (p. 90), /j étant proportionnel a i%.



ce qui est I'expression classique pour le coefficient cherché. Les
calculs de ce paragraphe dépassent notre but qui a été atteint
au 8 1; la nous n’avons fait que répéter les déductions connues
sans les encombrer de considérations superflues (comme p. e. la
loi exponentielle de C 1ausius).

3. Définition. Nous dirons que les valeurs d’une fonc-
tion /(£) sont distribuées suivant une autre fonction g(w), que
nous aDDellerons la distribuante de f(S). si I'on a

pour tous les w reels.

Lemme. Pour que deux fonctions / ~(y), / (2(l), définiel
dans (0,1), aient la méme distribuante (en d’autres termes, poui
gu’elles soient équivalentes), il faut et il suffit que I'on ait

pour tous les w réels.

La nécessité de cette condition découle de cette remarque
presque évidente: F(t) étant continue pour tout t réel, il est légi-
time de remplacer dans l'intégrale

la fonction /(¢) par une autre qui lui est équivalente. Pour dé-
montrer que (7) suffit, nous nous servons de I’expression



On









(Recu par la Rédaction le 21. 3. 1936).
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Einige Gegenbeispiele zur Konvergenztheorie der allgemeinen
Orthogonalentwicklungen

von

W. ORLICZ (Lwow).

Herr J. Marcinkiewicz hat den folgenden interessanten Satz
bewiesenX :

Fur ein beliebiges Orthogonalsystem {(p.(X)} existiert eine
Indizesfolge {np} mit der Eigenschaft, dafi die Folge

Wir betrachten im folgenden einige Orthogonalentwicklun-
gen, die gewisse Konvergenzdefekte aufweisen; aus dem Satz Y
folgt insbesondere, dafi der vorstehende Satz des Herm J. Mar-
cinkiewicz auf den Fall der Raume (/,”), I<[0:<2, sich nicht ver-
allgemeinern Ilafit.

Y J. Marcinkiewicz, Sur la convergence des séries orthogonales, dieser
Band, p. 39-45.



Aus einem Satze des Herrn S. Saks”) ergibt sich zuerst die
Existenz einer Menge A (a, b) so dafi:

) Der Ansatz zu dieser Beweismethode stammt von S. Banach, siehe:
S. Banach, Sur la convergence presque partout des fonctionnelles linéaires, Bull,
des Sc. Math. 50 (1926) p. 27-32, 36-43.

") S. Saks, Sur les fonctionnelles de M. Banach et leur application aux
développements des fonctions, Fund. Math. 10 (1927) p. 186—196; insb. p. 192,

théoreme 6.



wobei (a.n) (/=m-1,2,3...; n= 1,2,3... N(n)) die der Methode T
entsprechende Matrix, sn(f;x) die n-te Teilsumme der Entwick-
lung (1) bedeuten. 6°’(/;x) kann ais eine lineare Operation4) in
(LM betrachtet werden, derein Werte dem Raume (S) angehoren.
Da S (wm;X) —-zum{X), so folgt aus dem Vorangehenden fiir jede
Funktion aus (LM die Identitat S(f; xX)— f(x) fast iberall in A.
Dies ist aber mit S(f*;X) -0 unvereinbar.

Wahlen wir als f*(X) eine Funktion welche mit jedem posi-
tiven Exponenten a <2, jedoch nicht quadratisch integrierbar

ist, so ergibt eine ahnliche Beweisfi rung den

Satz Y. Es existiert in (a,b) ein Urthogonalsystem {/,-(*)}
mit der Eigenschaft:

Ist 1 < « <2, T eine beliebige zeilenfinite T oep 1litzschc
Summationsmethode, so eibt es eine Funktion f(x) mit

das im Laufe des Beweises vom Satz / benutzte unuollstamlige
Orthogonalsystem {'/;(x)} besitzt die folgenden Eigenschaften :

a) Wenn T eine beliebige zeilenfinite Toe p litzsche Sumagia-
tionsmethode bezeichnet, die der Matrix (o,,) ¢ 1,2,3...;

4 Siehe die unter “) genannte Arbeit des Herrn Banach oder die unter

genannte Arbeit des Herrn Saks.






t ->00J
a

was, wie wir schon wissen, unmaoglich ist.

Die im Vorangehenden angewandte, sehr allgemeine Beweis-
methode erlaubt nicht zu entscheiden, ob gleichméftig beschrankte,
oder in (ZJ vollstandige Orthogonalsysteme (‘/,(.v)j existieren mit
den Eigenschaften von den in den obigen Satzen die Rede war,
und es bleibt eine offene Frage, ob sich unsere Satze dahin ver-
scharfen lassen. In dieser Richtung liegt der folgende einfache
Satz, der aber nicht einmal ein Gegenbeispiel zu dem Satz von
M arcinkiewicz (im Falle der Raume (Z ), 1 -'k < 2) liefert.

Satz 3. Zu einer vorgegebenen Funktion MNUIN\ mit
lim M\U\u 1--0

und einer vorgegebenen zeilenfiniten To e p litzschen Summations-
methode T existiert ein gleichmafSig beschrdnktes, in (L* vollstan-
diges, Orthogonalsystem von der Eigenschaft: Es gibt eine Funk-
tion f(x)e(L'w, fiir Tuelche die Folge der Transformierten (2) in
einer Menge von positivem Mafie divergiert und asymptotisch nicht
konvergent ist. Dieses Orthogonalsystem {'/7(jt)! besitzt aufierdem
die Eigenschaften Db), c) des Satzes 2.

Beweis. Betrachten wir zuerst irgendein Orthogonalsystem
\yi{X)}, das aus gemeinsam beschrankten Funktionen besteht und
in (ZJ vollstandig ist. Wir wahlen eine Funktion f(x) so daft



6 W. Orlicz, Uber die Divergenz von allgemeinen Orthogonalreihen,
Studia Math. 4 (1933) p. 27-32.

(Recu par la Rédaction le 11. 4. 1936).



Zur Theorie der konvexen Mengen in linearen
normierten Raumen

von

M. EIDELHEIT (Lwo6w).

Bekanntlich gibt es in einem euklidischen Raum fir zwei
konvexe Korper, die keine gemeinsamen inneren Punkte besitzen,
eine sie trennende Ebene. Herr S. mazur hat nun die Frage ge-
stellt, ob dieser Satz auch in linearen normierten Raumen richtig
bleibt. Dabei nennen wir eine konvexe Menge einen konvexen
Kdrper, wenn sie innere Punkte besitzt. Unter einer Ebene ver-
stehen wir die Menge der Punkte, die eine Gleichung von
der Form



positive tund beliebige Elemente X. 4. K(X +y)<K (x) + K(y) fir
beliebige Elemente X,Y. 5. K(X) M X\ wo M> 0 von X un-
abhiingig ist. 6. 1st K beschrankt, so gibt es ein m > 0, so dafi
K(x)">m 1Ix:ist (M eine Konstante)l.

Satz. Sind ZTuei konvexe Kdrper ohne gemeinsame innere
Punkte in einem linearen normierten Raume gegeben, so gibt es
immer eine sie trennende Ebene.

Beweis. Wir behandeln zuerst den Fall, dafi KXund K2
zwei konvexe Korper mit gemeinsamen Randpunkten sind. Es seien
Xg ein gemeinsamer Randpunkt, X, und X? innere Punkte von
KN\ bzw. K2 Wir dirfen annehmen, dafi

(2) X2 2x0==0

ist, denn man kann das immer durch eine Translation der beiden
Korper um X,— 2XO0 erreichen. Wir bezeichnen das Minkowskische
Funktional des Koérpers K2 inhezug auf den Punkt X2 mit K2(X).
Es ist dann, wegen (2), fur die Punkte X des Korpers K2

sind. H1 ist ein konvexer Kérper, der den Kérper Kl und aufier-
dem den Nullpunkt ais inneren Punkt enthalt. Wir beweisen zu-
nachst, dafi die Mengen //,, K2keine gemeinsamen inneren Punkte
besitzen. Es genligt zu zeicfen. dafi stets

) Vjfl. S. Mazur, Uber konvexe Mengen in linearen, normierten Raumen,
Studia Math. 4 (1933) p. 70—84, insb. p. 71—73.















entgegen der Definition der Zahl a. Ahnlich kommen wir zu einem
Widerspruch, wenn wir tjtl < 1 annehmen.

Die Kérper K K " geniigen also den Bedingungen des schon
behandelten Falles und wir kénnen auf sie den Satz anwenden.
Da K' 3AT, K" DK2, so gibt es auch fir die Koérper Kv K2
eine sie trennende Ebene.

Nun lassen wir die Voraussetzung des positiven Abstandes
der beschrankten Korper Kj und Kz voneinander fallen. (Es ist
zu beachten, dafi auch dann, wenn K, und K2 abgeschlossen
sind, sie keine gemeinsamen Punkte zu besitzen brauchen).

Wir behalten die vorigen Bezeichnungen bei. Es sei Hn der
konvexe Kérper, welcher durch

“) loc. cit. ’) p. 118, lemme 1.



(Regu par la Rédaction le 20. 4. 1936).



Notes on orthogonal series |ll.

by
S. KACZMARZ (Lwobw).



)y OR, p. 240.
4 OR, p. 240.
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That implies n ifn\ <A > incompatible with the supposed pro-
perty of f(t) and so the theorem is proved.

Corollary. Under the assumption: {gm(t)} complete in L,
the singularities kx and /j are equivalent.

5 OR, th. [646], p. 220.
‘)O R, th. [673], p. 232.



3. The theorems proved above show the relations between
singularities but they do not assure their existence. A sufficient
condition for the existence gives the following

Theorem 5. The singularity kx exists, if <n(t)j A for
all n and almost all t.






Uber lineare Gleichungen in separablen Raumen
von

M. EIDELHEIT (Lwéw).

In dieser Arbeit werden notwendige und hinreichende Be-

dingungen fur die Auflésung von Gleichungen der Form

y0—=U (x),
mitgeteilt, wo U (X) eine in einem Raum E vom Typus (B)
erklarte lineare Operation mit Werten aus einem Raum G vom
Typus (Bu ® ist und yO ein Element aus G bezeichnet.

Dies gelingt uns im § 1, unter Benutzung einer Methode des
Herrn S. sanacn, fur (nicht notwendig separable) Raume, deren
Elemente — in einem spater zu erklarenden Sinn — lineare
Funktionale eines anderen Raumes reprasentieren, bei speziellen
Voraussetzungen (ber die Operation U (X). Fir gewisse Raume,
wie (L"), (Ip (p > 1) und (s)?, gelten die oben genannten
Bedingungen ohne irgendwelche Beschrankung fiur U(x). Mit
Hilfe dieser Stze stellen wir im § 2 allgemeine Bedingungen fur
separable Raume und beliebige lineare Operationen auf. 1Im § 3
interpretieren wir diesé Bedingungen in den Raumen (co), (c), (C)
und (L). Zuletzt geben wir im § 4 einige Anwendungen in ver-
schiedenen Gebieten der Analysis.

§1.
Im folgenden werden wir immer, wofern das Gegenteil nicht
ausdricklich gesagt wird, mit E einen Raum vom Typus (B) und

') Siehe: S. Mazur und W. Orlicz, Zur Theorie der linearen metrischen
Raume, erscheint im nachsten Band dieses Journal ; die Definition eines Raumes
vom Typus (Bq) findet man auch in meiner nachsten Note, dieser Band p. 139.

*) Was die im folgenden benutzten Bezeichnungen und Begriffe anbetrifft,
siehe: S. Banach, Théorie des opérations linéaires, Warszawa (1932). Dieses
Buch wird im folgenden als Opérations zitiert.



mit U{x) eine lineare in E erklarte Operation, mit Werten aus
einem Raum G vom Typus (BOQ bezeichnen. Die Elemente des
Raumes E werden mit x, die Elemente des Raumes G mit y und
die linearen Funktionale in G mit Y (y) bezeichnet.

Nehmen wir an, dafi die Elemente eines Raumes E lineare
Funktionale eines anderen Raumes E' reprasentieren, d. h. dafi
jedem Paar von Elementen x, X' (XGE, X'¢cE') eine Zahl (xx")
zugeordnet ist, die folgenden Bedingungen genigt:

womit die Notwendigkeit von (3) bewiesen ist.

Es sei nun M eine Zahl die der Ungleichung (3) genigt.
Bezeichnen wir mit H die Menge der Punkte x'cE', fur welche
es ein Y (y) gibt, so dafi (1) besteht. Da {xx") nach 1. in Bezug



auf x' additiv und homogen ist, so ist H linear. Wir erklaren
nun in H ein Funktional <p(x) indem wir fur ein x', welches
dem Funktional Y(y) entspricht,



an. Diese Bedingung sichert namlich die Eindeutigkeit des im
Beweise des Satzes 1 erklarten Funktionals fp(x'), seine Lineari-
tat aber folgt hier aus der Additivitat).

Bemerkung 2. In analoger Weise bekommen wir ohne
spezielle Voraussetzungen iiber den Raum E und die Operation
U(x), wenn G ein Raum vom Typus (B) ist, den folgenden SatzQ.

Satz 2. Damit es fur ein gegebenes lineares Funkiional
X (X) in E und eine gegebene Zahl M > 0 ein y (y) gibt, so dafi
die Gleichung

71=1

besitzt, ist notwendig und hinreichend, dafi fir jedes Y{y) die
Ungleichung

5 Loc. cit. 4 p. 62, twierdzenie 6 und twierdzenie 7.
“) Auf diese Folgerung- hat mich Herr S. Mazur aufmerksam gemacht.






8 Opérations, p. 146, th. 1.









Losung a0 und nicht von der Operation U (*) abhang-ig-. Nehmen

an, wir wissen, dafi XQ eine L6sung von (20) ist und wir

wir
direkt bestimmen. Es mufi

wollen die entsprechende Folge
dann fiir jedes in E lineare Funktional f(X)



in (cQ eine Lbésung besitzt, ist notwendig und hinreichend, dafi
es eine Zahlenfolge {«i} mit £n>°> fk-=»0 gibt, so dafi fir jedes
Y (y) die Ungleichung

10 Vgl. zu diesem § Opérations, p. 59—68.



3. Der Raum (L) der in \O0,1) integrierbaren Funktionen.
Hier bildet das Haarschf. Orthogonalsystem eine Basisll).
Man kann leicht zeigen, daB diese Basis eine ausgezeichnete und
normierende ist. Wir gehen aber darauf nicht naher ein, da Wir
direkt einen Hilfssatz beweisen werden, welcher uns einen allge-

meineren Satz auszusprechen erlauben wird.






Der Satz 5 ist demnach eine Folge des Hilfssatzes 2.

4. Der Raum (C) der in (0,1) stetigen Funktionen.

Hier bildet das ScHAUDERsche System eine Basis1?. Man
kann zeigen, dafi es bei entsprechender Anordnung eine ausge-
zeichnete und normierende Basis ist. Wir verzichten aber wieder
auf den Beweis, da wir direkt eine Formel beweisen werden, die
einen allgemeineren Satz auszusprechen erlaubt.






Nun bemerken wir, dafi, wenn man von einer Zerlegung
(o, tv .. .,tm) zu einer anderen, in welcher die Punkte
ebenfalls Teilpunkte sind, Ubergeht, die Zahl v (gQ;tQ tm)
nicht kleiner wird. Um dies nachzumeisen, diirfen wir offenbar
annehmen, dafi nur ein einziger Teilpunkt hinzugefiigt wurde. Es
ist dann zu zeigen, dafi fir a< P<t<y<d

At









u) Siehe: F. Riesz, Sur les opérations fonctionnelles linéaires, C. R. Acad.
Sc. Paris, 149 (1909), p. 974-977.












(Recu par la Rédaction le 15. 5. 1936).



Zur Theorie der Systeme linearer Gleichungen
von

M. EIDELHEIT (Lwéw).

In der vorliegenden Arbeit geben wir Bedingungen an, unter
welchen ein beliebiges System von Gleichungen
@ Z alk= fit (i=12,..)

*=1
®
fiir jede Folge {rj.} eine Losung {i;kt mit2 \ aJk\ *= 1,2,..))
=i
besitzt. Die benutzte Methode stiitzt sich wesentlich auf die, neu-
erdings von den Herren S. m azur und W. o r1ic. begrindete, The-
orie der Raume vom Typus (BO) ). Der Bequemlichkeit des Le-
sers wegen, werden zunachst die fiir das folgende wichtigen Be-
griffe und Satze dieser Theorie zusammengestellt. Wir fiigen
sodann einige Bemerkungen hinzu. Es folgt ein allgemeiner Satz
Uber Systeme linearer Gleichungen in einem Raum vom Typus (BO
und eine Anwendung dieses Satzes auf die Systeme (1). Endlich
werden diese Resultate zu einem einfachen Beweis des bekann-
ten Satzes Uber die Existenz einer ganzen analytischen Funktion,
die in einer gegebenen Punktfolge gegebene Werte annimmt,
benutzt.

81.

1 Ein linearer Raum E wird als Raum vom Typus (BO)
bezeichnet, wenn in ihm eine Folge von Funktionalen {|x [} mit
den folgenden Eigenschaften vorhanden ist:



2 Uber die Raume vom Typus (F) siehe: S. Mazur und W. Oriiez,
Uber Foljfen linearer Operationen, Studia Math. 4 (1933) p. 152—158.
3 loc. cit. ).



2. Bemerkung 1 Damit eine Folge linearer Funktionale
{/-w} stark gegen f(x) konvergiert, ist notwendig und hinrei-
chend, dafi es eine natiirliche Zahl N und eine Zahlenfolge {A/}
mit M. > o, M. -0 gibt, so dafi





















(Regu par la Rédaction le 15. 6. 1936).



von

W. ORLICZ (Lwow).

1. In diesem Aufsatz bringen wir einige Satze aus der
Theorie der unendlichen Reihen sowie auch aus der Theorie der
Orthogonalentwicklungen. Obwohl die Satze des zweiten bezw.
dritten Abschnittes verschiedenen Problemkreisen angehéren, so
haben sie doch das Gemeinsame, dafi man es bei ihnen mit
&-fach monotonen Zahlenfolgen zu tun hat.

Die Folge {a,} heifit bekanntlich k-fach monoton abnehmend,
wenn die zugehbrigen /-ten Differenzen ~ a v nichtnegativ sind
far k und alle v. Die Folge {a,} nennen wir von be-
schrankter Variation k-ter Ordnung, wenn die Reihe

') Vgl. dazu: J. Pfleger, Uber Reihen mit r-fach monoton abnehmenden
Gliedern, Monatshefte f. Math. u. Phys. 41 (1934) p. 191—200, insb. p. 196—197.















5 S. Kaczmarz, Une remarque sur les séries, Studia Math. 3 (1931)
p. 95—100, insbh. p. 97.



Istdie Bedingung (11) erfillt und (v M (m+Dar |< + oo,
i=O\1I1 |
~0, so ist die Reihe (10) (C, m)-summierbar6.

Was den zuletzt genannten Satz betrifft, so ist er fir nume-
rische Reihen bekannt; seine Verallgemeinerung auf den Fali eines
beliebigen 5-Raumes liegt auf der Hand.

Bemerkung. Man kann im Satze 2 die Worte ,,(C, /)-sum-
mierbar*“ durch ,,(C, /)-beschrankt" ersetzen.

Im Sonderfalle k — 2, | —1 wurde Satz 2 von Herrn szidon 7,
fir k— 2, /=0 von Herrn s. kaczmarzs bewiesen.

Satz 3. Wir setzen voraus, dafi die Toeplitzsche Summa-
tionsmethode T die folgende Eigenschaft besitzt:

00

Immer wenn die Reihe ).v T-summierbar ist, ist auch die
<0
©

Reihe o.T-summierbar, wobei {a,} eine beliebige monotone
i'=0

(*=1) nullkonvergente Zahlenfolge bedeutet. Unter dieser Vor-

aussetzung ist die T-Summierbarkeit mil der gewo6hnlichen Kon-

vergenz aquivalent.

Beweis. Aus unserer Voraussetzung folgt nach Satz 1 aus

der T-Summierbarkeit der Reihe £ die Beschranktheit ihrer
1"-- U

Teilsummen. Nach einem Satze vOn wmazur -0 riicz °) ergibt sich

hieraus die Behauptung.

Satz 4. Wir setzen voraus, dafi die Toeplitzsche Summa-
tionsmethode T mit alien Toeplitzschen Methoden, die von ihr

6 G. H. Hardy, Generalisation of a theorem in the theory of divergent
series, Proc. London Math. Soc. (2) 6 (1907); H. Bohr, Bitrag til de Di-
richletske Raekkers Theorie, Inaug.-Diss., ~“Copenhagen (1910), insb. p. 61; vgl.
auch: I. Schur, Uber lineare Transformationen in der Theorie der unendlichen
Reihen, Journ. f. reine und ang. Math. 151 (1921) p. 79—111, insb. p. 104—106.

) S. Szidon, Reihentheoretische Satze und ihre Anwendungen in der
Theorie der Fourierschen Reihen, Math. Zeitschr. 10 (1921) p. 121—127.

3L c 9.

9 S. Mazur et W. Orlicz, Sur les méthodes linéaires de sommation,
C. R. de I’Acad. des Sc. 196 (1933) p. 32—34; siehe Théoreme 6.



existiert, so eftistiert dieser Grenzwert, infolge der oben ange-
gebenen Eigenschaft der Methode T, fir jede T-summierbare
Folge {s,}. Somit ist die Summationsmethode, die der Transfor-

*?) Das heiBt: wenn jede T-summierbare Folge 7-summierbar ist, so erteilt
die T-Methode jeder T-summierbaren Folge denselben Grenzwert wie die
Methode T.

“) L. c. 0.






”) Um das einzusehen genilgt es z. B. einen Satz von S. Banach anzu-
wenden; siehe das unter 4) zit. Buch, p. 41, Théoréeme 7.



(Regu par la Rédaction le 3. 7. 1936).



Zum HELMHOLTZschen Raumproblem
von

H. AUERBACH (Lwow).

Bei diesem Probleml) handelt es sich um den Satz:

Sei G eine kontinuierliche lineare homogene Gruppe mit
reellen Koeffizienten in n Veranderlichen, welche jedes reelle
System inzidenter Richtungselemente in jedes andere auf eine ein-
zige Weise zu iiberfihren gestattet. Dann besteht G aus alien
reellen Substitutionen von der Déterminante 1, welche eine gewisse
positiv—definite quadratische Form in sich transformieren.

Ein System inzidenter Richtungselemente im Sinne dieses
Satzes setzt sich zusammen aus einer orientierten eindimensio-
nalen linearen Mannigfaltigkeit Mv welche den Anfangspunkt ent-
halt, einer orientierten zweidimensionalen linearen Mannigfaltigkeit
M2 welche A/, enthalt,..., einer orientierten (n— I)-dimensio-
nalen linearen Mannigfaltigkeit Mn_v welche Mn_ 2 enthélt.

Im folgenden wird ein einfacher Beweis des obigen Satzes
mitgeteilt, welcher keine Rechnung erfordert und sich auf den
Satz stiitzt:

Jede lineare homogene Gruppe mit beschrankten reellen
Koeffizienten besitzt eine positiv-definite invariante quadratische
Forms).

Einem beliebigen reellen System inzidenter Richtungsele-
mente r ordnen wir n vom Anfangspunkt ausgehende paarweise

) Vgl. H. Weyl, Raum Zeit Materie, 5. Aufl. (Berlin, Springer 1923)
p. 100 und H. Weyl, Machematische Analyse des Raumproblems (Berlin, Sprin-
ger 1923), funfte Vorlesung.

2 H. Auerbach, Sur les groupes bornés de substitutions linéaires,
Comptes Rendus 195 (1932) p. 1367—1369; W. Fenchel, Uber beschrankte
lineare Gruppen, Matem. Tidsskr. (1936) p. 10.



(Regu par la Rédaction le 18. 7. 1936).

Studia Mathematica. T. VI.



Quasilineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung
vom hyperbolischen Typus. Gemischte Randwertaufgaben )

von

M. KRZYZANSKI und J. SCHAUDER (Lwow).

§i.

Stellung des Problems. Einer der Verfasse? hat vor
kurzem die Existenz und Eindeutigkeit der Lo6sung einer qua-
silinearen hyperbolischen Differentialgleichung in m unabhangi-
gen Veranderlichen bewiesen, sobald es sich urn das Cauchy’sche
Anfangswertproblem fir nichtanalytische Differentialgleichungen
und Daten handeltd. Wir wollen nun hier umfassendere, namlich
gemischte Randwertaufgaben fiir Differentialgleichungen derselben
Art betrachten. Dabei werden ahnliche Methoden benutzt und
weiter entwickelt.

Sei

") Die Hauptergebnisse dieser Arbeit wurden der Polnischen Mathema-
tischen Gesellschaft (Abteilung Lwéw) in der Sitzung vom 29. 2. 1936 mitgeteilt.

‘™ J. Schauder, Das Anfangswertproblem einer quasilinearen hyperbo-
lischen Differentialgleichung zweiter Ordnung in beliebiger Anzahl von unab-
hangigen Veranderlichen, Fund. Math. 24 (1935) p. 213—246.



Punktes in A zu verstehen. Man nennt nun die Gleichung (1)
vom normal-hyperbolischen Typus3, falls die quadratiséhe Form
(2) — bei konstanten aik— in die Form +fi2 +... + ~ Pm
linear transformiert werden kann. Dieser normal-hyperbolische
Charakter von (1) soil im ganzen A gesichert sein.

Wir wollen von einer Flache g (xIt x2...... xm) = 0 sagen,
sie sei raumartig, bzw. zeitartig orientiert (oder kiirzer, sie sei
raum; bzw. zeitartig), je nachdem langs dieser Flache

Diese Definition stimmt (brigens, wie leicht einzusehen, mit
der HADAMARDschen4 iiberein: das Flachenstick S ist raumartig,
falls in jedem Punkte von .S die Tangentialebene den charakte-
ristischen Kegel nicht schneidet; wird aber dieser Kegel von
der Tangentialebene stets geschnitten, so ist S zeitartig.

Ist S ganzlich raumartig orientiert, so ist die Losung von (1)
durch ihre Cauchy’schen Anfangswerte auf S eindeutig bestimmt.
Ist aber ein Teil S2von S zeitartig, so reicht auf S2 die Angabe
der Randwerte selbst aus. Das in der vorliegenden Arbeit zu
Ibsende Problem besteht nun darin, eine Losung durch die An-
fangswerte auf dem raumartig orientierten Sx und durch die
Randwerte auf dem zeitartig orientierten S2 zu bestimmen, falls
sich ST und S2 in einer (m—2)- dimensionalen Mannigfaltigkeit
schneiden 6.

8 2.

Abschéatzungen fur lineare Differentialgleichun-
gen; Ableitungen erster Ordnung. Wir beginnen unsere

3 J. Hadamard, Le probleme de Cauchy et les équations aux dérivées
partielles linéaires hyperboliques, Paris 1932, insb. p. 46—48. Die dort fur den
linearen Fall gegebene Definition lafit sich sofort auf die allgemeinste nicht-
lineare Differentialgleichung ubertragen.

*) Vgl. loc. cit. 3, insb. p. 53. Zur Definition des charakteristischen Ke-
gels vgl. dasselbe Buch, insb. p. 24.

r) Dieses Problem wurde im Falle der Wellengleichung vom Hrn. Ha-
damard behandelt. Vgl. loc. cit. 3, p. 337.



als positiv définit an. Dadurch wird die Allgemeinheit keines—

wegs beeintrachtigt, da man offensichtlich durch eine orthogo-

nale Transformation immer den Spezialfall (6) herbeifuhren kann.

Nunmehr betrachten wir im Raume der Xy Xipeeon X ein Volumen-

stuck V, das die Form eines Pyramidenstumpfes (Kegelstumpfes)

besitzt, etwa so, wie es in der Figur

gezeichnet wurde. Zum Rande von V ge-

héren erstens die Flachen bzw. S2 auf

denen die Anfangswerte bzw. Randwerte

vorgegeben sind. Die Gesamtheit S3 der

Ubrigen ebenen Randflachen (schematisch

durch BCD dargestellt) soil raumartig

orientiert sein und inbezug auf die Koordinatenachsen Neigungeri

besitzen, welche sich von denen der Flache Sx nur wenig unter—

scheiden. Wir nennen Sx die untere, CD die obere Basis des

Stumpfes. Es ist Ubrigens in unseren Uberlegungen der Fall eines

Kegelstumpfes mit einbegriffen, fir welchen S2 mit der ganzen

Mantelflache Ubereinstimmt. Weiter braucht auch Sx nicht wvor-

handen zu sein, wenn es sich um Ableitungen erster Ordnung

handelt; dann haben wir es mit einem Kegel schlechthin zu tun.

Allen diesen Eventualititen tragen die spater zu entwickelnden
Formeln Rechnung.

An Regularitatsbedingungen fordern wir: die Funktionen aik,

sowie die L6sung u und ihre ersten Ableitungen sind in V stetig.

Das Gebiet V lasse sich weiter in Teilgebiete zerlegen, in denen

die Funktionen bj, c, /, die ersten Ableitungen dug sowie die zwei-

ten Ableitungen — stetig sind. Es sei
| k



Mit ng, bezeichnen wir die aufiere Normale auf SS. Die der Flache
S3 soeben auferlegten Bedingungen sind immer dann erfiillt, wenn
der Winkel zwischen nXund n3 nicht zu grofi wird, genauer gesagt,
wenn er durch eine Zahl XD beschrankt bleibt, die von yv d. h.

von der in Formel (7) vorkommenden Schranke abhéangt:



« y
im linearen Falle gegeben, falls es sich um das Cauchy’sche Problem handelt.
Es gelingt hier eine entsprechende Abschatzung auch fiir die umfas$endere
gemischte Randwertaufgabe zu liefern.



“) Mit V(t) bezeichnen wir den zwischen und S(t) gelegenen Teil von
WAd? (/) ist das der Flache S(t) entsprechende Differential.



§ 3.

Lineare Differentialgleichungen; Abschatzun-
gen der Ableitungen hoherer Ordnung. Wir wollen uns
kinftig mit dem Fall beschaftigen, wo die raumartige Flache Sx
wirklich vorhanden ist. S2 schneidet Sx in einer (m—2)- dimen-
sionalen Mannigfaltigkeit /’. Wir setzen voraus, dafi /’ nicht ge-
schlossen ist. Dies genigt. Denn ist |I' geschlossen, handelt
es sich also um einen Kegelstumpf mit S2 als der Mantelflache,
so kann man das Innere, d. h. unser Volumenstick V, dachziegel-
artig in Volumenstiicke Vr zerlegen, bei denen die entsprechenden
r rnicht geschlossen sind. Indem wir dann die verlangte Abschatzung
der héheren Ableitungen in jedem V einzeln vornehmen, bekom-
men wir offensichtlich eine ahnliche Abschatzung im ganzen V.
Ist nun r nicht geschlossen, so besitzt die durch die Gleichungen

*) Formel (22) ist mit det Formel (13) fir s— 2 identisch. Wir haben
es vorgezogen, zwecks Vermeidung vieler Indices rg statt rl; zu schreiben. g2- 0
ist die Gleichung der Flache S2 [vgl. Formel (12)].

r) Wir schreiben hier und an manchen anderen Stellen U statt u, um an-
zudeuten., dafi es sich nach ausgefiihrter Koordinatentransformation ei®entlich
um eine andere Funktion handelt. Entsprechende Bezeichnungen sollte ir.an auch
in den Koefizienten al/c, bj etc. einfihren. Doch ist dies fiir das Folgende belanglos.






Mit Ricksicht auf (25) Iafit sich aber — ' durch die anderen

dr)m

Ableitungen ausdricken und man gelangt somit auch zur Ab-
schatzung

genlugt die Kenntnis der Schranken von Dh xajk, Dh xb™ Dh xc

etc. Es ist nun ein springender Punkt der Methode — wie dies
bereits in der in § 1 zitierten Arbeit genau auseinandergesetzt
wurde 1§ — dafi, falls es sich um hohere Ableitungen, etwa

um Z)m+HJu mit 3 handelt, man zur fraglichen Abschatzung



etc., mit — 1 verfugt. Da dieses Verfahren fast ohne Ande-
rung auch dem jetzigen Falle angepafit werden kann, Uberlassen
wir in diesem Punkte den Beweis dem Leser. Ein Umstand darf
dabei nicht vergessen werden. Da auf S2 Ableitungen beliebiger
Ordnung von u nur nach den Variablen f/,, P&, ..., bekannt
sind, so ergibt das oben erwahnte Verfahren unmittelbar Ab-
schatzungen fir 1)






8§ 4.

Kompatibilitdtsbedingungen. Von nun an wollen
wir annehmen;, dafi die Flache S; mit x — O und die Flache St
mit Xj— O Ubereinstimmt. Dies soil so verstanden werden, dafi
nach einer eventuellen Koordinatentransformation die Ebenen
xm~ 0, jT— O in zwei Flachen 5j, S2 (ibergehen (wobei zugleich
auch die Differentialgleichung sich andert) in der Weise, dafi
nunmehr die in den vorhergehenden Paragraphen néher bespro-

:0) Diese starkere Abschatzung wird beim Existenznachweis fur quasili-
neare Differentialgleichungen benutzt [vgl. loc. cit.?, insb. p. 234, Bemer-
kung 3Lund p. 244, Formel (39)].

5l) Wird in § 8 benutzt [vgl. FuBnote&)].



chenen Voraussetzungen fur das Bestehen der Abschatzungen in
den neuen Koordinaten erfillt sind. Offensichtlich bestehen dann
die analogen Abschéatzungen auch in den alten Koordinaten. Es
moge noch betont werden, dafi die Annahme, A bzw. S2 stimme
mit xm— O bzw. ~ = 0 iiberein, nicht unbedingt notwendig ist;
sie erleichtert aber sehr die folgenden Erwagungen.

Wir suchen eine Lésung, fir welche



8 5.

Analytische Daten, linearer Fall. Zuerst soil der
Beweis der Lo6sbarkeit unseres Problems im linearen Falle ge-
liefert werden. Wir nehmen die Koeffizienten aik, bj, ¢ der Glei-
chung (5), sowie auch die Anfangsdaten o ty, %,f als ,,genligend
analytisch" an. D. h. genauer: die genannten Funktionen sollen sich
in jedem Punkte ihres Definitionsgebietes in Potenzreihen entwi-
ckeln lassen mit einem Konvergenzradius, der grofier als der Durch-
messer dieses Gebietes ist. Mit anderen Worten, wir beschranken
uns auf solche (p, 55 fL,f, fir welche der Konvergenzradius ober-
halb einer festen, von der Wahl des Anfangspunktes unabhangi-
gen Schranke liegt; eine Bedingung, die z. B. dann erfullt ist,
wenn diese Daten sich auf Polynome reduzieren. Uberdies sollen
die Anfangsdaten Kompatibilitatsbedingungen bis zur Ordnung k
einschliefilich geniigen (vgl. § 4).

Nach dem Hilfssatze von Schauder 2) gibt es ein > 0,
das von den Daten 9 W, x und /23 nicht abhangt — wohl
aber von den ubrigen Koeffizienten der Gleichung — so dafi
Folgendes statthat : in dem ganzen zylinderartigen Streifen Vx
von der Hbéhe rff mit xm= O als der unteren Basis gibt es
eine analytische Lésung u von (5) mit den Anfangsdaten u'=e¢,

ip auf xm— 0. Dabei kann u um jeden Punkt innerhalb
m

V1in eine Potenzreihe entwickelt werden, deren Konvergenzradius
wieder oberhalb einer von qq ip, f und %2) unabhangigen Schranke
liegt. Sei T der Durchschnitt (vgl. 8 3) von Sxund S2. Wir be-
trachten die durch T hindurchgehende singularitatenfreie chara-
kteristische Flache G von (5), welche ins Innere von V1 ragt.
G teilt V1in zwei Gebiete, von welchen wir dasjenige W ins
Auge fassen, welches zwischen Sxund G gelegen ist. Wir setzen
u= u' in W', womit insbesondere u auf G selbst definiert wird.
Es bleibt also ein Goursat’sches Problem zwischen G und S2 zu
lésen, indem wir dort eine Lésung u" von (5) bestimmen wollen,

2) Vgl. loc. cit. 2, insb. p. 229—231.

2 Vgl. Formel (36). Es ist zweckmafiig im linearen Falle / 6fters zu den
Daten mitzurechnen.

2) Die Unabhangigkeit des Konvergenzradius von x folgt daraus, daB /v
in dem betreffenden Hilfssatze Uberhaupt nicht vorkommt.



die auf G mit «' und auf S2 mit z Ubereinstimmt. Wir setzen
dann u— u" zwischen G und S2, womit die Randwertaufgabe
vollstandig geldst wird.

Die Fortsetzung dieses Paragraphen ist dem Nachweis ge-
widmet, dafi es eine andere Zahl 82> 0 gibt, so dafi in jeder
Kugel vom Radius a2, deren Mittelpunkt auf r gelegen ist, u" sich
in eine Potenzreihe entwickeln lafit. Dabei ist wieder 42 von < ip,
X, f unabhéngig. Um dies zu zeigen, nehmen wir eine Variablen-
transformation vor, derart, dafi die Flache G in yx- 0 und die
Flache S2 in y2= 0 lbergeht. Dabei kénnen nach Hrn. Hadamard
die neuen Variablen so gewahlt werden Z), dafi die transformierte
Gleichung die Form

besitzt. n st ein linearer Ausdruck m @ und den ersten und
zweiten Ableitungen von {", wobei aber in H keine Derivation
nach yx vorkommt.

Bei dem Goursat’'schen Problem fir (40) handelt es sich*
nun um die Konstruktion einer Lbésung u', die sich auf den
Ebenen y1-40 bzw. y2~ 0 auf gegebene Funktionen v{y2y3,...,ym)
bzw. w (yx,y3,..., ym) reduziert Offensichtlich ist der neue Kon-
vergenzradius r von v, w und nach der ausgefihrten Koordi-
natentransformation, wieder nur von den Koeffizienten von H ab-
hangig. Aus diesem Grunde kdnnen wir unsere Aufgabe verein-
fachen, indem wir v. 0, w . 0 annehmen. Dadurch wird héch-
stens /j geéndert und die oben auferlegte Bedingung Uber seinen
Konvergenzradius bleibt weiter bestehen. Wir suchen nun die
Gleichung (40) durch eine nach Potenzen in y. fortschreitende
Keihe 2

(42)

zu lésen. Man rechnet sofort die einzelnen ah aus und es bleibt
noch der Konvergenznachweis fiir die Reihe (42) in einer Kugel
von einem festen Radius ¢. Zu diesem Zwecke nehme man fir H
eine Majorante der Form

-) Vgl loc. cit. 9, insb. p. 107.



,00 Fir das Folgende ist es wesentlich, daB in der Differentialgleichung
(45) die Zahl K vorkommt, welche die Majorante (44) fir /j charakterisiert.
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gular fur | X | L, d. h.in einem von K unabhangigen Intervall2).
Man bekommt auf diese Weise die verlangte Majorante fur (42)
und daraus leitet man durch Ubergang zu den alten Koordinaten
die Existenz einer Zahl € mit den verlangten Eigenschaften ab.

Wir fassen das bisherige Ergebnis dieses Paragraphen zu-
sammen: es gibt eine Zahl <i> 02, die von den auf und
S2 gewahlten Daten und von f unabhangig ist, derart dafi fir
0 CxmC d die Loésung u der hier betrachteten gemischteri Rand-
wertaufgabe existiert.

Die Ableitungen von u bis zur Ordnung k einschliefilich
sind stetig, denn die eventuellen Springe kénnen nur auf der
charakteristischen Flache G vorhanden sein. Der stetige Uber-
gang Uber G ist aber eine unmittelbare Folgerung aus den vor-
ausgesetzten Kompatibilitatsbedingungen bis zur £-ten Ordnung
einschliefilich®. Was die Ableitungen héherer Ordnung anbelangt,
so sind sie zwischen Sxund G und zwischen G und S2 vorhan>
den und dort stetig. Sie kénnen aber wohl auf G Diskontinuitaten
besitzen.

§ 6.

Hilfssdtze aus der Theorie der reellen Funktio-
nen. Der Ubergang zu nichtanalytischen Daten und Koeffizien-
ten wird durch einige Hilfssatze aus der Theorie der reellen Funk-
tionen ermdoglicht, mit denen wir uns jetzt kurz befassen wollen.

Definitionen: a) Eine Funktion /(*,, X2,..., XM nennt
man totalstetig im Sinne des Hrn. toneiri, wenn sie sich auf
fast jeder achsenparallelen Geraden als totalstetig im gewbhnli-
chen Sinne erweist und ihre fast Uberall vorhandenen Ableitun-
gen erster Ordnung im Definitionsbereiche integrierbar sind.

b) Sei f(x1,x2,...,xn) eine Funktion, die quadratisch inte-
grierbare Ableitungen bis zu £-ter Ordnung einschliefilich fast
Uberall besitzt. Die Ableitungen von / bis zu (k—1)-er Ordnung
einschliefilich sollen in V im Sinne des Hrn. Toneni totalstetig
sein. Die Klasse dieser Funktionen wird im Folgenden mit Rk
bezeichnet.

Z) Wohl aber ist sie von M, d. h. von der in der Majorante (43) von
H vorkommenden Konstante abhangig.

6) 8= Min(8L, 82.

9 Vgl loc. cit. 3, p. 110.



Nun sind die Funktionen Gsl mitsamt ihren Ableitungen D k<l
(h  K) stetigsg. Nach einem bekannten Satze gibt es also eine
Folge von Polynomen, die mitsamt ihren Ableitungen bis zur

J) Dies folgt sofort aus der Darstellung (50) fur diese Ableitungen.
12-



Ordnung k einschliefilich gleichmafiig gegen (sl und deren ent-
sprechende Ableitungen konvergieren. Wir erhalten schliefilich
durch das Diagonalverfahren eine Polynomfolge, die (48) erfillt.

Bemerkung. Es ist klar, dafi unser Hilfssatz auch dann
bestehen bleibt, wenn man Q durch das in dem vorhergehenden
Paragraphen betrachtete Volumenstick V ersetzt.

Es ist nun notwendig das vorhergehende Résultat noch zu
vervollstandigen :

Hilfssatz Il. Setzen wir voraus, dafi f in V den Bedin-
gungen des Hilfssatzes | genigt und in einem Pyramidenstumpf
W -V, der mit V die gemeinsame untere Basis hat, stelige Ab-
leitungen bis zur Ordnung r einschliefilich besitzt. In diesem Falle
konvergieren die Ableitungen der r ersten Ordnungen der Appro-
Xximationspolynome des Hilfssatzes | in W gleichméafiig gegen die
entsprechenden Ableitungen von /.

Der einfache Beweis wird dem Leser Uberlassen.

Hilfssatz I!l. Voraussetzungen: Die Funktionen fsgehéren
aile in V derselben Klasse Rk mit k m +1 an; Uberdies sei

J J(D hf) Axj dx,,.. dxm " Konst. Of h K.
v

Behauptung. Man kann eine gleichméfiig konvergente
Teilfolge fs herausgreifen, deren Grenzfunktion / in V wieder der

Klasse Rk angehort.

Beweis. Die Existenz einer gleichmafiig konvergenten Teil-
folge fs ergibt sich sofort aus den friheren Hilfssatzen (vgl. z. B.

loc. cit. 2 Hilfssatz I). Dafi dann die Grenzfunktion / zu Rk ge-
hért, folgt aus einer bekannten Tatsache3): Gewisse Linearkom-
binationen

/> iv »

haben die Eigenschaft, dafi nicht nur f. f gleichméafiig, sondern
aufierdem auch die Ableitungen Dhfi im Mittel konvergieren

3l) Vgl. z. B. S. Banach et S. Saks, Sur la convergence forte dans
les champs Lp, Studia Math. 2 (1930) p. 51—57. Es gibt auch andere Wege
um den Hilfssatz Il zu beweisen.



* y
Die Zugehorigkeit der Grenzfunktion / zur Klasse Rk ist aber
mit Benutzung von (51) sehr leicht zu beweisen.

§ 7



mitsamt ihren Ableitungen nur bis zu k bzw. {k—1)- er Ordnung
einschliefilich stetig, wahrend die Beweismethode des § 5 analy-
tische Daten erfordert. Dennoch besitzen 2 und <2 zwei Eigen-
schaften, die uns im folgenden vom grofien Nutzen sein werden:
a) q2 ip2 haben Ableitungen beliebig hoher Ordnung in alien
Punkten, die nicht auf dem Durchschnitt W von 22, und G liegen
(vgl. das Ende des § 5); §) auf  erfilllen <2, IR zusammen mit
den alten Randwerten % Kompatibilitatsbedingungen beliebig hoher
Ordnung.

Wir approximieren nun 42 bzw. ip2 durch Polynome (p2s bzw.
ip2s derart, dafi

P Die Moglichkeit einer solchen Approximation folgt aus den eben
erwahnten Eigenschaften a), P). Wir erinnern: p ist die Anzahl der Streifen,
in welche V zerlegt wird.



3D In V- (i -s3) missen wir also zu Funktionen mit wenigstens drei In-
dices iibergehen.



Nach § 5 Hilfssatz Il folgt aus (59) die Existenz einer Grenz-
funktion u, die in V2+ V3+ ... +Vp der Klasse Rk angehért und
dort, falls k">>m + 2 M), offensichtlich der Gleichung (5) geniigt.
Zusammen mit der in § 5 gefundenen L6sung in V., bildet sie
wegen (52), (53) die gesuchte Lbésung unserer Randwertaufgabe
in V. Sie ist in V der Klasse Rk und erfiullt auf T Kompalibili-
tatsbedingungen bis zu k-ter Ordnung einschliefilich.

3) Vgl. z. B. loc. cit. *), Hilfssatz I.

8 Den Formeln (57), (58) fiir u3sr entsprechen ahnliche fir die weite-
ren uisr (i >3).

) Dann sind namlich die zweiten Ableitungen von u in V stetig. Spater
(8 10) werden wir sogar k 2 annehmen. Offensichtlich kann man weni-
ger einschrankende Voraussetzungen machen; wir interessieren uns aber nicht
fir solche Untersuchungen, weil ihnen vorlaufig keine prinzipielle Bedeutung
zukommt.



8 8.

Lineare Differentialgleichungen mit nichtana-
lytischen Koeffizienten und Daten. Sei V der Pyrami-
denstumpf aus 8§ 2. Die Koeffizienten von (5) und / sollen nun-
mehr nur der Klasse Rk x angeh6ren mit k'*>m 2 3. Wir
betrachten weiter einen Pyramidenstumpf W c V, der mit V die ge-
meinsame Basis und Seitenflachen besitzt, ausgenommen die-
jenige Seitenflache, welche durch die Schnittmannigfaltigkeit T hin-
durchgehtl). Wir setzen voraus, dafi in W die Koeffizienten und
/ stetige Ableitungen von gentgend hoher Ordnung k' besi-
tzen, etwa k= k +m 41). Was die Anfangs- und Randwerte anbe-
trifft, nehmen wir diese vorsichtshalber etwa auch alsk '= k + m-mal
differenzierbar an. Sie sollen Kompatibilitatsbedingungen bis zu
k-ter Ordnung einschliefilich erfiillen.

Unter diesen Bedingungen, gibt es eine Lésung u von (5)
der hier betrachteten gemischten Randwerlaufgabe, die in V in die
Klasse Rk fallt. In W gehdrt sie sogar der Klasse Rk”m an, be-
sitzt also dort steiige Ableilungen k-ter Ordnung42). u erfiillt die
Kompatibilitdtsbedingungen bis zu k-ter Ordnung einschliefilich.
Endlich bestehen fiir u wieder die Abschatzungen (33), (35), falls
(32) & erfiillt ist.

Zum Beweise genlgt es nach den Hilfssatzen I, Il des § 6
die Koeffizienten aik, b., ¢ und/durch Polynome derart zu appro-
ximieren, dafi diese mitsamt ihren Ableitungen bis zu (k—1)- er
Ordnung einschliefilich gegen die entsprechenden Funktionen und
ihre Ableitungen a) in V im Mittel, und b) in W sogar gleich-
mafiig bis zu Ableitungen entsprechender Ordnung konvergieren.
Gleichzeitig werden Anfangswerte und Randwerte approximiert

4) Aile Randflachen von W sollen raumartig sein.

4l) Waren die Koeffizienten auch in W nur der Klasse RKk_ i, so konnten
wir nicht die Existenz der i-ten Ableitungen Dku fir xm= 0 nachweisen. Die
Kompatibilitdtsbedingungen ffc-ter Ordnung wirden dann ihren Sinn verlieren.
Darum fordem wir von den Koeffizienten und Daten in W eine hohere
Regularitat.

”) In V— W brauchen gewisse Ableitungen DJ}iu nicht zu existieren.
Fir einen Punkt P von T verstehen wir also unter (Dhu)p den Grenzwert

lim (Dhu)p , falls Pn im Innern von W oder auf —T liegen.

41) Mit ? —k — m.



woraus nach § 6 Hilfssatz Il die gleichmafiige Konvergenz einer
entsprechenden Teilfolge uS gegen eine Funktion u aus Rk folgtde-
u lost die Randwertaufgabe fir (5). Dafi u in IF sogar zu der
héheren Klasse Rk+m gehort, folgt bereits aus den friheren Er-
gebnissen4)).

§ o

Quasilineare Differentialgleichungen. Einfih-
rung einer Funktionaloperation. Wir beschranken uns
auf folgendes Hauptproblem: eine Lésung u der quasilinearen
Differentialgleichung

zu finden, welche auf xm= O die gegebenen Anfangswerte und
auf ~= 0 die gegebenen Randwerte annimmt. Aile anderen hier
behandelten Randwertaufgaben lassen sich auf diesen Fall zu-
rickfihrendd. Sei v(xIt x2,..., xn) eine genigend oft differen-

40 Dies wird wie in § 7 durchijefuhrt.
%) In Kj+ /3+ «m+ Vp wurden diese Abschatzungen bereits in Formel

(59) gewonnen. Indem man die Bemerkung Ill aus § 3 benutzt, (iberzeugt man
sich, daB die Abschatzungen auch in Vx gelten, denn die u5 besitzen dort (vgl.
das Ende des § 5) stetige Ableitungen k-ter und abteilungsweise stetige Ablei-
tungen (&+ l)-er Ordnung.

%) Durch einen Grenziibergang bestatig'c man, daB fiir u die Abscha-
tzungen (33), (35) unter Voraussetzung von (32) weiter bestehen, obwohl jetzt
u nur zur Klasse Rk gehort.

*) Vgl. loc. cit. *), Kap. II.

43 Vgl. § 3, Anfang.



zierbare, vorlaufig aber nicht naher bestimmte Funktion. Betrach-
ten wir die lineare Hilfso-leichuno-

durch (65) ist eine Funktionaloperation4y
(66) w— T(V)

definiert. Unser Problem reduziert sich also darauf, die Existenz
eines Fixpunktes von (66) in einer passend gewahlten Funktionen-
klasse nachzuweisen, d. i. eines Punktes u, fiir welchen

«= T(u).

§ 10.

Der Existenzbeweis im quasilinearen Fall. Sei V
das Volumenstick aus 8§ 2. Wir setzen voraus, dafi die Cau-
chy’schen Anfangswerte

auf Xy— 0, sowie die Koeffizienten aik und / genligend oft diffe-
renzierbar sind. Uberdies sollen die Kompatibilititsbedingungen
bis zu £-ter Ordnung einschliefilich erfillt sein. Diese definiert
man ahnlich wie im linearen Fali.

Sei W ein Teilpyramidenstumpf: W "V, dessen Lage inbe-
zug auf V bereits in § 8 besprochen wurde. Alle Randflachen
von W mégen raumartig angenommen werden. Nach dem Ergebnis
von Schauder @) gibt es in W eine Ldsung u von (64) mit
den Anfangswerten (p, ip auf xm= 0. Wegen der vorausgesetzten
geniigend hohen Differenzierbarkeit der Koeffizienten und Daten

“w) Unter w verstehen wir eine Loésung von (65) mit den Daten (36).
) Vgl. loc. cit. J), Kap. Il



besitzt diese Lésung in W Ableitungen bis zur (k + m~ten (wir
setzen k~2m + 2 voraus) Ordnung einschliefilich. Wir gehen
von dieser Losung u in W aus und werden diese auf das ganze
V derart erweitern, dafi nunmehr auch (67 b) erfillt ist. Zur Kon-
kurrenz lassen wir nun folgende Funktionen v zu:

1) v ist in V definiert und stimmt in W mit der dort be-
reits vorhandenen Lb6sung u Uberein,

2) v nimmt auf xx~0 die Randwerte z an,

v cehort in V der Klasse R. an. mit A-2 und

Die von den Funktionen v gebildete Klasse bezeichnen wir mit
(K). Sie ist offensichtlich nicht leer. Lost man die Hilfsgleichung
(65) fir eine Funktion v aus (AO, so gehort die Loésung w
wieder zu (K). In der Tat, man sieht gleich, dafi sie in W mit
u Ubereinstimmt wegen der Eindeutigkeit des Cauchy’schen Pro-
blems in W. Wir zeigen jetzt, dafi w wieder in V zur Klasse
Rk gehort. Zu diesem Zwecke schatzen wir — nach Einsetzung
von v in (65) — die Koeffizienten und ihre Ableitungen ab. Die
totalen Ableitungen J, a,, / h-ter Ordnun? haben die Form



h ist die H6he von V. Fur genigend kleines h bekommen wir
also wieder

(Recu par la Re'daction le 10. 7. 1936).



Gemischte Randwertaufgaben bei partiellen Differential-
gleichungen vom hyperbolischen Typus

von

J. SCHAUDER (Lwoéw).

Es soli hier ein Verfahren angegeben werden, welches bei
allgemeinen nichtlinearen hyperbolischen Differentialgleichungen
der Form

diejenigen gemischten Randwertprobleme zu erledigen crlaubt,
die in der vorhergehenden Arbeit fir den Fall der quasilinearen
Differentialgleichung dieser Art gel6st wurdenl).

Um die spater zu entwickelnden Rechnungen einfacher zu
gestalten, nehmen wir an, dafi die zeitartig orientierte Flache S2
mit xm— O, und die raumartige Flache S1 mit x>x 0 Uberein-
stimmtd. Wie weiter anhangsweise gezeigt wird, lassen sich —
wenigstens fir lineare Differentialgleichungen — diese Probleme
auch dann lésen, wenn S2 charakteristisch ist.

§ 1-

Wir wollen die Anfangswerte von u, pltp2,...,pmauf x*= 0
als gleich Null annehmen, was man bekanntlich immer durch eine
Variablentransformation erreichen kann. Im Falle des Cauchy’schen
Problems wirden wir — nach einer frilheren Bemerkung von

) M. Kjrzyzanski und J. Schauder, Quasilineare Differentialglei-
chungen vom hyperbolischen Typus. Gemischte Randwertaufgaben, Studia Math. 6
(1936) p. 162—189. Diese Arbeit wird im Folgenden mit G. R. bezeichnet.

* In G.R. wurde die Ebene xm— 0 als die raumartige, die Ebene x*= 0
als die zeitartige Flache angenommen.



mir§ — mit der Aufstellung der Differentialgleichungen fir
jDj, p2,..., pm beginnen. Bei dem vorliegenden allgemeineren
Problem kénnen wir aber in dieser Weise nicht wvorgehen,
weil auf S2 nicht einmal die Randwerte von p vorgegeben
sind. Aus diesem Grunde erscheint es zweckmafiig die Diffe-
rentialgleichung nicht in der unentwickelten Form (1) zu lassen,
sondern sie nach r  aufzulosen, d. h. nach derjenigen reinen
zweiten Ableitung, die in der zur zeitartigen Flache S2 normalen
Richtung genommen wird4). Dies ist moglich, weil S2, als zeit-
artig, nicht charakteristisch ist. Es ist nicht nbtig vorauszusetzen,

) J. Schauder, Das Anfangswertproblem einer quasilinearen hyperboli-
schen Differentialgleichung zweiter Ordnung in beliebiger Anzahl von unabhan-
gigen Veranderlichen, Fund. Math. 24 (1935) p. 213~ 246, insb. p. 246, Fufinote 47).

4 Und nicht, wie man vermuten wiirde, in der zur raumartigen Flache
normalen Richtung.



Die gemischte Randwertaufgabe lafit sich nun fir (3) leicht lo-
sen, da das Auftreten der Integrale nicht stérend wirktf). Dabei
genigen die auf x} O berechneten Ableitungen von 0,,p.,,,
pm A der Beziehung0Q

) $ 0 x{ 0.

Es soil jetzt gezeigt werden, dafi die Relationen

bestehen. Wir bemerken, dafi es dazu genigt, fur die d ein
homogenes lineares Differentialsystem aufzustellen. Aus der Ein-
deutigkeit dieses Systems und der Tatsache, dafi die Anfangs-
werte und die Randwerte der d.t gleich Null sind, schliefit man,
dafi die Jjs identisch verschwinden. Diese Bemerkung hat Ubri-
gens, wenn es sich um das Cauchy’sche Problem allein handelt,
schon Herr Petrowsky geaufiert. Fur das hier in Betracht kom-
mende, umfassendere Randwertproblem liegen die Verhaltnisse
komplizierter und erfordern neue Kunstgriffe?).

Wir fuhren folgende Bezeichnungen ein. Fir die Ausdricke(4)
schreiben wir nacheinander:

5 Vgl. loc. cit. 3, FuBnote 4). Offensichtlich miissen dabei fur und
S . diejenigen Bedingungen erfillt sein, die in G. R. (8§ 1, 2) formuliert wurden.

6 Diese Beziehung wird am Ende des Beweises benutzt.

7 Die Charakteristikentheorie der partielien Differentialgleichungen erster
Ordnung liefert das erste Beispiel dieser Schlufiweise. Dort handelt es sich um
eine gewohnliche lineare Differentialgleichung. Aus der Tatsache, dafi die Lo-
sung dieser Gleichung an einer Stelle verschwindet, folgert man, daB sie iden-
tisch verschwindet.



Diese auf den ersten Blick befremdende Bezeichnung, bei wel-
cher zwischen den einzelnen Variablen nicht unterschieden wird,
erweist sich als sehr nitzlich. Sie tragt auch zum Gelingen des

Beweises bei.
Das System (3) lautet ietzt in der neuen Schreibweise



8 Dies ist eine unmittelbare Foigerung aus den Abschatzungen in G. R.



Die Lésung von (1) bzw. (2) ist durch ihre Anfangswerte
und Randwerte im Kleinen eindeutig bestimmt. Denn die Diffe-
renz zweier Losungen u und u genigt einer linearen homogenen
hyperbolischen Differentialgleichung mit stetig differenzierbaren

13*



Aus (19) ersieht man sofort, dafi die Funktionen Ajk, Bj} C ste-
tig differenzierbar sind. Da die Anfangswerte und Randwerte
von u — u verschwinden, mufi u — u wegen der Abschatzungen
in G. R. identisch verschwindenl0.

§ 2.

Wir ergreifen die Gelegenheit, um darauf aufmerksam zu
machen, daB die im linearen Falle in G. R. gegebenen Abscha-
tzungen und Existenzbeweise auch dann bestehen bleiben, wenn
die Flache S2 charakteristisch ist. Was die Abschatzung der

9 Dieser Beweis gilt fur dreimal stetig differenzierbare Losungen.

10 Die Frage ob, fur hyperbolische Differentialgleichungen solche Regu-
laritatsvoraussetzungen vorhanden sind, bei denen die Anzahl der notwendigen
Differentiationen nicht mit der Anzahl der unabhangigen Variablen ins Unendliche
wachst (die Herabsetzung der Regularitatsforderungen ist auf jeden Fall moglich),
interessiert uns hier nicht.



aus Formel (15) in G. R.,, denn dann ist a(G23 = 0, ja sogar
mehr, diese Abschatzung gelingt auch dann, wenn S2 in manchen
Punkter» zeitartig, in anderen aber charakteristisch sich verhalt.
Um die den hdéheren Ableitungen entsprechenden Integrale abzu-
schatzen, mufi aber anders als in G. R. vorgegangen werden.
Nach Hrn. Hadamard n) kénnen wir namlich aile Ableitungen auf
einer charakteristischen Flache S2 berechnen. Wir sehen dies
sofort ein, wenn wir neue Variablen in der Weise einfilhren, dafi
die Flache S, mit xp— O Ubereinstimmt. Dann wird der Koeffi-
zient Amm der linearen Gleichung gleich Null auf x — O und wir
bekommen

Die Formel (20) kann als eine partielle Differentialgleichung erster
Ordnung in den Variablen xit x2, ..., xm_ } fur nm{xx, X2, ..., xm I)
= pm(*,, X2,..., xm j, 0) angesehen werden. Machen wir die na-
tirliche Voraussetzung, dafi die Schnittmannigfaltigkeit T von Sx
und S2 nirgends zu einer bicharakteristischen Richtung parallel
verlauft, so kann n eindeutig durch seine leicht zu findenden
Anfangswerte auf dieser Schnittmannigfaltigkeit bestimmt werden.
Wenn wir dann weiter unsere Differentialgleichung entsprechend
oft differenzieren, so kénnen wir auch die hodheren Ableitungen
auf S2berechnen. Unseren Abschéatzungen steht dann nichts mehr
im Wege.

Um den Existenzbeweis — zuerst im analytischen Falle —
fihren zu kénnen, missen wir die gesuchte Losung aus zwei L6-
sungen «j und u2 zusammenheften : der Losung des Cauchy’schen
Problems zwischen und einer anderen charakteristischen Flache
(£ und der L6sung u2 eines Goursat’schen Problems zwischen (£
und S2. Wir miussen also die vollkommen natirliche Voraus-
setzung machen, dafi die zweite neben S., aus der Schnittmannig-

« ") J. Hadamard, Lecons sur la propagation des ondes etc.,, Paris
1903) insb. p. 268. Wir benutzen hier seine ubliche Schreibweise fiur lineare
Differentialgleichungen zweiter Ordnung.



faltigkeit T ausgehende charakteristische Flache in das Gebiet
V — in welchem die Lésung gefunden werden soli — hineinragt.

Der Ubergang zu nichtanalytischen Daten wird nach der alten
Methode bewerkstelligtl).

120 Vo1 loc. cit. '), 8. Die Behandlung anderer Randwertprobleme in einer
weiteren Arbeit ist beabsichtigt.

(Recu par la Redaction le 27. 9. 1936).



Relations between certain problems of Banach

by
F. J. MURRAY > (Princeton, U. S. A)).

In his treatise on linear transformations, S. Banach 2 lists
among others the following unsolved problems (Cf. (B), pp.
144-145):

") National Research Fellow. Some of these results were obtained while
the author was stationed at Brown University, Providence, R. I

2 S. Banach, Théorie des opérations linéaires, Warsaw (1932). We shall
refer to this book as (B).













































