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WS TEFP

W czerwcu roku 1696 w wychodzacem w Lipsku czasopismie ,,Acta
Eruditorum®“ Jan Bernoulli zaproponowat matematykom rozwigzanie naste-
pujacego zagadnienia:

W ptaszczyznie pionowej dane sg dwa punkty A iB;
dla punktu materjalnego, poruszajgcego sie pod wptywem
sity ciezkosci, wskazac¢ tor, tgczacy punkty A i B, taki, iz
punkt materjalny, wychodzac z A, znajdzie sie w B w naj-
krétszym czasie.

Zagadnienie owo dato poczatek nowemu dziatowi matematyki, noszg-
cemu nazwe rachunku warjacyjnego.

Aby wyjasni¢, jakiego rodzaju kwesljami matematycznemi zajmuje sie
rachunek warjacyjny, postaramy sie sformutowac analitycznie zagadnienie
J. Bernoulliego, inaczej moéwiagc, zagadnienie brachistochrony.

Wybieramy w plaszczyznie ruchu rozwazanego wazkiego punktu ma-
terjalnego M uklad osi spotrzednyeh prostokagtnych XAY, przyczem
za 0$ X przyjmujemy prosta poziomg, a za 0S Y prostg pionowg
i skierowang ku dotowi. Spétrzedne
punktbw A i B beda odpowiednio
(0o, 0) i (a, b).

Jezeli, jak zwykle, g oznaczaé¢
bedzie przyspieszenie sity ciezkosci,
mase zas$ punktu Af przyjmiemy za 1,
to nazywajac v szybkos¢ punktu M,
otrzymamy na zasadzie prawa zywych
sit réwnanie:

(*)*=* = tgf + " (i)
gdzie VO jest predkoscia poczatkowa Rys. I.
punktu, zas ds oznacza pochodng diugosci tuku toru, wzietg wzgledem

Czasu.
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Jezeli pozatem zatozymy, iz réwnanie toru moze by¢ napisane w po-
staci y—y(x), przyczem funkcja y(x) jest w przedziale o x” a funkcjg
jednoznaczng i posiadajaca ciagla pierwszg pochodng, wowczas

ds -
~dx= >
a wiec z réwnania (1) otrzymamy:
ds V i+y?2
ir gy +V 7igy Tv?dx Q)

przyczem T oznacza czas, w ciggu ktérego punkt materjalny przebyt droge
od A do B, poruszajgc sie po torze rozpatrywanym. Zatem w zagadnieniu
J. Bernoulliego zgda sie znalezienia funkcji y (X), jednoznacznej i posiada-
jacej ciagta pierwszg pochodng, ktéraby nadawata najmniejsza wartos¢
calce (2) i przytem spehiataby warunki graniczne y (0) = o,
y (@)= b

Zagadnienie to jest wypadkiem szczegélnym ogélniejszego zagadnienia,
ktére mozna wypowiedzie¢ w sposOb nastepujacy:

znalez¢ funkcje y(x) jednoznaczng i posiadajgcg ciagta
pierwsza pochodng w przedziale (a,b), ktéra nadawataby
catce

1=f f(xy>?)dx 3
a
wartos¢ extremalng i spetniataby warunki graniczne:
y(a) = ya, y(b) =yb, przyczem funkcja/, granice ai&oraz
wartosci i sg nam dane.
2. Z kolei i takie postawienie kwestji mozna jeszcze uogolni¢, zakta-

dajac, iz funkcja podcatkowa/ zalezy nietylko od funkcji niewiadomej y (X)
i jej pierwszej pochodnej, ale réwniez i od pochodnych wyzszych rzedéw,
do pewnego rzedu p wigcznie. W tym wypadku mozemy przyjaé, iz pewne
warunki graniczne musi spetiaC¢ nietylko sama funkcja, ale i niektore
jej pochodne.

Idac po drodze jeszcze dalszych uogélnien, mozemy przyjaé, iz funkcja
podcatkowa zalezy nie od jednej, “od kilku funkcji niewiadomych i ich ko-
lejnych pochodnych do pewnych rzedéw. W ten spos6b dochodzimy do
postawienia nastepujagcego zagadnienia:

Znalez¢ funkcje (oo— yn(x), ktére nad awatyby
wartos¢ extremalng catce

/=] bF(x,yLyi',—... YIRLY2 'y 1y | pJ—— y> [«eeee y, (p&)d*(4)
a
i po za warunkami rézniczkowalnos$ci i ciggtosci pochod-

nych do pewnych rzedéw witgcznie, spetniatyby jeszcze
pewne warunki graniczne.
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3. Jakiego rodzaju moga by¢ wspomniane warunki graniczne, pokazemy
na prostym przykfadzie nieco zmodyfikowanego zagadnienia brachistochrony.
Zalézmy, mianowicie, iz trzeba znalez¢ tor punktu materjalnego, poruszajac
sie po ktérym, ten ostatni stoczy sie w czasie najkrotszym z danego
punktu A na pewng prostg pionowa. Jezeli, jak i dawniej, wybierzemy
prostokatny uktad spétrzednych o po-
czatku w punkcie A, zas rdéwnanie
prostej pionowej bedzie x = a, to
zauwazymy, iz w rozpatrywanym za-
gadnieniu nie jest nam dana rzedna
punktu B — konca naszego toru, a za-
tem te rzedng trzeba bedzie okresli¢
z warunku minimum catki (2).

Jezeliby$Smy szukali linji najkrot-
szego spadku punktu materjalnego,
staczajacego siez danego punktuj
na dang krzywa, to, przy tym sa-
mym ukladzie spo6trzednych, trzeba by
szuka¢ minimum catki (2), dla ktdrej
gorna granica a juz nie jest dang; funkcja niewiadoma y{x) powinna dawac
minimum catki (2) i spetnia¢ warunki graniczne y(o) = o, y(a) = y(a),
gdzie y=y(x) przedstawia réwnanie krzywej danej, na ktdrg stacza sie
punkt materjalny (p. rys. 3).

Granice catkowania a, t. j. odcieta korica krzywej szukanej okreslamy
z warunku minimum catki (2). Nie bedziemy sie obecnie zatrzymywali na
rozpatrywaniu réznych mozliwych warunkoéw granicznych w zagadnieniu ogoél-

0 Y. nem, poniewaz do tego jeszcze powro-
cimy. Zauwazymy tylko, iz zagadnienie
0golne wypowiedziane przez nas wy-
zej, mozemy nazwal zagadnieniem
bezwarunkowego extremum
catki (4); racje tej nazwy wyjasnimy

Rys. 2

pdzniej.
4, Wréémy, jednak, do najprost-
szego zagadnienia o znajdywaniu ex-
Rys. 3. tremum calki

przyczem chwilowo nie bierzemy pod uwage warunkéw granicznych. Gdy
w tej calce bedziemy podstawiali zamiast y (a wiec posrednio i y') takie
funkcje x, azeby calka nasza miata okreslony sens, to, oczywiscie, jej war-

tos¢ liczbowa bedzie sie zmieniata; z tego punktu widzenia mamy prawo
l*



- 4 —

powiedzie¢, ze catka nasza jest funkcjg od funkcji y(x), ale musimy na-
tychmiast podkresli¢, ii owa zaleznos¢ funkcyjna jest zaleznoscig specjal-
nego rodzaju. Rzeczywiscie: / zalezy od zbioru wszystkich war-
tosci, ktére przyjmuje funkcja y= y(X) w przedziale od
a do b. Mowiac jezykiem geometrycznym, powiemy, ze / zalezy od calego
tukukrzywejy = y(x) w przedziale a” x ~ b albo inaczej: | jest funkcja
linji. Wraz ze zmiang krzywej, t. j. postaci funkcji y=y(x), zmienia sie
wartos¢ liczbowa |. %

Systematycznem badaniem tego rodzaju funkcji zajeto sie stosunkowo
niedawno i w tej dziedzinie najwiecej ciekawemi i waznemi sg prace mate-
matyka wiloskiego Vito Volterra i jego uczniéw. Poza catym szeregiem
prac, poswieconych tym kwestjom, sg one badane systematycznie w dziele
Volterra Leeons sur les fonctions de lignes, Paris 1913 i w dziele
Paul Levy Leeons d’analyse fonctionelle, Paris 1922. Z punktu widzenia
nauki o funkcjach linji, rachunek warjacyjny przedstawia dziat, odpowiada-
jacy dziatlowi o wartosciach extremalnych funkcji zmiennych niezaleznych.

Zauwazymy, iz wraz z funkcjami linji, mozemy moéwi¢ o funkcjach
powierzchni, objetosci i wogdle rozmaitosci wielowymiarowych. Np. catka
podwdéjna, rozciggnieta na pewien obszar ptaski o,

(5)
a

gdzie z oznacza dowolng funkcje (xiy), zalezy od zbioru wszystkich war-
tosci z, przyjmowanych w obszarze o, inaczej mowigc, jest ona funkcjg
pewnej czesci powierzchi z = z{x,y), odpowiadajacej obszarowi o. Jezeli-
bySmy mieli na celu znalezienie powierzchni z — z (x,)0> przechodzacej
przez dany kontur i nadajacej wartos¢ extremalng catce (5), to zndéw mie-
libySmy do czynienia z zagadnieniem z dziedziny rachunku warjacyjnego.

5. Jak wiadomo, w teorji extreméw funkcji wielu zmiennych
rézniamy dwa rodzaje zagadnieh: zagadnienia na extremum bezwa-
runkowe i extremum warunkowe. Zagadnienia pierwszego rodzaju
dadzag sie przedstawi¢ w postaci nastepujacej: znalez¢ extremum funkcji
y —f(x1 X2 .... X,,), zakladajgc, iz zmienne niezalezne pozostajg w okre-
slonych przedziatach. W zagadnieniach drugiego rodzaju szukamy extre-
mum funkcji

w zatozeniu, iz w rozpatrywanych przedziatach zmienne (i= 1, 2,... n)
Sa zwigzane pewnemi réwnaniami

Zupetnie podobnie rzecz sie przedstawia w dziedzinie rachunku warjacyj-
nego. Jako przykiad rozpatrzymy nastepujgce zagadnienie:

roz-
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Znalez¢ krzywa ptaska, przeprowadzong miedzy
dwoma danymi punktami A i B, lezgcymi na danej krzywej
y = mpX), (p. rys. 4) taka, zeby krzywa szukana 1° miata dang
dtugos¢ s i 2°wraz z dang krzywa y = 'f(x), o ktorej zakta-
damy, ie jest ciggta, ograniczata najwieksze pole.

Niech odcietemi punktow A i B bedg odpowiednio liczby a i b
(a< b); jezeli przyjmiemy, ie krzywa szukana posiada w przedziale
a A b réwnanie y —y (X), gdzie
y (X) w tym przedziale jest funkcjg
jednoznaczna, posiadajgca ciggta pierw-
szg pochodng, wéwczas mozemy sfor-
mutowaé analitycznie nasze zagadnie-
nie w sposéb nastepujacy:

Znalez¢ w przedziale
ai™x izb funkcje y(x), jedno-
znaczng, O ciggtej pierwszej
pochodnej, speiniajgcg wa-
runki: y(a)=y(a), y ()= 9(6)

(gdzie 9(jio jest dana funkcja
ciggta i jednoznaczng w danym przedziale) i taka, azeby

musi posiadaé¢ z géry danag wartos¢ liczbowg s.

Oczywiscie, ten ostatni warunek jest pewnem ograniczeniem, natozonem
na funkcje y(x). Dopiero co sformutowane zagadnienie nosi nazwe za-
gadnieniaizoperymetrow.

6. Innego rodzaju beda warunki, ktére musi spetnia¢ funkcja niewia-
doma w nastepujacych zagadnieniach.

Na danej powierzchni
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przy zatozeniu, iz funkcje szukane y(x) i z (X) sg zwigzane réwnaniem (6)
i spetniajg warunki: y(a)= b, z(@a)= ¢, y({4) —B, z (4 = C. Znéw
wiec warunek (6) ogranicza wybor funkcji y(x)\z (x), pomiedzy ktéremi
szukamy funkcji, nadajgcych minimalng warto$¢ catce (7). Rozpatrzmy teraz
nastepujace zagadnienie:

Znalezc¢ linje najkrétszego spadku punktu materjal-
nego o masie /, poruszajgcego sie w ptaszczyznie piono-
wej z punktu A(a,ya) do punktu B(b,yb), jezeli przytem
opOr osrodka jest pewng dang funkcjag /(V) szybkos$ci v

Przyjmujac za oS x prostg pozioma, lezacg wraz z punktami A i B
w pewnej plaszczyznie pionowej, a za 0$ y prostg pionowa, skierowang
ku dotowi i, zakladajac, ze f(v) przedstawia warto$¢ bezwzgledng oporu,

mamy z jednej strony przyrost sity zywej d—y\za z drugiej prace elemen-

tarng sity ciezkosci i oporu srodka w postaci gdy — f(v)ds, gdzie g jest
przyspieszeniem sity ciezkosci a ds elementem drogi. Przyrownywujac te
wyrazenia, otrzymamy

ds
Z drugiej strony, biorgc pod uwage, Zze v = 4t, znajdziemy nastepu-
jacy wzor na czas spadania

W ten sposOb zadanie nasze sprowadza sie do znalezienia takich
funkcyj y i v, ktore nadajg wartos¢ extremalng calce (9), a same sa zwig-
zane rownaniem rozniczkowem (8). Oczywiscie, pozatem funkcje te musza
spetniaC jeszcze pewne warunki graniczne.

7. Rozpatrzone powyzej zagadnienia moga by¢ uogélnione w sposob
nastepujacy:

Znalez¢ funkcje yu y2 vy, jednoznaczne, o ciggtych
pochodnych do pewnych rzedow witacznie, ktore dawa-
tyby extremum catki:

majg z gory dane wartosci liczbowe, za$ same funkcje
spetniajg pewne dane réwnania rozniczkowe (w szcze-
gélnym wypadku réwnania skonczone t j. nie zawierajgce
pochodnych funkcji niewiadomych)



oraz pewne warunki graniczne. Oczywistem jest, ze liczba réwnan
fj = 0 musi by¢ mniejszg niz n.

Analogiczne zagadnienia mozna bytoby postawi¢ przy badaniu extremow
calek podwojnych, potrojnych i t. d. zalezacych od funkcji 2, 3 itd. zmien-
nych. Wszystkie zagadnienia tego rodzaju bedziemy nazywali zagadnieniami
na extremum warunkowe.

8. Wroémy jednak do naszego najprostszego zagadnienia:

Znalez¢ funkcje >»(x) jednoznaczng, posiadajacag ciagta
pierwsza pochodng w przedziale (a, b) i takg, zeby dawata
wartos¢ extremalnag catki

a
i spetniata przytem warunki graniczne y(a)=ya, y(b)=yb,
gdzie ya i sg danemi liczbami. Wezmy pod uwage zbior wszyst-
kich funkcji spetniajgcych warunki jednoznacznosci, rézniczkowalnosci oraz
nasze warunki graniczne. Zbior wszystkich tych funkcji nazwiemy obszarem
funkcyjnym albo dziedzing funkcyjna (K). Podstawiajagc owe funkcje
do catlki (10) otrzymamy nieskonczenie wiele wartosci, ktére moze przy-
biera¢ catka /. Mnogos¢ tych wartosci posiada kres gorny i dolny; pierwszy
z nich nazwiemy M, a drugi m; jedna z tych liczb, a nawet obie, moga
by¢ i nieskoriczone.
Jezeli dla pewnej z rozpatrywanych funkcji no. y — y (x) mamy

woéwczas powiadamy, iz catka / w dziedzinie funkcyjnej (F) posiada abso-
lutne(albobezwzgledne)maximum.

Jezeli istnieje, przynajmniej jedna, funkcja y —y(x) obszaru (K).
taka, iz

to powiadamy, Ze catka / posiada w obszarze fuukcyjnym (Y) absolutne
(bezwzgledne) minimum.

Jak wiadomo, naogét, kres goérny nieskonczonego zbioru liczb rze-
czywistych sam do zbioru moze nie naleze¢, a zatem, modwiac ogdlnie,
absolutne maximum czy minimum catki (10) moze nie istnieC.

Jezeli na szukang funkcje y (%) bedziemy nakiadali warunki ograni-
czajace, w rodzaju tych, iz musi ona posiada¢ w przedziale (a, b) poza
pierwszg réwniez i drugg pochodng, albo ze musi by¢ analityczng itp., to
oczywiscie, obszary funkcyjne, dla ktérych bedziemy badali wartosci catki |,
bedag za kazdym razem -inne. Jest rzeczg zupelnie zrozumialg, ze jezeli
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w pewnej dziedzinie funkcyjnej nie istnieje extremum absolutne catki /,
to stad nie mozna wnioskowac, iz nie istnieje ono i w innej dziedzinie.

Np. catka / moze nie posiada¢ extremum absolutnego w dziedzinie
funkcjiy (X), nie bedacych jednostajnie ograniczonemi *) w przedziale (a, b),
i posiada¢ je w dziedzinie funkcji jednostajnie ograniczonych, albo np.
extremum catki moze nie istnie¢ dla funkcji y (x), posiadajgcych tylko
pierwszg pochodnag, a istnie¢ gdy rozwazamy funkcje, posiadajagce skonczong
drugg pochodng itp.

Przy rozwigzywaniu, zatem, jakiegokolwiek zagadnienia z rachunku
warjacyjnego musimy zawsze wskaza¢ obszar funkcyjny, w ktérym szukamy
rozwigzania.

9. Zaldzmy, ze w pewnej dziedzinie funkcyjnej (V) istnieje extremum
catki (10), i niech‘to extremum bedzie osiggniete przez funkcje y — y(X).
Jezeli w obszarze (Y) rozpatrzymy pewien podobszar (YJ, zawierajacy
funkcje y=y(x), to, oczywiscie, ta ostatnia da extremalng warto$¢ dla
catki / réwniez i w-obszarze (Kj). Np. jezeliby funkcja y=y{ x), posia-
dajagca ciggte pochodne pierwszg i druga, dawata extremum catki (10)
w obszarze (K) funkcji, posiadajgcych pierwszg pochodng, ale mogacych,
ewentualnie, nie posiada¢ pochodnej drugiej, to funkcja y —y (x) daje
rowniez extremum catki / w obszarze (J*), sktadajacym sie z funkcji, posia-
dajacych pierwszg i drugg pochodne. <

Okolicznos¢ odwrotna moze nie zachodzi¢; mianowicie, jezeli w dzie-
dzinie funkcyjnej (Kj), bedacej czescig dziedziny (K), pewna funkcja y (X)
daje extremum catki /, to, naogot bioragc, ta sama funkcja y —y (X) nie
bedzie juz dawata extremum w dziedzinie (K). Zauwazymy jeszcze rzecz
nastepujaca: jezeli funkcja y =y (x) daje extremum catki / w pewnym
obszarze funkcyjnym (y), to zawsze bedzie istniat pewien obszar (Kj), be-
dacy czescig (YY), dla ktérego funkcja y (X) bedzie dawata extremum calki I.
Bedziemy moéwili, ze funkcja y = y (xX) daje extremum wzgledne
catki 1 w pewnym obszarze funkcyjnym (K), jezeli funkcja y (x) daje
extremum bezwzgledne wpewnym obszarze (KJ, bedacym czescig (K).

Na zasadzie powyzszego okre$lenia mozemy powiedzie¢, iz extre-
mum bezwzgledne catki / w pewnej dziedzinie funkcyjnej (Y) jest
zarazem extremum wzglednem, ale nie naodwrot.

Pojecia extremum wzglednego i bezwzglednego moga by¢, oczywiscie,
przeniesione na wypadek, gdy mamy do czynienia z catkami, zaleinemi od
wielu funkcji niewiadomych, zaréwno w zadaniach na extremum warunkowe
jak i bezwarunkowe. ROwniez jest rzeczg zrozumiaty, ze mozemy mowic
0 extremum wzglednem lub bezwzglednem tylko w stosunku do okres$lo-
nych dziedzin funkcyjnych t.j. pewnych zbioréw funkciji.

*) Méwimy, iz funkcje, nalezace do pewnego zbioru funkcji, sg jednostajnie
ograniczone, jezeli istnieje liczba rzeczywista A wieksza od wartosci bezwzglednych
kazdej z naszych funkgciji.



Zauwazymy, iz czesto bedzie nam wygodnie korzysta¢ z nastepujacej
terminologji: punktem przestrzeni (/j-f-1) wymiarowej bedziemy

nazywali kazdy ukiad n 41 liczb rzeczywistych &0, y<)....... y«(0);
krzywa w przestrzeni (fl + 1) wymiarowej — kazdy uklad n funkcji rze-
czywistych

rozpatrywanych jednoczesnie. Gdy n= 1, lub n= 2, wéwczas zdefinio-

wanym w ten sposéb punktom i krzywym odpowiadajg istotnie pewne

twory geometryczne — punkty i krzywe — na plaszczyznie i w przestrzeni.

Pozatem, czesto bedziemy korzystali z pojecia krzywej sasiedniej

wzgledem danej krzywej i dlatego wyjasnimy blizej to pojecie.
Niech bedzie dana krzvwa

przyczem wszystkie funkcje y, (X) (i= 1, 2,__ n) sgjednoznaczne w prze-
dziale (a, b) i posiadajg tam pochodne skonczone do rzedu p wigcznie.
Wezmy teraz pod uwage uktad n (g 4-1) liczb dodatnich

przyczem g~ p; wowczas powiemy, iz pewna krzywa

jest w przedziale (a, b) sgsiednig wzgledem krzywej (11)
i przytem sgsiedztwo to jest rzedu q, jezeli dla a™~ x”™ b
zachodzg nierownosci:

Oczywistem jest, ze sasiedztwo, okresla sie z jednej strony rzedem g,
a z drugiej — liczbami AQl), A", Aq (/= 1, 2, ri).
Zbior wszystkich krzywych pewnej dziedziny funkcyjnej, sasiednich wzgledem
krzywej (11) — w sensie wskazanym wyzej — nazwiemy obszarem sa-
siedztwa rzedu q lub po prostu sasiedztwem rzedu q krzywej (11).
okreslonem przez liczby A0 Ax_ Agq@E '(i=1,2,_ n).
Jezeli funkcja y (xX) bedzie posiadata w rozpatrywanym przedziale
ciggte pochodne do rzedu p wigcznie, to powiemy, iz funkcja y (x) nalezy
do klasy Op), natomiast jezeli funkcja bedzie posiadata funkcje pochodne
ciagte do (p — 1) rzedu wigcznie, zas pochodne p-go rzedu bedzie istniata
i bedzie ciggla wszedzie z wyjgtkiem skonczonej ilosci punktow
(w ktérych pochodne prawdo-stronna i lewo-stronna bedg istniaty i bedg rozne)
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wowczas bedziemy moéwili, iz funkcja nalezy do klasy D @E>*). Czesto be-
dziemy mowili, iz krzywa
—\ /[
y=y(*)

nalezy do klasy C(@) lub D@E> jezeli funkcja y (X) nalezy do klasy 0&
lub DP>

Przejscie od danej krzywej (11) dowolnej do innej krzywej nazwiemy
zmiang krzywej danej.

Jezeli krzywa dana i wszystkie krzywe (12), do ktérych przechodzimy,
naleza do pewnego obszaru funkcyjnego (Y) — to powiemy, iz krzywa
dangzmieniamy w obszarze (Y).

Jezeli przytem krzywe (12) spetniajg warunek (13) wowczas bedziemy
mowili, ze krzywa (11) zmienia sie w obszarze sasiedztwa
4-go rzedu, okreslone przez liczby AOB, A/iJ,__ Aq(=

Réznice miedzy dowolng funkcjg y, (x) i dang funkcjg y, (X) nazwiemy
warjacjg funkcji danej i piszemy

*) Punkty, w ktorych pochodna prawostronna i lewostronna funkcji/(x) istniejg i sg
rozne, nazywamy punktami katowemi funkcji /(*). Np. dla funkcji y =/ (X) = |x\
punktem katowym bedzie punkt x= 0, gdyz pochodna prawostronna bedzie + 1, a le-
wostronna — 1. Mozemy zatem powiedzie¢, iz funkcje zaliczymy wtedy do klasy D(P),
jezeli pierwsze (p -1) pochodnych sg ciggte za$ p-ta pochodna istnieje i jest ciggta
z wyjatkiem ewentualnie skonczonej ilosci punktéw katowych pochodnej (p — I)-e€j.
W przyszitosci, bedziemy rozwazali tylko takie funkcje klasy D(P), ktore posiadajg p-te
liczby pochodne ograniczone.



ROZDZIAL 1.

WARUNEK EULERA — LAGRANGE’A

Zaczniemy od rozpatrzenia najprostszego zagadnienia rachunku war-
iacyjnego:

Znalez¢ w przedziale zamknietym (a,b) funkcje jedno-
znaczng y = P(x), nalezagcg do klasy CW, ktéra dawataby
extremum catki

Jak tatwo widzie¢, mozemy sie ograniczy¢ wylgcznie do badania mi-
nimum t j. do rozpatrywania nieréwnosci (2), gdyz badanie maximum
catki / da sie sprowadzi¢ do badania minimum catki — /. Jezeli dla wszyst-
kich krzywych, nalezagcych do rozwazanej dziedziny funkcyjnej, mozemy
w nieréwnosci (2) znak > zastgpi¢ przez znak >, woéwczas mowimy, ze
minimum jest wtasciwe, jezeli za$ dla pewnej funkcji y{x), nalezacej
do naszej dziedziny i réznej od @(x), w (2) zachodzi znak réwnosci — to
powiadamy, ze mamy do czynienia z minimum niewtasciwem.

Jak widzieliSmy we wstepie, wszelkie extremum absolutne jest za-
razem extremum wzglednem. Skorzystamy z tej okolicznosci przy wyprowa-
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dzeniu warunkéw niezbednych, ktére musi spetnia¢ funkcja (jo, da-
jaca extremum catki /.

Najpierw, jednak, zauwazymy, iz aby mozna byto stosowa¢ metody,
z ktorych korzysta¢ bedziemy pdzniej, musimy natozy¢ pewne warunki na
funkcje podcatkowg f{x,y,y"). Przyjmiemy, mianowicie, ze jest ona, w sto-
sunku do swych argumentéw X, y, y' funkcjg jednoznaczng i nalezacg do
klasy CQ@Q t j. posiada wszystkie pochodne czgstkowe wzgledem X, y, y'
do trzeciego rzedu wigcznie, ciagle gdy A x " B, Ny N odu ay jest
skonczone, gdzie A \B sg liczbami okreslonemi, przyczyczem A<a i B>b\
Qi g oznaczajg liczby skoriczone, a nawet w pewnych wypadkach +®°.

Zbior wartosci argumentow (X, y) nazwiemy obszarem (/?). Zatem roz-
wazane przez nas funkcje y (X) klasy C<tmusza dla A~ X~ B spetnia¢

warunek
g™ yx) N a, y'(@)— skonczone. )

Funkcje y (x), spetniajace te warunki, oraz warunki y (@) = vy,, i y (®) = yb,
tworzg pewng dziedzine funkcyjng, ktérg nazwiemy dziedzing (Y).

kré,kosci b«dziem= cz«sl® Pisali f“nkcic %’
% d-w P°staci [**. fxy> fyy> fyr L d-zas fr
i t. p. bedzie oznacza¢ wartosé fy, fyyi t p., gdy zamiast y iy watawimy
PO i PX).

2. Jak widzieliSmy we wstepie, przy wyprowadzaniu warunkéw
niecznych mozemy sie ograniczy¢ do rozpatrywania dziedzin funkcyj-
nych specjalnego rodzaju, zawartych w dziedzinie (P) i zawierajagcych w sobie
funkcje Y= 9X).

Co sie tyczy krzywej y = (X), to zatozymy, ze lezy ona catkowicie
wewngatrz obszaru (/?), to znaczy, ze w przedziale (A, B) zachodzi nie-
réwnosé

do< P(x) < al;
pozatem zatozymy, ze do dziedziny funkcyjnej (Y) nalezg wszystkie
funkcje y (X) klasy C(l), lezace w pewnem sasiedztwie zerowego rzedu
funkgcji okreslonem przez pewng liczbe rzeczywistg A)>0 t j. wszystkie
oznaczone funkcje, spelniajace w przedziale zamknietym (W4, B) nieréwnos¢

—A0<y(x) - o (®)<ao

Jest rzecza oczywista, ze wszystkie punkty krzywych y = y (X) muszg na-
leze¢ do obszaru (/?).

Poniewaz, zakladamy istnienie tylko pierwszej pochodnej funkcji <(e),
przeto mozemy rozpatrywaé wylgcznie sasiedztwa zerowego i pierwszego
rzedu.

Jezeli krzywe Y=Yy (X) znajdujg sie w sasiedztwie zerowego rzedu,
t j. sa ograniczone przez pewng liczbe A, tylko wartosci bezwzgledne

ko-



to powiemy, ze funkcjay = <p(x) zmienia sie stabo, za$ warjacje ap @)=
—V(X) —? (X) nazwiemy warjacjg stabg.

Oczywiscie, zbior warjacji stabych jest czesciag zbioru warjacji sil-
nych, a wiec, jezeli krzywa y = @(X) daje extremum przy silnych zmia-
nach, to powinna réwniez dawaé¢ extremum przy zmianach stabych, ale
nie naodwrot.

Zatem przy wprowadzaniu warunkéw koniecznych mozemy sie
ograniczy¢ do rozpatrywania zmian stabych. Zrobimy, jednak, jeszcze dalsze
ograniczenie i bedziemy rozwazac¢ warjacje stabe pewnego ksztattu. Bedziemy
mianowicie, poréwnywac¢ wartos¢ catki /, wzietej dla krzywej y = <9(x),
z wartosciami catki /, wzietej dla krzywych

posiadajgcg extremum przy h = 0. Wskutek warunkéw, ktére natozyliSmy
na funkcje f(x,y,y"), dla h dostatecznie matych co do wartosci bezwzglednej
funkcja / (/z2) bedzie posiadata wzgledem h cigglte pochodne do trzeciego
rzedu wigcznie, a wiec warunkiem koniecznym istnienie extremum przy
h = 0 bedzie
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przyczem ten warunek musi by¢ spetniony dla dowolnych
funkcji (X)) nalezgcych do dziedziny (H).

Rézniczkujac (7) wzgledem h i kladac h = 0, napiszemy warunek (8)
W postaci



co, przy zatozeniu ciagtosci funkcji <o(x), jest mozliwe tylko wtedy, gdy
w(x) = C a wiec lemat jest udowodniony.

Zastosujemy go do naszego wypadku, ktadac ${x) = Y (*)*)e Poniewaz
z zatozenia

u

przyczem C oznacza pewng stata.

A wiec warunkiem koniecznym zachodzenia réwnosci (11) przy
dowolnej funkcji irj(x), nalezacej do dziedziny (//), jest aby miat miejsce
zwigzek (13). tatwo widzie¢, ze i naodwrot, warunek (13) jest wystar-
czajacym, gdyz pocigga za soba zwigzek (11) dla wszystkich funkcji

nalezacych do (//).

Funkcja



Powyzsze réwnanie rézniczkowe byto znalezione po raz pierwszy przez
Eulera i Lagrange’a i wskutek tego riosi nazwe rdéwnania Eulera-Lagrange’a.
W ten sposéb otrzymaliSmy nastepujgce:

Twierdzenie Eulera-Lagrange’a. Jezeli funkcja y= <\)
klasy przyjmujgca pewne oznaczone wartosci na
krancach przedziatu (a, b), daje extremum catki / w sto-
sunku do krzywych sasiednich, woéwczas @(X) musi spet-
nia¢ rownanie r6zniczkowe Eul'era-Lagrange’a:).

Krzywe, bedace krzywemi catkowemi rownania rozniczkowego Eulera-
Lagrange’a, noszag nazwe krzywych Eulera-Lagrange’a lub krzy-
wych extremalnych.

5. W poprzednim paragrafie robiliSmy zatozenia co do istnienia dru-
giej pochodnej funkcji cp(x); obecnie, wraz z Hilbertem, rozpatrzymy pewien
warunek dostateczny istnienia tej pochodnej. W tym celu udowodnimy
nastepujace:

Twierdzenie Hilberta. Jezeli w przedziale zamknietym
(n h\ ItinUpia






Zwiazek ten moze by¢ réwnaniem lub tozsamoscig. W pierwszym wypadku
rownanie to musi przedstawia¢ krzywa, mogaca dawac¢ extremum catki /.
Oczywiscie, jednak, ze w tym wypadku, zagadnienie nasze, postawione na
poczatku rozdziatu, nie zawsze bedzie miato rozwigzanie, gdyz krzywa, da-
jaca rozwigzanie zagadnienia, powinna, w mysl zatozen, przechodzi¢ przez
punkty (a, ya), (b, yb) i wskutek tego, jezeli spo6trzedne cho¢ jednego
z tych punktéw nie spetniajg réwnania krzywej, woéwczas rozwigzanie na-
szego zagadnienia nie istnieje.

Zatdézmy teraz, iz rownos¢ (18) jest tozsamoscig, a wiec jest spetniona
przy dowolnych wartosciach (X, y), lezacych w rozpatrywanym obszarze.
Biorac pod uwage, ze w rozwazanym przypadku catka / przyjmuje postac
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7. Udowodnimy obecnie twierdzenie odwrotne, ze jezeli catka

*) t. j. od postaci funkcji y=y(x).
2*
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albo, poniewaz z zalozenia <’ istnieje,

sg liczbami dowolnemi.

Zatem ostatni zwigzek musi sie sprawdza¢ przy dowolnych warto-
Sciach gi'(x), co jest mozliwem tylko wtedy, gdy tozsamosciowo:

Podstawiamy otrzymane wyrazenie na f{x,y,y') do drugiej tozsamosci;
otrzymamy woweczas, ze dla wszystkich punktéw {Xx y) rozpatrywanego
obszaru zachodzi zwigzek

a wiec twierdzenie jest udowodnione.
8. Powrdémy obecnie do rozpatrywania ogdlnego wypadku.
Z twierdzenia Eulera-Lagrange’a widzimy, iz funkcja dajgca extremum

Zaktadamy przytem, ze istnieje druga* pochodna naszej funkcji. ROw-
nanie (20) jest rownaniem drugiego rzedu, a wiec jego catka ogolna zawiera
dwie state dowolne, t. j. moze by¢ przedstawiona w postaci

Stale dowolne musza by¢ tak wybrane, aby byty spelnione warunki gra-
niczne
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Jezeli te réwnania sg rozwigzalne wzgledem a i p, to zagadnienie
nasze moze posiada¢ rozwigzanie, jezeli, natomiast réwnania (21) nie sa
rozwigzalne Wzgledem a i p albo rozwigzania na a i p sa takie, ze krzywa

nie jest krzywg rzeczywista, to zagadnienie nasze nie posiada rozwigzan.
Zaldzmy, ze réwnania (21) posiadajg jedyne rozwigzanie

wowczas odpowiedzig na nasze zagadnienie moze by¢ funkcja

9. W pewnych szczeg6lnych wypadkach catkowanie réwnania (20) da
sie sprowadzi¢ do catkowania réwnania rdozniczkowego pierwszego rzedu.
Rozpatrzymy niektore z tych wypadkdw.

Jezeli fy(x,y, y') jest funkcjg wytgcznie x t. j.

1o catkg pierwszg réwnania (20) bedzie réwnanie pierwszego rzedu

przyczem a jest stalg dowolng. W szczegolnosci, gdy f(x, vy, y') nie zalezy
od y, wowczas ¥(x) tozsamosciowo réwna sie zeru i réwnanie (22) przyjmie
postac

gdzie Ci i C2 sy state, a wiec linjami extremalnemi bedg proste. Drugi
ciekawy wypadek, w ktérym mozna znalez¢ pierwsza catke réwnania Eulera—
Lagrange’a zachodzi wtedy, gdy funkcja/ ("y, y") zalezy tylko ody iy"'

Opierajac sie na regule rézniczkowania funkcji ztozonych, dostaniemy
wowczas
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jezeii y jest catka rownania Eulera, to zachodzi tozsamos$ciowo

Podstawiajgc te wartos¢ fy do (24) dostaniemy

skad mamy dla catki rownania Eulera-Lagrange’a toz-
samos$¢
/ = fyy + a. (25)

przyczem a jest statg dowolng. W tym wiec wypadku réwnanie (25) jest
pierwszg calka rownania Eulera-Lagrange’a.

10. Rozpatrzmy obecnie kilka zagadnien.

Zagadnienie linji najkrotszej odlegtosci na ptasz-
czyznie.

Na ptaszczyZnie dane sg dwa punkty (a,ya) oraz (b,yb),
znalez¢ réwnanie linji najkrotszej odlegtosci miedzy
danemi punktami. Jezeli zalozymy, ze réwnanie linji szukanej da sie
napisa¢ w postaci

y=y®
gdzie y (X) oznacza funkcje jednoznaczng klasy C@ Ilub D(= wowczas
dtugos¢ tej linji w spétrzednych prostokatnych wyrazi sie przez catke

a

Poniewaz funkcja podcatkowa zalezy wyigcznie od y', przeto linjami extre-
malnemi bedg w tym wypadku proste

y —ax + R
State a i p okreSlamy z warunkow

yva= aa+ p yb= ab+ p

Zwréémy uwage na to, ze rozwigzane przez nas zagad-
nienie nie jest ré6wnowazne postawionemu wyzej zagad-
nieniu geometrycznemu, poniewaz rozwigzania szuka-
liSsmy w okres$lonej dziedzinie funkcyjnej. Wskutek tego, je-
zeliby rozwigzaniem naszego zagadnienia byta krzywa, nie posiadajaca
w pewnych punktach oznaczonej stycznej, lub taka krzywa, ktérej rownanie
nie datoby sie przedstawi¢ w calym przedziale (a, b) w poslaci y = y (X),
gdzie y (x) jest funkcjg jednoznaczng — to takich rozwigzan zapomocg
naszej metody nie otrzymalibysmy. Wreszcie, jezeliby odciete a i b punktéw
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koncowych byty réwne, to i w tym wypadku metoda nasza nie databy rarti
rozwigzania, poniewaz funkcja y (x) nie mogtaby by¢ jednoznaczng i po-
siadataby w pewnych punktach pochodng nieskonczona.

Zagadnienie brachistochrony.

Punkt materjalny pod wptywem sity ciezkos$ci po-
rusza sie w ptaszczyznie pionowej od punktu A do
punktu B. Znalez¢ linje najkrotszego spadku, jezeli przy-
tem nie bedziemy brali pod uwage oporu osrodka, za$s
szybkosé¢ poczagtkowg przyjmiemy réwna zeru.

Wybierajagc uktad spétrzednych, tak, jak to robiliSmy we wstepie
i czynigc co do funkcji y (X) wspomniane tam zatozenia, sprowadzamy roz-
wigzanie zagadnienia do znalezienia minimum catkft

/
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Zatem rownania iinji extremalnych beda:

a wiec one przedstawiajg cykloidy.

Bioragc pod uwage, ze szukana linja extremalna przechodzi przez po-
czatek spotrzednych, znajdziemy, ze ? = 0. Zatem nasza cykloida jest
utworzona przez punkt obwodu kota o promieniu p2 toczgcego sie po osi X.

tatwo wykaza¢, iz mozna stalg dowolng B dobra¢ w ten sposob,
azeby linja extremalna przechodzita przez dowolny punkt (a,ya)*) t j.
tak okresli¢ p2oraz 0 ~ 9L 2rc, aby

widzimy, iz bedzie ona nieujemng réwniez w przedziale 0 * <P ir.
Istnieje zatem doktadnie jeden pierwiastek  rownania (i4). Znajac  tatwo
znajdziemy wartos¢ @
Zatrzymamy sie krotko nad rozwigzaniem nastepujgcego zagadnienia:
Przez punkty (a ya) i (6 yb) przeprowadzi¢ krzywa,
dla ktorej powierzchnia obrotowa, otrzymana przez obrot
krzywej dokota osi x, bytaby najmniejszg.

#) Zakfadamy, ze a, oraz ya sa dodatnie.
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Zaktadamy, ie réwnanie krzywej szukanej da sie napisaé w postaci

y=y0®>

gdzie y (&) jest funkcjg jednoznaczng klasy C@ lub ZX2>w przedziale (a, b).
Woéweczas zagadnienie sprowadza sie do znalezienia minimum calki

Poniewaz funkcja podcatkowa nie zalezy od X, przeto rozpatrujgc catke
pierwszg rownania Eulera-Lagrange’a

tatwo znajdziemy calke ogdllng réwnania Eulera-Lagrange’a w postaci

Jest to réwnanie linji tancuchowej, ktorej osig jest 05 x-6w.
W tym wypadku zadanie nie zawsze ma rozwigzanie, gdyz jak wskazuje
doktadniejsze badanie, nad ktérem zastanawiaC sie nie bedziemy, nie zawsze
mozna przeprowadzi¢ przez dwa dowolne punkty linje fancuchowsa o danej osi.

Rozpatrzymy wreszcie zagadnienie linji geodozyjnych na powierzchni.
Wezmy pod uwage powierzchnie, ktorej rownania w postaci parametrycznej sa

przyczem funkcje x (u, v), y (u, v), z (u, v) nalezg do klasy U2 lub D&
Wezmy, dalej, na powierzchni dwa punkty: (u — a, v= A) oraz (u — b,
v = B\ mamy przeprowadzi¢ na powierzchni miedzy owemi punktami
linje najkrotszej odlegtosci.

Jak wiadomo, kwadrat elementu linjowego dowolnej krzywej, lezacej
na powierzchni, bedzie



Zalozmy, iz réwnanie szukanej krzywej najkrotszej odlegtosci da sie
sprowadzi¢ do postaci
v = P, (27)
gdzie 9 jest funkcjg klasy C<9 i EP\
Woweczas, przyjmujac za dziedzing funkcyjng zbiér funkcji v (u), na-
lezacych do C(V i i spetniajagcych przetem warunki

w@) = A, v (b) = B, (28)

mozemy zagadnienie nasze wypowiedzie¢ w sposéb nastepujacy:
Znalezé¢ extremum catki
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jidzie s oznacza dtugos¢ luku. Poniewaz wyrazenie podcatkowe nie zawiera @
przeto catke pierwszg rownania Eulera-Lagrange’a otrzymamy w postaci:

Réwnanie powyzsze nie zalezy wcale od funkcji w(r), a wiec jest réw-
naniem rodézniczkowem linji geodezyjnych na dowolnej
powierzchni obrotowej.

Rozpatrzmy blizej to rownanie. Niech MP i NQ (rys. 5) bedg dwoma
sgsiedniemi potudnikami, MN réwnoleznikiem, zas$ MM' bardzo matym
tukiem linji geodezyjnej. Oznaczmy przez a
kat miedzy potudnikami a linjg geodezyjna,
wowczas z tréjkata MM'N, pomijajgc wiel-
kosci mate drugiego rzedu w stosunku do ds,
otrzymamy:

Kat a nazywamy azymutem linji geodezyjnej.

WykazaliSmy zatem istnienie bardzo pro-

stego zwigzku miedzy promieniem réwno-

leznika i odpowiednim azymutem linji geode-

zyjnej. Ze zwigzku tego bardzo czesto korzysta sie w geodezji wyzszej
przy badaniu linji geodezyjnych na powierzchni ziemi, uwazanej za sptasz-
czong elipsoide obrotowa.
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Catkowanie réwnania (30) da sie sprowadzi¢ do kwadratur.

Rzeczywiscie, uwzgledniajgc iz r' = , otrzymamy z (30)
T



ROZDZIAL 1.

ROZWIAZANIA NIECIAGLE.

1 Dotychczas rozpatrywalismy zagadnienie znalezienia extremum caitki

0)
a

w pewnej dziedzinie funkcyjnej (V). Funkcje tej dziedziny w przedziale
(a, b) nalezaty do klasy C(l) t. j. byly ciggle wraz z pierwszemi pochod-
nemi. Obecnie uogodlnimy nieco zagadnienie i zalozymy, ze do naszej dzie-
dziny funkcyjnej (K) naleza funkcje klasy D (>w przedziale (a, b) t. j. funkcje
odpowiadajgce krzywym o skonczonej liczbie punktow katowych*), przy-
czem zakladamy jeszcze, jak zreszta zawsze, ze pochodne tych funkcji sg
ograniczone. Rozwigzania, dajagce nam extremum catki / i nalezace do
klasyDW,bedziemy nazywali rozwigzaniami nieciggtemi. Nazwa ta
jest ogolnie przyjeta, cho¢ moze niezupetnie trafna, gdyz same rozwigzania
sg funkcjami ciagtemi i moze by¢ tylko mowa o nieciggtosci pochodnych.
Catke /, wzietg dla krzywej, posiadajagcej skonczong liczbe punktéw kato-
wych o odcietych Ti < ©2 < — < Ts, bedziemy uwazali jako sume catek

2. Zanim przejdziemy do badania rozwigzan nieciagtych, udowodnimy
szereg pomocniczych lematéw. Zauwazymy przedtem, ii funkcje analityczng
nazywamy funkcje, dajaca sie rozwingC na szereg Taylora, a wiec posia-
dajaca pochodne wszystkich rzedéw. Jezeli (x) jest funkcjg analityczna,
wowczas krzywg y = p(X) nazwiemy krzywg analityczna.

*) Aczkolwiek zawsze mozemy uwazac, ze klasa funkcji QCl) jest zawarta wklasie DCI)—
ale w pewnych wypadkach wygodnie jest przeciwstawi¢ sobie klasy Cil) i D(0. To ma
wihasnie miejsce w naszym wypadku.



gdzie e, jest dowolnie mata liczbag dodatnig, i wreszcie:
4° dla wszystkich punktéw, nalezgcych do O zachodzi
nierownos¢

gdzies$ jest pewng liczbg skonczong.
Dowod tego lematu oparty jest na znanem twierdzeniu Weierstrass’a:
Do dowolnej funkcji F(x), ciggtej w danym skonhczo-
nym przedziale, i do dowolnego s>0 mozna znalez¢ taki
wielomian P(x), ze dla wszystkich punktéw wspomnia-
nego wyzej przedziatu zachodzi nieréwnos$¢

Przechodzimy do dowodu naszego lematu, przyczem umoéwimy sie
przez s; i N oznacza¢ dowolnie mate wielkosci dodatnie, za$ przez ki pewne
skonczone liczby dodatnie.
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Zupeinie analogicznie, dobierajac odpowiednio e, i «, znajdziemy
skonczony ciag wielomianow:

Zatem znalezlismy wielomian, a wiec funkcje analityczng, ktéry speknia,
przy odpowiednim doborze liczby S0, wszystkie warunki naszego lematu
procz, moze, warunku, aby dla x = b wielomian wraz ze swemi -\ pierw-
szemi pochodnemi przyjmowat z géry dane wartosci BO, Bu

Wykazemy, iz mozna tak dobra¢ spétczynniki pewnego wielomianu
$ (¥ stopnia n-1, azeby wielomian



gdzie t) oznacza dowolng z gory dana liczbe dodatnig. W tym celu wy-
starczy tylko dobra¢ odpowiednio liczby e i w, okreslajace wielomian
pn(x) i zbior ii. Zatem krzywa y = u(X) bedzie wlasnie szukang krzywg
analityczng, a wiec w szczeg6lnosci, krzywg klasy C{K
3. Stosujagc nasz lemat do wypadku gdy funkcja y = y (X) jest ciggta

i posiada wszedzie, précz skonczonej ilosci punktéw katowych, pochodna,
a przytem ta pochodna jest ograniczong, dochodzimy do wniostyi, ze do
kazdej krzywej y= y(x) klasy D*\lezgcej wewngtrz pew-
nego obszaru R i przechodzacej przez dwa punkty”a, ya)
i (b, yb), znajdziemy krzywg y = %{x) klasy C(0), lezaca rowniez wewnatrz R,
przechodzacg przez wspomniane punkty i spetniajgcg warunek

Jak i przedtem, ei €l oznaczajg dowolnie mate liczby dodatnie, zas$
pewng liczbe skornczona.

4. Opierajac sie na powyzszem, mozemy udowodni¢ nastepujacy lemat:

Lemat Il. Jakakolwiek bytaby krzywa y=y (@), klasy
.posiadajgca ograniczong pochodng y'(x) w poblizu pun-
ktow katowych, przeprowadzona wewngtrz pewnego
obszaru /? miedzy dwoma punktami (a,y,) i (b, yb), zawsze
mozna przeprowadzi¢ miedzy temi samemi punktami
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w obszarze /?taka krzywa analityczng y =* (X), azeby dla
dowolnie danego 8>0 miata miejsce nieréwnos¢

Dobierajgc odpowiednio t i ji, a wiec i si( osiggniemy, ze (i (b —a) +
+ 4Ato< 8 zatem lemat nasz jest udowodniony.

4. Oznaczajac, jak dawniej, przez /? zbiér wartosci (X, y), dla ktérych,
przy skofAczonych wartosciach y', f (X,y,y') jest ciagly, otrzymujemy na
zasadzie lematu Il nastepujgce twierdzenie:

Twierdzenie. Jezeli pewna krzywa y — <p(X), nalezgca
do obszaru funkcyjnego (Y), sktadajgcego sie ze wszyst-

*) Zakladamy przytem, ze obszar R wraz z brzegiem lezy wewnatrz innego ob-
szaru R1 w ktorym funkcja f(x,y,y") posiada wspomniane tu wiasnosci. Zatozenie to
milczaco bedziemy uwazali za spetnione i na przysztosé.

3*
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kich krzywych klasy £(1>i C@Q) znajdujgcych sie w obszarze R,
lezagca wewnagtrz obszaru R i przechodzgca przez dwa
punkty (a,ya) i (b,yt), nie daje extremum catki | pomie-
dzy krzywemi klasy to ona rowniez nie daje extre-
mum catki | pomiedzy krzywemi klasy C@® i, w szczegdl-
nosci, analitvcznemi.
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a zatem twierdzenie nasze jest udowodnione.

Twierdzenie to, jak tatwo spostrzec, moze by¢ uogélnione na wy-
padek, gdy funkcja podcatkowa zalezy i od pochodnych wyzszych rzedow,
powiedzmy do n-tego rzedu wigcznie, t. j. gdy catka nasza ma postac

a

Jezeli przypuscimy, ze / jest funkcjg ciggla wzgledem swych n + 2 argu-
mentéw, wowczas mozemy udowodni¢ nastepujgce twierdzenie:

Jezeli y= 9Xx) jest-funkcjg klasy D), posiadajgca
ograniczone liczby pochodne /i-tego rzedu, wodwczas
zawsze mozemy znalez¢ takag krzywa analityczng y = $(x),
azeby miata miejsce nieréwnos¢

gdzie e oznacza dowolng z go6ry dana liczbe dodatnig.

Analogicznie mozemy wykaza¢, ze jezeli krzyway = <p(@) nie daje
extremum catki / w dziedzinie funkcji klasy ZX™, to rownitz nie da extremum
w dziedzinie fnnkcji, nalezacych do C(n) albo funkcji analitycznych. Oczy-
wiscie, przypuszczamy, ze krzywe rozwazanej dziedziny funkcyjnej zapel-
niajg pewien obszar na ptaszczyznie, wewnatrz ktérego lezy krzywa y = tp(x).
Twierdzenie wspomniane udowodni¢ jest bardzo tatwo, wzorujgc sie na
poprzednim dowodzie, wobec tego przeprowadzenie dowodu pozostawiamy
czytelnikowi.

5. Obecnie przejdziemy do rozpatrywania warunkow, jakie musi spel-
nia¢ krzywa klasy D(), przeprowadzona wewngtrz obszaru R miedzy
dwoma danemi punktami (a, ya) oraz {b, yt) i dajgca extremum catki /.
Niech rozwigzaniem nieciagtem bedzie krzywa

(20)

posiadajgca w granicach catkowania s punktéw katowych o odcietych

W celu otrzymania warunkéw koniecznych, bedziemy poréwnywali wartosci
catki /, wzietej dla krzywej (20), z wartosciami |, wzietemi dla krzywych,
posiadajgcych s punktow katowych, znajdujgcych sie dowolnie blisko
punktéw katowych funkcji (*).

tatwo widzie¢, ze tuki krzywej (20), znajdujgce sie po-
miedzy sgsiedniemi punktami katowemi, bedg czynity



zados$¢ warunkowi Du-Bois Reymond’a a wrazie istnienia
drugiej pochodnej f"(x) beda krzywemi extremalnemi t j.
krzywemi catkowemi réwnania Eulera-Lagrange’a

kowi Du-Bois Reymond’a, a przy istnieniu '(X) musi by¢
catka szczegdlng réwnania Eulera-Lagrange’a (21). Po-
dobnie mozemy sie przekonaé¢, ze w ostatnim wypadku
tp(x) jest catka tego réwnaniaw przedziatach (a, i (ys, b).

Jezeli catka ogolng rownania (21) bedzie y = w(X, a, p), wodwczas
funkcja 9(x) musi przyjmowaé nastepujace wartosci:
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Zatem, jezeli dana jest nam tylko liczba s punktow katowych, lecz odciete
icji nie sg dane, wodwczas dla okreslenia funkcji musimy mie¢ wartosci
3s + 2 statych dowolnych (0" pO, aii p5 *) i — 1, 2,....s. Mozemy,
jednak, odrazu napisa¢ s + 2 rownan, ktére muszg by¢ spetnione przez te
state wskutek warunkéw granicznych oraz ciggtosci funkcji @(x) w punktach
katowych:

wzietej dla krzywej, posiadajgcej tylko jeden punkt katowy o odcietej yg.
Zatem, nie tracac nic na ogolnosci, mozemy sie ograniczy¢ do zbadania
wypadku, gdy krzywe szukane majg jeden punkt katowy. Oznaczymy, jak
poprzednio, granice catkowania przez a i b, a odcietg punktu katowego



) -

wartos¢ catki <p z wartosciami |y, przyczem y(X) jest funkcja, posiadajaca
nastepujace wiasnosci:






Réwnosé (32) nosi nazwe warunku Weierstrassa.

Zatem w kazdym punkcie katowym musza by¢ spetnione oba warunki.
Jezeli teraz wrécimy do ogolnego wypadku, gdy liczba punktéw katowych
jest s, wlwczas zauwazymy, ze warunki Erdmanna-Weierstrassa dadzg nam
dokladnie 2s réwnan, ktore, wraz z réwnaniami (22), wystarcza, co do
ilosci, dla okreslenia wszystkich statych.

Powstaje obecnie pytanie, czy uktad tych réwnan posiada rozwigzania.

7. Rozpatrzymy najpierw warunek

Poniewaz, w mysl zatozen, funkcja fyy(x, y, y") istnieje dla wszystkich
wartosci X, y, nalezacych do obszaru R i dla wszystkich skonczonych war-
tosci y', przeto z warunku (33), na zasadzie twierdzenia Rolle’a, wniosku-
jemy, zedlax = y,y = &) = “ (y) funkcja, , (X, y,y') przyjmuje wartosé
zero dla pewnej wartosci posredniej y', lezacej pomiedzy < (y) 1 w' (y).

Zatem, jezeli w zadnym punkcie obszaru R funkcja
Ilyy (X, ¥, ¥) nie przyjmuje wartos$ci zero, przy zadnej war-
tosci skonczonej argumentu vy, wowczas dla zadnego
punktu obszaru R warunek (33) nie moze by¢ spetniony,
a zatem, w tym wypadku, extremum nie moze by¢ osigg-
niete dla krzywej o punktach katowych.

Przypominajac, ze za przykladem Hilberta, zagadnienie rachunku
warjacyjnego, gdy funkcja /yy (X, y, y") jest rézna od zera dla dopuszczal-
nych wartosci argumentéw, nazwaliSmy zagadnieniem regularnem,
mozemy otrzymany wynik wypowiedzie¢ w spos6b nastepujacy:

Twierdzenie. Zagadnienie regularne rachunku warja-
cyjnego nie posiada rozwigzan nieciggtych.
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8Powiemy stow kilka o wypadku, gdy dane sg odciete punktow
katowych, t. j. wartosci y« Znowu mozemy sie ograniczy¢ do wypadku,
gdy szukana krzywa posiada doktadnie jeden punkt katowy.

Krzywa szukanay = <p(X) musi
sie sklada¢ z tukoéw linji extremal-
nych

skad, jak i w poprzednim wypadku, wnioskujemy, ze zagadnienie regularne
nie posiada rozwigzan nieciagtych.

Zauwazymy, iz dla okreslenia wszystkich 2s + 2 statych, wchodzacych
do roéwnania krzywej, posiadamy dostateczng liczbe warunkéw, mianowicie:
dwa warunki graniczne, s warunkow ciggtosci w punktach y> i, wreszcie,
s warunkdéw, otrzymanych ostatnio przez nas.
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9. Warunkom Erdmanna-Weierstrassa mozna nadac¢ ciekawg interpre-
tacje geometryczna.

Dajmy x i y dowolne wartosci nalezace do obszaru /?, woéwczas mo-
zemy rozpatrywaé funkcje u = f(x, y, y") jako funkcje zmiennejy'. Krzywa
u= /(/) nosi nazwe wskaznicy punktu (X, y).

Niech punkt P wskaznicy odpowiada wartosci y’ = J+a punkt Q —
wartosci y' — a', wowczas, tatwo
wykaza¢, ze warunki Erdmanna-
Weierstrassa mogg by¢ wypowie-
dziane geometrycznie w sposob
nastepujacy: styczne do wskaz-
nicy w punktach P i Q sa
identyczne; inaczej mowiac
warunkiem koniecznym aby
punkt (x,y) byt punktem ka-
towym Kkrzywej extremal-
nej jest, zeby wskaznica

Rys 7 tego punktu posiadata stycz-

na podwojng, przyczem punk-

tami stycznosci muszg by¢ punkty (<K,/OK))1(“»/(“")* Rzeczy-

wiscie, réwnania stycznej do wskaznicy.we wspomnianych punktach beda
odpowiednio

sg wiasnie warunkami Erdmanna-Weierstrassa, co dowodzi stusznos$¢ na-
szego twierdzenia.

Rozpatrujgc wypadek, gdy odcieta punktu katowego jest nam dana,
otrzymamy, jak tatwo widzie¢, nastepujaca geometryczng interpretacje:
wskaznica punktu katowego posiada w punktach y' = ty i y' = m styczne
rownolegte.

10. Jako przykiad rozpatrzymy nastepujace zagadnienie Erdmanna:

Znalez¢ najmniejszg powierzchnie walcowg, ograni-
czong dwiema tworzgcemi, ptaszczyzng do nich prosto-
padtg oraz powierzchnig stozka kotowego, ktérego wierz-
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chotek leiy na tej ptaszczyzinie, a 0SS jest do ptaszczyzny
prostopadta.
Oczywiscie, zagadnienie sprowadza sie do znalezienia krzywej prze-
ciecia szukanego walca z dang ptasz-
czyzng. Przyjmijmy plaszczyzne dang
za ptaszczyzne Xy, wierzchotek stozka
za poczatek uktadu spétrzednych, a os$
stozka za 0§ z; pozatem oznaczmy
przez a kat miedzy tworzacemi i 0sig
stozka. Wowczas rownanie stozka
bedzie

zZ = ctga.|/x2 + y2

Niech réwnanie szukanej krzywej prze-

ciecia walca z ptaszczyzng Xy bedzie

y = Yy (X), a spétrzedne punktéw prze-

ciecia granicznych tworzacych z plaszczyzng X,y odpowiednio (a, ,a,
i (b, yb). Wbéwczas, jak tatwo widzie¢, szukana powierzchnia walcowa
wyrazi sie przez catke

Zatem nasze zagadnienie sprowadza sie do znalezienia minimum catki (34)
przy warunkach granicznych y (a) = ya, y (b) = yb.
W tym wypadku réwnanie Eulera przyjmie postac
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Otrzymane réwnanie mozna zastgpi¢ przez

gdzie ¢, jest drugg statg dowolng.

Przy G roznem od zera réwnanie (35) przedstawia hyperbole réwno-
boczna o $rodku w poczatku ukitadu, zas przy cx= 0 pare prostych, prze-
cinajacych sie w poczatku spotrzednych. Bezposrednie podstawienie pozwoli
nam sprawdzi¢, ze krzywa (35) jest krzywa catkowg réwnania Eulera.
State ¢ i cx musimy dobra¢ w ten sposob, aby krzywa (35) przechodzita
przez punkty (a, ya) i (b, yb). Mozemy, oczywiscie zawsze przyja¢, ze
ya® 0iybn O

Jezeli przytem a > 0 i b > 0, to przez dane punkty mozemy przepro-
wadzi¢ gatgz hyperboli réwnobocznej, jezeli natomiast a < 0 i b > 0 i kat
miedzy ,prostemi, taczacemi te punkty z poczatkiem uktadu, jest wiekszy lub

réwn;? , wowczas dane punkty nie dadza sie potaczy¢ gatezig hyperboli

rownobocznej, a zatem jedyng krzywg Eulera-Lagrange’a, przechodzacg przez
punkty (a, ya) i (b, yb), bedzie krzywa, nieciggta, sktadajgca sie z dwuch
odcinkoéw prostych, przecinajacych sie w poczatku spétrzednych. Oczywiscie,
poczatek spoétrzednych bedzie wtedy punktem kgtowym. Warunki Erdmanna-
Weierstrassa w danym wypadku beda mialy postac:

Jedynem mozliwem rozwigzaniem tego ukiadu réwnan jest. x = O,
4= w= 0. Zatem nasza krzywa niecigglta moze dawac¢ extremum catki (34).
Na tym przykladzie widzimy, ze rozwigzanie nieciggle moze zjawi¢ sie
wowczas, gdy miedzy dwoma danemi punktami nie da sie przeprowadzi¢
krzywa Eulera-Lagrange’a klasy C(I).
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11. Rozpatrzymy jeszcze jedno zagadnienie, ktére doprowadza do roz-
wigzan nieciggtych i z ktérem sie spotykamy w teorji zatamania Swiatla.
Niech na plaszczyznie dany bedzie tuk pewnej krzywej LL', ktérej row-
nanie jest

y = (x), (36)
gdzie < (x) jest w przedziale (a,b) y
funkcjg klasy C(V, i niech dane beda <
dwa punkty M(a,ya) i N¢(b,yb),
przyczem b > a.

Trzeba znalezé"w dziedzinach
funkcyjnych (F) i (Y), sktadajacych
sie z krzywych klasy C(1) przecho-
dzacych odpowiednio przez punkty
M i N i przecinajagcych sie na
krzywej LLX takie krzywe

gdzie £ jest odcietg punktu przeciecia P (£, g) naszych krzywych, miata
warto$¢ extremalna. Oczywiscie, z_zatozenia, wszystkie krzywe rozpatrywa-
nych dziedzin funkcyjnych (K) i (K) musza, odpowiednio, spetia¢ warunki

Rzeczywiscie, zatdzmy, ze zagadnienie nasze jest rozwigzane i mech,
wiasnie, krzywa MPN daje to rozwigzanie, przyczem roéwnanie MP jest
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y = <p(X) za$ réwnanie PN :y = <(x). Bedziemy poréwnywali wartosci
naszej catki Ap § z wartosciami N wzietemi dla innej krzywej MPN,
dla ktorej luk PN jest dawng krzywag y = $(x), a zmienia sie wylacznie
tuk MP, przyczem punkty M i P pozostajg nieruchome. Wéwczas, jak
fatwo widzie¢, dla tych krzywych funkcja osiggnie wtedy i tylko wtedy
wartos¢ extremalng, gdy osiggnie extremum catka

to zas, jak wiemy, jest mozliwe tylko dla funkcji y = <p(x) spetniajacej
pierwsze z rownan (41). Analogicznie, poréwnywujac wartos¢ catki / *
z wartosciami catek g, przekonamy sie, ze funkcja "==<J»(a:) musi
spetnia¢ drugie z rownan (41). Zatem otrzymalismy warunki konieczne
ktore muszg spetnia¢ nasze rozwigzania:
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Na zasadzie tego, rozniczkujgc (46) wzgledem h i kladagc h= 0, otrzy-
mamy wzory

w tym wzorze argumentem jest t

Jezeli przyjmiemy, ze nasze krzywe y = P(X) oraz y — I(X) s
catkami odpowiednich roéwnan Eulera, a wiec nalezg do klasy C(@@), to,
jak tatwo widzie¢, otrzymamy dostateczng ilos¢ rownan dla okreslenia
krzywej MPN. A
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Rzeczywiscie, catkujgc réwnanie Eulera (42), otrzymamy catki ogdlne
tych réwnan

12. Zastosujemy obecnie powyzsze rozwazania ogolne do zagadnienia
zatamania Swiatta (refrakcji). Zagadnienie to mozemy wypowiedzie¢ w spo-
s6b nastepujacy.

W plaszczyznie dana jest krzywa y = w(X), ktora dzieli te plasz-
czyzne na dwie czesci. Zatézmy, ze pewne zjawisko np. — fale Swietlne —
moze sie rozchodzi¢ wzdtuz linji na ptaszczyznie, przyczem szybk»$¢ roz-
chodzenia w jednej czesci ptaszczyzny jest v (X,y), a w drugiej vi (X, y).
Znalez¢ krzywag wzdtuz ktérej rozpatrywane zjawisko rozprzestrzenito sie
w najkrotszym czasie z pewnego punktu (a, A), lezacego w jednej czesci
ptaszczyzny, do punktu (b, B), lezacego w czesci drugiej.

Jezeli przypuscimy, ze krzywa rozchodzenia sie zjawiska ma w pierw-
szej czesci plaszczyzny réwnanie y = y(x), a w drugiej czesci: y = y{x),
przyczem y {X) i y (xX) sg funkcjami klasy C(@, woéwczas






ROZDZIAL 1lI.

PEWNE WELASNOSCI CALKI

TWIERDZENIA JACOBreGO, LEGENDRE’A, STURMA.

1 W zagadnieniach, ktére napotkamy w przyszitosci, wazng role bedzie
odgrywala kwestja znaku catki

0)

a wiec warunek R(x) 4= 0 jest warunkiem regularnos$ci naszego za-
gadnienia. Stad, na zasadzie wynikow otrzymanych w rozdziale poprzednim,
wnioskujemy, ze extremum catki J moze by¢ osiagniete
tylko dla krzywej klasy C(), skad w dalszym ciggu, wynika, ze,
jezeli dla pewnej krzywej o punktach katowych, nalezg-
cej do dziedziny (K), catka J przyj muj.e wartos¢ zero, to

dla innych krzywych tej dziedziny J nie moze zachowac
swego znaku.
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Rzeczywiscie, jezeliby calka J zachowata swdj znak, wowczas wartosé
ierowa, bylaby jedng z wartos¢ extremalnych, a to jest, w mysl poprzed-
niego, niemozliwe.

Catke J mozemy przepisa¢ w postaci

J = J G(y,y")dx. (@)

a

Odpowiednie réwnanie Eulera bedzie miato ksztatt

~ °d=0- (5>

przyczem L (y) oznacza lewa strone rownania Eulera. Réwnanie to be-
dzie linjowem i jednorodnem rzedu 2-go

+(Q- Py=o 6

2. Zanim péjdziemy dalej, przypomnimy podstawowe wiasnosci catek
linjowego i jednorodnego réwnania rézniczkowego

apu" b u + c(xX)u = 0, @)

gdzie a(xX), b(X) i c(®) sa funkcjami klasy C() w pewnym przedziale
(A, B), przyczem a (x) jest rézng od zera.

Wszystkie catki tego rdéwnania sg klasy C@Q w rozwazanym prze-
dziale i sg zupelnie okreslone przez swe wartosci i wartosci pierwszej
pochodnej dla dowolnego punktu x = a. Ogolna catka réwnania posiada
postac

«=(?l«l (x) + C2«2(X),

gdzie Cx i C2 sg statemi dowolnemi, za$ uy(X) i i/2(%) dwiema catkami
szczegOlnemi, linjowo niezaleznemi t. j. nie spelniajgcemi tozsamosciowo
zwiazku

K« ((X) + k2«2(x) = 0

przy zadnych wartosciach k i ku nie réwnych jednoczesnie zeru. Warun-
kiem konfecznym i wystarczajgcym niezaleznosci dwu dowol-
nych calek jest nieznikanie tozsamosciowe wyznacznika

U (x) «@(x) ™
UNX) UN\X)
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a do tego wystarcza, aby on nie byt réwnym zeru dla pewnej war-
tosSci x = a naszego przedziatu. W tym wypadku, wyznacznik (8) bedzie
roznym od zera w catym przedziale*). Dwie catki niezalezne nie moga
jednoczesnie przyjmowac¢ wartos¢ zero i tylko catka identycznie roéwna
zeru moze przyjmowaé wartos¢ zero jednoczesnie ze swojg pochodna.
Z ostatniego twierdzenia wynika nastepujacy bardzo wazny wniosek: zera
dowolnej calki u (x) sa izolowane. Rzeczywiscie, niech a bedzie zerem
naszej catki t. j. u(@ = 0 a wiec u'(a) 4=0.

Dla dostatecznie matych wartosci h, mamy

U(« + h) = h[W(a) + wj, )

gdzie <© dazy do zera wraz z h; a wiec mozemy znalez¢ taka wartos¢
8> 0, azeby dla wszystkich wartosci |h N\« 8 miata miejsce nierownosé

ale woéwczas, na zasadzie (9), widzimy, ze u(a + h) przyjmuje wartos¢
zero przy |h |]< 8 tylko dla h= 0. Innemi stowami, w przedziale
(a— 8 a§-98 funkcja, u (x) posiada wartos¢ zero tylko dla x = a, co
byto do wykazania. ' ' ‘

Po tych uwagach wstepnych przejdziemy do rozpatrzenia naszego
zagadnienia.

3. Najpierw udowodnimy nastepujgce, nadzwyczaj wazne twierdze-
nie Jacobi’ego.
Jezeli istnieje catka szczegdlna rdéwnania (6), przyj-

mujgca wartos$é zero dla wartosci x=yi *= 8 nalezacych
do przedziatu zamknietego (a p), i przytem przynajmniej
jedna z liczb ? i8 lezy wewnatrz przedziatu (a, p), wow-
czas catka J przyjmuje wartos¢ zero dla pewnej krzywej
z punktami katowemi, nalezgcej do wyzej wspomnianej
dziedziny funkcyjnej (K); a wiec w tej dziedzinie, przy
zatozeniu R(x)*=0 catka J nie zachowuje znaku. Biorgc
pod uwage twierdzenie wypowiedziane w § 4 rozdziatu
poprzedniego, wnioskujemy, ze nie zachowa ona swego
znaku i dla dziedziny funkcyjnej (Kj), bedacej czescig
(K) i sktadajgcej sie z krzywych klasy C

*) Wynika to z twierdzenia Abela, (ktérego dowodu, zreszta bardzo tatwego, po-
dawac tu nie bedziemy), ze wyznacznik (8) jest réwny

gdzie C jest pewng stalg.



Nie¢h z = z(x) bedzie catkg réwnania (6), znikajacg dla x = y oraz
x = 8 gdzie a” y< 87 p, przyczem mozliwym jest tylko jeden znak
réwnosci. Poniewaz z(y) = z(8) = 0, wiec z'(y) i z' (8 sa rézne od zera.
Okreslimy funkcje y = y(X) w spos6b nastepujacy:

funkcja y (x) = 0

w przedziale a™ x ™ y
§~ x~p . Yy = 0.

Poniewaz, w mys$l zalozen, przynajmniej jeden z przedziatdw (a,y)

i (8, p), ma dtugosé rézng od zera, przeto krzywa y=y(x) bedzie
posiadata w przedziale a”* x”" p przynajmniej jeden
punkt katowy vy lub 8 Calka J dla zdefinjowanej w ten sposéb

funkcji y (x) da sie przepisa¢ w postaci

a wiec twierdzenie jest udowodnione.



4, Udowodnimy obecnie twierdzenie, ktére mozna nazwaé twier-
dzeniem Legendre’a

Zatézmy, ze w przedziale (a p) funkcja RMX)={=0 i ze
istnieje catka z= z(x) ro6wnania (6), rézna od zera w catym
przedziale zamknietym (a, p). Wdéwczas dla wszystkich
funkcyj bedacych klasy G2 w przedziale (a, p) i spet-
niajgcych warunki

catka J nie zmienia znaku.
Na zasadzie wiasnosci ogolnych, catek réwnan linjowych, o ktérych
wspominalismy w § 2 niniejszego rozdziatu, catka z(x) nalezy do klasy CQ.
Poniewaz z (X) nie przyjmuje wartosci zero w przedziale zamknietym
(a, p), przeto jakakolwiek bysmy wzieli z rozpatrywanych funkcyj funkcje
y(X), zawsze znajdziemy funkcje w (X) klasy C@\ okreslong z warunku



skad wynika prawdziwos¢ naszego twierdzenia, gdyz funkcja podcatkowa
znaku nie zmienia.

tatwo widzie¢, ze na skutek twierdzenia udowodnionego w § 2 po-
przedniego rozdziatu, warunek, ze funkcja y(x) nalezy do klasy G223 moze
by¢ odrzucony i zastgpiony przez stabszy warunek, ze funkcja y nalezy
do klasy lub C(@@). Zatem, twierdzenie nasze moze by¢ wypowiedziane
W sposoOb nastepujacy:

Jezeli mamy catke réwnania (6) nalezgcg do klasy C@
i nieznikajgcg w catym przedziale zamknietym (a p) i, je-
zeli w tym przedziale /?(X) 4=0, to dla wszystkich krzy-
wych y—y(X), nalezgcych do klas CQ)i D i spetniajacych
warunki

(9 = y(P) = 0

catka J zachowuje swdj znak.

5. Jako wniosek z udowodnionego twierdzenia wynika nastepujace
twierdzenie:
Jezeli dla pewnych dwuch wartosci i g, lezgcych

w przedziale (a, p), funkcja posiada ré6zne znaki, to catka
J nie moze zachowac¢ swego znaku w obszarze funkcyj-
nym V rozpatrzonym wyzej.

Rzeczywiscie, wskutek ciggtosci funkcji R zawsze mozemy znalez¢ dwa
takie przedziaty (<%, p9 i @2 p?, zawierajace odpowiednio punkty " i £, ze
w nich R(x) #=0 i zachowuje odpowiednio znaki R(it) i Rfa). Wybierzmy
dowolne wartosci zx(«,) i z2(id rozne od zera; wolwczas znajdziemy takie



Calki zx(*) oraz z2(x) rdéwnania (6), ktére beda ciagte wraz ze swemi
pierwszemi i drugiemi pochodnemi odpowiednio w przedziatach (04, pA
i (“a P2 * beda rdézne od zera w pewnych przedziatach @\ P'X) oraz
(a2 32, lezacych odpowiednio wewnatrz przedziatdow (M4, pj i (a2 P2.
Okreslimy teraz pewng funkcje y (X) w spos6b nastepujacy

W przedziale: funkcja:

a” xssa\ yx)= 0
y(X) = (x—a\)2{x— PA2Z (*) = w(x)zx(X)
y( = o

Funkcja ta nalezy do klasy C@ w catym przedziale (a, O) i dla niej catka
J bedzie miata postac

Poniewaz w przedziale (a'l( pN) catka z = zx(x) réwnania (6) jest
rozng od zera, wiec, w mysl poprzedniego znajdziemy dla J wartos¢

skad wnioskujemy, ze dla okre$lonej przez nas funkcji v = vy (X), znak
J jest identyczny ze znakiem

Zupetnie analogicznie mozna znalez¢ takg krzywg y = y (x), dla kto-
rej catka J bedzie miata wartosé

gdzie w= (X —Z7Zgy (x — p'22 Dla tej krzywej znak J bedzie identyczny
ze znakiem R (iz), a wiec przeciwny niz dla poprzedniej wartosci J.

Zatem, azeby catka J zachowywata swdj znak w dzie-
dzinie funkcyjnej (K), funkcja R(x) musi zachowaé swoj
znak w przedziale catkowania.

6. Udowodnione przez nas twierdzenia, pozwalajg wyprowadzic¢
szereg innych waznych twierdzen, tyczacych sie catek réwnan linjowych
rézniczkowych 2-ego rzedu, i w szczegélnosci twierdzenie Sturma.

Niech bedzie dane pewne réwnanie rozniczkowe linjowe i jednorodne

(14)

caly
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gdzie funkcje a (X), b(x) \c(x) sa funkcjami klasy C(1) w przedziale zam-
knietym (A, B) i przytem, w calym tym przedziale a (x) 4=0. Réwnanie to
mozemy zawsze sprowadzi¢ do postaci zredukowanej



- 6 0 -

pus¢my, wbrew temu, ze istnieje catka y = v (X), ktéra nie znika w catym
przedziale zamknietym (a, p).*) Poniewaz v(x) jest funkcjg ciagls
i oprocz tego zera calki u (X) sg punktami izolowanymi, wiec zawsze"
znajdziemy przedziat zamkniety (7, 8 zawarty w przedziale (A, B), zawie-
rajacy przedziat (a, @ i posiadajacy wihasnos¢, ze dla wszystkich x, spel-
niajagcych warunek 77~ x~ 8 =zachodzi v (x) 4=0 za$ catka u (x) znika
w tym przedziale tylko dla x= a oraz x = p. Lecz wowczas, w mysl
twierdzenia Jacobi’ego, catka

(18)

wskutek istnienia catki y = u(x) musi zmieni¢ swoj znak w dziedzinie
funkcyjnej, skiadajacej sie z krzywych klasy D(1), a wiec i C(l), speiniajg-
cych warunki

yC)=y()=o

Z drugiej strony, na zasadzie twierdzenia Legendre’a, wskutek istnienia
catki y = v (X), nie znikajacej w catym przedziale zamknietym (7, 8),
catka (18) w tejze dziedzinie funkcyjnej powinna zachowa¢ swoj znak.
Z tej sprzecznosci wynika falszywos$C naszego przypuszczenia, a wiec
niema catki réwnania (15), nieznikajagcej w przedziale zamknietym (a, 0).

Wykazemy obecnie, ze kazda catka szczego6lna y = v (X), nieznika-
jaca na koncach przedziatu (a, p) [a wiec niezalezna linjowo od catki u(x)]
przyjmuje wewnatrz (a, p) wartos¢ zerowg doktadnie raz jeden. Jak i po-
przednio, przez a i p oznaczamy zera kolejne catki u (X).

Rzeczywiscie, przypusémy, ze catka v (X) znika w Kkilku punktach
i niech yi 8 (a< y< 8< p) oznaczajg jej dwa kolejne zera. Poniewaz
zera sg punktami izolowanemi, przeto zawsze znajdziemy przedziat zam-
knigty (X, (i), dla ktorego a< X<y i 8< < p, w ktorym v (x) znika
tylko dwa razy.

W ten sposob w przedziale zamknietym (X, jb) istnieje catka y = u (X)
rownania (15), nie znikajgca ani razu, oraz catka y = v (x), znikajaca
dwa razy.

Wskutek pierwszego z tych faktéw, catka

*) Oczywiscie v(x) nie moze znika¢ na kofcach przedziatu (a, P), gdyz dwie
calki linjowo niezalezne naszego réwnania, nie mogg jednoczesnie znikac.
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powinna zachowa¢ swoj znak w dziedzinie krzywych y = y (x) klasy
£)» i C(@, spehiajgcych warunki

Natomiast z drugiego faktu wynika, ze ta sama calka w tej samej
dziedzinie nie zachowuje swego znaku. Stad wnioskujemy, ze zadna catka
szczegOlna réwnania rézniczkowego (15) nie moze znika¢ dwukrotnie po-
miedzy dwoma kolejnemi zerami catki szczeg6lnej. Poniewaz jednak, jak
widzieliSmy wyzej, ona nie moze réwniez nie znika¢ ani razu, przeto praw-
dziwem jest nastepujace twierdzenie Sturma:

Jezeli w linjowem i jednorodnem rownaniu roznicz-
kowem

a(x)y" + b(x)yr + c(x)y = 0,

ktérego spoétczynniki w przedziale zamknietym (A, B) na-
lezg do klasy C(@), sp6tczynnik a(x) nie znika w zadnym
punkcie tego przedziatu, wéwczas miedzy dwoma kolej-
nemi zerami jakiejkolwiek catki szcze’'go6lnej, lezagcemi
w przedziale (a 0), gdzie A<a<$<B, zawsze znajduje
sie jedno i tylko jedno zero dowolnej innej catki szcze-
go6lnej.
7. Wykazemy obecnie, ze gdy R(x) 4=0 w przedziale zamknietym

(a, p), to zatozenie twierdzenia Jacobi’ego, ze istnieje catka odpowied-
niego réwnania Eulera, nie znikajgca w przedziale zamknietym (a, p), be-
dzie spelnione dla calki

19)

a

wtedy, gdy catka réwnania

(20)

znikajgca dla x = a, bedzie rézng od zera dla wszystkich wartosci
a< X p. Bedziemy oznaczali przez A (Xx,y) dowolng catke réwnania
(20), znikajacg dla x = y. Oczywiscie wszystkie inne catki, posiadajace te
wiasnosé, beda sie réznity tylko statym czynnikiem.

Zatézmy, ze R(x) 4=0 i ze R, R\ Q i P sa funkcjami ciagtemi
w pewnym przedziale (a, b) zawierajacym wewnatrz (a, p).

Poniewaz z zalozenia, ze A(p, a) 4=0 jest liczbg rézng od zera
i poniewaz A (x,a) jest ciggla w otoczeniu punktu p, przeto istnieje taka



liczba dodatnia s, ie A(x, a) bedzie roznem od zera dla wszystkich
wartosci X, spehliajagcych warunek a< x < 0 -fs. WezZzmy dowolna

liczbe y spetniajgcg warunek p < y< p -fs, i zbudujemy catke réwnania
(20), znikajacg w punkcie x = y t. j. catke A(X,y). Catki A(X, a) i A(X y)
sg linjowo niezalezne poniewaz A(y, a) =t= O i A(y,y) = 0. Stad zndéw

wynika, ze A(a, y) 4= 0. Ale tatwo widzie¢, ze A(X, y) nie moze przyj-
mowac¢ wartosci zero dla zadnego punktu przedzialu zamknietego (a, p).
Rzeczywiscie dla x = a catka A(Xx, y) jest rézng od zera, jezeliby zas
a znikata dla pewnej wartosci 8, przyczem a< 8 p, wdwczas miedzy
g y powinno istnie¢ zero catki A(x, a), co jest sprzeczne z zalozeniem.
A wiec w calym przedziale zamknietym (a, p) catka A (X, y) jest r6zng od
zera, zatem w tym przedziale warunek Jacobi’ego dla catki J jest spetniony.
W ten sposéb otrzymaliSmy ostatecznie nastepujgce twierdzenie:
Warunkiem koniecznym, aby catka

jest, zeby funkcja R(x) nie zmieniata swego znaku w prze-
dziale catkowania i azeby catka A (x,a) ré6wnania réznicz-
kowego Eulera, znikajgca dla x —a byta rézng od zera
dla wszystkich punktéw wewnetrznych przedziatu a<x<p.
Warunkiem dostatecznym niezmiennos$ci znaku rozpatry-
wanej catki, jest, abytf(x) byto rézne od zera w pewnym
przedziale zamknietym (a, b) zawierajgcym wewngtrz prze-
dziat (a p) i zeby catka A (x,a) byta ro6zng od zera dla
wszyastkich wartosci x spetniajgcych warunek a<x=x”"p.
Jako przykiad rozpatrzymy catke



Jezeli granice catkowania spetniaja ostatni warunek, to catka (21)
zachowuje swoj znak i przy tem znak dodatni dla wszystkich funkcyj
klasy C@ i D(), spetniajgcych warunki

beda spetnione warunki dostateczne Jacobi’ego i Legendre’a, méwiace o nie-
zmiennosci jej znaku, przyczem zatozymy, ze /?(x)>0 i niech z — z(x)
bedzie catkg réwnania Eulera, nie znikajagcg w przedziale zamknietym (a, 0).
Wowczas, jezeli w(x) jest dowolng funkcjg klasy C(1), znikajaca w punk-
tach ai p, to kladac y — zw znajdziemy, jak i w 8 4 niniejszego
rozdziatu



gdzie m, M, n, N oznaczajg pewne state, rézne od zera.
Rozpatrzymy obecnie catke

przyczem J(x) jest funkcjg ciagta w przedziale zamknietym (a, p) zas w—
pewna stata. ; .

Wykazemy, ze stalg w2 mozemy wybra¢ tak malg, azeby catka (23)
nie zmieniata swego znaku w dziedzinie funkcji y (jc) klasy D<) i C(),
przyjmujacych wartos¢ zero dla x= a i x= p

Rzeczywiscie oznaczmy przez X2 dowolng liczbe dodatnia, dla ktorej
spetniona bytaby w calym przedziale (a, p) nieréwnos¢

to catka, stojgca po prawej stronie nieréwnosci (24), bedzie dodatnia, skad
wynika, ze dodatnig bedzie i catka (23). Ale woweczas, réwnanie Eulera
dla tej ostatniej catki t. j. rownanie
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ROZDZIAL V.

WARUNKI LEGENDRE'A | JACOBFEGO.

1 Obecnie wyprowadzimy dalsze warunki konieczne istnienia
extremum catki

przyczem extremum szuka¢ bedziemy w obszarze funkcyjnym (Y), sktada-
jacym sie ze wszystkich funkcyj klasy C(2, spetniajacych warunki

i



Funkcje P, Q, R beda w przedziale zamknietym (a, b) funkcjami
klasy C I\ poniewaz f(X,y,y") w rozpatrywanym obszarze jest funkcjg
klasy Zrobimy nawet pewne wiecej ograniczajgce przypuszczenie,
zatozymy mianowicie, ie P, Q i R bedg funkcjami klasy C() w pewnym
przedziale (A, B) zawierajgcym wewnatrz (a, b) t j. A< a< b< B.
Oczywiscie warunkiem koniecznym istnienia extremum funkcji 1 (h)
przy h= 0 jest warunek, aby 1" (0) nie zmieniala swego znaku w dzie-
dzinie wszystkich funkcyj tj (x), nalezacych do (H). Ale wodwczas, na za-
sadzie wynikOw, otrzymanych w rozdziale poprzednim i dotyczacych catki
(4), muszg by¢ spetnione warunki Legendre’a i Jacobi’ego; w ten sposob
otrzymujemy nastepujgce twierdzenie:

Warunkiem niezbednym istnienia extremum catki |
jest, aby funkcja



nie zmieniata swego znaku w granicach catkowania i zeby
catka rownania rézniczkowego



przyjmujgca dla x = a warto$¢ zero, nie powinna znika¢ dla zadnej war-
tosci x, lezacej wewnatrz przedzialu (a, b) (warunek Jacobi’ego).

Bedziemy poréwnywali wartos¢ catki (1), wzietej dla krzywej y = <p(X),
z wartosciami tej catki dla krzywych

i procz tego, dla wszystkich funkcyj dziedziny (H) /"(O) posiada ten sam
znak, a te wiasnie warunki, sg wyslarczajgcemi, azeby 1(0) byio extre-
malng wartoscig catki | (h) w rozpatrywanej dziedzinie funkcyjnej.

3. Mozna jednak i$¢ jeszcze dalej w tym kierunku i wykazaé, ze je-
zeli wspomniane wyzej warunki (silniejszy warunek Legendre’a i silniejszy
warunek Jacobi’ego) sg spetnione, to mozna bedzie dla krzywej y = (x)
znalez¢ takie sasiedztwo pierwszego rzedu, ze pomiedzy wszystkiemi krzy-
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Innemi stowami: warunki Eulera-Lagrange’a i silniejsze
warunki Legendre’a i Jacobi’ego sg warunkami wystar-
czajagcemi dla istnienia stabego extremurn w pewnem sg-
siedztwie krzywej y = p(X).

W dalszym ciggu zakladamy, ze funkcja f(x,y,y') nalezy do klasy

C@ dla wartosci (X, y), nalezacych do pewnego obszaru i skonczonych /.
Ktadac
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A, i Al i funkcje <m(®, azeby w calym przedziale zamknietym (a, b) za-
chodzity nieréwnosci



Otrzymamy toisamosciowo

Podstawiajgc w wzor (13) zamiast & jego wartos¢ o = ziv, ozna-
czajac przez (@i v odpowiednie wartosci funkcji M i N, oraz biorgc pod
uwage ostatnig tozsamos¢, przepiszemy (13) w ksztalcie

Na mocy silniejszego warunku Legendre’a i ciagtosci funkcji /?(*), posiada
ona w zamknietym przedziale (a, b) dodatnie bezwzgledne minimum, a wiec
mozemy dobra¢ AO i At w ten sposéb, aby w catym przedziale zamknie-
tym (a, b) miata miejsce nieréwnos¢

Poniewaz z jest funkcjg ciaglta, ré6zna od zera w przedziale zamknietym
(a, b), przeto istnieje taka liczba dodatnia k-, ze w catym przedziale zamknie-
tym (a, b) z2”>A2>0; jednoczes$nie wskutek ciggtosci 2\ mozemy przyjac,
ze zn”™ g 2 gdzie g2 jest rowniez pewng liczbg dodatnig. Wskutek tego,
przy wszelkiem a2 zawsze mozemy w ten sposéb dobra¢ liczbe 8 a z kolei
i funkcje w, azeby w catym przedziale zamknietym (a, b)



dla wszystkich funkcyj «(*), spetniajacych warunki

| wierazenie nasze jest wigec uuowuunione.

3. Widzimy wiec, ze zagadnienie znalezienia stabego extremum caiki

Jacobi jednak wykazal, ze znajagc catke og6lng réwnania (16), otrzymamy
przez proste rézniczkowanie dwie niezalezne calki szczegolne, a wiec
i catke ogo6lng réwnania (16 a).

Z analitycznej teorji réwnan rozniczkowych wynika, ze jezeli sg spel-
nione zatozenia, ktore narzucilismy funkcji 3-zmiennych f(x,y,y') i jezeli
jest spetniony silniejszy warunek Legendre’a R > 0, to dla wartosci X, a, p.
spetniajgcych nieréwnosci
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4. Otrzymany wynik, pozwoli nam znalez¢ prostg interpretacje geo-
metryczng warunku Jacobi’ego.

Rozpatrzmy rodzine linji extremalnech, przechodzacych pgsez punkt
(@, y,). Zeby znalezé réwnanie tej rodziny krzywych, wystarczy wyelimi-
nowac¢ z réwnan



co bylo do wykazania.
Teraz tatwo znajdziemy geometryczng interpretacje warunku Jacobi’ego#
Istotnie, réwnania

(22)

wyznaczajag obwiednie rodziny krzywych y = <{x, a); rownanie tej ob-
wiedni otrzymamy rugujac parametr a z rownan (22). Jednoczesnie, przy
danem a réwnania (22) daja nam spoétrzedne punktu stycznosci danej krzy-
wej, nalezacej do rodziny, i obwiedni. Stad wynika, ze warunek Jacobi’ego
A, a# 0 (a< x<b), sprowadzajgcy sie, w mys$l poprzedniego, do
warunku 4a (x, “0) #==0, moze by¢ wypowiedziany w sposéb nastepujacy:
w przedziale (a< x < b) krzywa extremalna y= $(X, < nie powinna
by¢ styczng do obwiedni rodziny y = (X, a). Punkt stycznosci krzywej
extremalnej y=<])(x, a}) z obwiednig, nosi nazwe punktu sprzezo-
nego z punktem (a, ya,). Mozemy wiec warunek Jacobi’ego wypowie-
dzie¢ jeszcze w sposéb nastepujacy: zaden punkt wewnetrzny tuku
krzywej extremalnej, taczgcej punkty (a ya) i (b,yb), nie
moze by¢ punktem sprzezonym z (a, ya).

Moze sie zdarzy¢, ze obwiednia naszych krzywych y = 4{x, a) zre-
dukuje sie do jednego punktu (c, yc), wowczas punkt ten nazwiemy bie-
gunem, sprzezonym z punktem (fl,yfl).

Zauwazymy jeszcze, ze jezeli linje extremalne sg linjami prostemi, to
warunek Jacobi’ego jest spetniony w kazdym przedziale, gdyz w tym przy-
padku rodzina

jest pekiem prostych, przechodzacych przez punkt (a, ya). W tym wypadku
niema ani punktéw ani biegunéw sprzezonych z (a, ya).

5. Wprowadzimy obecnie kilka nowych poje¢, z ktérych bedziemy
korzystali w przysztosci, a przedewszystkiem pojecie pola dowolnej
rodziny krzywych lub funkcji.

Powiemy, ze dana rodzina krzywych y = &{x, a) tworzy pole (K),
jezeli z réwnania
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szaru (K) na plaszczyznie, da sie wyznaczy¢ a jako funkcja jednoznaczna
Xiy:a= a(xYy), klasy C(=

Geometrycznie warunek ten moze by¢ wypowiedziany w sposob na-
stepujacy: przez dowolny punkt obszaru (K) mozna przeprowadzi¢ jedng
i tylko jedng krzywa rodziny y = '»(x, &), posiadajgcg oznaczong i zmie-
niajgca sie w sposob ciaggly styczna. Okreslajagc z rownania (23) wartosé
a | podstawiajac jg w réwnos¢ y' = Jv (X, a), otrzymamy pewng jedno-
znaczng funkcje x iy, ktérg oznaczymy przez p(x,y):

y' = Pyl pxy); (24)

p(x,y) nazwiemy funkcjag danego pola. Poniewaz $(Xx, a) jest
w rozpatrywanym obszarze funkcjg klasy C(2), przeto p {x,y) bedzie w sto-
sunku do swych argumentéw klasy C(l). Ze wzoru (24) wynika, ze wowczas

y' = e aXyl = px{Xy) + ey (X y)p (X Y). (25)

Wychodzac z réwnania (23) i tozsamosci (24) i (25), otrzymamy tozsamosci

y= <DraC) ax.4Xal a pLveXal= a(a), [xa Xy\=p (Xy),
Px [x,(%a)]+ PYIv.$ (Ga)) prx.» (X )] = axx (X a), (26)
S« x, Y= PX(xY) -Fpy . y) p(X,y).

6We2my pod uwage jedna z krzywych rodziny y = (X, a), odpo-
wiadajgcg wartosci parametru a =

Powiemy, ze jest ona otoczona przez pole, jezeli lezy we-
wnatrz pewnego pola utworzonego przez krzywe y = J¢=> < Jezeli dcf
pola dotaczymy punkt, przez ktory przechodzi nie jedna, lecz kilka krzy-
wych danej rodziny, wowczas powiemy, ze mamy do czynienia z polem
w szerszem tego stowa znaczeniu, albo polem niewtasciwem.
W przeciwstawieniu do tego, zwykte pole bedziemy nieraz nazywali polem
w wezszem znaczeniu stowa, albo polem witasciwem. Np. jezeli do
punktow ptaszczyzny dodamy punkt (a,ya), to pek prostych y—ya= *(x—a),
przechodzacych przez ten punkt, tworzy pole w szerszem znaczeniu.

Wykazemy, ze warunkiem wystarczajgcym, azeby krzywa klasy C@)

y = DX N
byta otoczona przez pole wilasciwe krzywych

y= t(("a),
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przechodzi jedna i tylko jedna krzywa naszej rodziny, przyczem krzywa
y = P{x ao) lezy wewnatrz tego obszaru. Inaczej méwigc, funkcja a (X,y)
otrzymana z réwnania

w tym obszarze bedzie funkcja jednoznaczng argumentéw i, jak tatwo wi-
dzie¢, bedzie nalezata do klasy C(l). Dla x = a funkcja bedzie wielo-
znaczng, lecz moznaby dowies¢, ze, jezeli punkt (X,y) bedzie sie zblizat
do punktu M wzdluz dowolnej oznaczonej krzywej L klasy C(), lezacej
w rozpatrywanym obszarze, to a (X,y) bedzie zdazalo do wartosci para-
metru ax tej krzywej y = P(x, aj naszej rodziny, ktéra bedzie styczna do
L w punkcie (a,ya), za$ funkcja pola p(x,f) bedzie zdazata do wartosci
spoétczynnika katowego <x(a, a,).

8. Dotychczas przypuszczalisSmy, ze y = (X, a) jest rodzing dowol-
nych krzywych. Obecnie zalézmy, ze ta rodzina jest rodzing krzywych
extremalnych, wystepujacych przy rozwigzaniu podstawowego zagadnienia
rachunku warjacyjnego.

Mozna wowczas udowodni¢ nastepujace twierdzenie: Jezeli sa
spetnione warunki, Legendre’a i Jacobi’ego (silniejsze
warunki), wowczas krzywa extremalna y = (X -tgczaca
dwa dane punkty M(a,ya) i N(b,yb) moze by¢ otoczona
przez pole rodziny krzywych extremalnych i wtasciwe
i niewtasciwe.

Rzeczywiscie, jezeli R #=0 i A (x,a) 4=0 w przedziale a < x*$b,
to mozemy znalez¢ takg calke réwnania Jacobi’ego. A (x, A) gdzie A<a,
ktora bedzie rézng od zera w przedziale a x b

Rozpatrzmy punkt P {A @(i4)) oraz rodzine krzywych extremalnych
y — tfJ (x, @), przechodzacych przez ten punkt. Niech krzywa extremalna
Y = 9(X) odpowiada wartosci a — a,. Poniewaz

jest rézng od zera, a to jest warunkiem wystarczajgcym istnienia pola wia-
Ssciwego. Jezeli za P przyjmiemy punkt M, to poniewaz



ktora rowna sie zeru przy x = a, wiec sg spetnione warunki istnienia pola
niewtasciwego.

tatwo udowodni¢ twierdzenie, bedagce w pewnym stopniu odwrotnetn
do twierdzenia, wypowiedzianego wyzej, a mianowicie: Jezeli jest spet-
niony silniejszy warunek Legendre’ai istnieje pole wta-
Sciwe lub niewtasciwe krzywych extremalnych, otacza-
jacych krzywg extremalng y= 2(x), to warunek Jacobi’ego
jest spetniony.

Niech rodzina krzywych extremalnych, tworzacych pole, ma rdéwnanie

9. Rozpatrzymy obecnie wypadek, gdy b jest wartoscig sprzezong
z a. Jezeli rodzina krzywych extremalnych, przechodzacych przez punkt
M (a, ya), ma za swg obwiednie punkt N (b, yb) t. j., jezeli punkt ten jest

sprzezony z ilf, to tatwo wykazaé, ze wartosci wszystkich catek I, wzietych
6
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dla dowolnej krzywej extremalnej naszej rodziny miedzy m i N, sg sobie
rowne. Rzeczywiscie, dla dowolnej extremalnej y = (X, a) catka | bedzie
funkcjg a

10. Zatézmy, ze rodzina krzywych extremalnych, przechodzacych
przez punkt M (a,ya), posiada obwiednie, nie redukujgca sie do punktu.
Réwnanie tej obwiedni otrzymamy, rugujac a z rownan
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Rozpatrzymy funkcje x(a) i zbadamy warunki, przy ktérych w poblizu
punktu N (b, yt) lezag punkty obwiedni o odcietych mniejszych niz b, ina-
czej méwiac, zbadamy, kiedy w poblizu punktu N znajduje sie tuk ob-
wiedni z lewej strony prostej x — b.

Jest rzecza oczywista, ze to musi zachodzi¢, jezeli x (ato) nie jest
wartoscig extremalng funkcji x(a) t j. gdy x'(a®) 4=0 albo, poniewaz
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We wszystkich rozpatrzonych wypadkach obwiednia nie bedzie krzywg
Eulera. Rzeczywiscie niech réwnanie obwiedni bedzie

y — 90

Z (35) otrzymamy dla niej

Jezeli dla a= a, funkcja )¢(a) jest r6zna od zera, to
catka, wzieta wzdtuz krzywej extremalnej MN, nie posiada
wartosci extremalnej; to samo ma rowniez miejsce w przy-
padku, gdy X' (a) przyjmuje wartos$¢ zero, zachowujac swdj
znak, albo, gdy, przy wzrastaniu < X5<X) przechodzi od
wartosci dodatnich do ujemnych.



Rzeczywiscie, poniewaz w poblizu
N w wymienionych wypadkach znaj-
duja sie punkty obwiedni, lezace z le-
wej strony prostej X — b, mozemy wiec
znalez¢ punkt Nt z lewej strony pro-
stej x = b, nalezacy do obwiedni i.le-
zacy dowolnie blisko N; bedzie
punktem stycznosci obwiedni z pewna
krzywa MN” naszej rodziny krzywych
extremalnych. Wezmy catke dla krzy-
wej, sktadajgcej sie z tuku extremalnej
MNt i fuku obwiedni NNi- Catka ta
bedzie funkcjg parametru a, nalezacag
do klasy CW



Poniewaz obwiednia NXN nie jest krzywa Eulera, przeto wartos¢é
calki
b

nie jest wartoscig extremalng. Biorgc punkt dostatecznie blisko N,
mozemy te dwa punkty potaczy¢ krzywa Eulera, spelniajgcg warunki Le-
gendre’a i Jacobi’ego, a wowczas catka |, wzieta wzdluz extremalnej MNX
i krzywej Eulera, taczacej punkty Nx i N, bedzie mniejsza niz catka /(a),
a wiec i catka /(«o0).

Krzywa, skiadajgca sie z dwoéch tukéw krzywych extremalnych M Nt
i NXN, posiada w Nx punkt katowy. Rzeczywiscie w przeciwnym razie
moznaby byto przez punkt Nx przeprowadzi¢ dwie krzywe extremalne, po-
siadajagce w wspolng styczng, co jest, przy.naszych zatozeniach, nie-
mozliwe.

12. Rozpatrzymy obecnie wypadek, gdy .*(ao) jest minimum dla
Wéwczas rozumowanie powyzsze nie da sie zastosowaé, i, jak to zoba-
czymy w nastepnym rozdziale, o ile silniejszy warunek Legendre’a bedzie
spetniony, bedzie zachodzito extremum. '

Obecnie wykazemy, ze w tym wypadku odcinek naszej krzywej extre-
malnej, odpowiadajgcy wartosciom a”~ x b, bedzie otoczony przez nie-
wiasciwe pole krzywych extremalnych, przechodzacych przez punkt (a, vy.,,).
W tym celu wystarczy udowodnié, ze kazdy punkt prostej x = b, dosta-
tecznie bliski punktu (b, yb) da sie potgczy¢ z punktem (a, ya) jedng i tylko
jednag krzywg extremalng rozpatrywanej rodziny, co bedzie, zachodzito, je-
zeli w pewnym przedziale aj — -f 8, H(~>a) bedzie funkcja
monofoniczng.

Rzeczywiscie, .poniewaz wartos¢

jest, z zatozenia, wartoscig minimalng funkcji x(a), okreslonej przez réw-
nanie

przeto stad wnioskujemy, ze dla dostatecznie matych wartosci 8 funkcja

bedzie rézng od zera, dla wszystkich a, spetniajacych nieréwnosci

x(a).



dla wszystkich wartosci a, spetniajgcych dla dostatecznie matego nie-
rownos¢ (39), co dowodzi stusznosci twierdzenia.



ROZDZIAL V.

WARUNEK WEIERSTRASSA.
WARUNKI DOSTATECZNE.

1 Jak widzieliSmy w rozdziale poprzednim, dla istnienia stabego
extremum catki

0)
a

przy zalozeniu y(a) = ya, y (b)= yt wystarcza spekienie wa-
runkoéw Eulera-Lagrange’a i silniejszych warunkéw Legendre’a i Jacobi’ego.
.Nastepujacy prosty przykiad tatwo wykaze, ze gdy mamy do czynienia
z silnem extremum, wspomniane warunki sg juz niedostateczne.

Szukajmy, mianowicie, extremum calki

0

przy zatozeniu y (0) = y (1) = 0. Jak juz wiemy, w tym wypadku krzy-
wemi extremalnemi beda linje proste, a wiec szukang krzywg extremalng
bedzie 0§ x-6w t. j. prosta y = 0. Dla nief R= 2> 0, czyli warunek
Legendre’a jest spetniony. Tak samo, jak to widzieliSmy w rozdziale po-
przednim, bedzie spetniony warunek Jacobi’ego, ezyli, ze prosta y = 0
daje minimum stabe, réwne zeru. Pordéwnajmy nasza catke, wzietg dla
prostej y = O, z catka, wzietg dla tamanej, ktorg otrzymamy, tgczac punkty
(0,0) i (4,0) z punktem (1— a, p), gdzie O<a< 1, p> 0. Wartos¢
catki, wzietej dla linji famanej wynosi

Jakkolwiek matg wartos¢ nadamy p, mozemy dobra¢ a tak mate, aby
wartos¢ naszej catki byla ujemng, a wiec mniejszag niz jej wartos¢ dla
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krzywej extremalnej. tatwo widzie¢, te gdy a zdaza do zera, zas $ raft
wartos¢ stata, tamana nasza bedzie w przedziale 1—a” x ~ 1 coraz
wiecej spadzistg wzgledem osi X, a wiec bedzie przedstawiata silng zmiane
krzywej extremalnej y = 0. Zatem prosta y = 0 nie daje silnego mini-
mum. Wprawdzie famana nasza jest linjg o punktach katowych, ale jak
wiemy, jezeli prosta y = 0 nie daje extremum w dziedzinie krzywych
o punktach katowych, to nie da go réwniez w dziedzinie krzywych bez
punktow katowych.

Zatem dla silnych extreméw rozpatrzone warunki sg niewystarczajg-
cemu Pierwszy zwrOcit na to uwage Weierstrass, ktory dal jeszcze jeden
warunek na silne extremum.

Przejdziemy obecnie do rozpatrzenia tego warunku.

2. Niech réwnanie

bedzie réwnaniem rodziny krzywych extremalnych catki

Zaldzmy, ze rozpatrywana rodzina krzywych extremalnych tworzy pole,
przyczem funkcje tego pola oznaczymy przez p (X,y). Wykazemy, ze ta
funkcja bedzie rozwigzaniem pewnego rownania rdézniczkowego o pochod-
nych czastkowych pierwszego rzedu. Rzeczywiscie, poniewaz ip(*>*) jest
catkg réwnania (3), przeto tozsamosciowo zachodzi
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i,przyjfnujgcpod uwage tozsamos¢ (27) w 8 5 poprzedniego rozdziatu,
otrzymamy nastepujacg tozsamosé

skad wnioskujemy, ze funkcja p (x,y) jest catkg rownania rdézniczkowego
o pochodnych czastkowych pierwszego rzedu

Obecnie wykazemy prawdziwos¢ twierdzenia, bedgcego w pewnym sensie
odwrotnem do twierdzenia, udowodnionego przed chwila.

Mianowicie przypuscimy, ze z = p (X,y) jest pewnag catkg rownania
rozniczkowego o pochodnych czastkowych (6).

Wykazemy, ze catka ogodlna zwyczajnego réwnania rézniczkowego

zawierajgca, jak wiadomo, jedna statg dowolng catkowania

przedstawia rodzine krzywych extremalnych catki (2).

Rzeczywiscie, kladac z = p(x,y) w rownaniu (6), otrzymamy toz-
samos¢ (5), zachodzacg dla wszystkich tych wartosci x iy, dla ktérych
istnieja funkcje p(Xx,y), p*(X)y), py(xy), fppx,y.p(x,y)] it d. Podsta-
wigjac tu $(x,a) zamiast y, przyczem <|>(xa) jest catkg rownania (7)
i, przyjmujagc pod uwage tozsamos¢ (27) 8 5 poprzedniego rozdziatu,
przejdziemy od tozsamosci (5) do tozsamosci (4). Ale ta ostatnia tozsa-
mos¢ powiada, ze funkcja y = (x,a) jest catkg rdownania (3), a wiec
twierdzenie nasze mozemy uwaza¢ za udowodnione.

3. Wyprowadzimy jeszcze pewien godny uwagi wynik z tozsamosci
(5). Wynik ten nosi nazwe twierdzenia Beltrami’ego—Hilberta o niezalez-
nosci. Napiszemy naszg tozsamo$¢ w postaci
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Ostatni zwigzek powiada, Zze wyrazenie

bedzie zalezata wytacznie od granic catkowania ale nie
od drogi.

Na tem, wiasnie, polega twierdzenie Beltrami'ego-Hilberta o nieza-
leznosci.

Niech réwnanie krzywej, wzdtuz ktérej catkujemy, bedzie

przyczem y (X) jest funkcjg klasy C(). Wéwczas mozemy catke (8) przed-
stawi¢ w postaci

Argumenty te majg nastepujace znaczenia geometryczne: (X,y) oznaczaja
spotrzedne punkta krzywej, y' — spélczynnik katowy stycznej do krzywej
w punkcie (X,y) i, wreszcie, p — spotczynnik katowy stycznej tej krzywej
extremalnej naszego pola, ktéra przechodzi przez punkt {x,y). Jezeli
przez punkty (a,ya) i (b,yb) mozna przeprowadzi¢ linje extremalng, na-
lezacg do danej rodziny, wowczas wzdtuz tej krzywej



przycz r51 catka jest wzieta wzdluz extremalnej, taczacej punkty (a,y»)
I ~o)0).

Dotychczas nic nie zakladaliSmy o naszej rodzinie krzywych extre-
malnych; obecnie przypuscimy, ze sklada sie ona z krzywych extremal-
nych, przechodzacych przez punkt (a,y,) i tworzacych pole niewlasciwe,
otaczajgce krzywg extremalng

ktora tagczy punkty (a,y,) i \6y i lezy wewnatrz rozwazanego pola.
Niech Y bedzie dziedzina funkcyjna, sktadajaca sie z funkcji y — y(X),
nalezacych do klasy C™\ przechodzacych przez punkty (a,ya) i \byb) i le-
zacych wewnatrz rozwazanego pola. Oczywiscie, do tej dziedziny nalezy
réowniez funkcja y — (X).
W mysl twierdzenia udowodnionego w § poprzednim, catka'

gdzie p jest funkcjg danego pola, bedzie miata wartos¢ stalg dla wszyst-
kich krzywych nalezagcych do dziedziny funkcyjnej Y, przyczem

Wezmy dowolnag krzywg y=y(X), nalezaca do dziedziny Y i poréw-
najmy catke, wzietg dla tej krzywej i dla krzywej extremalnej y = vy (X).
Na zasadzie poprzedniego mamy



Otrzymany przez nas wynik byt znaleziony poraz pierwszy przez
Weierstrassa i posiada znaczenie podstawowe. Istotnie, daje on nam przy-
rost zupetny catki ly w postaci pewnej calki, wcietej wzdiuz krzywej
i mianowicie tej, ktdrg poréwnujemy z krzywg extremalng y = <(X).

Z (14) wynika, ze warunkiem dostatecznym, azeby krzywa
extremalna y = y(xX) dawata extremum catki ly w dzie-
dzinie Y, jest, aby funkcja Weierstrassa E(X,y,y'p) w roz-
patrywanem polu nie zmieniata swego znaku.

Rzeczywiscie, jezeli przypuscimy, ze dla wszystkich punktéw naszego
pola zachodzi np. nieréwnos¢

Jezeli krzywg extremalng y — <p(x), taczgcg punkty
@&y, i (byb), mozna otoczy¢ przez pole krzywych extre-
malnych, przechodzgcych przez punkt (a vy,), wowczas,
warunkiem wystarczajagcym, azeby krzywa extremalna
y = P(X) dawata extremum w dziedzinie funkcyjnej Y,
sktadajgcej sie z krzywych klasy C przechodzacych
przez punkty (a ya) i (b, yb), jest warunek, aby dla wszyst-
kich punktéw (X, y) naszego pola i dla dowolnych skonh-
czonych wartosci y' funkcja E(x,y,y',p) nie zmieniata
swegoznaku.



LW —

Na mocy lematu rozdziatlu Il twierdzenie to ma miejsce i w dzie-
dzinie funkcyjnej Yt skiadajgcej sie z krzywych klasy £)(1), przechodza-
cych przez punkty (a, ya) i (byb).

Z samego okres$lenia funkcji E (x,y,y',p) wynika, iz wzdtuz do-
wolnej krzywej extremalnej naszego pola jest ona réwng
zeru.

Zauwazymy, ze, rozwijajagc funkcje f(x,y,y') na szereg Taylora we-
dlug poteg y' —p, mamy

przyczem 6 jest pewnym dodatnim utamkiem wiasciwym.
Stad wnioskujemy, ze

a wiec, jezeli dla wszystkich skonczonych wartosci liczby k i dla wszyst-
kich punktéw rozwazanego pola funkcja

zachowuje swoj znak, wowczas & fortiori zachowa swodj znak i funkcja
E (X, y,Y,p) w catem polu, a wiec krzywa extremalna da istotnie extre-
mum w dziedzinie funkcyjnej YX, wspomnianej wyzej.

Zatem: warunkiem wystarczajgcym istnienia extremum
w dziedzinie Y1 jest, aby funkcja fyy(x,y,k) zachowata
swo0j znak dla wszystkich punktow pola i dla wszystkich
skonczonych wartosci A

5. A wiec, aby zastosowa¢ warunek wystarczajacy Weierstrassa, mu-
simy sie najpierw przekona¢, ze krzywa extremalna

jest otoczona przez pole.

Wykazemy, iz w tym celu wystarcza spetnienie silniejszych warun-
kow Legendre’a i Jacobi’ego. Rzeczywiscie, w tym wypadku, jezeli be-
dziemy rozwazali rodzine krzywych extremalnych, przechodzacych przez
punkt (a, ya),
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y =t Xa), (16)

pomiedzy ktéremi y = % (x, aQ oznacza krzywg extremalnag, przechodzacg
przez punkt (b, ), wowczas funkcja <€a (X, a,,) bedzie catkg réwnania
Jacobi’ego, rozng od zera dla wszystkich wartosci % spetniajgcych nieréw-
nos¢ a < x -$ b, a w tym wypadku, jak to widzieliSmy w § 2 rozdziatu po-
przedniego, krzywe (16) tworza pole,otaczajgce krzywa y = $X<X0 = <pX).

Z tego, cosmy powiedzieli wyzej, wynika réwniez twierdzenie, udo-
wodnione w rozdziale poprzednim, o wystarczalnosci warunkoéw Eulera
i silniejszych warunkéw Legendre’a i Jacobi’ego dla istnienia slabego
extremum. Istotnie, jezeli te warunki sg spetnione, wowczas istnieje pole
krzywych extremalnych, przechodzacych przez punkt (a, ya), otaczajacych
krzywg y = y(X).

Poniewaz, z zalozenia, warunek Legendre’a jest spetniony, przeto
wzdiuz krzywej y = <p(}) mamy

R(X) = fyy (X, p(), <p'(¥) > k2> 0,

gdzie k2 jest pewng liczbg dodatnia.

Wskutek ciaggtosci fnnkcji fyy (X,y,y’) wzgledem swych argumentow,
przeto mozemy w ten sposob wybraé liczby dodatnie 8 i aby dla
wszystkich wartosci X, y, y' spetniajgcych warunki

a x"b ly- opxI* 8 IV —2x 1" §, a7)
zachodzita nieréwnoscé
fyy (X,y,y') > k* > o. (18)

gdzie V oznacza pewna liczbe dodatnia.

Ale 8 mozemy wybraé¢ tak matem, azeby odpowiednie punkty (X, Y)
lezaty w polu, otaczajgcem krzywa extremalng y — (X), a wéwczas wa-
runek (18) jest wystarczajgcym na to, azeby z pomiedzy krzywych, prze-
chodzacych przez punkty (a, ya) i (b, yb) i przedstawiajacych na skutek
(17), stabe zmiany krzywej y — <p(X), ta ostatnia krzywa dawata
extremum.

6. Z powiedzianego wyzej wynika, iz w wypadku rozpatrzonym
przez nas w § 12 rozdziatu poprzedniego, t j. w wypadku, gdy b jest
wartoscig sprzezong z a i przytem obwiednia rodziny krzywych extremal-
nych, przechodzacych przez punkt (a, ya) nie posiada w poblizu punktu
(b, yb) punktow o odcietej mniejszej od b, nasza krzywa extremalna daje
przynajmniej stabe extremum catki /.



Rzeczywiscie, w tym wypadku, jak widzieliSmy we wspomnianym §,
tuk krzywej extremalnej, "laczacy punkty (a, ya) i (b, yb) jest otoczony
priez pole na catym odcinku a< x” b, a wiec da nam on, gdy silniej-
szy warunek Legendre'a jest spetniony, przynajmniej stabe extremum catki.

7. Z wyprowadzonego przez nas warunku dostatecznego dla
istnienia silnego extremum mozna wyprowadzi¢ warunek konieczny
dla istnienia silnego extremum. Ten warunek réwniez zostal podany przez
Weierstrassa.

Niech krzywa extremalna y — (X), przechodzaca przez punkty
M (a, v,) i N (b, yb), bedzie otoczong przez pole krzywych extremalnych,
przechodzacych przez punkt (a, y«). Wezmy dowolny punkt P (5,Vj), lezacy
na tej extremalnej, i w poblizu niego, w rozpatrywanem polu, punkt

Q (i—h, 41, gdzie h > 0. Poniewaz
ten ostatni punkt lezy w polu, przeto
znajdziemy taka krzywg extremalna,
ktéra tgczy punkty M (a, ya) i
Q (Z—h, Th); niech réwnaniem jej
bedzie y = ~ (X). Polaczmy punk-
ty P i Q odcinkiem prostej i po-
rownajmy z sobg calki, /wziete, z
jednej strony, dla krzywej, skitada-
jgcej sie z  krzywej extremalnej
Yy = 9 (X) miedzy punktami M i Q,
z odcinka prostej, fgczacego punkty
Q i P, i, wreszcie, z krzywej extre-
malnej y = <f(X) miedzy punktami
P i N, a z drugiej, dla krzywej
extremalnej y = cp(X) miedzy punk-
tami M i N\ wodwczas na zasadzie twierdzenia Beltrami’ego-Hilberta o nie-
zaleznosci, mamy

pierwsza i trzecia z tych calek sg tozsamosciowo réwne zeru, gdyz sa
brane dla krzywych extremalnych pola, a co sie tyczy drugiej catki, to
ona jest brana dla prostej QP, a wiec dla niej y' jest spdtczynnikiem
katowym tej prostej, t. j. jest rowny



Uwzgledniajac, ze funkcja E(Xx,y,y',p) jest ciggta w stosunku do
swych argumentéw rowniez jak i funkcja p (X,y), mozemy zawsze wybrac
Tj dostatecznie bliskim B i h dostatecznie matem, aby na catym odcinku
QP miata miejsce nieréwnosé

posiadata dowolng wartos¢ skonczong, dochodzimy do wniosku, ze wa-
runkiem niezbednym istnienia silnego extremum jest, aby Weierstras—
sowska funkcja E (£ n, X p (S yD) zachowywala swdj znak dla wszyst-
kich skonczonych wartosci X

Poniewaz punkt P (£, I jest dowolnym punktem krzywej extremalnej
y — Pp(X), przeto otrzymujemy nastepujgcy warunek konieczny Weierstrassa
dla istnienia silnego extremum.

Warunkiem niezbednym istnienia silnego extremum
jest, aby w przedziale (a, b) dla wszystkich punktéw krzy-
wej extremalnej y = 9 funkcja

E Xy, Xp (XY))

zachowywata swo6j znak dla dowolnych skonczonych war-
tosci X
8. Korzystajac z wprowadzonego przez nas wczesniej pojecia wskaz-

nicy, mozemy, wzorujac sie na Zermeld, nada¢ nastepujaca ciekawa geo-
7
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metryczng interpretacje warunkowi dostatecznemu, a w szczegolnosci i wa-
runkowi koniecznemu, Weierstrassa.
Rozpatrzmy réwnanie wskaznicy

Punkt K, dla ktérego y' p, przyczem p jest wartoscia funkcji
pola w punkcie (X,y), nazwiemy
punktem gtownym wskaz-
nicy, a styczng w tym punkcie
do wskaznicy nazwiemy stycz-
ng gtowna.

Réwnanie stycznej gtéwnej,
oczywiscie, ma postac

«-/(P)= fp(P)(/ *py (20)

Oznaczmy rzedng punktu L
wskaznicy (19), odpowiadajacego
dowolnej wartosci odcietej vy’
przez U, a rzedng punktu Q sty-
cznej gtéwnej, odpowiadajgcego

tei samei odcietei. orzez u, wéwczas z (19) i (20) otrzymamy

A wiec warunek, ze funkcja E(x,y,y'p) zachowuje swoj znak, jest row-
nowazny warunkowi, ze roznica rzednych punktu, lezacego na wskaznicy
i odpowiedniego punktu stycznej gtdwnej, zachowuje znak, albo, co na
jedno wychodzi, warunkowi, 7 wskaznica lezy catkowicie
z jednej strony swej stycznej gtdwnej.

W szczegdlnosci, jezeli dla wszystkich wartosci y' funkcja fyyiy')
zachowuje swoj znak, wowczas krzywa (19) jest krzywg wypukig lub
wklestg w stosunku do osi x; w tym wypadku krzywa (19) lezy
stale z jednej strony stycznej dowolnej — a wiec i stycznej gtdwne;.
Jak tatwo widzie¢, ten warunek przedstawia interpretacje geometryczng
warunku, rozpatrzonego przez nas przy konhcu 8 4 niniejszego rozdziatu.
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Jezeli wskaznica, odpowiadajgca pewnemu punktowi (x0,y0), przecina
styczng gtdwng w punktach o odcietych

przechodzagc w nich z jednej strony stycznej gtéwnej na druga, to nasza
krzywa extremalna moze da¢ extremum catki ly tylko w dziedzinie funk-
cyjnej, w ktorej krzywe, przechodzace w poblizu punktu (x0,y0, posiadaja
styczne o spotczynnikach katowych /, spektniajgcych nieréwnosci

bedzie posiadata znak rézny od znaku jej dla wartosci y', spehiajacych
nieréwnosci (21), a wiec wléwczas nie bedzie spelniony warunek konieczny
Weierstrassa.

Jezeli nazwiemy a*, pf odciete punktow przeciecia naszej wskaznicy
ze styczng gtéwng, w ktérych wskaznica przechodzi z jednej strony tej
stycznej na drugsg, przyczem

Zatem dziedzina funkcyjna, w ktorej dana krzywa extremalna moze
da¢ extremum catki ly, moze zawiera¢ tylko te krzywe pola, ktérych spot-
czynniki katowe stycznych w poblizu punktu (XQ y0) spelniaja jeden
z warunkow

Extremura, otrzymane w tym wypadku, nosi nazwe extremum ogra-
niczonego. Zauwazymy, ze, jezeli w punkcie y'= , funkcja fyy (v)
jest r6zng od zera, wowczas mozna znalezé przedziat m<y'<M, dla
ktérego wskaznica lezy z jednej strony stycznej gtéwnej. Jezeli wiec dla
wszystkich punktow pola fyy (p) zachowuje swéj znak, to zawsze
mozna znalez¢ takie liczby [ti N, przyczem F< N, przedstawiajgce, odpo-
wiednio, kres gorny liczb m i kres dolny liczb M, ze w dziedzinie funk-

[
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cyjnej, sktadajacej sie z krzywych, ktére znajdujg sie w polu, otaczajgcem
nasza extremalng i dla ktérych

i<y < n,

dana krzywa extremalna daje wartos¢ extremalng catki ly.

Interpretacja warunkéw Weierstrassa i Legendre’a, jak tatwo widzieg,
sprowadza sie do zbadania wskaznic nie dla wszystkich punktéw pola,
a tylko dla punktéw samej krzywej extremalne;j.

8. Obecnie moze powstaé pytanie, czy zespot warunkéw Eulera,
Legendre’a, Jacobi’ego i Weierstrassa nie bedzie wystarczajacym dla istnie-
nia silnego extremum. tatwo wykazemy na prostym przykladzie, ze wa-
runki te nie sa wystarczajgcymi.

Rozpatrzmy catke

i postarajmy sie znalez¢ jej extremum pomiedzy krzywemi, przechodzgcemi
przez punkty (O, 0) i (1, 0). Odpowiednie roéwnanie Eulera-Lagrange’a
bedzie

Widzimy wiec, ze jedynem rozwigzaniem, spelniajacem zadane warunki
graniczne, bedzie y = 0. Rodzing krzywych extremalnych, przechodzacych
przez punkt (O, 0), bedzie pek prostych y = ax, a wiec warunek Jaco-
bi’ego jest spetniony.

Dla naszej extremalnej

a wiec jest spetniony i warunek Legendre’a. Wreszcie, jak fatwo widziec,
wzdtuz linji extremalnej y = 0 funkcja E Weierstrassa ma postac

i warto$¢ zerowa catki / dla y= 0 bedzie wartosciag minimalna przy
zmianach stabych. Zatem wszystkie warunki konieczne sg spetnione.
tatwo jednak bedzie wykazaé, ze warunki te sa niedostateczne dla silnego



extremum. Rzeczywiscie, weimy na-
szg catke dla linji famanej OBA,
gdzie punkt B ma spétrzedne (a, p)
i jest dostatecznie bliski do punk-
tu (0, 0). Dla calki tej, wzietej
wzdtuz krzywej OBA, znajdziemy
wyrazenie

P dostatecznie matem i niech a

zdaza do zera. Wéwczas, oczywis-

cie, przy dostatecznie matych war-

tosciach a catka | bedzie miata wartos¢ ujemng, a wiec mniejsza, niz
wartos¢ catki | dla prostej y = 0, co dowodzi, ze istotnie wspomniane
warunki nie sg wystarczajgcemi dla silnego extremum.



ROZDZIAL VI.

NAJPROSTSZE ZAGADNIENIE RACHUNKU WARJACYJNEGO
W WYPADKU ZMIENNYCH PUNKTOW KONCOWYCH.

1Dotychczas zakladalismy, ze szukana funkcja, dajgca extremum catki

WidzieliSmy we wstepie, ze zagadnienie nasze moze by¢ nieco uogél-
nione, a mianowicie, mozemy zatozy¢, iz krzywa szukana musi przechodzi¢
przez dany punkt, a drugi swoj koniec posiada¢ na pewnej danej krzywej

albo jeszcze ogolniej: jeden koniec krzywej szukanej musi leze¢ na jednej
z dwuch danych krzywych, a drugi koniec na drugiej. Naprzykiad, mo-
zemy postawi¢ sobie zagadnienie: znalezé w plaszczyznie linje najkroét-
szej odlegtosci punktu (a, ya) od krzywej danej przez réwnanie

albo: znalez¢ linje najkrotszej odlegtosci miedzy krzywemi

W pierwszym wypadku, przy odpowiednim doborze pola funkcyjnego,
zagadnienie sprowadza sie do znalezienia minimum caitki
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przyczem 4 jest nieznane, a szukana funkcja speinia warunki

Zagadnienia, podobne do powyzszych, nazwiemy zagadnieniami o zmien-
nych punktach koncowych.
Do tego typu mozna réwniez zaliczy¢ zagadnienia, w ktérych dane s
granice catkowania, ale nie sa dane od-
powiednie wartosci graniczne szukanej
funkcji t. j. zadanie nastepujgce: szu-
kamy takiej funkcji y = cp(;c), ktéraby
dawata extremum caiki

przyczem rzedne koncow tej krzywej nie
sg dane. Oczywiscie, geometrycznie za-
gadnienie sprowadza sie do tego, ze kon-
ce M i N (p. rys. 14) szukanej krzywej
lezg na prostych x = a i x = b.
Wreszcie do tego rodzaju zagadnien mozemy zaliczy¢ nastepujace:
znalez¢ krzywg y = <p(x), dajgcg extremum caiki.
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2. Rozpatrzymy szczego6towiej te
rozne zagadnienia. Najpierw zauwa-
zymy, ze jezeli rozwazana dziedzina
funkcyjna zawiera w sobie wszystkie
krzywe sasiedztwa przynajmniej zero-
wego rzedu wzgledem krzywej szu-
kanej, woéwczas ta ostatnia musi by¢
krzywa Eulera, t. j. extremalng. Rze-
czywiscie, przypusémy, ze y = <X
jest rozwigzaniem naszego zagadnie-
nia, przyczem punktami koncowemi
tej krzywej sg punkty M i N (p. rys.
16). We wszystkich rozwazanych przy-
padkach krzywa nasza musi réwniez
dawa¢ extremum w czesci dziedziny

funkcyjnej, skladajacej sie z krzywych, przechodzacych przez punkty M i N,
ale wowczas nasza krzywa y — <p(X), jezeli nalezy ona do klasy C(J),
musi by¢ krzywa extremalna, albo, w wypadku rozwigzania nieciaggtego,
skladac¢ sie z tukoéw krzywych extremalnych.
Podobnie musza , by¢ spetnione
wzdtuz naszej krzywej i pozostate wa-
runki niezbedne: Legendre’a, Jacobi’ego,
Weierstrassa, gdyz w przeciwnym wy-
padku, w rozpatrywanej przed chwilg
czesci dziedziny funkcyjnej krzywa na-
sza nie dawalaby extremum, a wiec,
tembardziej, nie dawataby go w calej
dziedzinie funkcyjnej.
Lecz précz tych niezbednych wa-
runkbw musza byC¢ spetnione i pewne
nowe, poniewaz rozszerzamy dziedzine
funkcyjng, w ktorej szukamy rozwigzania.
Po tych uwagach ogdélnych przej-
dziemy do szczegdtowego rozpatrzenia
wspomnianych przez nas zagadnien.

3. Rozpoczniemy od zagadnienia: znalez¢ funkcje klasy CW,
dajgcg extremum catki.

0)

gdzie £ jest liczba nieznang, a szukana funkcja spetnia
warunki



Pierwszy z tych warunkéw musi by¢ spelniony na zasadzie tego, ze
wszystkie nasze krzywe przechodza przez punkt (a, ya).
Co sie tyczy parametru k, to oi
okresla sie z warunku, ze dla dosta
tecznie matych wartosci h mamy



zwigzanych réwnaniem (5).

Jak wiadomo, pierwszym niezbednym warunkiem istnienia extremum,
jest istnienie takiego statego czynnika /, dla ktérego bedzie spetniony
pierwszy niezbedny warunek extremum funkcji dwu zmiennych nieza-
leznych
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Ostatnia réwnosc jest wiasnie szukanym naszym warunkiem. Widzimy
wiec, ze w punktach przeciecia naszej krzywej extremalnej z krzywa
y = z(x) spotczynniki katowe stycznych do tych krzywych muszg by¢
zwigzane réwnaniem (8). Inaczej mdwiac, krzywe te musza sie przecinaé
pod oznaczonym katem.

Jezeli dla krzywej y = z(x) jest spetniony warunek (8), woéwczas
powiemy, ze w punkcie (4, t(S)) krzywa ta przecina transwersalnie
krzywa extremalng

y = ?(%).

Zatem: jezeli koniec krzywej, dajgcej extremum, musi
znajdowac sie na pewnej danej krzywej klasy OJ, to w tym
punkcie koncowym krzywa extremalna musi by¢ prze-
cieta transwersalnie przez krzywag dang. Warunek (8) na-
zwiemy warunkiem transwersalnosci.

Rozpatrzymy, jaka posta¢ przyjmie warunek transwersalnosci w tych
zagadnieniach, ktdre juz rozwazalismy.

W zagadnieniu linji najkrétszej odlegtosci mamy

/ = I\ y\

a wiec warunek transwersalnosci bedzie



4. Sadzac z tych przyktadéw, mozna bytoby przypusci¢, ze wogole
warunek transwersalnosci jest identyczny z warunkiem ortogonalnosci; zaraz
wykazemy jednak, ze tak nie jest.

Znajdziemy posta¢, jaka powinna mie¢ funkcja trzech zmiennych
/ ix>»>y% azeby warunki transwersalnosci i ortogonalnosci, t.j. warunki



5. Jezelibysmy zatozyli, ze koncowy punkt krzywej extremalnej jest
niezmienny, a poczatkowy musi leze¢ na krzywej klasy C(J)

y = t(*),

to rozumowanie analogiczne do poprzedniego pokazaloby, ze krzywa
y = y(X) musi przecig¢ krzywg extremalng transwersalnie.

Opierajgc sie na tych wynikach, tatwo przyjs¢ do wniosku, ze jezeli
konce krzywej extremalnej, dajacej extremum calki /, musza leze¢ odpo-
wiednio na krzywych klasy C(p

(9)

to te dwie ostatnie krzywe muszg przecina¢ krzywg extremalng transwer-
salnie. Rzeczywiscie, jezeli nasza krzywa extremalna MN (p. rys. 18) daje
extremum w dziedzinie funkcyjnej,
skiadajacej sie z sgsiednich krzywych,
posiadajgcych konce na krzywych (9),
to, w szczegoélnosci, musi ona daé
extremum catki w dziedzinie funkcyj-
ng— skladajgcej sie z krzywych, prze-
chodzacych przez punkt Af i posiada-
jacych konce na krzywej y — x(X).
Ale wowczas w punkcie N krzywa
y =t (xX) musi przecig¢ krzywa extre-
malng transwersalnie. Analogicznie,
rozpatrujac czesciowa dziedzine funk-
cyjna, sktadajacyg sie z krzywych, ktére
przechodza przez punkt N i posiadajg
poczatki na krzywej y = y @> widzimy, ze ta ostatnia musi réwniez prze-
cig¢ transwersalnie krzywg extremalna.

6 Zwrdlcimy jeszcze uwage na nastepujacg okolicznosé. Gdy szukamy
extremum catki

przy warunku, ze krzywa szukana musi przechodzi¢ przez punkt (a, ya)
i posiada¢ drugi koniec na krzywej y = x(x), woéwczas wartos¢ £ t. j.
gornej granicy catkowania, jest nam nieznana. Jezeli jest spehlniony silniej-
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szy warunek Legendre’a, to krzywa ta musi by¢ krzywa catkowa réwnania

zawiera dwie state dowolne. Zatem w celu okreslenia naszej krzywej extre-
malnej musimy wyznaczy¢ trzy nieznane parametry a, p, Dla ich wy-

znaczenia posiadamy trzy warunki: 1) warunek przechodzenia krzywej
extremalnei przez punkt (a,

obie granice fo i 4 sa nieznane.

Poniewaz i w tym wypadku, jezeli jest speiniony silniejszy warunek
Legendre’a, krzywa, majgca da¢ extremum, jest krzywa catkowg rownania
Eulera, przeto, znajdujgc catke og6lng rownania Eulera

widzimy, ze dla zupelnego wyznaczenia krzywej extremalnej musimy
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okresli¢ cztery parametry 4, a, @ Dla ich okreslenia mamy cztery wa-
runki: 1) warunek, ze krzywa extremalna oraz krzywa y = 7(*) przecinajg
sie w punkcie o odcietej $%;
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Chcac wyprowadzi¢ dalszy warunek niezbedny, wezmy dziedzine funkcyjna,
skiladajaca sie z krzywych

A wiec, jezeli procz tego przypuscimy, ze y(x) jest klasy C@, co ma
miejsce, naprzyktad, przy spehieniu silniejszego warunku Legendre’a, wow-
Czas rozwigzanie naszego zagadnienia mozemy przeprowadzi¢ w sposob
nastepujacy: znajdujemy catke ogolna réwnania Eulera
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Jezeli bytyby dane tylko granice
catkowania, ale nie rzedne punktéw kon-
cowych t. j. gdyby trzeba byto miedzy
prostemi x= a i x= b (p. rys, 20),
przeprowadzi¢ krzywa, mogaca da¢ extre-
mum catki |, to rozumowania, analogicz-
ne do poprzednich, doprowadzg nas do
wniosku, ze muszg by¢ spetnione dwa
warunki

/<p'(a. (<> ?(<0) = O,
[*»(**(*).tm = o.

8. Rozpatrzymy, wreszcie, nastepujgce zagadnienie: dany jest
punkt M (a, ya); znalez¢ punkt N (i,0, lezagcy wewnatrz
pewnego obszaru T, oraz krzywa, taczacg punkty M i N
i lezgca w obszarze /?, zawierajgcym obszar T, azeby
catka

4
7= ff(x>y>y") dx>

wzieta dla tej krzywej pomiedzy, punktami M i N, posia-
data wartos¢ extremalng w stosunku do catek, wzietych
dla krzywych sagsiednich, (p. rys. 21).

Stosujac  rozumowania, z ktdérych
juz niejednokrotnie korzystaliSmy w roz-
dziale niniejszym, dochodzimy do wnio-
sku, ie szukana krzywa y = <(jc) musi
by¢ krzywg Eulera. Za dziedzine funk-
cyjng przyjmiemy zbior krzywych sasied-
nich wzgledem krzywej y = p(x), prze-
chodzacych przez punkt M (a,ya) i po-
siadajacych konce wewnatrz kota o do-
statecznie matym promieniu, tak, aby ono
catkowicie lezato w 7, i o Srodku w
N $ O. CzeScig wspomnianej dziedziny
funkcyjnej beda krzywe sasiednie wzgle-
dem y = <p(X)Kprzechodzace przez punkt
M i posiadajgce konce wewnatrz kota

na dowolnej krzywe] y = %x) klasy C(@), na ktérej lezy punkt N. Ale
woéweczas, na zasadzie poprzedniego, wnioskujemy, iz ta krzywa musi prze-
8
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cina¢ naszag krzywg extremalng w punkcie N transwersalnie; inaczej mo-
wiac, w tyra punkcie musi by¢ spetniony warunek transwersalnosci

Poniewaz jednak krzywa y = *(x) jest dowolng, przeto ostatni wa-
runek musi by¢ spetniony tozsamosciowo przy wszelkich wartosciach t'(]),
a wiec musi bv¢

Te dwa zwigzki moga byc¢ zastgpione przez nastepujace

Stad wnioskujemy, Ze jezeli funkcja podcatkowa bedzie w catym obszarze T
stale dodatnig (ewent. stale ujemng), wowczas postawione przez nas za-
gadnienie nie posiada rozwigzania. Wypadek, gdy f{x,y,y') w rozpatry-
wanym obszarze zachowuje swoj znak,' nie przyjmujgc wartosci ‘ zerowych*
nazywamy wypadkiem oznaczonym (definit.).

Zatem w wypadku oznaczonym zagadnienie nasze nie posiada
rozwigzan. N. p. jezeli ,

wowczas mamy do czynienia z wypadkiem oznaczonym, a wiec rozwig-
zanie nie istnigje.
W wypadku zagadnienia minimalnej powierzchni obrotowej

Jak tatwo spostrzec, warunki (14) sprowadzajg sie do warunku

ktéry znéw sprowadza sie (p. § 10 rozdz. 1.) do postaci

to za$ réwnanie nie posiada rozwigzan rzeczywistych.



Wracajagc do wypadku ogoélnego, widzimy, ze dla okreSlenia statych
dowolnych, wchodzacych do catki ogdlnej réwnania Eulera i odcietej $
konca naszej krzywej mamy dostateczng ilos¢ réwnan, mianowicie: jeden
warunek, ze krzywa szukana przechodzi przez punkt (a, ya) oraz dwa wa-
runki (14).

Jezeli zatozymy, ze ani poczatkowy, ani koricowy punkt nie sg dane,
lecz powinny sie znajdowa¢ wewngtrz pewnych obszaréw T i TIf to, ro-
zumujac zupetnie analogicznie, znajdziemy, ze dla okreSlenia statych do-
wolnych catkowania oraz wartosci » i 4, t. j. odcietych punktéw poczat-
kowego i koncowego, mamy cztery réwnania

gdzie <©0(x, a, p) oznacza catke ogo6lng odpowiedniego rownania Eulera.

9. WidzieliSmy poprzednio, jak wazng role odgrywa warunek] trans-
wersalnosci przy rozwigzywaniu zagadnienia extremutn catki / w wypadku
zmiennych punktéw korncowych.

Wprowadzimy obecnie pojecie krzywych transwersalnych.
Niech bedzie dana dowolna rodzina krzywych Eulera, tworzacych pole,

t. j. krzywych catkowych réwnania Eulera, zaleznych od jednego para-
metru i tworzacych pole. Krzywemi transwersalnemi wzgledem
tej rodziny nazwiemy krzywe, przecinajgce transwersalnie wszystkie
krzywe danej rodziny. tatwo utworzy¢ réwnanie rodzniczkowe krzywych
transwersalnych. Niech
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bedzie funkcjg danego pola. Przypusémy, ze krzywa

y = yW.

przechodzaca przez punkt (X, y) rozwazanego pola, przecina transwersalnie
krzywa Eulera, nalezgca do danej rodziny i przechodzacg przez ten punkt.
Poniewaz spotczynnik katowy krzywej Eulera jest rowny p (X, y), przeto
warunek transwersalnosci mozemy napisa¢ w postaci

To ostatnie réwnanie jest wzgledem y réwnaniem rozniczkowem zwyczaj-
nem pierwszego rzedu. Catkujgc je, otrzymamy rodzine krzywych trans-
wersalnych

wzgledem danej rodziny krzywych extremalnych

Widzimy wiec, ze dla kazdej rodziny krzywych extremalnych
istnieje, wogodle, odpowiednia rodzina krzywych trans-
wersalnych. Oczywiscie, zdanie to jest prawdziwem tylko w tym wy-
padku, gdy istnieje catka réwnania (15).

10, Przypusémy obecnie, ze mamy pewng krzywa

klasy C() w przedziale a » x ™ b. Rozpatrzymy, kiedy mozna bedzie
znalez¢ rodzine krzywych extremalnych calki

bedzie catkg ogdélng réwnania Eulera dla catki /.
Odciete punktéw na krzywej y = y (x) bedziemy oznaczali przez £
Wodéweczas krzywe Eulera, przeciete transwersalnie przez krzywg y — y (X),
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otrzymamy, jezeli wyrazimy przez 6 statle dowolne catkowania a i $
z réwnan

Pierwszy z tych warunkoéw jest warunkiem przeciecia sie¢ w punkcie o od-
cietej £ danej kraywej- oraz krzywej extremalnej

drugi jest warunkiem transwersalnosci.

Niech dla pewnej wartosci £ = £ rownania (16) dajg rozwiazania
d, i p0, wéwczas, dla wartosci £ dostatecznie blizkich &5 réwnania te beda
rowniez rozwigzalne wzgledem a i Gi okreslg je jako funkcje £ klasy C(J),
jezeli tylko wyznacznik Jacobi’ego tych réwnan wzgledem < i @ ktory, jak
tatwo spostrzec, da sie napisa¢ w postaci

bedzie réznym od zera, przyczem znaczek ' u gory, okresla pochodnag
czastkowg wzgledem £. Wyznacznik ten bedzie r6znym od zera dla war-
tosci a, p, £, dostatecznie blizkich a0, p0, &5 jezeli tylko jest on réznym
od zera dla tych ostatnich wartosci. Zatézmy, ze wzdtuz krzywej extre-
malnej



W szczegolnosci, ta ostatnia rownos¢ nie moze mie¢ miejsca w wypadku
zagadnienia oznaczonego. Po okreSleniu z (16) parametrow (16) i (17)
w zaleznosci od £, otrzymamy rodzine krzywych extremalnych









m

réwnanie (19) byto rozwiazalne wzgledem $ i dawato rozwigzanie klasy C*,
przechodzace w g d y y przechodzi w <u(x, a0, p). Inaczej mowiac,
krzywa extremalna M N bedzie otoczona przez pole krzywych extremal-
nych, wzgledem ktorych krzywa y = y(x) bedzie transwersalng. Dowdd
bytby powtérzeniem dowodu podanego w § 6 rozdziatu IV, przeto nie be-
dziemy go podawac.

Udowodnimy dalej, ze nieznikanie catki u3(x) w zadnym punkcie
przedzialu £~ x”™ b jest warunkiem koniecznym istnienia extremum.
Obecnie wskazemy tylko na geometryczng interpretacje tego warunku.

:2 Rozpatrzmy, rodzine krzywych extremalnych, wzgledem ktorej
krzywa y = y(X) bedzie transwersalng. Rodzina ta posiada réwnanie

Stad wnioskujemy ze punkt, dla ktorego odcietej u3(x) = 0, jest punk-
tem stycznosci krzywej extremalnej MN z obwiednig rozpatrywanej ro-
dziny krzywych extremalnych.

nazwiemy punktami sprzezonemi z krzywag y = f (X). Punkty te,
jak wiemy z 8 2 rozdziatu Ill, sa punktami izolowanemi. Punkty sprze-
zone z krzywag y = y(x), ktérych odciete sa mniejsze niz £g, nazwiemy
punktami sprzezonemi lewem i, zas punkty o odcietych wiekszych
od fo, punktami sprzezonemi prawemi (ewentualnie punk-
tami sprzezonemi z lewej lub prawej strony). Zatem otrzy-
many wynik moze by¢ wypowiedziany w sposob nastepujacy.

Krzywa extremalna MN bedzie otoczona przez pole
extremalnych, wzgledem ktérych krzywa y = y(X) bedzie
transwersalna, jezeli na tuku (zamknietym) MN naszej ex!remalnej
niema punktéw sprzezonych z krzywg y = y (X).

13. Zakladajac istnienie wspomnianego pola, zajmiemy sie nastepujg—
cem zagadnieniem:



jestrownaniem rodziny krzywych extremal-
nych, wzgledem ktérych krzywa y = y (x)
bedzie transwersalng i tworzacych pewne
pole, przyczem MN jest krzywa extremal-
na, przechodzacg przez punkty M i N i
odpowiadajgcg wartosci £=£<,, a wiec
a= a0, p= p0. Bedziemy rozpatrywali
krzywe naszego pola, b lizkie do krzy-
wej MN. *
Niech A oznacza catke

i wykazemy, ze zmieniajgc A, otrzymamy rodzine krzywych transwersalnych
wzgledem krzywych extremalnych (28). W tym celu trzeba wykazac, ze






za$ z réwnania

otrzymujemy

wiec po podstawieniu tych wartosci do naszego zwigzku, nadamy mu
postac

Wskutek transwersalnosci krzywej y = y(X) prawa czes¢ tej réwnosci
jest réwna zeru, przeto, zaktadajac, ze punkt X, y nie jest punktem o0so-
bliwym krzywej (30), przychodzimy na skutek (31) do warunku

Ostatnia rownos¢ wiasnie wskazuje, ze krzywa «(30) przecina transwersal-
nie odpowiednig krzywa extremalng

14. Jako przyklad rozpatrzymy zagadnienie linij geodezyjnych na
powierzchni. Zagadnienie to, jak wiemy, sprowadza sie do znalezienia mi-
nimum cafki

dajagcej dtugos¢ krzywej. Wiemy réwniez, ze w tym wypadku warunek
transwersalnosci sprowadza sie do warunku ortogonalnosci; zatem w roz-
patrywanym przypadku otrzymane wyniki doprowadzajg nas do twierdzenia,
udowodnionego poraz pierwszy przez Gaussa: Jezeli na krzywych
geodezyjnych, przecinajacych pod katem prostym pewng
krzywa, odtozymy, liczagc od punktow przeciecia, jedna-
kowe dtugosci, wowczas miejsce geometryczne kohcdw
przetnie dane krzywe geodezyjne rowniez pod katem
prostym.



15. Przypuscimy obecnie, ze krzywa danay = y(x) redukuje sie do
punktu M¢(a, ya) i rozpatrzmy rodzine krzywych extremalnych przecho-
dzacych przez punkt dany i tworzacych pole, co jest mozliwem, jezeli wa-
runek Jacobi’ego jest spetniony.

J,ezeli na kazdej z extremalnych, przechodzacych przez punkt M{a. ya),
znajdziemy takie X, zeby catka



albo, uwzgledniajac, ze na zasadzie (33)

co dowodzi, ze krzywa (33) przecina transwersalnie naszg rodzine krzy-
wych extremalnych. Stosujgc ten wynik do teorji linij geodezyjnych, otrzy-
mujemy drugie twierdzenie Gaussa: Jezeli na kazdej z linij geo-
dezyjnych, wychodzgcych z danego punktu, odfozymy od-
cinki jednakowej dtugos$ci, to otrzymane miejsce geome-
tryczne, zwane kotem geodezyjnem, przetnie wszystkie
rozpatrywane linje geodezyjne* pod katem prosty mi

16. Dotychczas wykazaliSmy koniecznos$¢ nastepujgcych dwuch
warunkéw dla istnienia minimum catki
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Niech MN (p. rys. 23) bedzie tukiem krzywej extremalnej, dajgcym
rozwigzanie naszego zagadnienia. Poniewaz cze$¢ naszego obszaru funk-
cyjnego stanowia krzywe klasy C(1), przechodzagce przez punkty M i N,
przeto, jak jut dawniej moéwilismy, wzdtuz tuku MN muszg by¢ spel-
nione warunki Legendre’a, JacobFego i Weierstrassa, t. j. w razie minimum

R\X) = /2y (X, *(X),@(X)) >0 (O~ ~ b), (warunek Legendre’a)
N 0 V< x < b, (warunek JacobFego)
E (X X, k, (X)) ~ O Eg*x"b), (warunek Weierstrassa)

przyczem A (X,y jest catkg réwnania JacobFego, znikajgcg dla x =
zas k dowolng skonczong liczba rzeczy-
wistg. Wiemy, ze ostatni warunek jest
niezbednym tylko dla istnienia silne-
go minimum. Précz tego zakladamy, ze
T'(y-<p'(Fo) + O.
Przejdziemy obecnie do wyprowa-
dzenia pozostatych warunkéw niezbed-
nych dla istnienia extremum, bedacych u-
ogolnieniami warunkdéw JacobFego.
Wezmy dowolny punkt Mxna krzy-
wej j/ = y(x), lezacy dostatecznie bliz-
ko punktu M i potgczmy Mx z N tu-
kiem krzywej extremalnej. Jezeli przez
y = w(X, a p) oznaczymy calke o0godlng
réwnania rézniczkowego Eulera, to dla okreslenia statych a i @ posiadamy
dwa warunki

“E <P = Y() w(b,a P =vy,. (37)

Niech tuk MN krzywej extremalnej (p. rys. 23) odpowiada wartosci
a= a0, p= PO, wowczas réwnania (37) posiadajg rozwigzanie

4 = $o, <= a0> P = Po-

Précz tego, przypuszczajac, ze jest spetniony silniejszy warunek JacobFego,
wnioskujemy, ze wyznacznik

«0, Po) t6p {b, @> Po) “0. Po) Mp("0> ac> Po)

jest rézny od zera, a wiec dla wartosci i dostatecznie blizkich &> znaj-
dziemy rozwigzania



W tych wzorach, jak zwykle, to'(4) oznacza pochodng czastkowg w(X,a, p)
wzgledem X dla X= 4, zas a' i p° pochodne funkcji a (@) i p(4) wzgle-
dem 4.

Zatem réwnanie krzywej extremalnej, tgczacej punkty My i N, bedzie
miato postac

y = (xa(4).P(4)), (39)

gdzie a (4 i p (4 oznaczajg funkcje,* ktore przed chwilg okresliliSmy.
Dla 4 = £ rownanie (39) przyjmuje ksztatt

y = (4, a0, Po), (40)
t. j. staje sie rownaniem krzywej extremalnej MN.

Wezmy obecnie calke (35) dla krzywej (39); catka ta stanie sie
pewng funkcjg rozniczkowalna 4
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albo, calkujac przez czesci i uwzgledniajac, ie, po pierwsze, funkcja
a (X, *, P) speknia rownanie Eulera

<42>

i, ze, po drugie, spetnione sg warunki (38), dostaniemy

Dla g= @ wyrazenie to przyjmuje warto$¢ zero wskutek warunku trans-
wersalnosci. Wiadomo z teorji maximoéw i minimow, ze, jezeli /'(£EQ = O,
to warunkiem wystarczajgcym istnienia extremum dla g= fo jest
" ("o "~ zas warunkiem koniecznym jest azeby funkcja 1" (E) nie
zmieniala swego znaku przy przejsciu przez g= $p

Zauwazymy jeszcze, iz przy uczynionych zatozeniach, jak to widac
z (43), 1" (@) istnieje.

Rézniczkujac (43) i rugujac z otrzymanego w ten sposéb wyrazenia
dla I" (@ i rownan (38) funkcje a'(g) i p' (4), dostaniemy zwigzek



Przy zblizaniu sie b do fo> drugi wyraz prawej czesci, poniewaz
U2(@E() = O, na zasadzip wyzej powiedzianego bedzie zdgza¢ do + 00,
podczas, gdy pierwszy wyraz pozostaje bez zmiany. Oznaczmy przez 40
pierwsze zero catki u3(x), wieksze od Jezeli nie bedzie spetniony wa-
runek Jacobi’ego, wlwczas zero to, na zasadzie twierdzenia Sturma, musi
leze¢ wewnatrz przedzialu (<, b). Odwrotnie, jezeli catka u3(x) jest rézng
od zera w calym przedziale 0~ x”~ b, to silniejszy warunek Jacobi’ego
jest spetniony, jak to wynika z twierdzenia Sturma.

Z ogolnej teorji zwyczajnych réwnan rozniczkowych linjowych wiemy,
ze przy przejsciu przez wartos¢ zerowg catka u3(x) zmienia swoj znak
(jezeli tylko sg spetnione zwykle zatozenia co do spotczynnikéw réwnania
Jacobi’ego). Stad, na zasadzie (45) wnioskujemy, ze jezeli b < i"0 wowczas
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zado$¢ réwnaniu u3(x) = 0, nosza nazwe punktow sprzezonych z krzywa
y —1&).

Streszczajac otrzymane wyniki, dochodzimy do wniosku, ze, jezeli na
tuku M N krzywej extremalnej niema punktoéw sprzezonych z krzywa

y = Y(*), (46)

wowczas spelnienie warunkéw Eulera, Legendre’a, Weierstrassa a réwniez
i silniejszego warunku Jacobi’ego, ktory jest konsekwencjg nieistnienia na
tuku M N punktéw sprzezonych z krzywg y = f (%), wystarcza, aby catka
wzieta dla krzywej M N dawata (dla /?(Eo) > 0) minimum w obszarze funk-
cyjnym, skiadajgcym sie z krzywych extremalnych, taczacych punkty krzy-
wej (46) z punktem N i dostatecznie blizkich M N; odwrotnie, jezeli punkt
N lezy na krzywej extremalnej MN za punktem sprzezonym z krzywa (46),
woéwczas w tym obszarze funkcyjnym warto$¢ /($<>) bedzie maximum, przy-
czem zaktadamy, ze silniejszy warunek Legendre’a i stabszy Jacobi’ego
majg miejsce. Rzeczywiscie, w pierwszym wypadku mamy

/I'«o) = 0 1" () > 0,

a w drugim, przyjmujgc pod uwage, ze na mocy twierdzenia Sturma na
tuku M N lezy tylko jedno zero catki u3(X), otrzymujemy, ze

/'&) = 0 /"(S0)<0.

17. Teraz juz tatwo wyprowadzi¢ nastepujagcy nowy warunek ko-
nieczny, ktory mozemy nazwa¢ uogo6lnionym warunkiem Jaco-
bi’ego.

Warunkiem koniecznym, azeby tuk MN krzywej extre-
malnej mogt dawacé¢ extremum catki /, jest (zaktadajac, ze
pozostate, wspomniane wyzej
warunki konieczne sg spetnio-
ne) azeby miedzy punktami MiN
nie lezat punkt sprzezony z krzy-
way = ?(%).

Rzeczywiscie, przypusc¢my, ze punkt
P, sprzezony z krzywag y = Yy(Xx), lezy
pomiedzy punktami M i N. Taki punkt
przy spetnieniu warunku Jacobi’ego, be-
dzie jeden (p. rys. 24). Wezmy na tuku
MN krzywej extremalnej, ktérg bedzie-
my oznaczali przez L, dwa punkty Ni
i N2, lezace z roznych stron punktu P

o*
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(punkt Ni z lewej, N2 z prawej strony) i zbudujmy dwie krzywe, ktére
oznaczymy odpowiednio przez i L2; pierwsza z nich skiada sie z tuku
krzywej extremalnej MI N1 i tuku NI N krzywej L, za$ druga z tuku krzy-
wej extremalnej M2N2 i tuku N2N linji L.

Zauwazymy, iz mozliwos¢ zbudowania krzywych extremalnych MI Nt
oraz M2N2 wynika ze spetnienia warunku Jacobi’ego.

Istotnie, poniewaz w mys$l zatozen, catka Jacobi’ego

j rozng od zera dla wszystkich wartosci X, nalezacych do przedziatu
ﬁ X < b przeto na zasadzie rozumowan, przepowadzonych na poczatku
§ 16, przekonujemy sie o istnieniu krzywych extremalnych, posiadajacych
konce w dowolnym punkcie tuku MN, dowolnie blizkich linji MN i prze-
cinajgcych w otoczeniu punktu M krzywg y = y(X).

Oznaczmy dalej symbolem catke /, wzietg dla krzywej K po-

miedzy punktami A i B. Woéweczas, na zasadzie przed chwilg powiedzia-
nego, mamy
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gdzie y,, oznacza dang liczbe rzeczywista, zas t(£) funkcje klasy C®
w pewnym przedziale. Warunki konieczne, ktére musi spetnia¢ funkcja
y = <f(x), dajgca extremum, sg nastepujace: krzywa y = y(x) musi byc¢
krzywg Eulera, wzdtuz ktorej powinien by¢ spetniony warunek Legendre’a;
wewnatrz jej tuku nie moze leze¢ punkt sprzezony z punktem (a, ya),
t. j. musi by¢ spetniony warunek Jacobi’ego; wreszcie, w wypadku silnego
extremum, musi by¢é wzdituz tej krzywej spetniony warunek Weierstrassa,
zawierajacy w sobie warunek Legendre’a;

w punkcie N (p. rys. 25), krzywa

(47

musi przecina¢ krzywg extremalng trans-
wersalnie, i, ostatni warunek, wewnatrz
tuku MN nie mogg leze¢ punkty sprze-
zone z krzywa (47). Ostatni warunek za-
wiera w sobie silniejszy warunek Jaco-
bi’ego.

Punktem sprzezonym z krzywa (47)
nazywamy punkt stycznosci krzywej extre-
malnej M N z obwiednig krzywych extre-
malnych, przecietych transwersalnie przez
krzywg (47). Oczywiscie ten punkt leiy na lewo od krzywej (47). Zauwa-
zymy jeszcze, ze, jak w poprzednim wypadku, zakladamy, ze jezeli ~
oznacza odcietg punktu N przeciecia krzywej y = t(x) z nasza krzywa
extremalng, to R ($0) oraz t' ) — <O (£, sa rozne od zera. Ta ostatnia
okolicznos¢ ma miejsce, gdy jest spetniony silniejszy warunek Legendre’a
i gdy mamy do czynienia z zagadnieniem oznaczonem.

15. Obecnie przejdziemy do rozpatrzenia warunkéw wystarczajg-
cych istnienia silnego extremum w wypadku, gdy rozwazany obszar funk-
cyjny sklada sie z krzywych, ktérych jeden koniec jest umocniony, a drugi
znajduje sie na danej krzywej.

Przypusémy, ze punkt poczatkowy ma leze¢ na danej krzywej

y = tw 48)

klasy C(@@, zas koniec w punkcie N (b, yb).

Zakladajac, ze wszystkie wspomniane wyzej warunki konieczne
sg spetnione, mozemy wywnioskowaé, ze nasza krzywa extremalna M N
da sie otoczy¢ przez pole krzywych extremalnych, przecietych transwersal-
nie przez krzywg (48). Oznaczmy przez p (X,y) funkcje tego pola Na sku-
tek warunku transwersalnosci na catym tuku krzywej (48), lezacym w roz-
wazanem polu, mamy tozsamosciowo



a zatem catka Hilbertowska

wzieta dla tego tuku krzywej y = y(X) miedzy jego dowolnemi dwoma
punktami, tozsamosciowo réwna sie zeru.

Stad mozna otrzymaé bardzo wazny wniosek, ktéry doprowadzi nas
do szukanego warunku dostatecznego.

W mysl twierdzenia Beltrami’ego-Hilberta catka

wzieta pomiedzy dwoma dowolnemi punktami, dla dwuch dowolnych krzy-
wych, przechodzacych przez te punkty i lezacych catkowicie w polu, po-
siada te samg wartos¢. Jezeli za jedng z tych krzywych wezmiemy krzywa
extremalng naszej rodziny, to poniewaz wzdluz niej

przeto catka Hilberta wzieta dla tej krzywej, zmieni sie na catke

Obecnie poréwnamy miedzy sobg wartos¢ catki, wzietej dla dowol-
nej krzywej extremalnej MN, ktérg oznaczymy przez E i ktora natezy do
rodziny, tworzacej pole, a wiec prze-

cietej transwersalnie przez krzywg (48),

z wartosciami catki, wzietej dla roéz-

nych krzywych klasy C(@x lezacych

w polu i tgczacych dowolne punkty

krzywej (48) z punktem N. Niech je-

dng z takich krzywych, ktérg nazwie-

my L, bedzie krzywa PN (p. rys. 26).

Na zasadzie poprzedniego catka

Hibertowska, wzieta dla krzywej, skia-

dajacej sie z tuku MP krzywej y = y{X)

i krzywej L, jest réwna calce /, wzie-

tej dla krzywej extremalnej MN; po-

niewaz jednak catka Hilbertowska,



Wzieta dla tuku MP, jest réwna zeru, przeto catka / wzieta dla krzywej
extremalnej MN jest réwna calce Hilbertowskiej, wzietej dla krzywej L,
t. j. jezeli fq i 4 oznaczajg odpowiednio odciete punktow M i P, wéwczas

gdzie E (X, y, y'p) jest funkcjg Weierstrassa.

Stad widzimy, iz dla istnienia silnego extremum wystarcza, azeby
w calem rozpatrywanem polu funkcja E (x,y,y',p) dla wszystkich skon-
aonych wartosci y' nie zmieniatla swego znaku.

tatwo widzie¢ (por. rozdzial poprzedni), ze w wypadku zagadnienia
regularnego warunek Weierstrassa bedzie spetniony k fortiori. Analo-
gicznie tatwo spostrzec, ze przy spetnieniu pozostatych warunkéw niezbed-
nych dla istnienia stabego extremum wystarcza spetnienie silniej-
szego warunku Legendre’a wzdiuz krzywej y = <f(X).

20. Rozpatrzymy obecnie wypadek, gdy konce szukanej krzywej znaj-
dujg sie na dwu danych krzywych klasy C(@Q



3) tuk MN (p. rys. 27) krzywej y = 9(X) nie zawiera wewnatrz punktow
sprzezonych z krzywemi

(50)

Précz tego zakladamy, ze wielkosci /?(£,), /?(Eo» T (9 ~ &>
t'(Co) — ®(Fo» gdzie $ i @ oznaczajg odpowiednio odciete punktow
M i N, sa rézne od zera.

Pokazemy, ze dla istnienia extremum konieczne jest jeszcze spelnienie
nastepujacego warunku, otrzymanego po raz pierwszy przez Bliss’a:

Najblizszy z prawej strony punkt sprzezony z krz/-
wa (50) (p. rys. 27) nie moze leze¢ wiecej na prawo od najblli-
szego prawego punktu sprzezonego z krzywg (48) i analo-
gicznie: najblizszy z lewej strony punkt sprzezonyzkrzy-
wa (48) nie moze leze¢ wiecej na lewo od najblizsze go le-
wego punktu sprzezonego z krzywg (50).

Rzeczywiscie: niech najblizszy
z prawej strony punkt T sprzezony
z krzyway = y(X) poprzedza (p.
rys. 28) punkt T, ktory jest najblii-
szym z prawej strony sprzezonym i
krzywa y = X(X).

Wezmy dowolny punkt P, lezacy
pomiedzy T i T. Poniewaz lezy on
za punktem sprzezonym z krzywg
y = y(X), przeto zawsze znajdziemy
takg krzywa Ml P, ktérg nazwiemy
L, ze catka / wzieta dla krzywej L,
jest mniejsza, niz wzieta dla krzywej
M NP (nazwijmy jg krzywg E) t. j.

(1)

Poniewaz z drugiej strony P lezy przed punktem T sprzezonym
z prawej strony z krzywg y = t(x), przeto catka /, wzieta dla krzywej
extremalnej E miedzy punktami N i P, bedzie mniejszy niz catka, wzieta
dla krzywej L miedzy punktami Nxi P t j.

(52)
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Analogicznie dowodzi sie druga czes¢ twierdzenia Bliss’a.
Zauwazymy jeszcze tylko, ze zostawiamy na uboczu wypadek, gdy
najblizsze punkty sprzezone z krzywemi (48) i (50) pokrywajg sie.

21. Obecnie tatwo bedzie otrzyma¢ warunki dostateczne istnienia
extremum w wypadku koncowych zmiennych.

Przypusémy, ze sg spelnione wszystkie warunki konieczne, wspom-
niane wyzej. Wowczas mozna bedzie znalez¢ taki obszar funkcyjny krzy-
wych sasiednich wzgledem linji extre-
malnej y = <p(X), ze w tym obszarze
ta ostatnia krzywa nadaje extremalng
wartos¢ rozwazanej catce.

Rozpatrzmy rodzine krzywych extre—
malnych, przecinajacych transwersalnie
w poblizu punktu M (p. rys 29) krzywsg
y - y(X) (48). Jezeli tylko sa spetnione
postawione przez nas warunki, wowczas
rodzina taka istnieje. Jak zwykle odcietg
punktu M oznaczymy przez i0, a odciete
punktéw krzywej (48) przez £ Réwna-
nie rozwazanej rodziny krzywych extre-
malnych bedzie miato, jak wiadomo,

(p. 8 10) postac
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gdzie SO oznacza odcietg pierwszego punktu sprzezonego (z prawej strony)
z krzywg y = y(*), za$ s dostatecznie malg liczbe dodatnig. Poniewaz,
w mys$l zatozen, punkt N krzywej y = z(x) lezy wewngtrz naszego
pola, a wiec to samo da sie powiedzie¢ i o calym tuku te] krzywej do-
statecznie maltym i zawierajgcym punkt N.

Bedziemy oznacza¢ przez C odcietg punktu przeciecia N' (p. rys. 29)
krzywej extremalnej (53) z krzywa y = z(X), a wiec

(59)

Odcietg punktu przeciecia N krzywej extremalnej y = <?(X) z krzywg
y = z(x) oznaczymy przez @, a wiec réwnanie (55) dla S= S posiada
rozwigzanie C= - Poniewaz w (*,a (&), P(So)) —=iT (Q0) jest rézne
od zera, przeto dla wartosci S, blizkich So, okreslimy Cjako jednoznaczng
funkcje S klasy C(1), przyjmujaca wartos¢ C= @ dla S= -

Obszar funkcyjny, utworzony z tukéw krzywych extremalnych (53),
sgsiednich wzgledem krzywej extremalnej y = <p(X) i tworzacych pole,
nazwiemy obszarem E.

Obszar funkcyjny, sktadajacy sie z tukéw krzywych klasy C(D), leza-
cych w tym polu i posiadajgcych konce na krzywych y = f(x) ; y= t(x),
nazwiemy obszarem Y.

Udowodnimy teraz nastepujgce wazne twierdzenie.

Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym, aby krzywa
extremalna y = 9(X) dawata extremum catki

w obszarze Y, jest, aby dawata go w obszarze E.

Rzeczywiscie, wezmy catke naszg
dla dowolnej krzywej L, nalezacej do Y
i faczacej punkty M1i N2 (p. rys. 30).
Jezeli przez punkt N2 poprowadzimy
krzywa extremalng M2 N2 nalezacg do
rodziny (53), woéwczas na zasadzie po-
przednich rozwazan cdTka /, wzieta dla
tej krzywej bedzie posiadata minimum
w poréwnaniu z wartosciami dla innych
krzywych, lezagcych w polu i posiadaja-
cych koniec w N2 i poczatek na krzywej
y = y(*)*» Oznaczajac przez S odcietg
punktu M2 i oznaczajac przez | (S) war-
tos¢ naszej catki, wzietej dla krzywej



extremalnej M2 N2, mamy

Jezeli zatem calka wzieta dla krzywej extremalnej M N posiada war-
tos¢ minimalng w obszarze E t j. jezeli

to tembardziej

A wiec udowodniliSmy dostatecznos$¢ warunku.

Niezbednos$¢ warunku wynika z tego, ze obszar funkcyjny E jest
czescig obszaru Y.

Dla znalezienia wiec, warunkéw dostatecznych istnienia minimum
trzeba zbada¢ wiasnosci funkcji /(i).

Z okreslenia tej funkcji mamy



Catkujac przez czesci drugi wyraz podcatkowy, stojacy po prawej stronie
rownosci (56), i pamietajac, ze <0(X, a, p) jest catlkg réwnania Eulera,
znajdziemy

tatwo zauwazy¢, ze suma ostatnich dwuch wyrazéw réwna sie zeru, po-
niewaz z (54) mamy

Ta ostatnia réwnos¢ jest pierwszym warunkiem istnienia extremum.
Przejdziemy do obliczenia /" (£,).
Rézniczkujac (60) wzgledem S, tatwo znajdziemy






Przypomnijmy sobie, ze u3(x) jest catkg réwnania Jacobi’ego, przyj-
mujaca wartos¢ zero dla odcietej pierwszego punktu sprzezonego z prawej
strony z krzywg y — y(X) i lezagcego na krzywej y = i»(x, a0, p0, oczy-
wiscie, jezeli ten punkt istnieje.

Oznaczmy teraz przez va(x) catke rownania Jacobi’ego bedacg






23. Jezeli punkty, sprzezone z krzywemi y = y(X) i y = t (X), pokry-
wajg sie, wowczas, jak juz wiemy, |" &)= 0, a poniewaz warunkiem
koniecznym i wystarczajagcym istnienie extremum catki | w polu E jest
istnienie extremum funkcji /(£), przeto, zaktadajgc, ze ta ostatnia funkcja
posiada pochodne dowolnie wysokiego rzedu, co, oczywiscie, naktada
pewne ograniczenia na funkcje podcatkowg f{x,y,y') oraz na funkcje
vy (X) i t (X), dochodzimy do wniosku, ze warunkiem koniecznym i wy-
starczajgcym istnienie extremum funkcji / (I) dla i — io jest, aby pierwsza
pochodna funkcji /(£), nieznikajaca dla £= f£o, byla rzedu parzystego.
Nie bedziemy sie jednak zatrzymywali nad rozpatrywaniem wynikajacych
stad warunkéw.

Réwniez nie bedziemy rozpatrywali dalszych warunkdéw istnienia extre-
mum catki /, gdy konce rozwazanych krzywych lezg w pewnych ?bszarach.



WAZNIEJSZE OMYLKI DRUKU.
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