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ROZDZIAL Y

TEORIA WEKTOROW

I. Dzialania na wektorach

§ 1. Okreslenia wstepne. Wielkodcl, ktére mozemy okreglié
przy pomocy jednej liczby rzeczywistej, nazywamy skalarami. Ska-
larem jest wiec masa, praca, energia kinetyczna i t.p.

Wektorem nazywamy odecinek, w ktérym wyrézniony jest po-
czatek i koniec. Do wektoréw zaliczamy punkty i nazywamy je
weltoramt zerowymd.

Wielkodei takie jak np. predkodé, przysépieszenie, sila, mozemy
przedstawié przy pomocy wektoré6w. Wektor oznaczamy badZ jedng
litery z kreskg u géry np. @, badZ symbolem AB, gdzie A oznacza
poczatek, zas B koniec (rys. 1). Na rysunku koniec wektora zazna-
czamy strzatkg. Poczatek wektora nazywamy takze punktem (za-
czepientia.

Dtugoéciq lub wartosciq bezwzgledng wektora AB pazywamy
diugosé odcinka AB 1 oznaczamy jg przez |AB|.

Dwa wektory majace ten sam kierunek (t. zn. réwnolegle) moga
mieé zwroty zgodne lub przeciwne (rys. 2).
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Wektory @ i & majace roéwne dlugosei, kierunki i zwroty nazy-
wamy réwnymsi (rys. 3), piszac
a=>b.
Dwa wektory majace rowne diugosci i kierunki, lecz zwroty
przeciwne, nazywamy przectwnymi. Wektor przeciwny do @ ozna-

czamy przez —a (p. str. 4, rys. 3).
S. Banach. Mechanika.



2 ROZDZIAL 1. Teoria wektoréw.

Polozeniem wektora nazywamy prostg, na ktoérej wektor lezy.

Wektory @i b réwne i majace to samo polozenie (t. zn. lezgce
na jednej prostej) nazywamy wektorami réwnowaznymsi (str. 1, rys. 4):

a=>h.

Dwa wektory zerowe uwazamy za réwne i réwnowazne.

Wektory réwne oznaczaé bedziemy czesto jedng i tg samg
literg (gdy nie bedzie obawy pomyiki).

Rzutem wektora a na prosta (lub plaszezyzne) nazywamy wek-
tor, ktérego poczatkiem jest rzut poczatku wektora @, zas kotcem
rzut jego konca.

Przypusémy, ze mamy dany w przestrzeni uklad wspéirzednych
O(x, y,2) prostokagtny lub skosnokatny. Obr6émy of x okolo O

w plaszezyzinie ry o kat <= tak,

7 z by dodatnia czedé osi x padia

na dodatniag czesé osi y. Jezeli

dla widza znajdujacego sie po

tej stronie plaszezyzny zy, po

(] X ktorej lezy dodatnia czedé osi z,

1. 2. ruch ten odbywa sie¢ zgodnie

z ruchem wskazowek zegara,

wowezas uklad O(x, y,2) nazywamy lewoskretnym, w przeciwnym razie
prawoskretnym.

W ksigice tej wuiywaé bedziemy stale ukladu prostokainego
lewoskretnego (6. j. jak na rys. 1, a nie 2).

Powiadamy, ze uklad wektoréw (@, b,¢) nie réwnolegltych do
jednej plaszezyzny ma zwrot lewy (wzgl. prawy), jezeli prowadzac
przez dowolny punkt O osie x, y, 2 r6wnolegle do wektoréw @, b, ¢

i zgodnie z nimi skierowane, otrzymamy uklad lewoskretny (wzgl.
prawoskretny).

§ 2. Wspélrz¢edne wektora. Niechaj @ hedzie dowolnym
wektorem, za$ @' rzutem jego na dang of x.

Wspolrzedng wektora @ wzgledem osi x nazywamy liczbe, ktérg
oznaczamy przez a., okreslong jak nastepuje: a.=|a’|, jezeli @’ ma
zgodny kierunek z osig z, zad§ a,=-—|a’| w przypadku przeciwnym.

Mamy oczywidcie

(1) a.=|a| cos a,

gdzie @ oznacza kat miedzy wektorem @ a osig z (str. 3, rys. 2).
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Przypuiémy, ze mamy dany prostokatny uklad wspélrzednyeh
(«,¥,2). Oznaczajac wspélrzedne wektora @ wzgledem osi ukladu
przez a, ay, 4., za$ katy, jakie @ tworzy z osiami przez a, 8, y
(rys. 1), otrzymamy na mocy (1):

(I) &, == || cos a, a, == |a| cos 3, a,==|@| cos y.
A wiec: weklory réwne majq réowne wspdolrzedne wzgledem osi
ukladu.

Poniewaz wedlug znanego wzoru z geometrii analitycznej
jest cos?a+cos?3-+costy=1, wiec na mocy (I)

(11) @] = VaZ+a2+al,
(I1X) CO8 @ = a,/|d, cos §=ay/lal, cos ¥ = a./|al.

Z réwnan (IT) i (IIX) wynika, ze wspélrzedne wektora okreslaja
jego dlugosé, kierunek i zwrot.

A wiee dwa wektory @ i b, majqee odpowiednio réwne wspol-
rzedne wzgledem osi ukladu prostokgtnego (t. zn. dla ktérych a,=b,,
a,=by, a.,=b.), sq rowne.

Jezeli wektor @ lezy w plaszczyinie xy (rys. 2), to

(IV) a,= |d| cos a, a,=|ajsina,
(V) |a =Pa§+a§, CO8 @ = a,/|al, sine =a,/|al.
Czesto (gdy pomylka jest

wykluczona) rzutami wektora

@ na osie ukladu nazywamy

takze wspéhrzedne a,, a,, a..
Latwo mozna okazad,

ze jezeli punkty 4 i A’ ma- ,

ja wspéirzedne odpowiednio 1. 2.

z,y, 2 1 a2,y 2, to wektor

a=AA’ ma wspélrzedne: a,=a'—2z, a=y'—y i @=2'—o2.

$ 3. Suma i réinica wektoréw. Sumq wektoréw @i b na-
zywamy kazdy wektor, ktéry daje si¢ otrzymaé w sposéb nastepujacy:
Z dowolnego punktu O kreflimy wektor réwny wektorowi a,

z korica tego wektora drugi wektor ré6wny wektorowi b; wektor,
ktorego poczatkiem jest O, koncem za§ koniec drugiego wektora,
nazywamy suma wektoréw @ 4. b (str. 4, rys. 1) i oznaczamy przez

@-+b.
1*



4 ROZDZIAL 1. Teomna wektoréw.

Dla wektoréw przeciwnych (rys. 3) otrzymamy wiec w szcze-
gélnosci
a-+ (—a)=0.
Sume kilku wektoréw np. @ +5-+¢ otrzymujemy, tworzac sume
b+&, a nastepnie dodajac otrzymang sume do wektora @ (rys. 2).
Do sumy wektoréw sto-

suje si¢ prawa przemiennosci
i lgcznodci. A wiee:

atb=>b+a,
(@+b)+t=a+(b+0).

Z praw tych wynika, ze suma ilukolwiek wektor6w nie zmieni
sie, jezeli zmienimy porzadek skladnikéw lub jezeli kilka z nich
zastapimy ich sumg. Np.:

a+b+etd+e=a+c+e+b+d=(a+c)+e+(b+d).

Rézinice @—2b okre- 5 4 B
flamy jako sume¢ @--(—b). v P a-b
Zatem wedle definicji -3 a

b

a—b=a - (—b). 3. 4. 5.

Rys. 4 i b przedstawiajg, jak wyznacza si¢ réznice.
Poniewaz o L
(@—b)+b=a+(—b)+b=a,
wiec rdénica dodanu do odjemnika daje w wyniku odjemnq.

§ 4. lloczyn wektora przez liczbe. Iloczynem wektora @
przez liczbe m nazywamy wektor, ktéry ma ten sam kierunek co @,
dhugosé |m| razy wigkszg, a zwrot zgodny z @ lub przeciwny, zaleznie
od tego czy m>0, czy m<0. Iloczyn @ przez m oznaczamy przez

ma.
Jezeli m=0 lub @=0, to ma=0.
Mamy oeczywiscie (p. str. 5, rys. 1 dla m = 2):
(—m)a=—ma.
Wynika stad, ze

(—1)a=—a.
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Dla iloczynu latwo dowiesé prawa rozdzielnofci sumy wzgle-
dem iloczynu i prawa lacznosei:
m(@+4b)=ma-}+mb, (m+p)a@=ma-+pa, m(pa)=(mp)a,

gdzie m i p oznaczajy lieczby (rys. 2 i 3). Z powyzszych praw
wynikajg zwykle reguly algebraiczne dodawania i mnozenia.

ma pa
pa
m{pé)-impja
3.

Dzielenie wektora przez liczbe (rézng od zera) okreslamy jako
mnozenie przez odwrotnosé tej liczby. A wige:

§ 5. Wspélrzedne sumy 1 lloezynu. Latwo mozna okazad,
ze rzut (na prosta lub plaszezyzne) sumy wektor6w réwna sie
sumie rzutdow tych wektoréw (rys. 4). A wiec:

Rzut (@+4b) = Rzut @ + Rzut b.

Podobnie rzut ileczynu wektora przez liczbe réwna sie tloczy-
nowt rzutu wektora przez te liczbe (rys. 5). A wiec:

Rzut (ma)=m Rzut a.

Jezeli wektor @ ma wspél-
rzedne a., ay, a., & wektor b ma
wspélrzedne by, by, b,, wowczas a b
wektor =@ +b ma wspélrzedne

\
3
Y

e o e
b -

8x=ax+bx, 8y=ay+by’ sz=a;+bz. E a_' = !: .

Q

4+

o

)
o

3

Wynika to z twierdzenia 4.
¢ rzucie sumy.

Podobnie z twierdzenia o rzucie iloczynu wektora przez liczbe wy-
nika, ze wektor ¢=ma ma wspélrzedne c.=ma., ¢,=ma,, c,;=ma,.

Jezeli. np. d= 53— 3b— 28, to:
dx= 5ax—— 3bx— 20;, dy= 5ay-'— 3by'—- 20y, dz == 5“:—" 3bz—"' 202-
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§ 6. Rozklad wektora. Sume¢ wektor6w @ i b o wspblnym
poczatku, lecz réznym polozeniu (tj. nie lezgcych na jednej prostej),
przedstawia przekatna rownolegloboku zbudowanego na tych wek-
torach. Podobnie sume trzech wektoréw &, b, &, 0 wspbélnym po-
czgtku, lecz mnie lezacych na jednej plaszezyZnie, przedstawia prze-
kgtna réwnoleglodcianu zbudowanego na tych wektorach.

Na powyzszych twierdzeniach opiera sie rozklad danego wek-
tora na sume dwoéch lub trzech wektordw o danych kierunkach.

Przypudémy, zZe mamy dany wektor 5§ i dwie proste ! i m nie
réwnolegle, lezgce w pewnej plaszezyZnie réwnoleglej do & Jezeli
chcemy przedstawi¢ wektor § jako sume dwéch wektoréw @ i b
réwnoleglych do [ i m, to tworzymy réwnoleglobok o bokach réwno-
legltych do 1 i m, ktérego przekatnag jest 3. W tym cela kreslimy
z poczatku i koneca wektora & proste réwnolegle do 1 i m. Boki
otrzymanego réwnolegloboku wyznaczg wektory @ i & (rys. 1),

Latwo zauwazyé, ze taki rozklad jest mozliwy w jeden tylko
sposéb.

Podobnie, jezeli dany jest wektor 3 i trzy proste I, i, n hie
réwnolegle do jednej plaszezyzny i chcemy przedstawié wektor §
jako sume trzech wektoréw @, b, ¢ réwnolegtyeh do I, m, n, to bu-
dujemy réwnolegloscian o krawedziach réwnolegltych do i, m, =,
ktorego przekatng
jest 3. Kreslimy za-
temn z poczatku O
wektora &  proste
I'y m’, »’ réwnolegle
do I, m, n; nastepnie
z kohca wektora &
3. prostg rownolegly do

n az do punktu@
przeciecia tej prostej z plaszezyzna prostych I', m’; wreszcie z pun-
ktu @ kreslimy proste réwnolegle do ! i m. Punkty przeciecia tych
prostych z prostymi I’ i m’ sg koncami wektoréw a i &, ktorych
poczatkiem jest O. Wektor ¢ jest réwny wektorowi lgczagcemu
punkt G z koncem wektora 3 (rys. 2).

Jeden tylko taki rozklad jest- mozliwy, poniewaz istnieje
jeden tylko réwnoleglodcian o krawedziach réwnoleglych do I, m, n
i o przekatnej s.

{
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Szezegolnym przypadkiem takiego rozkladu jest przedsta-
wienie wektora przy pomocy wektoréw jednostkowych.
Oznaczamy rzuty wektora @ na osie ukladu (xz,y, 2) przez @',a’’,a’"’.
Mamy oczywidcie (str. 6, rys. 3):

rl:::;i'+zi"+~—a-’"‘
Obierzmy na osiach ukladu wektory ¢, j, & o diugosei 1, skie-

rowane zgodnie z odpowiednimi osiami. Z ckreslenia wspoélrzednyeh
Ay, Oy @, (§2, 8tr. 2) wyniks, ze

@' =y, 'ﬁ"”::-cz,,y—'s a'’=ak.
Zatem
(I) E":-al\;+'(ly;"i‘af i:-

Wektory i, j, £ nazywamy wektorami jednostkowymsi. Wzér (I)
wyraza wektor @ przy pomocy wspdlrzednyeh i wektoréw jedno-
stkowych.

§ 7. Hoezyn skalarowy. Iloczynem skalarowym wektoréw
@ i b tworzacyeh kat ¢ (p. rys. obok), nazvwamy liczbe la! b cos Q.

Tloczyn skalarowy oznaczamy przez @b
luh @h. Zatem

Tloczyn skalarowy jest zerem nie tylko - >
w przypadku gdy @==0 lub b=0, lecz takze RZ"’%D a
gdy @b, wtedy bowiem g-=n/2, wiec cosp==0,

Jezeli zad @40 i 440, to iloczyn skalarowy moze by¢ dodatni lub
ujemny zaleznie od tego, ezy @ jest katem ostrym ezy rozwartym.
Tloczyn mie zalezy od porzqdku ceynnikow. Mamy bowiem
ha ==t} fal cos g =a} [0 cos g =ab.

Wyrazenie |b cos ¢ przedstawia rzut wektora & na o$ wy-
znaczong przez wektor @ i zgodnie z nim skierowang. Rzut ten na-
zywamy rzutem b na kierunek @ i oznaczamy przez Rzut;b. Zatem:

Rzutzb = 1bjcos ¢, Rzutja = [alcos ¢.

(1) @h=la| Rzut; b=b| Rzutj a.

Zatem loczyn skalarowy rowna si¢ iloczynowi dlugosct jednego
wektora przez rzut drugiego na kierunek pierwszego.
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Prawo rozdzielnosci. Na mocy okreslenia iloczynu mamy
(@+b)e=ic| Rzut; (@-+D).
Poniewaz Rzut;(a-+b)=Rzutza-+Rzut;b, wiec
(@+b)T=(c| Rzut;a+[¢| Rzut, b.

Lecz [¢|Rzutga=aé i |¢|Rzut;b=>bc; zatem

(II) (@-+b)e=ac- be.
Podobnie postepujac, otrzymamy
(I11) (@— b)e=ac — be.

A wiec dla sumy i réznicy zachodzi prawo rozdzielno§ci wzgle-
dem iloczynu. Wynikajg stad zwyczajne prawa mnozenia sumy
przez sume.

Np. (@+b) (c+d)=(a+b)é+(a@+b)d=ac+bé+ad-+bd.

Prawo lacznosci. Niechaj m oznacza jakakolwiek liczbe.
Zatem

(ma@)b==|b| Rzut ; (ma@)=mb Rzut;a, skad (ma@)b=m(ab).
Niechaj teraz m, n oznaczaja liczby. Na mocy poprzedniego
wzoru jest (ma) (nb)=mia.(nb),=m!n(ab)}, wiec
(IV) (m@) (nb)=(mn) (a@h).

Wynikaja stad zwykle prawa mnozenia wielomianu przez
wielomian.

Np. (2&— 3b) 5¢-=10a¢ — 15bc, (4a— 2b) (3¢+d)=12Gé — 6bc+4ad — 2bd.

Kwadrat wektora. Kwadrat skalarowy a* okreslamy jako
iloczyn @-@. Zatem @=a-a=|d|[d cos 0, wiee, @=[al?, stad |a]=}a2.
Otrzymujerny stad:
(V) (@+b2=(a-+b)(atby=a2+2ab-+ b2,
(G—b)2=(a-—b) (G—b)=a*—2ab+ b2,
(@+b) (G —b)=a2—b2,
Dwa pierwsze wzory mozemy napisa¢ w postaci:
(VI) [@-bj2=={a|>-+ 2 |aj |b] cos p+-[b;2,
ja—b{2=[al2—2|a| |B] cos p-+[5:.
Wrzory te wyrazaja t.zw. twierdzenie Carnote, znane z trygono-
metrii.
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Przedstawienie analityczne iloczynu skalarowego.
Niech %, j, £ oznaczaja wektory jednostkowe (str. 7). Z okres-
lenia iloczynu skalarowego otrzymujemy:

(2) Pefali=1,  ij=ik=jk=0.

Przedstawiajac wektory @ i b w postaci @=a.t-+ayj+a.k,
be=b.t+b,j+b.k (p. str.7), mozemy iloczyn @b napisaé w postaci
ab=(ayi+a,j+ a k) (bet+byj+b. k).

Wymnazajac w mys$l regul mnozenia i opierajgc si¢ na wzo-
rach (2), dostajemy
(V]] ) (iE: (I:_‘- b_\+ay by + azbz.

Wzor powyzszy pozwala obliczyé iloczyn skalarowy dwéch
wektorow, gdy znane s3 ich wspolrzedne.

Jezeli wektory @ i b sg do siebie prostopadle, to @b=0, zatem
(VIII) acb.+ayb,4a.b.=0.

Naodwroét, jezeli @-b=0, to wektory @ i b s do siebie prosto-
padle, o ile sg rozne od zera. Zatem wzor (VI1I) przedstawia warunek
prostopadiosei wektoréw @ i b (réznych od zera).

§8. Hoczyn wektorowy. Iloczynem wektorowym wektorow
@ i b nazvwamy wektor ¢ spelniajacy warunki nastepujace:

1) Dlugosé. Jezeli ¢ oznacza kat, jaki tworzg wektory a i b, to
D lel=a; [b; sin ¢.

2) Kierunek. Wektor ¢ jest prostopadly do wektoréw a i b.

Jezeli wige np. wektory a i b wychodzy z jednego punktu, to wektor ¢ jest
prostopadty do plaszezyzny, w ktdérej leza wektory @ i b (p. rysunek).

3) Zwrot. Zwrot ukladu wektorow (i, b, ) jest zgodny z przy-
jetym ukladem wspélrzednych, t.zn. lewy.

Iloczyn wektorowy oznaczamy przes Feash

ixb.

Ze wzoru (I) wynika, ze |g jest ze- 7,
rem wtedy i tylko wtedy, gdy. a=0 lub 6=0 b -

lub ¢=0 lub ¢=n=.

Zatem: tloczyn wektorowy jest zerem wtedy i lylko wiedy, gdy je-
den 2z czynnikow jest zerem, lub gdy czynniki sq do siebie réwnolegle.
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Jezeli iloczyn jest zerem, to odpadajg oczywidcie warunki 2)
1 3). W szezegélnosei mamy

Uwaga. Wartodé bezwzgledna iloczynu wektorowego wynosi
@ b sin. g (p. wzér (I)). Wyrazenie to przedstawia pole réwnoleglo-
boku zbudowanego na wektorach odpowiednio réwnych wektorom
& i 6 i wychodzgeyeh z jednego punktu (p. rys. na str. 9).

Zmiapa porzadku ezynnikoéw. Jezeli zmienimy porzadek
czynmkow, to otrzymamy iloezyn

b @.
Tioezyp 4 b ma (na mocy okredlenia iloczynu) dhigoéé i kierunek
te same, co loczyn 0@, leez zwrot przeciwny. Zatem
(Ii1) bt = —(@xb.
A wiee: wraz ze zmiang porzgdku czynnikéw cmienia sie nak
toczyny wektorowego,

Prawo lgeznosei, Opierajac sie na okredleniu iloezyou wokto-
rowego, latwo mozna wykazaé nastepujace zwigzki (gdzie w 1w
ozraczajq lezby i

IV m{@x b)=(mid) x b=0 x (mb),
(v (m@) x {nb)=(mn){d~h)
Np. 3&xbe=3ixh); 2ax 3h=6(a k).

Prawo rozdzielnodei wzgledem samy. Dia Howexro: wek-
’ﬁi?}l’:.i‘r"’»‘«"ei‘ge’) zachodzy wzory:
(%1 {4 BY == 3T+ F X by (6 FBy<E =T nEbocr
\wmfmadzunv najpierw wzor pierwszy. MozZemy oczywidcie
preyjac, Ze d, 5 1 ¢ maja wspolny poczatek €.
Zaldzmy npa razie, Ze |¢)=1. PoprowadZzmy przez O piaszczyzne
171 ¢ Polézmy
(1) S=a-+b
i oznaczmy przez @', b, ¥ rzuty wektoréw @, b, # na plaszezyzne I7
{p. rys. na str. 11). Mamy oczywiécie

{2) §=it'+b
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Niechaj ¢ bedzie katem zawartym miedzy ¢ i &, Zatem
\@'|=[¢| sin ¢ = |@] |¢| sin p, gdyz zalozyliSmy, ze [¢|=1. A wige

of

(3)  {@|=pExa 1 podobnie [B'|=lexh, |¥]=lex3l,

“f

Obréémy teraz wektory @', b, § 0 90° w plaszezyZnie JI okolo O
od reki lewej ku prawej, Wzak;dem czlowieka majacego stopy w po-
czatku, zad glowe w konceu wektora €. Otrzymamy wektory @/ A i
Bedzie na mocy (2)

{4) § == b,
@) =i, =, =

Wektor @'’ jest prostopadly do @ i ¢; zwrot ukladu wekiforow
{F, &, ") je‘zt lewy. Poniewaz nadto na meey (3) 1 {3) mamy
|@'== € X @, wiee &' = ¢xd i podobnie

b = ¢xb, &' e ExE Na moey wiee
(4) 1 (1) otrzymujemy
Ex{T+b) = Exa+Txh.

Wzér powyzszy udowoednilidmy
przy zatozeniuy, e {¢]==1. Udowodanimy
go teraz w przypadku ogdluym. Nie-
chaj % bedzie wektorem o dlugosei 1,
zgodnie skierowanym z wekiorem ¢,
Zatem

{6) o =1 i ¢ == 16} b,
skad na mocy prawa lgeanodcl
() Ex (i 4B) = @A x (T b) = E {h(a+ ?3);.

Ale na moey wzoru udowoednionegs dla przypadku @ -=1 1 na
mocy prmm lyeznodel jest kolejno:

4R x i B B = [EU B @)+ 161 (o BY == (B By & -+ (& F 5,

skad na mocy (6) i (7) otrzymujemy juz w cale] ogoinesci:
Ex(A-+-b) = Exd--Exb.

Drugi ze wzoréw (VI) mozemy otrzymac z plerwszego, stosujgc
wzor (T1):
(a+§)xg=...('(};><(a+§)}e_«m{é;x:a%-ijxf)}m-——(éx&}-——(Exb)z&xﬁ--i,-gxé.

Ze wzoru (VI) wynika latwo wizor
(VID (@-+

?fi
/\
-~
,«EL-
;‘a_t
!
>\
[ 3]
_5_
>\
i
>
X
5t
+
D
X
S
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Np. (26— 3b)x(56+2d)=10axc+4Gxd — 15bx¢— 65 xd.
(@+d)x(@—b) =axa —axb+bxa—bxb=—2axb.
(3a+2b)x (5a— 2b)=—16axh.

Wspélrzedne iloczynu wektorowego. Oznaczajge przez
%, j, & wektory jednostkowe (str. 7), mamy:

(8) IXt=jXj=kxk=0,
(9) txj=—(x0)=4k jxk=—(kxf)=1, Ekxi=—(Ixk)=7.
Kladae
a=a.i+ayj+a.k, b=b,i+byj+b.k,
otrzymamy

axb=(a,i+a,j+a.k)x(bei+b,j+b.k).
Wykonujge mnozenie, dostajemy na mocy (8) i (9):
axb= (ayh, — a;b,) 1+ (ab. — a.b;) j+(a:b, — a,b,) k.

Dla §¢=axb jest wiec
(VIII)  ev=a,b.—a.b,, cy=a;b.—a.b,, Cc:=a,b, — a,b,.

§9. Iloczyn Kkilku wektoréw. 1° Weimy najpierw pod
uwage iloczyn a(bxc). Kladae 7= bXé, otrzymamy

A(bXE) = aF = ax Tyt ayry+a,r..
Poniewaz r.=b,c.—b.c, i.t.d., wiec
@(bXE) = a,(bye, — b.e,)+ay(b.cc — bye,)+a.(brc, — ¢, b,).

Wzér powyiszy mozemy napisa¢ w postaci

_ ax, ay’ az
(I) -l(b)((_)) = bxy byo b:
Cey Cyy C:

Ze znanych wlasnosei wyznacznikéw wynika latwo wzoér

(I1) @(bxe)=b(cxa)=¢c(axb).

Przypusémy, ze wektory @,h,¢ majg poczatek w poczatku
ukladu. Z geometrii analitycznej wiadomo, ze objeto$é V czworo-
Scianu o krawedziach @, b,¢ wynosi § wartosci wyznacznika (I).
A wiee V=}a(bxe).



[(§10) I. Dzialania na wektorach. 13

Zatem: warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to, aby
wektory @, b,¢ (o wspdlnym poczatku) leialy w jednej plaszezyinie,
jest, by V=0, ceyli by a(bxc)=0.

Jezeli za$ nie zakladamy, ze @,b,¢ maja wspélny pocz ek, to
— jak latwo widzie¢ — warunek @(bx¢)=0 jest waruniiem ko-
niecznym © wystarczajgecym na to, by wektory @, b, byly réwnolegle
do jednej plaszczyzny.

20 Weimy teraz pod uwage iloczyn @x (bx ). Oznaczmy ten
iloczyn przez % i polézmy F=bx¢c. Zatem

U= OyT, A Ty=Qy(brCy—by€s)—a.(b.cx—b,c:).
Dodajac i odejmujgc skladnik a.b.e,, otrzymamy
Uy=byr(ArCx+aycy+a:b.) — cc(a:bi+a,by,+a.b,),

skad w,=b(aT)— c.(@d) i podobnie u,= b,(at)— e (@), u,—= b.(@c)—c.(ab).
Zatem

(II1) ax(bx¢e)=b(ac)—c(ab).

3% Ze wzordow (I), (II) i (III) wynikajg wzory nastepujace:
(IV) (@xb) (¢xd) = (@c) (bd) — (ad) (bc),
(V) (@xb)x(exd) = bla(exd)]—a[b(exd)].

§ 10. Funkeje wektorowe. Jezeli kazdej liczbie ¢ przedziatu
(t'yt"') przypisany jest wektor w, wéwczas powiadamy, ze w prze-
dziale (t',t’) okreslonag mamy funkcje wektorowq i piszemy

(1) @ = F(t),

Wspotrzedne w,, w,, w. 83 réwniez funkcjami (juz w zwyklym
sensie czyli liczbowymst) zmiennej ¢. Zatem:
(2) w, = f(t), w, = (1), w, = (1)

Powyzsze trzy funkcje okreslajg dokladnie funkcje wektorowsg (1).

Granica. Powiadamy, ze funkcja wektorowa (1) ma granice w,
dla t dazqcego do t,, co piszemy

lim F(t) = ,,
1-»t,
gdy . : .
lim f(t) =wo,x, lime(f)=wyp, 1 lmy(t)=w,,..

t->t, t>1, t>t,
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_Cigglodé. Funkeja wektorowa (1) jest ciqgla dla t, jeieli
lm F(t) == #,, gdzie @W,= F(1,).
Mtﬁ

Oczywidcie zachodzg wéwezas zwigzki:

lim /(1) = f(t}, lim ¢ (£) = @ ty), Hm w(t) = @(ty).
>ty >4, =1
Funkceje /, ¢, ¢ 33 wiec wtedy ciagle dla t=1,. Na odwrét, jezeli

f, ¥, % sa ciggle dla ¢, to funkcja wektorowsa &= F (t) jest réwniez
ciggla dla t,.

Pochodna. Oznaczamy przez 4t przyrost zmiennej ¢, a przez
4% odpowiedni przyrost wektora . Wiee @+A%T=F (H—At), zatem
8= F(t+A) - F(t), skad

dw _ F(+4)—F)
At At

w

Granice hm m

nazywamy pochodng funkeji F(t) w punkcie t.

Pochodna oznaczamy przez %-:, @ lub F'(t).

Poniewaz wektor 4% ma wspéirzedne
Aw, = f(t+4t) —f(t), dw,=@(t+4t)—p(t), dw,=@(t+4t)— p(t),
wiec
wy = f'(t), wy = @'(t), w,='(t).
Pochodne wyzszych rzedéw okres§lamy w zwykly sposéb: a
wiec drugg pochodna jako pochodng pierwszej pochodnej, trzecia

pochodng jako pochodng drugiej pochodnej i t.d. Wyzsze pochod-
ne 0znaczamy przez

dzz—v daw — —tr? 3
L FrL lub @, w'", .. it.d.

Latwo wykazaé, ze

wi=f"0),  wy=g), wi=y"() it.d

Jezeli funkcje w=F(t) i v==0(t) maja pochodne, to zachodzg wzory:
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» UELD 2.

(1I) flégg?—i)::m %e;’ {(gdzie m Jest liczba),
(IIT) WDl a

(IV) i"——!%: ?) = cg’:x D+ WX g—;

Wyprowadzimy wzér (I1I). Mamy A(@?) = (0 + @) (¢ + AF)—&'T,
wiec
A(wT) dw_, _4v 47

._w_ji« Jt Q)-—r-' i :jf-i‘ + J!l Jt

skad, przechodzge do granicy, otrzymujemy (11I).

Funkecje wektorowe wielu zmiennych, Mozemy rdwniez
rozpatrywaé funkcje wektorowe wielu zmiennych. Np. funkcja wek-
torowa _

w= F( 51 1y C)
jest funkcja trzech zmiennych §, #, . Rzuty wektora i s3 wowczas
okreslone pewnemi funkcjami

wy == f(§, 1, §), wy=@(§ n, ), we = (& n, {).
Granice, ciagglodé i pochodne czgstkowe funkeyj wektorowych
kilku zmiennych latwo juz podaé, wzorujac sie na przypadku jednej
Zmienne;j.

§ 11. Moment wektora. Moment wektora wzgledem
punktu. Przypusémy, ze mamy dany wektor AB i punkt 0. Mo-
mentem wektora AB wzgledem punktu O nazywamy wektor M, spel-
n. jac k.i nast i :

iajacy Wa:"un as .epu]ace . Mom i
(1) /M| réwna si¢ podwdéjnemu polu tréj-

kata OAB czyli /
o g L/(\\\

| M| = |AB}-h, '
. i S\
gdzie h oznacza odleglodé¢ punktu O od AB.
(2) Kierunek wektora M jest prostopadly do plaszczyzny prze-
chodzacej przez O i AB.

(3) Uklad wektoréw (4B, 0A, M) ma zwrot zgodny z ukladem
wspélrzednych, t. j. zwrot lewy.
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Moment wektora AB wzgledem punktu O oznaczaé bedziemy
symbolem .
MompAB.

Moment jest zerem tylko w przypadkach, gdy AB=0 lub gdy

przedluzenie wektora AB przechodzi przez 0. Jezeli moment jest

zerem, wéwezas warunki (2) i (3) odpadajs.
Dla wektoré6w rownowaznych (str. 2) zachodzi nastepujace

Twierdzenie 1. Wektory réownowaine majq wzgledem tego sa-
mego punkiu momenty rowne.

___Dowéd. Przyjmijmy, ze AB=A'B’. Zatem wektory AB
i A'B’ 83 réwne i leza na tej samej prostej. Latwo stwierdzié, ze mo-
menty obu wektoré6w wzgledem O majg ten sam kierunek i zwrot.
Majg réwniez te samg dlugosé, gdyz tréjkaty OAB i OA’'B’ majs
rowne powierzchnie (réwne podstawy i wspolng wysokosé). A wiec
Momo AB =Momo A’F’, c. b. d. d.

Moment jako iloczyn wektorowy. Wezmy pod uwage
iloczyn wektorowy ABXxOA. Zauwazmy, ze iloczyn powyzszy ma
ten sam kierunek i zwrot, co Momo AB. Mamy réwniez |ABx0A|=
=|MomoAB,. Bezwzgledna bowiem warto$é¢ iloczynu réwna sie polu
réwnolegloboku OABC (p. rys. na str.15), zatem podwodjnemu
polu tréjkata OAB. A wiec

MomoE=A_§ xO0A.

Gdybyémy zamiast wektora AB wzieli wektor rownowazny A'B’,
wowcezas mielibySmy

MomopA'B'=A'B'x0A".
Na mocy wiec poprzedniego twierdzenia
Momo AB=A'B'X0A’ = ABx0A’.

A wige: jezeli A’ jest dowolnym punktem na prostej, na ktorej
lezy wektor AB, wowczas

Momo AB = ABxO0A".
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Twicrdzenie 2, Jeieli dwa wektory rowne majq wzgledem
pewnege punkiu rowne momenty, to sq réwnowaine.
Dowéd. Zakladamy, ze
AB=A'B i Momo AB =Momo A'E’.
ABXx(OA—OA')=0. Poniewaz za§ OA—O0A =A"4, wiec
ABx A4 =0.
Lecz ABxA'A=Momy AB, wiec
Momy AB = 0.

Wynika stad, ze punkt A’ lezy na przedluzeniu wektora AB.
Poniewaz nadto AB jest réwnolegly do A'B’, wige AB i A'B’ lea
na tej samej prostej.

Moment sumy wektoréw o wspélnym poczatku. Za-
}62my, ze dane 83 wektory AB i AC (t. j. oba o poezatku
w punkcie A). Niechaj AD bedzie ich sumg.

Mamy .MomUAB ¢
Momo AD = ADX0A = (AB+A0)x04, ok B
s~
zatem MomoAD = ABx0A+ACx04, wiee 0 D
—_— —_— — Mom AD
Momo AD = Momo AB+Momo AC. 0

Podobny wzér otrzymamy dla sumy kilku wektoréw. A wigec:
suma momentow kilku wektoréw o wspdélnym poczgtku réwna si¢ mo-
mentowt ich sumy o tym samym poczaiku.

Wspoélrzedne momentu. Polozenie wektora a jest okreslone,
jedli dane 83 jego rzuty i wspoélrz¢dne x,y,z dowolnego punktu 4
prostej I, ma ktorej wektor a lezy. Niechaj x,, yo 2, beda wspélrzed-
nymi punktu 0. Mamy

Momoa = ax0A.

Rzuty wektora OA wynoszg &—=g, Y —Yo 22 Zatem, ozna-
czajac przez M moment wzgledem O, otrzymamy:

M =a(z—z2¢)—a.y—i,), M= a.(x—xy)—al{2—2,),

I)
( M= ady—Yo)—ay{(x—,).
S. Banach. Mechanika. 2
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Jezeli w szczegdlnosci punkt O jest poczatkiem ukladu, to
Ty=0, yg=0, 2y=0, a wigc

(II) M.=a;2—a.y, M, =a,z2—a,z, M,=a,.y—ayx.

Przypuéémy, ze @ =a’'. Zatem, oznaczajac przez M i M’ momenty
wektoréw wzgledem dowolnego punktu, mamy d=a', M=M' czyli

ax=ax, ayzay, az=az, Mx::M;-’ Mszb’ M1=M;.

Na odwrét, jezeli zachodzg powyisze réwnodei, to a=a’
i M=M', zatem na mocy twierdzenia 2, str. 17, wektory @ i a’ sg
réwnowazine.

A wiec: rzuly wektora @ i rauty momentu M wzgledem dowolnego
punktu wyznaczajq dlugodd, kierunck, zwrot i poloienie wekiora a.

Moment wektora wzgledem prostej. Niech dane bedsg
wektor @ i prosta l. PoprowadZmy przez dowolny punkt O prostej I
plaszezyzne Il prostopadls do !. Utwérzmy rzut @’ wektora @ na
plaszezyzne 1.

Moment wektora @’ wzgledem O nazywamy momeniem wekiora 3
wzgledem prostej 1 i oznaczamy symbolem Mom;a.

Mom;@ nie zaleiy oczywiScie od obioru punktu O.

Mom;a jest zerem tylko w nastgpujacych
przypadkach:
1° gdy a=0,
M3 oma I 20 gdy a|l, gdyz wtedy @'=0,
"5/5' 3° gdy przedluZenie @ przecina l, gdyz wtedy
0 przedluzenie @’ przechodzi przez O.

Jezeli d oznacza odleglodé @ od I, zad§ ¢ kgt miedzy @ i I,

to latwo mozna okazaé, Ze

(III) [Mom,a| = d | sin ¢.

{2

{

Obierzmy prosty ! za of 2z, plaszczyzne II za plaszczyzne ay.
Polézmy M =Momo@ i L=Mom,;d. Poniewaz @ ma rzuty a,=ay,
ay=ay, &,=0, wige L,=0, L,=0 i L,=a,y—a,x, gdzie @, y, z 84
wspéirzednymi poczgtku wektora a. Widzimy wiec, ze M.=1L..

A zatem: Mom,a@ jest rzutem na prosiq | momeniu wektora @
wzgledem dowolnego pumktu tej prostej.
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II. Uklady wektoréw

§ 12. Moment ogélny ukladu wektoréw. Niech dany
bedzie uklad wektoréw:

@y, Ggy eee y Bne

Oznaczmy przez 3 sume¢ ukladu (t. j. sume wektoréw ukladu).
A wiec
3=+ g+ ... +8n.
Obierzmy dowolny punkt O.
Momentem ogdlmym lub krétko momentem ukladu wzgledem O

nazywamy sume momentéw poszczegélnych wektoréw wzgledem O.
Oznaczamy go przez

Mo.
Mamy wiec
Mo =Momo @, + Momo @g + ... + Momg @,.
Moment ogélny czasem oznaczamy tei przez
Momy (@, a3, ... @p).
Obierzmy inny punkt O’. Mamy
Mo =Momey @+Momg @2+... Momg @p. g

Poniewaz Momo@,=a, X 0’ 4,, gdzie 4, jest /0{--—-/':,4\
poczgtkiem wektora @, i t.d., wiec ’

Mo=a,x04 + a,x04, +...
Lecz 0'A,=0'0+04, i t. d., zatem
Mo =a,x(0'0+04,) + Gy %X (0°'0+04,) + ...
Po wymnozeniu otrzymujemy:
(1) Mo=(a,x00 + @,x00 + ..)+(@,x04, + G,x04;5 + ...).

Lecz @, X0°0 + @gXx 00 + ...=(8 + @y +...) x0'0=3x00.
Suma zawarta w drugim nawiasie réwnoéci (1) przedstawia moment
ukiadu wzgledem 0. Zatem

(X) ﬂa=§x0_’0_+ﬂo.

Iloczyn ix0'0 jest momentem wzgledem O’ sumy ukladu
wektoréw o poczgtku O.
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A wiege: jezeli zmiemiamy punkt, wzgledem kidrego wyznaczamy
ogolny moment ukladu, wowczas moment ten zmienia si¢ 0 moment sumy
uktadu zaczepionej w dawnym punkcie, wzigtej wagledem nowego punkitu.

Z twierdzenia powyzszego wynikaja nastepujace wnioski:

1. Jeteli suma ukladu jest zerem, io moment ogdélny jest staly
{(t. j. nie zalezy od punktu, wzgledem ktorego si¢ go wyznacza).

Jezeli bowiem 3=0, woéwczas 3x0'0=0, wiec My = M,.

2. Jeseli momenty ogdlme wegledem irzech punktow nie leiqeych
na jednej prostej sq réwne, to suma ukladu jest zerem.

Zal6z2my bowiem, ze momenty ogdlne wzgledem punktéw
0, 0’, 0" nie lezgcych na jednej prostej sg réwne. Zatem

Mo=My=My, skagd 3x00=0 i ix070=0.

Jezeli wiee 330, to 3|00’ i 3)0”0, co niemozliwe, gdy 0, 0’, 0"
nie lezg na jednej prostej.

3. Jesli punkt, wzgledem ktorego wyznaczamy moment ogdlny,
przesuwa si¢ wzdlui prostej réwnoleglej do sumy ukladu, wowczas
moment nie ulega zmianze.

Jedli bowiem 3]0°0, to 3x0°0 =0, wieec Moy = M.

4. Iloczyn skalarowy momentu ogdlnego przez sume¢ ukladu jest
wielkoéciq stalg (t. j. nie zalezy od punktu, wzgledem ktdérego mo-
ment jest wyznaczony).

Pomnézmy bowiem obustronnie r6wnos¢ (I) skalarowo przez 3.
Otrzymamy &My =3(3x0'0)+43Mo, lecz 3x 0013 zatem
3(3x0°0) =0, skgd _

My —=3M,.

Tloczyn skalarowy momentu ogélnego przez sume nazywa s8i¢

parametrem ukladu.

5. Rzut momentu na kierunek sumy jest wielkodciq stalq (przy-
czem zaklada si¢, ze suma jest r6zna od zera).

Mamy bowiem na mocy wniosku 4 i okreflenia iloczynu ska-
larowego |5|Rzut, Mo = |3 Rzut; Mo, skad

Rzut; Mo = Rzut; M,.
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§ 13. Parametr. Wyznaczymy obecnie parametr (t. j. iloczyn
skalarowy momentu ogolunego przez sume) dla pewnych ukladéw
wystepujacych czesto w mechanice.

Ukladem $rodkewym lub centralnym nazywamy uklad, w kté-
rym przedluzenia poszczegdlnych wektoréw przechodzg przez pe-
wien staly punkt O, zwany érodkiem (rys.1).

Moment ukladu wzgledem srodka jest zerem, gdyz moment
kazdego wektora jest zerem. Zatem i parametr jest zerem.

A wiec: parametr ukladu $rodkowego jest zerem.

Ukladem plaskim nazywamy uklad, w ktérym wszystkie wek-
tory lezg w jednej plaszczyinie II (rys. 2).

Moment ogélny ukladu wzgledem dowolnego punktu O plasz-
czyzuy I1 jest prostopadlty do II, gdyz momenty poszczegdlnych
wektorow wzgledem O sg prostopadle do I1. Poniewaz suma lezy
w plaszezyinie I7, wieec suma jest prostopadla do momentu ogdlnego.
Wynika stad, ze parametr jest zerem.

A wiec: parametr ukladu pltaskiego jest zerem.

Ukladem rdwnoleglym nazywamy uklad, w ktérym wszystkie
wektory sa réwnolegle (rys. 3).

Jezeli suma 3 jest zerem, to parametr jest oczywiscie rowny zeru.
Zatézmy wiee, ze 3+ 0. Obierzmy dowolny punkt O. Momenty
poszezegéinych wektoré6w wzgledem O lezs w plaszezyZnie I1 prosto-
padlej do wektoréw ukladu i przechodzacej przez 0. Zatem moment.
ogolny lezy réwniez w plaszczyznie I1. Poniewaz 3 | /1, wige § jest
prostopadle do momentu ogélnego, wobec czego parametr jest
zerenmn,

A wiec: parametr ukladu réwnoleglego jest zerem.

Zalézmy teraz, ze wektory @ i b sa skodne (. j. nie lezace w je-
dnej plaszezyznie). Niechaj O bedzie poczatkiem wektora b (rys, 4).

Moment M ukladu (&, b) wzgledem O réwny jest oczywi-
Gcie Momgi. Parametr K wynosi K= Ms= M(a+b)= Ma-+ Mb.
Lecz M = Momoa jest prostopadly do plaszczyzny II przechodzacej
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przez O i wektor @. Poniewaz w plaszczyznie I1 lezy wektor @, zaé
nie lezy wektor b, wigc moment M jest prostopadly do @, nie jest
natomiast prostopadly do 5, skad na mocy ostatniej réwnodci
K= Mbo.

A wige: paramelr ukladu zlozonego z dwdch wektoréw skosnych
jest roiny od zera.

§ 14. Uklady réwnowazne. Dwa uklady wektoréw (&,, @,, ...)
i (@i, @; ...) nazywamy réwnowasnymsi, jezeli maja réwne sumy i réwne
momenty ogélne wzgledem kazdego punktu.

Jezeli mamy uklad (@) zlozony z jednego tylko wektora @
i ukiad (@') zlozony z jednego tylko wektora @', to — jak wynika
7z twierdzenia 2, str. 17 — warunkiem koniecznym i wystarcza-
jacym na to, by uklady (@) i (a’) byly rdwnowazne, jest a==a’.
A wiec w tym przypadku pojecie réwnowaznodei uktadéw pokrywa
si¢ z pojeciem réwnowaznodci wektoréw.

W przypadku ogélnym mamy nastepujgce twierdzenia:

1. Jezeli dwa uklady majg réwne swumy i réwne momenty ogdlne
wzgledem pewnego punkiu, to uklady te sq rownowasne.

Wynika to ze wzoru (I), str. 19. Jezeli bowiem momenty wzgle-
dem punktu O sg réwne i sumy 83 réwne, to momenty wzgledem
kazdego punktu O’ bedg réwne, gdyz przy zastgpieniu punkta €
przez O’ ulegng one ré6wnym zmianom w obu ukladach.

2. Jezelt dwa uklady majq wzgledem trzech punktow nie letqeych
na jednej prostej réwne momenty, to uklady te saq réwnowaine.

Jezeli bowiem oznaczymy przez 0,, 0, O, punkty, wzgledem
ktérych momenty ogélne obu ukladéw s3 réwne, zas przez 3 i & sumy
tych uklad6w, to otrzymamy ze wzoru (I), str. 19, 3x0,0,=3 x0,0,
i x0,0,=37 x0,0,, skad

(5—3’)x010’=0 i (5-—-5')X0103=0.

Gdyby bylo 3—35 40, to mielibyémy 5—3'|0,04 i §—5'|0,0,,
co niemozliwe, bo 0, O,, O, nie lezg na jednej prostej. Jest zatem
§ —3 =0, czyli =3, skad na mocy poprzedniego twierdzenia wy-
nika réwnowaznodé ukladoéw.

Z okreflenia parametru wnosimy natychmiast, ze uklady réwno-
wasine majq rowne paramelry.

Twierdzenie odwrotne jest oczywiicie falszywe.
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Uklady réwnowazne zeru. Jezeli suma ukladu jest zerem,
to — jak wiemy — moment ogélny jest staly. Ot6z jezeli suma ukladu
jest zerem i moment ogélny jest zerem, uklad nazywamy ukladem
réwnowainym zeru.

Uklad réwnowazny zeru jest rOwnowazny wektorowi zerowemau.

Aby przekonaé sig¢, czy uklad jest rownowazny zeru, wystarczy
zbadaé, czy jego suma i moment wzgledem jakiego§ dowolnego
punktu sg réwne zeru.

Z twierdzenia 2, str. 20 wynika latwo, ze uklad jest rdéwno-
wainy zeru, jezeli moment ogdlny ukladu wzgledem trzech pumkiow
nic lezqeych ma jednej prosiej jest rowny zeru.

Uklad trzech wektoréw réwnowaznyeh zeru. Jezeli
uktad zlozony z trzech wekiorow, jest rownowaény zery, to przediutenia
tych wektorcw przechodzg przez jeden punki (lub wektory 2q rownolegle ).

Przyjmijmy, ze uklad wektoréw @, b, ¢ jest réwnowazny zeru.
Moment ogéiny wzgledem 4 (poczatkn wektora @) jest wige zerem,
gkgd Momsb 4+ Mom,ad =0, & wigc Mom,b=—Mom,& Wynika
stgd, ze wektory & i € lezg w plaszezyinie IT przechodzacej przez A.
Poniewaz a-+b+é=0, wige ¢ = -—b—F, zatem & takie lezy w plasz-
czyinie I1. Oznaczmy przez O punkt, w ktérym przecinajg sig wek-
tory @ i b, Poniewaz moment ogdlny ukiadu wzgledem O redukuje
sie do momentu wektora ¢ wzgledem O, wiec Momoel=0, zatem ¢
przechodzi rowniez przez G. Wreszcie, jezeli 415, to réwnies &g,
bo &=-—a—b (p. str. 21, rys. 1).

§ 15. Para wektoréw. Parq wektoréw nazywamy uklad zlo-
zony z dwu wektoréw @ i —a réwnoleglych, leez przeciwuie skiero-
wanych i réwnyeh co do dlugosei.

Poniewaz suma pary wektoréow jest réwna zeru, wiec mo-
ment pary jest staly. Obliczajge go wzgle-
dem poczatku wektora @, widzimy, ze mo- '*7
ment wektora @& jest zerem, moment zaf
wektora —a, jest prostopadly do plaszczyzny w
pary i réwny polu réwnolegle oku zbudowa- S a

nego na wektorach wehodzgeych w sklad pary.

A wiea: moment pary wektoréw jest réwny polu réwnolegloboku
zbudowanego na wektorach pary i jest prosiopadly do plaszezyzny pary.

Jezeli wektory pary lezg na tej samej prostej, to oczywidcie
moment jest zerem.
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Jesli h oznacza odleglodé wektordéw @ i —a za$ M moment pary, to
(1) | | Mi=]al-h.

Do danego wektora M mozna zawsze znalezé pare o momencie
réwnym M. Wystarczy na plaszczyznie prostopadlej do M obraé
dowolny réwnoleglobok o polu réwnym |M|. Przeciwlegle hoki, od-
powiednio skierowane, utworzy szukang par¢ wektoréw. Oczywidcie,
zadanie to mozemy rozwigza¢ na nieskoriczenie wiele sposobdéw.

Dwie pary o réwnych momentach tworzg uklady réwnowazne.
Jezeli wiec pare wektoréw dowolnie przesuniemy lub skrecimy
w plaszezyZnie pary, to otrzymamy pare ré6wnowazng.

§ 16. Redukeja ukladu wektoréw. Niech dany bedzie
uklad S zlozony z wektoréw a,, d,, ..., @n. Zajmiemy si¢ wyzna-
czeniem najprostszego ukladu réwnowaznego ukladowi 8.

Obierzmy dowolny punkt 0. Oznaczmy przez & sume ukladu §,
przez M moment ogélny wizgledem 0. Weimy pod uwage uklad R
zlozony z pary (@,—@) o momencie réwnym M i z wektora § o po-
czgtku 0. Uklady R i § s3 oczywidcie r6wnowazne, bo majg sumy
réwne 3 i momenty wzgledem O réwne M,

A wige: kaidy uklad wektordw réwnowainy jest ukladowi zloZo-
nemu ze sumy o poczaiku w dowolnym punkeie O i pary o momencie
réwnym momentowi ukladu wzgledem O.

Jest to t. zw. twierdzenie o redukcji. Punkt O nazywamy
grodkiem redukeji.

Pare (@,—&) mozemy tak dobraé, by punkt O byl poczatkiem wek-
tora —i. Zastapmy wektory 3 i —@ ich sumg b o poczatku O (rys. 1).
Uklad zlozony z wektoréw a@ib jest oczywidcie rownowazny ukladowi 8.

Zatem: kaidy uklad wektoréw réwnowazny jest uktadowi dwu wek-
toréw, z ktorych jeden ma poczatek w punkcie dowolnie obranym.

Wazelki uklad wektoréw jest wiec réwnowainy pewnemu
ukladowi zlozonemu z wektora
i pary, lub z dwéch wektorow.
Zajmiemy si¢ teraz wyzna-
0% h czeniemm warunkéw, przy kto-
/ ; rych dany uklad jest rowno-
wazny jednemu tylko wekto-
rowi lub jednej parze.

Rozpatrzmy kolejno przypadki, w ktérych parametr ukladu
jest rozny od zera i réwny zeru.
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19 Parametr rézny od zera. Uklad zlozony z jednego
wektora lub jednej pary jest ukladem plaskim, ma zatem pararetr
K =10. Jezeli wigc parametr ukladu § jest rézny od zera, to ukiad §
nie moze byé réwnowazny jednemu wektorowi ani parze wektoréw,
poniewaz uklady rownowazne majg roOwne parametry.

Zalozmy teraz, ze ukiad § o parametrze K & 0 réwnowaziny
jest ukladowi R zlozonemu z dwu wektoréw @ i b. Parametr ukladu R
jest zatem takie réiny od zera. Wynika stad, ze wektory @ i & nie
moga lezeé¢ w jednej plaszezyZnie, sg wiec skosne (p. § 13, str. 211 22).

Zatem: jeieli parametr ukladu jest roiny od zera, to uklad jest
rownowainy uktadowi dwu wektorow skosnych,

20 Parametr rowny zeru, suma roina od zera. Przy-
pusémy, ze parametr K ukladu S jest zerem, za$ suma 0. Obierzmy
dowolny punkt O i oznaczmy przez M moment ukladu S wzgledem O.
Poniewaz K=M3-=0, wiegc M | 5. PrzeprowadZmy przez O plasz-
czyzne Il prostopadly do M (str. 24, rys. 2). Na IT mozemy obraé
wektor 7 réwny wektorowi §, tak, by Momo7=M. Odlegiodé h
wektora 7 od O dostaniemy z réwnodci |M|=hF. Latwo zauwazyé,
ze uklad § réownowazny jest wektorowi 7.

A wiec: jezeli parametr ukladu jest rowny zeru, za$ suma réina
od zera, to uklad rownowainy jest jednemu wektorow:.

Wektor 7, ktoremu rownowazny jest caly uklad 8, nazywa sie
wektorem wypadkowym lub krétko wypadkowq ukladu 8.

Nie nalezy miesza¢ sumy z wypadkows. Suma ma tylko okre-
§lony dlugosé, kierunek i zwrot; wypadkowa ma ponadto okredlone
polozenie, t.j. prostg, na ktérej lezy.

3° Parametr i suma réwne zeru. Zalézmy wreszcie, 7e
zaréowno parametr jak suma ukladu sg réwne zern. Na mocey twierdze-
nia ¢ redukeji wynika stad, ze uklad jest réwnowainy parze wekto-
row. Poniewa? suma jest zerem, wige moment ogélny M jest staly.

Jezeli M == 0, wowezas para wektoréw jest najprostszym ukla-
dem réwnowaznym danemu. Jezeli zas M=0, to poniewaz z zalo-
Zenia suma réowna sie zeru, wige uklad jest. réwnowazny zeru, czyli
wektorowi zerowemnu.

A wiee: uklad o parametrze i swmic rownyeh zeru jest réwno-
wainy parze wektoréw lub wektorowi zerowemu, zaleinie od tego czy mo-
ment ogdlny jest réiny od zera czy rowny zer.
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Powy#sze wyniki zebrane sg w nastepujgcej tabelce:

Parametr| Suma | Moment | Najprostszy uklad réwnowazny

wektor i para lub
E+0 * - dwa wektory skofne
FEL — wektor wypadkowy
K=0 F=0 M0 para wektoréw

I
<
=Y
i
[n)

wektor zerowy

Wynikajag z nich latwo twierdzenia nastepujgee:
1. Jezeli moment ukiadu jest zerem wegiedem pewnego punktu O,
to uklad ma wypadkowq o poczgtku w O.

12}

2. Uktad érodkowy ma wypadkows zaczepiong w $rodiu.

Twierdzenia te wynikajg z twierdzenis o redukejl (str. 24), je-
zel za frodek redukeji wzigé punkt O (wzgl. drodek ukiadu).

3. Uklad plaski ma wypadkowq albo jest réwnowainy parze.
4. Uklad rownolegly ma wypadkowq albo jest réwnowainy parze,

Ly

Twierdzenia 3 i 4 otrzymujemy od razu z tabelki, gdyz w obu
przypadkach parametr K jest zerem.

& 17. 0§ Srodkowa. Skretnik. Niech dany bedzie uklad §
o sumie réznej od zera. Wyznaczmy miejsce geometryczne punktow,
wzgledem ktérych moment ogdlny jest réwnolegly do & (lub =0).

Obierzmy w tym celu dowolny punkt O. Niechaj Mo=04
bedzie momentem ogélnym ukladu wzgledem punktu O, zas OB
rzutem Mo na &

Wyznaczmy teraz punkt 0’, wzgledem ktérego moment sumy 3
o poczgtku w O, réwna sie AB. Punkt taki znajdziemy w odle-
gloéci d od O na prestej prostopadlej w punkcie O do AB i 3,
gdzie d spelnia warunek:

d-|5|=|4B,;.
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Mamy zatem Momgy3==A4B eczyli
ix 0'0 = AB,
wiee na mocy (I), str. 19
My =3x0'0+ My,

sxgd

My=AB+4+0A=0B.
A wige Mo jest réwnolegly do 3 (lub =0, gdy o i 3).
Przeprowadzmy przez O’ prosts ! réwnolegly do sumy 3. Dla do-

wolnego punktu 0" prostej I zachodzi zwigzek 3/0°0”, wige #x 0’0" =0,
skad My = Mo (p. str. 20, wniosek 3).

A wiec: moment ogdlny wzgledem dowolnego punktu prostej
jest réwnolegly do 3 (lub =0).

Punkty poza prosta ! nie posiadajs powyiszej wlasnodei. Jezeli
bowiem dla jakiegod§ punktu O, moment M, jest réwnolegly do &
lub réwny zern, to na mocy twierdzenia 5, str. 20, mamy
Rzut; Mo, = Rzut; Mo. Zatem Mo = Mo, Wynika stad na mocy
wiec na prostej l.

Udowodnilismy zatem, ze szukanym miejscem geometrycznym
jest prosta rownolegla do 8. Prostg te nazywamy osiq drodkowq ukladu.

Os drodkowa ukiadu jest to wiec prosta o tej wlasnodci, ze
moment ogdélny wzgledem dowolnego jej punktu jest réwnolegly do
sumy lub réwny zeru.

A wige: uklad, ktorego suma jest réina od zera, posiada jedngq
(t tylko jednq) o0é $rodkowaq.

Uklad zlozony z wektora i pary o momencie réwnoleglym do
wektora nazywamy skretnikiem.

W szezeg6lnodcei skretnikiem nazywamy jeden wektor lub pare.

Obierajac punkt na osi érodkowej, widzimy, Ze na mocy tw.
o redukeji, str. 24, uklad redukuje si¢ do skretnika. Jesli suma
ukiadu jest zerem, to uklad redukuje sie do pary wektoréw, a wigc
réwniez do skretnika.

Zatem: wszelki uklad jest réwnowainy pewnemu skretnikows.
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§ 18. Srodek wektoréw réwnoleglych. Niech dany bedzie
uklad wektorow rdwnoleglyeh (@,, @,, ..., 4,) 0 sumiz réznej od zera.
Oznaczmy przez @ wektor o dlugosei 1, rownolegly do wektoréw
ukladu. Wektory a,,a,, ..., %, mozemy przedstawi¢ w postaci

Eil::(llﬂ}’ {—iaza’zw, se g ii,,:::a,,’w

gdzie liczby a,, a,, ..., a, 83 co do wartosei bezwzglednej rowne dlugo-
waz 330, wiec @+ agt...~+an t 0.

Obierzmy dowolny punkt O’ i oznaczmy
L 7 przez 7y, oy ..., Fn wektory 0°4A,,0'A,, ..., O'An,

\{4 4, gdzie Ay 4s,.., A, 83 poczatkami wektoréw
p"'::.’f'ﬁ// @iy G2y ...y Gn. A Wiec
,.;{\0/’5, Mo=a, WX T+ %X Fy+ oo + n @ X Fn
A czyli
(1) Mo =wx Ya;#.
Obierzmy punkt O tak, by
2 ¥y—00 = - ! .
(2) F=0'0 Sa,

Na moey wzoru (I), str. 19, jest

(3 Moo= 5)(6?)74,—]”0'.
Poniewaz
X 00 = (Xa; W)X (—F) = — BXFYay

wiee wedlug (2) jest 3x00' = —wx Ya; 7. Stad na mocy (1) i (3)
wynika, ze Mo=0.
Zatem wypadkowa ukladu przechodzi przez O (str.26, tw.1).
Zauwazmy, ze wedle (2) polozenie punktu O nie zalezy od kie-
runku i wektoréw a@;. Jezeli wiec skrecimy wektory @; okolo ich punk-
tow zaczepienia, to wypadkows znowu przejdzie przez O.

Punkt O nazywa sie $rodkiem ukladu wekioréw @, @, ..., dn.

Jezeli wspélrzedne poczatkéw A, oznaczymy przez &, y, 2,
wspoltrzedne zad Srodka przez xq, Yo, % t0 obierajac punkt 0’ w po-
vzgtku ukladu, otrzymamy na mocy (2)

Na. NVa Y Va.z
— F - i E B ]
(4) &, = : '

0= "N,y YT TN, Ty AT RS
<8 2, 2e
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& 19. Przeksztalcenia elementarne ukladu. Nastepujace
przeksztalcenia ukiadu wektoré6w nazywamy elementarnymi:

a) dodanie do ukladu (lub usuniecie z niego) dwoéch wektorow
lezgeyveh na jednej prostej, rownych co do dlugosel, lecz przeciwnie
skierowanych,

b} dodanie do ukladu (lub usunigcie z niego) kilku wektoréw
o wspdinym poczgtkn i o sumie réwnej zeru.

Przeksztalcenia elementarne nie zmieniaja oczywidcie sumy ani
momentu ukladu. Stosujac zatem do ukladu przeksztaleenia elemen-
tarne, otrzymamy zawsze uklady z nim réwnowazne. Przeksztatcenia
elementarne grajg wazng role w teorii ciada sztywnego.

Latwo wykazad, ze przy pomocy przeksztalcenn elementarnych
mozemy:

1) punkt zaczepienia wekiora przesunaé do dowolnie obranego
punkty na prostej, na ktérej wekior ledy,

2V kilka wektoréw o wspdinym poczqitku zasiqpié ich sumg
o tym samym poczqtky,

3) jeden wektor zasiqpié kilkoma wektorami o tym samym
poczatku co wektor dany i o sumie rownej weklorowi danemu.

Dowo6d: 1) Przypuséémy, ze wiréod wektoréw danego ukladu
wystepuje wektor @ o poczatku 4.

Obierzmy na prostej I, na ktérej @ lezy, dowolny punkt B. Do-
dajmy do ukladu dwa wektory @ i —a o poczatkn B. Wykona-
lismy wiee przeksztalcenie ele-

mentarne (2). Usanmy teraz a 3
z ukladu wektory: @ (o po- 3 i <S5 $
czgtku A) i —a. Bedazie pTT Ty 4 '_i 3
to przeksztalcenie elemen- 1. 9.

tarne (b). Operacje, jakie wy-
konaliémy na ukladzie, sprowadzaja sie do przesuniecia punktu za-
czepienia wektora @ z 4 do B (p. rys. 1).

2) Przypusémy, ze punkt 4 jest poczatkiem wektoréow
dy, i, ..., 8. Dodajmy do ukladu dwa wektory o poczatku A: wektor
§=a,+ ay+...+a, i wektor —3 (przeksztalcenie elementarne (a)).
Usunmy teraz wektory @, ...,&., —3 (przeksztalcenie elemen-
tarne (b)). Operacje, jakie wykonaliSmy, sprowadzajg sie do zasta-
pienia wektorow a, s, ..., %, ich suma 5 (p. rys. 2).

3) dowodzi si¢ podobnie.
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Udowodnimy teraz nastepujgce twierdzenia:

Twierdzenie 1. Wszelki uklad wekloréw moina sprowadzié
przy pomocy przeksztalcen elementarnych do ukladu z nim réwnowas-
nego, zlozomego z lrzech wektordw.

Dowo6d. Przypuiémy, ze mamy uklad wektoréw (ai, @, ..., a,)
zaczepionych odpowiednio w punktach 44, 4, ..., 4,,. Obierzemy trzy
dowolne punkty L, M, N nie lezgce na jednej prostej i takie, by
w plaszezyZnie przechodzacej przez L, M, N nie lezal zaden z punktéw
Ay Ay..., A,

Poniewaz proste A,L, A,M i A, N nie leza w jednej plaszczyznie,
wige wektor @, mozemy zastapié¢ trzema wektorami %,, %,, w; 0 po-
czgtku A,, lezacymi na prostych 4,L, A, M, A, N, przyczem oczywiscie
Gy =4, + %, + w, (rys. 1). Wektory %,, 9, @, mozemy przesunaé
wzdluz prostych, na ktérych lezg, odpowiednio do punktéw L, M, N.
W ten sposob zastapiliSmy wektor @, wektorami %, v,, w, zaczepio-
nymi w punktach L, M, N. Podobnie zastapimy kazdy z wekto-
row a@,...,a, trzema wektorami zaczepionymi w L, M, N.

Wektory o poczatku L zastapmy teraz ich sumg %, zaczepiong
rowniez w L. Podobnie wektory o poczatkach M i N zastapmy
sumami ¥ i @ zaczepionymi odpowiednio w M i N.

W ten sposéb przy pomocy przeksztalcern elementarnych
sprowadziliSmy dany uklad do ukladu zlozonego z trzech wektoréw,
c. b. d. o.

h N
-
=i
\
Lo
=

p. — /
,’/ﬂ\“’ 0.5 L_f N F M
L a7 \ LM e A

A N ) ~ v !]{‘\ ! . ! /,’ -
ViR N N
4 7 \,/ \\\ b v

A ‘ \\L/

1. 2, 3.

Twierdzenie 2. Uklad rownowainy zeru moina przy pomocy
przeksztatcei elementarnych sprowadzi¢ do wektora zerowego.

Dowdd. Zalézimy, ze uklad (@, @,...,a,) jest réwnowainy
zeru. Na mocy tw. 1 mozemy go zastgpi¢ przy pomocy przeksztal-
cen elementarnych ukladem zlozonym z trzech wektoréw %, ¥, w,
zaczepionych odpowiednio w punktach L, M, N. Uklad (%, 7, )
jest rOwnowazny zeru, bo jest rownowazny ukladowi danemu (prze-
ksztalcenia elementarne nie zmieniajag bowiem sumy ani momentu).



[§19) II. Uklady wektoréw. 31

Na mocy twierdzenia ze str. 23, wektory %, 7, @ sg albo rowno-
legle albo ich przedluzenia przecinajg si¢ w jednym punkecie O (str. 30,
rys. 2). W drugim przypadku mozemy punkty zaczepienia wekto-
réw %, ¥, w przeniesé do O, a nastepnie wektory te usungé, gdyz
suma ich jest zerem.

Zal6zmy wige, ze wektory %, v, w sg réwnolegle (str. 30, rys. 3).
Gdyby #+v=0, byloby oczywiécie w=0. Uklad sprowadzalby si¢
zatem do pary %, 7. Poniewaz moment jest zerem, wiec wektory # i v
lezalyby na tej samej prostej; poniewaz nadto #4-v=0, wigc mogli-
bydmy wektory % i ¥ usunaé. Niech wigc #+v30. Dodajmy dwa
wektory 7 i —7 lezgce na prostej LM i zaczepione odpowiednio
wLiM. Wektory % i # o poczagtku L mozemy zastapié ich sumg %’
zaczepiong réwniez w L. Podobnie wektory » i —7 mozemy za-
stapié ich suma ¥’ zaczepiong w M. Wektory %’ i #' nie 83 réwno-
legle, zatem wektory %’,%’, @ mozemy jak poprzednio usungé. A wige
uklad réwnowainy zeru sprowadzili§my przy pomocy przeksztal-
cefi elementarnych do wektora zerowego, ¢. b. d o.

Twierdzenie 3. Jeseli dwa uklady wektorow sq réwnowaéne,
to przy pomocy przeksztalcen elementarnych moina jeden uklad prze-
prowadzié w drugi.

Dowéd. Zat6zmy, ze uklad wektoréw (G, a,,...,a,) zaczepio-
nych w punktach 44, 4,,...,4, jest réwnowazny ukladowi wekto-
réw (b, bs, ..., b,) zaczepionych w punktach B, By, ..., B,.

Dodajmy do pierwszego ukladu wektory b,,—b, o poczgtku B,,
wektory by, —b, 0 poczatku B, itd Poniewaz wektory &, @, ..., Gn,
~by, —by, ... ,—b, tworzg uklad réwnowazny zeru, wiec na mocy
tw. 2 mozemy uklad ten przy pomocy przeksztalcern elementarnych
usunaé, t. j. zastapi¢ wektorem zerowym. Po usunieciu zostanie
uklad (b, by, ..., b,).




ROZDZIAL 11

KINEMATYKA PUNKTU

I. Ruch wzgledem ukladu odniesienia

§ 1. Czas. W kinematyce oprdécz poje¢ znanych z geometrii
wystepuje pojecie czasu. W rozwazaniach kinematyki teoretycznej
wystarczy przyjac, ze kazdej chwili przypisana jest pewna liczba ¢,
przyczem chwili wezeéniejszej przypisana jest mniejsza liczba niz
poOZuiejszej; ponadto przy tym przyporzgdkowaniu kazdej liczbie ¢
odpowiada¢ ma, na odwrét, pewna chwila: liczbie wigkszej chwila
péZniejsza.

Dia kinematyki teoretycznej jest zupelnie obojetne, w jaki spo-
s6b powyzsze przyporzgdkowanie zostale okreslone. W zagadnie-
niach konkretnych postepujemy w sposéb nastepujgcy. Obieramy
dowolng jednostke czasu, np. sekunde, i dowolng chwile, ktérg nazy-
wamy chwilg poczgtkowq. Chwili poczatkowej przypisujemy liczbe 0.
Kazdej innej chwili przyporzadkowujemy liczbe ¢, ktérej bezwzgledna
wartodé¢ réwna si¢ liczbie sekund, jakie uplynely miedzy chwilg po-
czgtkowy a dang; liczba ¢ jest dodatnig dla chwil p6zniejszych od
poczgtkowej, ujemng za§ dla chwil wezesniejszych.

% 2. Uklad odniesienia. W kinematyce przyjmujemy, Ze
dany jest pewien uklad wspolrzednych zwany wkladem odniesienia.

Cialo porusza si¢ wzgledem ukladu odniesienia, jezeli zmie-
niajy sie wspélrzedne punktéow ciala. Zadaniem kinematyki jest opis
ruchu ciala wzgledem ukladu odniesienia, polegajacy na podaniu
wspéhrzednych punktéw tego ciala dla kazdej chwili czasu.

Dla kinematyki jest rzeczg obojetng, jak zostat obrany uklad
odniesienia. W zagadnieniach konkretnych obieramy uklad odnie-
sienia zwigzany z pewnymi cialami jak np. z ziemig, slonicem, gwiaz-
dami statymi i t. p.
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Ruch ciala zalezy od ukladu odniesienia. Wzgledem jednego
ukladu odniesienia cialo moze by¢ w spoczynku, wzgledem innego
za§ w ruchu. Podrézny siedzagcy w wagonie kolejowym jest wzgle-
dem wagonu (tj. ukladu odniesienia zwigzanego z wagonem) w spo-
czynku, a wzgledem ziemi jest w ruchu.

Wylania si¢ pytanie czy w zadaniach konkretnych nie mozna
badaé ruchu ciala niezaleznie od innych ciat. Ruch taki bylby t. zw.
ruchem bezwzglednym (absolutnym). Okazuje sie jednak (z uwagi
na to, ze punkty przestrzeni sg nierozrdznialne), ze przy pomeocy po-
miaréw odleglosei i twierdzen geometrycznych niepodobna stwierdzié
w zaden sposéb, czy cialo badane w dwu chwilach zmienilo swoje
polozenie czy nie. Pojecie ruchu absolutnego jest wiee bezuzyteczne,
Musimy si¢ zatem ograniczyé do badania ruchu wzglednego, t. j. ru-
chu ciala wzgledem innych cial.

% 8. Ruch punktu. Zajmiemy si¢ na poczatku ruchem je-
dnego punktu. Opis ruchu ciala sprowadza si¢- bowiem do opisu
ruchu jego punktéw. Nadto w wielu przypadkach opis ruchu ciala
sprowadza si¢ praktycznie do podania ruchu jednego jego punktu,
np. gdy wymiary ciala s3 drobne w stosunku do przebywanej drogi
(ruch ziemi wkolo stonca, ruch kuli karabinowej) lub jezeli ruch
jednego punktu wyznacza ruch calego ciata (np. ruch wagonu).

Oznaczmy wspoélrzedne poruszajacego si¢ punktu M wzgledem
pewnego ukladu odniesienia przez z, y, 2. Wspélrzedne x, y, z zalezg
od czasu, 8g wiec funkcjami zmiennej ¢:

z=f(t), y=o(t), z=p(t).

Funkcje te daja nam opis ruchu punktu M wzgledem przy-
jetego ukladu odniesienia. Znajac je, mozemy podaé wspélrzedne
z, Yy, z punktu M w kazdej chwili ¢.

O funkcjach f, ¢ i ¢ zakladamy, ze sg ciagle wraz z pierwsza
i drugg pochodng w pewnym przedziale <{t,, t,>, w ktérym ruch badamy.

Ruch punktu mozna okresli¢é przy pomocy jednej funkeji wek-
torowej. Polézmy 7= OM (O poczatek ukladu). Zatem

7= F(t).
Powyzsza funkcja wektorowa opisuje ruch w zupelmosei, po-
dajac dla kazdej chwili czasu wektor 7, a wiec poloZenie punktu M.

Zauwazimy, ze funkcje f, ¢ i v podaja skladowe wektora 7.
S. Banach. Mechanika. 3
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Linie, jaka zakredla punkt podezas ruchu nazywamy torem lub
trajektoriq.

Przypusémy, ze torem punktu jest luk L. Nadajmy lukowi
temu pewien zwrot i obierzmy na nim dowolny punkt O, ktéry
nazwiemy poczatkiem (rys. 1). Polozenie punktu M na luku L bedzie
wyznaczone przez podanie liczby 8, ktérej bezwzgledna wartosé rowna
si¢ dlugodei tukn OM, przy czym liczba s jest dodatnia lub ujemna
zaleznie od tego, czy zwrot hiku OM jest zgoduny ze zwrotem obra-
nym na L czy nie. Liczbe s nazywamy wspdlrzedng tukowq punktu M

na tuku L.
Ruch punktu M pe luku L bedzie wyznaczony réwniez funkejg

s =f (t)y
podajaca w kazdej chwili ¢t wspélrzedna lnkowsg ¢ punktu M.

-1
u s s-1)
$

]

]
‘ 0 to t' t'
1, 2. 3.

§s

A mhh O
[}
i
]
t
1
'
1

1
\v:
1

§ 4. Wykres ruchu. Niechaj ruch punktu po krzywej L
okreslony bedzie funkejg s=j(t). Obierzmy dwie osie prostopadle sit.

Wykres funkeji s=f(t) nazy wamy wykresem lub diagramem ruchu
(rys. 2).

Na rys. 3 mamy wykres ruchu dwdeh pociggdéw, z ktérych jeden
biegnie od stacji A do stacji D (przez stacje B, (), drugi zas od
stacji D do A. Z wykresu odezytujemy np., ze w chwili 0 pocigg
wyjechal ze stacji 4 i przybyl do B w chwili {,. Stacj¢ B opuscil
w chwili ¢, i t. d. Wsp6lrzedne (¢',8’) punktu przeci¢cia obu wykresow
przedstawiajg chwile i miejsce spotkania obu pociaggéw.

§ 5. Predkosé. Zalézmy, ze punkt poruszajacy sie po krzywej L
znajdowal si¢ w chwili # w punkcie 4, a w chwili {44t w punkcie B,

Wektor AB nazywamy preesunigciem poruszajacego sie punktu
w czasie At. Iloraz

(1) AB/At=AC



(5§51 I. Ruch wzgledem ukladu odniesienia. 35

przedstawia przesuniecie przypadajace na jednostke czasu. Iloraz
powyzszy nazywamy takie wekiorem predkosci $redmiej lub krétko

predkosciq sredniq w czasie 4t. 7
Zalézmy, ze istnieje granica ilo- 7 - L
razu (1) gdy przyrost czasu At dazy do 0. P
Oznaczmy te granice przez v. Zatem 21 ¥
fxo
_ AB !
@) PR g X

Wektor ¥ nazywamy wektorem predkosci lub krétko predkoscia
w chwili .

Jezeli At— 0, sieczna AB dazy do stycznej. A wiec: wektor
predkosci jest styceny do toru.

Niechaj ruch okreslony bedzie funkejami z=7(t), y= g (t), 2= (2).
Oznaczmy wspéirzedne punktu A przez @,y,2, a punktu B przez
x4z, y+4y, z+42. Wektor AB ma zatem rzuty Az, dy,dz. Rzu-

- AB L Az Ay &
tami ilorazu v beda wiee ilorazy. W &
Wynika stad, ze rzuty predkodei ©¥ wyrazaja sie wzorami:
Az dav d . de
ne=lmZ=F=f) 0=g=90), e=F=v0

W mechanice pochodng wzgledem czasu przyjete jest oznaczaéd
kropka u gory. Zatem

(II) V= fé, 'vy = y.’ Vy== Z..

A wige: rzuty wektora predkoéei na osie ukladu réwnajq si¢ po-
chodnym (wzglegdem czasu) wepdlrzednych poruszajqcego sie punkiu.

Niech teraz ruch okreslony bedzie funkcjg wektorowg 7=F(t).
Przyjmujagc AB=4%, otrzymamy

5 tim AP 707
a0 41 a0 di t
A wiee
(I11) T=F
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Predkos¢ jako pochodna drogi. Niech wreszeie ruch
punktu po torze L okresflony bedzie funkcjg s=f(t), gdzie s oznacza
wspo6irzedng lukows. Poniewaz predkosé jest styezna do torm, wige
dla wyznaczenia predkosci w punkcie A wystarczy podaé wielkosé
i zwrot predkosci. Z okreslenia predkoéci wynika, ze

.. |4AB| ..
= | = s ‘ 3¢
gdzie |4s; oznacza dlugosé luku AB. Poniewaz hm ‘:1, wiee
4550 | A8|l
~ v A8 |ds|
lv}_—gg(l)illt — ldt —'!8|'

Wykred§lmy w punkcie A styczng i nadajmy jej zwrot zgodny
ze zwrotem obranym na krzywej L. Jezeli §>0, wowczas dla ma-
tych 4t>0 jest 4s>0; zatem punkt porusza si¢ po torze w kierunku
dodatnim, wiec ¥ ma zwrot zgodny ze zwrotem stycznej. Podobnie,
jezeli §<0, to ¥ ma zwrot przeciwny do zwrotu stycznej. Jezeli
wiee przez v oznaczymy wspolrzedng wektora predkosci wzgledem
stycznej, ktérej nadaliSmy zwrot zgodny ze zwrotem toru, to

ds .
(IV) V=g =4

§ 6. PrzySpieszenie. Zaléimy, ze w chwili ¢ punkt byl w 4
i miatl predko$é ¥, za§ w chwili ¢+ 4t byl w B i mial predkosé v'.
Poléimy 47=7% —7.

Granice hmé-v =7p nazywamy wekto-
aeo 4t

rem przy$pieszenia lub krotko przyépie-
szentem w chwili t.

Niech ruch okreflony bedzie funkcjami

dv,
o=f(t), y=o(t), z=9(t). Mamy p,=lim —-.
4t>0

Poniewaz o,=f'(t) i vi=f(t+4t), wiec
Ao, =v, —ve=f(t+4) —f'(t). Zatem px-—hmf (t-+40)—F11) =f"(t);

At-50 at
podobnie p,=¢"(t) i p.=v¢"(t).
do ity dt
drr ar’ de
(I) Px=7, Py=1, pP.=2.

Pochodne oznaczamy przez x,¥,z. Stad:
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Zatem: rzuty przyipieszenia na osie ukladu réwnajq si¢ drugim
pochodnym wspdlrz¢dnych poruszajqeego si¢ punktu.
Jezeli ruch okreslony jest funkcja wektorows
F=F(t),
to — jak wynika z definicji drugiej pochodnej — mamy:

_ dv d¥ -

Przyklad 1. Punkt porusza si¢ w plaszezyinie w ten sposéb,
ze jego wspoélrzedne w chwili ¢ wyrazaja si¢ wzorami:
(1) r=a cos ki, y=>bsinkt (a>0,b>0,k>0).
Wyznaczyé predkodé i przysdpieszenie, oraz tor.
Mamy tutaj

% = — ak sin ki, y=bk cos ki,
&= — ak?® cos kt, Y = — bk? sin ki,

a wigc wartodé bezwzgledna predkoéei bedzie |5j=k Va2sin?ki+-bcos®kt,
zad warto§é bezwzgledna przysépieszenia lﬁ]zk’l’ a®cos?kt-}-bisindki.

Aby otrzymaé tor punktu, nalezy znaleZé zwigzek miedzy
wspéhrzednymi z,y, t. zn. wyrugowaé czas t. Dzielge réwnania (1) od-
powiednio przez a i b, podnoszac do kwadratu i dodajae, otrzymujemy

x?lat + y2 /b =1.

A wiec tor jest elipsa o osiach 2a,2b. Wektor predkosei jest
oczywidcie styczny do elipsy. Wspdéhrzedne wektora przyspieszenia
mozna, z uwagi na réwnania (1), napisa¢ w postaci:

G=—Wz, G=—Kky, skad |p=RIP+y, j/éi=ylo.

Wektor przy$pieszenia jest zatem proporcjonalny do odleglodei
od poczatku ukladu i zawsze skierowany ku poczatkowi ukladu.

Przyktad 2. Wyznaczyé predkosé, przys$pieszenie i tor punktu,
ktérego ruch okreslony jest réwnaniami

(2) ng-(l-}—cost), y—-:é1 sint, 2=a sin:—;— (a>0).
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Rézniczkujac, otrzymujemy

. a . . G . @ 4
x:-———-‘-z*SID.t, y:—écost’ 22’-15008';‘,
.. a . a . . a . t
x‘“‘—ECOSty y*—ésmt, zm——Ismé’
- . / .
skad !v|=g—l/1+ cos2—§ i _Ipi-——-g-l/ 1+-}sm’é—.

Aby wyznaezy¢ tor punktu, nalezy z réwnan (2) wyrugowaé
czas, co da nam dwa zwigzki miedzy x,y,z okreflajace krzyws prze-
strzenny, po ktorej sie punkt porusza. Rugowanie to w ogélnosei
przedstawia duze trudnosci rachunkowe, w tyin przykladzie jednak
latwo daje si¢ przeprowadzié. Podnoszae réownania (2) do kwadratu
i dodajae, otrzymujemy

B4y -2 =a?
Podobnie, z pierwszych dwu réwnan (2) wynika, ze
(v —a/2)2+y?={a/2).

Z réwnan otrzymanych widzimy, ze tor punktu jest krzywsa
przekroju kuli i walca kolowego.

Przyktad 3. Ruch jednostajny prostolinijny. Punkt
porusza sie¢ w ten sposdb, ze przydpieszenie jest stale zerem. Zakla-
damy wiec, ze p=0. Zatem

r= 0, y= 0, 2= 0.

Wynika stad po scalkowaniu, Ze
(3) Z=¢y, y=Cy, Z=0,
gdzie ¢y, ¢,, ¢; 0znaczaja pewne state. Catkujgc jeszeze raz, otrzymamy
(4) r=¢c,t+dy, y=_cyt+d,, 2=zl +ds.

Tutaj d,,d,, d; oznaczajg réwniez pewne stale. Kéwnania (4)
przedstawiaja parametrycznie réwnanie linii prostej. Z réownan (3)
wynika, ze wektor predkodci jest staly. Ruch wiec odbywa si¢ po
linii prostej z predkodcia stata. Ruch taki nazywainy ruchem jedno-
stajnym prostolinijnym.

Zauwazmy, Ze .alozenie p=0 réwnowazne jest z zalozeniem,
ze wektor predkodci jest staly. Mamy bowiem 7p=79. Jezeli wiec
?=const., to p=0 i na odwrét, jezeli p=0, to 7=0, zatem v=const.
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Hodograf. Niechaj punkt porusza si¢ po krzywej L (rys. 1).
Obierzmy dowolny punkt O. Dla kazdej chwili ¢ wykreflmy
z punktu O wektor predkosci, jaka punkt ruchomy ma w danej
chwili (rys.2). Konce tych predkosei utworzg krzywsg H zwang
hodografem.

Na hodografie oznaczyliSmy przez 4, B, ¢’ konce predkosci,
jakie punkt poruszajacy sie po krzywej L ma w 4, B, . Jeieh
wiee punkt porusza sie po torze L, to konieec edpowiedniej pred-
kosei porusza sie pc hodografie.

Oznaczmy przez ¢y predkosé punktu na hodegrafie w 4°. Z okres-

’ 4

lenia predkosei mamy Ty=lim = Lecz A'B =47, wige
At>0
Fu=lim oe
=110} ==,
a0 4t P

Zatem: przyépieszenie poruszajqcego sig¢ punktu rowna si¢ pred-
kosei odpowredniego punkiu ma hodografie.

Przyhklad 4, Jeieli punkt porusza sie po linii prostej, to kie-
runek predkosei jest staty. Zatem hodograf jest tez linig prosts.

Przyhlad 5, Zatézmy, ze punkt porusza si¢ po kole K z pred-
kodcig stala co do wartodei bezwzglednej (rys. 3).

Hodograf bedzie kolem (rys. 4). Punkt po hodografie bedzie po-
ruszal si¢ rowniez z predkoscig stalg co do wartodei bezwzglednej.

Poniewaz predkodé punktu Aj, na hodografie jest styczna do
hodografu, zatem jest prostopadia do #,. Wynika stad, ze przyspie-
szenie punktu poruszajgcege sie po kole K jest skierowane ku srod-
kowi kola i jest stale co do wartosci bezwzgledne;j.
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§ 7. Rozklad przyspieszenia na styczne I normalne.

Ruch po torze plaskim. Niech ruch punktu 4 po torze L
okreflony bedzie funkeja s=f(t), gdzie s oznacza wspolirzedns lukows.
Wykreslmy w punkcie 4 styczng ¢ i normalng n. Nadajmy stycznej
zwrot zgodny ze zwrotem krzywej L, zad
normalnej zwrot ku srodkowi krzywizny.

Rzut przysdpieszenia p na styczng na-
zywamy przysépieszeniem stycznym p,. Rzut
przyspieszenia na normalng nazywamy
przyépieszeniem normalnym p,. Jest oczy-
widcie
(D) p="F+b,

Majac wi¢e dane przyspieszenie styczne i normalne, mozemy .
wyznaczyé przyspieszenie p. Przyépieszenie styczne bedzie okreslone
przez podanie wspdéirzednej p, wzgledem stycznej. Podobnie, wspél-
rzedna p, wzgledem normalnej okresla przyépieszenie normalne.

Oznaczmy przez da kat ostry zawarty miedzy stycznymi
w punkecie A o wspéirzednej lukowej s w bliskim od A punkcie B
o wspollrzednej lukowej s+ 4s. Zalézmy, ze 43>0. Mamy woéwczas

. de 1
im —— = —
as0 48 o’
gdzie ¢ oznacza promien krzywizny. Jak wicmy, p= lim%; zatem
M0
i Rzut, 4%
P, _A:~>m0 a

gdzie Rzut, 4% oznacza wspélrzedny 4% wzgledem stycznej t. Lecz
Rzut,4v=Rzut,(7+45)—Rzut,d. A wiec Rzut,dv=(v+4v)cos da—.
Stad

) i | — —_
(1) p,=lim (v+dv) cos da—v =vlim—(—,9§-4-ci—-——1—+lim£'-’-cosda.
At-30 At At0 At a0 4t
Lecz
. cosda—1 cosda—1 Aa As
2 R i Lo o8
@) in 7 M —— 47 It

Ze znanej reguly na cbliczamie symboléw nieoznaczonych

otrzymujemy
. eosda— ) —_— . —8i
hm 9__8__2___1. - hrn E?E:‘_a.__l. — hm Sm:‘_:‘_ = ().
A0 da da—>0 da A0
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cosda—1 1

Zatem na mocy (2) B_r:lo A= O-Ev =0, skad na mocy (1):
p,=dv/dt=3,
Przejdimy teraz do obliczenia p,. Mamy
— lim Rzut. 4%
P yiso 4t
Lecz Rzut, 4% = Rzut,(?+47)— Rzut, = (v+4v)sinda, Wiee
Pn =}§?0('v+dv)§i%—:—‘£. Poniewaz 53%37.53%3-%- ‘3;: -—2-4:,

wiec
pn = 02/9_

Zatem przyspieszenia: styczne p, i normalne p, wyrazajg sie
wzorami

(I1) p,=dv/dt==3, p, =%/,

gdzie ¢ jest promieniem Kkrzywizny.

Poniewaz przy$pieszenie styczne jest prostopadle do przyépie-
szenia normalnego, wiec

(I1T) pl=p2+pl.

Ze wzoru (1) wynika, ze p, = 0. Zatem przyspieszenie normaine
ma zawsze zwrot ku srodkowi krzywizny.

Zauwazmy, Ze przyS§pieszenie styczne zalezy tylko od zmiany
wartosci bezwzglednej predkosci, a nie zalezy od zmiany jej kie-
runku. Przyépieszenie styczne jest wtedy i tylko wtedy stale zerem,
gdy v = const.

Przyspieszenie normalne zalezy od promienia krzywizny o,
zatem od zmiany kierunku predkosci. Przyspieszenie normalne jest
stale zerem, jezeli stale v==0 lub 1/o=0. W pierwszym przypadku
punkt jest w spoczynku, w drugim ruch odbywa si¢ po linii prostej.

Przyklad. Punkt porusza sie po kole o promieniun r 2z predkoseig ¥
staly co do wartosci hezwzglednej. Zatem na mocy (I)

plz_—_dv/dt_—:(), pnzv*/r:const

A wiec przyspieszenie jest wowezas stale skierowane ku srodkowi i stale
co do wartosci bezwzglednej (por. str. 39, przykiad 3).
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Ruch po torze przestrzennym. Niech punkt porusza sie
po torze przestrzennym L. Oznaczmy przez 7 predkosé punktu w 4,
przez 7-+A47% predkosé jego w B.

PrzeprowadZmy przez styezng w punkeie A plaszezyzne [T
rownolegla do stycznej w punkecie B. Na tej plaszczyZnie leza wek-
tory © i v4+49 wykredlone z punktu 4. Zatem w plaszczyznie [7 lezy
wektor 4v/dt. Gdy punkt B dazy do punktu A, plaszezyzna I7
zmierza do t. zw. plaszezyzny $cidle stycznej w punkeie 4. Wynika

o

stad, ze przyépieszenie p= lim—ﬂ- lezy w plaszezyznie Scisle stycznej.
A0

A wiec: wektor przydpieszenia leiy w plaszezyénie écisle styceney.

Na plaszezyZnie Scidle styeznej lezy styezna. Prostg prosto-
padls do styczuej i lezgcag w plaszezyznie Scisle stycznej nazywamy
normalng gléwnqg. Na normalnej glownej lezy srodek krzywizny.
Twerzge rzuty przyspieszenia na styezng i normalng, ofrzymamy
analogicznie do wzeru (Ij, otrzymanego przy ruchu plaskim:

D= Pt Py

Nadajae stycznej zwrot zgodny ze zwrotem krzywej, za$ nor-
malnej zwrot ku drodkowi krzywizny, otrzymamy postepujge jak
poprzednio

p,=devjdl =35 i p,="1Ye,

gdzie ¢ oznacza promien krzywizny.
Wzory powyizsze =3 identyezne ze wzorami (I1) w przypadku
toru plaskiego.

Przykhlad 1. Ruch jednostajny. Niech punkt 4 porusza si¢
po krzywej L, na ktérej obrany jest zwrot i poczatek 0. Zalozmy
se predkosé punktu 4 jest stala co do wielkosdi (t. j. co do war-
tofci bezwzglednej). Ruch taki nazywamy ruchem jednostajnym
po krzywej L.

Zakladamy tedy, ze v=45=const. Calkujge, otrzymamy
(3) 8 = vl + 8.

Podstawiajae t==0, dostajemy s==5,. A wigc stala s, oznacza
wspolrzedng lukowg punktu 4 w chwili t=0.
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Ruch jednostajny jest okredlony funkejg pierwszego stopnia
wzgledem ¢. Na odwrot, dowoelna funkeja pierwszego stopnia s—=af + b
okreéla ruch jednostajny z predkoscig v=&=a. Ponadto s,=b.

Na mocey (3) mamy

B oo o= § = p ==p?
p,=0v=8=0, p, = v¥e.

Poniewaz przyspieszenie styezne jest zerem, wiec przyspieszenie
ma stale kierunek ku srodkowi krzywizny. Wielkod¢ przysdpieszenia
wynosi p,. Zatem przydpieszenie jest co do wielkodei odwrotnie
proporcjonailne do promienia krzywizny ¢ (czyli wprost proporecjo-
nalne do krzywizny K=1/p).

Jezeli w gzezegblnosei punkt porusza si¢ ruchem jednostajuym
po kole o promienin v, wowezas ¢=7r, a wigc

p, = v,
Zutem: jeieli punkl porusza si¢ po kole ruchem jednostajnym,
to przyspieszenie jest stale co do wielkosci i skierowane ku $rodkowt kola.

Przyklad 2. Ruch jednostajnie przyS$pieszony. Punkt
poruszajgey si¢ po krzywej L ma state przyspieszenie styczne. Ruch
taki nazywimy ruchem jednostajnie przyspieszonym po krzywej L.

Zekladajace, zZe p,=p-=const, dostajemy 8§=p=p, Wwiec

(4 § == == pt+-¢y, 8= L pt:+ct+c,.

Ruch jedunostajnie przyspieszony jest okreslony funkeja s=7f(t)
drugiego stopnia wzgledem ¢ Na odwrdt, dowolna funkeja drugiego
stopnia s=al®4-bi-+c¢ okredla ruch jednostajnie przys$pieszonyv. Mamy
bowiem, rézniczkujge:

p&‘: ’ el ‘){l. == conﬁt.

Przyjmijmy, ze w ruchu jednostajnie przyspieszonym okreslo-
nym funkejg (4) punkt w ehwili =0 mial predkosé v=v, i wspol-
rzedng lukowy s=s,.

Kladge t=0, otrzymujemy z (4) v,=¢;,, $;=¢c,. Wstawiajae
w réwnania (4), otrzymamy

v=pt+ vy, 8=} pt® + vt -+ 8.
W szczegdlnosei, jezeli vo=0 i £,=0, dostaniemy

v=pt 1 == § ptt.
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Przyklad 3. Ruch po cykloidzie. Niech kolo o pro-
mieniu r toezy si¢ po prostej. Zbadaé ruch dowolnego punktu
na obwodzie kola.

Zalézmy, ze dany punkt P obwodu kola jest poczgtkowo
punktem stycznosci kola i prostej. Obierzmy ten punkt za poczatek
ukladu, zas prosta za of x-6w. Jezeli kolo obréci sie o kgt ¢, punkt

' zajmie nowe polozenie P'(z,y).
@’@ m Aby wyrazi¢ wspélrzedne x,y

S jako funkcje kgta ¢, zauwasz-

¥ my, ze nowe polozenie punktu
mozemy otrzymaé,najpierw obracajgc kolo dokola srodka o kat ¢ wkie-
runku wskazowki zegara, a nastepnie przesuwajac je wzdhuz osi x-6w

o odcinek PQ réwny lukowi P'Q nalezgcemu do kata ¢, ktérego
dlugosé wynosi rep. Zatem s=-—rsing+re, y=r—rcosyp, czyl:

z =1r(p —sin @), y=r(1—cos ¢).

Po wykonaniu przez koto pelnego obrotu, t.j. dla ¢=2=x, punkt P
znownu jest punktem stycznosci, poczem ruch powtarza sie. Wyko-
nujac wykres, otrzymujemy krzywg zlozong z przystajacych lukéw,
zwang cykloidg.

Zalézmy, ze kolo obraca si¢ jednostajnie, t. j. ze kat ¢ jest pre-
porcjonalny do czasu: ¢=wt (gdzie w stale). Réwnania ruchu punktu
P 83 wowcezas

x=r(wt —sin wt), y=r(1—coswt).

Rézniczkujac je dwukrotnie wzgledem czasu, otrzymujemy

skladowe predkosci i przyépieszenia

2 =1rw(l — cos wt), ¥ = rosin wt
Z = rw?sin wi, Y = rw? cos wt.
Stad
o T oro lsin 5= et
(%) 17} = V72w?(2 ~— 2 cos wit) = 27w ‘sm ——2~l, [P] = rod.

Ze wzgledu na to, ze po wykonaniu pelnego obrotu ruch po-
wtarza sie, mozemy sie ograniczyé do przedziatu czasu 0 <! << 2n/w.
Ze wzorow powyzszych widzimy, ze wielko$é przyspieszenia punktu P
jest stala, natomiast wielko§¢ predkosci zmienia sie. Mianowicie
w chwili =0 oraz t=2n/w, t.j. gdy punkt znajduje si¢ na prostej,
predkosé roOwna sie zeru, zad§ w chwili t=n/w t. j. gdy punkt osiaga
polozenie najwyzsze, predkos$é jest najwieksza i wynosi 2re.

Nadajmy cykloidzie zwrot zgodny z ruchem punktu. W czasie
I<<I<2n/w mamy v={v, zatem na mocy (5)
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. ot
v=2rwsm—§—.

Przydpieszenie styczne bedzie wiec

. wt
pt= v=rwzcos—é-.

Aby wyznaczyé przys$pieszenie normalne, obliczamy krzywizne
wedlug znanego wzoru

1_ |y — ywl r2w3(1 —Ccoswt) 1
0 (2+92) 8r3w? 8in3 wt/2 47 sin wtj2
Zatem

wl
— 12%/n — 2N —.
p,=0vo=rw sin

Droga przebyta przez punkt do chwili ¢ réwna sie, z uwagi
na to, ze ds-vdt

wt
_fdt __/vdt=/2rw sm————dt = 4r(1——cos—é—>
W szezegolnosei dla t=2n/w otrzymujemy dtugosé toru cykloidy
przy pelnym obrocie kola. Dlugosé ta wynosi 8r,

§ 8. PredkosSé i przyspieszenie katowe. Niech punkt A4
porusza 8i¢ po kole o promieniu 7 i §rodku M. Obierzmy zwrot na
kole i punkt poczatkowy O (rys.1l). Oznaczmy przez ¢ kat miedzy
promieniami MA i MO liczony zgodnie z obranym zwrotem. Mamy
s=r@, zatem

(1) §=rp 1 §=7rgp.

Pochodng ¢ nazywamy predkosécig katowq i oznaczamy zazwy-
czaj przez w.

Pochodng ¢ " nazywamy przy-
$pieszeniem kqtowym i oznaczamy
przez e.

Mamy oczywidcie g=0 i w=¢.
Na moey (1) jest wiec

(I) V=T 1 p,=T¢

a poniewaz p_ =0v?/r, wige
(II) p,=rol
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Wektor predkosci kgtowej. Niech punkt obraca sie okolo
pewnej osi 1, t. zn. porusza sie po kole lezgcym w plaszezyZnie pro-
stopadiej do I, ktérego srodkiem jest punkt przebicia tej plaszczyzny
osig 1 (str. 45, rys. 2).

Niechaj punkt w pewnej chwili ¢ ma predkosé katowsa o.
Oznaczmy przez o wektor polozony na osi | o dlugodei fw]. Zwrob
wektora o obierzmy tak, aby eczlowiek, majgcy glowe w korneu,
a stopy w poczatku wektora, widzial ruch od reki prawej ku lewej.

Wektor o nazywamy wektorem predkosci katowej.

fatwo sprawdzié, ze predkodé ¢ punktu A ré6wna si¢ momen-
towi w wzgledem A:

(2) 7 = Mom,4 .

Jezeli przez ¥ oznaczymy wektor 0A, gdzie O jest dowolnym
punktem na prostej I, to 7= wx A0, wiec

(I1I) D=FXw.

Oznaczajac przez w,, o, w, rzuty wektora w na osie ukladu,
przez z,y,z wspllrzedne punktu 4 i przez z, ¥, 2, wspélrzedne
punktu O, otrzymujemy

V== (Y —Yo)—wy(2—20),  Vy=wWs(2—20) — W, (T—Xo),

(IV)
Dy == wy(m — @) — WY —Yy)-

Jezeli w szczegllnosei ! przechodzi przez poczatek ukladu, to
pPrzyjmujac Zo=y,==2,=0, otrzymamy

(V) Ve=0; Y — @y 2, Vy= W2 — O, T, V= W& — W Y.

$ 9. Ruch plaski w ukladzie biegunowym. Jezeli punkt
porusza si¢ w plaszczyimie zy, to polozenie punktu wyznaczone
jest w zupelnosci przez dlugodé odcinka OA=r, zwanego pro-
L mieniem wodzqcym, oraz ka3t ¢, jaki

odcinek OA tworzy z osia z-6w. Ruch
punktu okreslony wiec bedzie dwiema

2 funkcjami
\ A R
% r=F@), @=[1).
V‘\ 0’ - .
) N, 2 Poniewaz x=rcos¢, y=rsingp, wiee
Pl tworzge pochodne wzgledem czasu ¢, do-

0 7 staniemy:
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(1) L=fcos@ —rgsing, y="78ing-|recosyp,
2) T="F cos @ — 2rpsin ¢ — rp?co8 ¢ — ro sin @,
“ § =7 8in@ + 2rpcos ¢ — re?8in ¢ + re cos ¢.

Z rownan (1) i (2) mozemny wyznaczyé z,Z2,y,¥, zZhajac
fy 7, ¢, @ 1 na odwrét. Z réwnania (1) otrzymamy
(3) ,02 — x2+1]2 _— ?‘-2.+r2q}2’

B / . XY — YL
) Fo TEEYY I
fai+y? o+ y?

Jzesto wygodnem jest rozkladaé predkosé i przyspieszenie nie
w kierunkach osi wspéirzednych, lecz w kierunku promienia wo-
dzgcego i kierunku do niego prostopadlym, przyczem zwrot do-
datni w tych kierunkach obieramy jak na rysunku. Skladowe te
nazywamy odpowiednio skladowg radialng i transwersalng.

Jezeli a,, a, 83 wspélrzednymi dowolnego wektora @ wycho-
dzgcego z punktu A(r,¢), to rzutujac ten wektor na o8 AR oraz AL,
otrzymujemy jako skladows radialng a, i transwersalng a,:

a,= a, cos ¢-+a, s8in ¢, Gy = — a, 8in ¢+ a, cos @.

Stosujge te wzory do wektoréw predkosei i przyspieszenia,
otrzymujemy na mocy réwnan (1) i (2):

(I) vr="F, V=70,

(ID) pr=f—rgt  Pp=rp+2ip = = (rp).

Przyklad. Punkt pornsza si¢ po linii spiralnej r=a+bp w ten sposéb,
te kat ¢ jest proporcjonalny do czasu t. Jest wiec p=wt, gdzie » jest wspél-
czynnikiem proporcjonalnotci. Wéwcezas ¢ =0, ¢=0, 7=bep=bw i ¥=0, skad

v, = be, p,=—(a+buwt)w?, v¢=(a +bot)w, p¢=2bw’.

§ 10. Predkosé polowa. Niechaj ruch odbywa sie w plasz-
czyZnie xy. Oznaczmy przez 48 pole zakreflone przez promien
wodzacy r w czasie od t do t+4t. Ze wzoru na obliczenie pola w ukta-

dzie biegunowym wspéirzednych otrzymamy
1 p+ap
48=1 f  d,
2
skqd, na podstawie twierdzenia o wartodci $redniej,

(1) A8=112Ap,

8
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gdzie r, oznacza wartosé posrednia miedzy maximum a minimum
promienia r w eczasie od ¢t do t+4¢.

Granice }im j’ts nazywamy predkosciq polowq i oznaczamy jg
>0

przez A. Zatem na mocy (1) jest
(I) A={r¢.
Ze wzoréw (4) str. 47 otrzymujemy ‘=7172(wy—y:t). Zatem na
mocy (I)
(IL) A=} (xy—y).

Przyktad. Wyznaczyé
predkosé i przyspieszenie punk-
tu poruszajgcego sie po kole
2*—2ax+y*=0 ze stalg pred-
kodcig polowg h.

Réwnanie danego kola we
wspéirzednych biegunowych jest
r=2acosp. Warunek stalodci

1. 2. predkosci polowej wyraza sie
rownaniem
(2) Lr2p=h, czyli @=2h/r2.
Roézniczkujae réwnanie kola, otrzymujemy
. . . 4ah
f=— 2a¢g 8N p=— ey sing.
Zatem
. 4dah _2h
vr=—7 sin ¢, ’vqy-——r"

Z uwagi na to, ze predkodé polowa jest stala, wzor (1I), str. 47,
1d,,. , . ' .
Py=15 ﬁ("z‘P)’ pocigga p,=0. Zatem przyspieszenie ma zawsze kie-

runek promienia wodzgcego. N )
Rézniczkujge pierwsze z réwnan (2), otrzymujemy 2rrp-+rip==,

. \
2 :9’=16r‘:h sin @; rézniczkujac za§ 7, dostajemy

wiee g=—

. . . X 16ah? . 4h?
r=—2apsing — 2acr*cosp=— 2a8in ¢ — s g —2acos@ A=

32a2h? . 4 h? 1£ a?h? :
=— “i-:{.,f’— sinp — 4a? cos® g = -%——(1+sm2<p).
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. .. 40 ,4h? 4h® 16a2h?
Poniewaz r<p2=r—ﬁ—=r 5 =4a?cos?@ =%

cos?p, wiee

ze wzoru p,.=7r —re? otrzymujemy
p,=—32a%h?/r5.

§11. Wymiary wielkoSci kinematycznych. Miara pred-
kodci, przyspieszenia i t. p. zalezy od jednostek dlugodcii czasu. Zaj-
miemy si¢ pytaniem, jak zmieniajg sie te miary, gdy jednostki diu-
gosei i czasu beda ulegaly zmianom.

Obierzmy dowolnie jednostke diugodei L i jednostke czasu T.
Przypusémy, ze punkt w ruchu jednostajnym przebyl droge dlugo-
Sci sL w czasie tT (jezeli np. L oznacza cm, za§ T sek, to sL=sem,
tT'=t sek). Miara predkosci v przy jednostkach Li T wynosi

v=8/t.

Obierzmy teraz nowe jednostki dlugosei i czasu L', T". Zalézmy,
ze miedzy nowymi jednostkami a poprzednimi zachodzg zwigzki
(1) L=iL, T=1T",
gdzie 4 i 7 wskazuja, ile jednostek nowych mieszeza jednostki stare.
Oznaczajgc przez 8',t’',v’ miary dlugosci, czasu i predkosci w no-
wych jednostkach, otrzymamy

v'=s[t.
Poniewaz sL=slL’, za§ tT=tsT', wiec 8'=sd, t'=ls,
A s 2
skad v’=§t—=£-—, a wiee

[ 4

v ='vf;1 (lub  v'=vdz ).

Jednostke predkosci (t. j. predkoéé, ktorej miara wynosi 1) przy
jednostkach L i T oznaczamy przez

L

=~ wmb LT
T
Predkosé, ktérej miara wynosi v, oznaczamy przez
oL wp  eLr
T

Np. 5em-sek™! oznacza predkoss, ktérej miara wynosi 5, jezeli za jed-
nostke dlugosci przyjmiemy cm a za jednostke czasu sek.
S. Banach. Mechanika. 4
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Zalozmy teraz, ze obraliSmy nowe jednostki dlugosei i czasu,
L' i T', zwigzane z dawnymi przez réwnania (1). Podstawmy
w wyrazeniu LT ' zamiast L i T odpowiednio 4L’ i vT’, a nastepnie
przeksztalémy otrzymane wyrazenie tak, jak gdyby litery L' i T/
oznaczaly liczby. Otrzymamy:

oLT ' =vAL s T =l
Podstawmy v'=wvidt'. Zatem
oLT =o' L' T,

Zauwazmy, ze v’ jest wedlug definicji miara predkoseci przy
jednostkach L’ i T'; zatem wyrazenie v’ I'T'"™" przedstawia pred-
koéé przy jednostkach dlugosei i czasu L', T".

Widzimy stad, ze symbol LT ™' pezwala wyznaczyé rachunkiem
formalnym miare predkosei przy zmianie jednostki.
Przyklad. Wyznaczyé miare predkosci 12cm. sek ™' przy jednost-
kach m i min.
Mamy em=0'0lm, sek=1/60 min. Rachujac formalnie, otrzymamy
12¢m. sek '=12.0:01 m - (1/60 min) '=12-001 - 60 m. min~!'=7-2 m. min 1.

A wiec 7,2 jest miara danej predkosei przy jednostkach m i min.

Wyrazenie LT ', w ktéorym L i T nie oznaczajg szczegélnych
jednostek, lecz sg symbolami dowolnych jednostek dlugosci i czasu,
nazywamy wymiarem predkosci.

Ogélne okreslenie wymiaru. Pojecie wymiaru podane wy-
zej dla predkosci mozna uogdlni¢ na inne wielkosei, jak np. przy-
§pieszenie, predkosé i przyspieszenie katowe, ete.

Wymiarem jakiejkolwiek wielkosci A nazywaé bedziemy wy-
razenie

LT,
gdzie wykladniki e, 3 s3 liczbami spelniajacymi warunek: jezéli a jest
miarg wielkodci A przy jednostkach dlugosei i czasu L, T, zas a' jej
miarg przy jednostkach L', T’ zwigzanych z L i T rownaniami (1), to

(2) a'=al".
Wymiar wielkosci A oznaczamy przez [A]. Zatem

[A]=L"T%
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Jednostke wielkodci A przy jednostkach dlugosei i czasu L, T
oznaczamy przez L°T°. Jezeli wiec a jest miarg wielkodei 4 przy
jednostece L“T?, to wielkosé te oznaczamy przez

aL“T*,

Zaiézmy teraz, ze wprowadziliSmy nowe jednostki dlugodci
i czasu L', T’ zwigzane z poprzednimi przez réwnania (1),str.49. Rachu-
jac formalnie, otrzymujemy aL“T’=a(AL')*(«T')=ad“L""F 7",
wige aL‘T’=(ad"")L'*T"®. Stad, oznaczajac przez a' miare danej
wielkodei przy jednostkach L’, T, dostajemy na mocy (2)

(3) aLl“T'=a'L'" T
A wigc rachunek formalny pozwala wyznaczy¢ miare
przy zmianie jednostek.

Przyklad. Wymiar przyépieszenia jest LT > (co mozna stwierdzié¢ po-
dobnie jak przy predko&ci). Przedstawié przyspieszenie 5cm. sek™? przy jednost-
kach m i min.

Poniewaz em=0,01 m, sek=1/60 min., wige 4=0,01, 1==1/60, a=1, p= -2,

skad na mocy (3) 5 cm-sek "2=5(0,01 m) (1/60 min)"2=5.0,01-60% m- min Z czylt
5cm-sek ™ ?=180 m-min 2.

A zatem 180 jest miara danego przyspieszenia w jednostkach m i min.

Wyznaczanie wymiaru. Do wyznaczania wymiaréw po-
mocnym jest nastepujace

Tuwierdzenie. Niech dane bedq wielkosci A, B, dla ktérych
(4) [A]=L"T* [Bl=L"T°,
oraz lrzecia wielkosé C uzaleintona od A i B w taki sposdhb, ie ozna-

ckajac przez a,b,¢ miary wielkosct A, B, C wyrasone w dowolnych
jednostkach L i T, mamy zawsze

(3) c=ga"b’,

gdzie liczby g, p, ¢ nie zalezq od jednostek L i T.
Przy tych zalozeniach jest

(1) [Cl= TPt Tﬂfﬂ-‘l".

Wzdr ten mozna napisaé jeszcze inaczej. Wymiar [C] mozemy
otrzymaé, rachujac formalnie jak nastepuje:

[C]:(L“ T.‘f)P (L’ Td)q_____Lpu TP:’)'Ltl:f T76=Lp(,+q;v T,,;a+‘,fs;
wzorowi (I) mozemy wieec réwniez nadaé postaé
[C1=[4[BY.
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Dowé6d. Obierzmy nowe jednostki L’ i T’ zwiagzane z po-
przednimi przez réwnania (1), str. 49. Oznaczmy przez a',b’,c’
miary wielkoéci A, B, C przy nowych jednostkach. Mamy wedle
zalozenia (5) ¢'=ga”b"?. Na mocy (4) jest a'=1""a i b'=4""p,
zatem ¢’ =g(A"Pa)? (A7 °b) =Pt PP g stad w mysl definicji
wymiaru wynika wzor (I), ec.b.d. d.

Z twierdzenia powyzszego wyplywaja nastepujgce wnioski:

Wniosek 1. Jezeli wzor (5) ma postaé

c=ab, to [C]1=[A][Bl=L**"" T**°
c=ajb, ' [C1=[A)(B)=L""T*"
c=a’, ’ [Cl=[AT=L" T".

Przykltady: 1. Predkosé wyraza sie wzorem v=s/l. Zatem
[v]={s)/(t]=L/T=LT -
2. Przydpieszenie p w ruchu jednostajnie przys$pieszonym wy-
raza si¢ wzorem p=v/{. Zatem
[pl=[v]/[}=LT"/T=LT"".
Podobny wynik otrzymamy, opierajac si¢ na wzorze s=Ipt2.
Obliczamy z niego p=2s/i®. Zatem
[p1=[s]/[{T’=L/T*=LT".
3. Predkos$é katowa jest w=dp/dt. Wymiar kata ¢ jest L°T9,
gdyz miara lukowa ¢ nie zalezy od jednostek dlugosci. Zatem
[o]=1/T=T"".
4. PrzySpieszenie katowe jest e=d?p/di?, wiec
[e]=1/T"=T"
Wniosek 2. Pewne stale moga zalezeé¢ od wyboru jednostek
dlugosei i czasu. Mozemy wtedy moéwié¢ o wymiarze tych statych.

Przyklad. Np. w pewnym ruchu przyépieszenie jest co do wartosci
proporcjonalne do kwadratu predkosci. Oznaczajge wspélezyunik proporcjonal-
noéci przez k, mamy

p=kv.

Przy jednostkach cm,sek jest k=2. Obliczyé k przy jednostkach m i min.
Mamy k=p/t?, zatem [k]=[p]/[vB=LT % (LT ')> wiec [k]=L~', skad

2em 1=2(1/100m) " '=200m~".
W ukladzie jednostek m i min jest wiec k=200.
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II. Zmiana ukladu odniesienia

§ 12. Zwiagzek miedzy wspélrzednymi. Predkosé i przy-
Spieszenie punktu zalezs od ukladu odniesienia, wzgledem ktérego
badamy ruch punktu. Ruch tego samego punktu bedzie wiec opi-
sany odmiennie przez dwoch obserwatoréw, ktérzy poruszaja sie
wzgledem siebie.

Jezeli np. jedziemy pociagiem, wéwczas podrézni jadacy
z nami 83 wzgledem nas w spoczynku. Dla obserwatora stojacego
przy torze podrdézini poruszajg si¢ z predkoscig pociggu. Mozemy to
wypowiedzie¢ w ten sposéb: wzgledem ukladu odniesienia zwigza-
nego z pociggiem podrézni s3 w spoczynku, a wzgledem ukladu od-
niesienia zwigzanego z ziemig podrézni poruszajy si¢ z predkoscig
pociggu.

Ruchy planet i slorica wzgledem ukladu odniesienia zwigzanego
z ziemig sy bardzo skomplikowane. Kopernik zrobil odkrycie, ze
ruchy planet przedstawiajg si¢ o wiele prodciej, jezeli jako uklad
odniesienia obierzemy uklad zwigzany ze storcem.

Niech dany bedzie uklad odniesienia O(x,y,2) i1 drugi jeszcze
uklad M (&, ,{) poruszajgcy si¢ wzgledem poprzedniego (rys. 1).
Dla odréznienia uklad (x,y,2) nazywaé bedziemy ukladem statym,
a uklad (&, 7,§) ruchomym. Ruch tego samego punktu bedzie przed-
stawial si¢ rozmaicie w obu ukladach.

Zajmiemy si¢ zadaniem wyznaczenia ruchu punktu A wzgledem
jednego ukladu, gdy znany jest ten ruch wzgledem innego ukladu.

Zadanie powyzsze jest bardzo wazne i spotykamy si¢ z nim
w wielu przypadkach.

Oznaczmy przez ,, ¥4, 2, wWspoélrzedne poczatku M w ukladzie
O(x,y,2), a przez &, 1L, wWspoOlrzedne poczatku O w ukladzie
M(&n,0). Niechaj aa,...,y; beda katami miedzy osiami obu
ukladow, jak wskazuje tabelka:
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Jezeli z,y,2z i & ,{ s3 wspélrzednymi punktu 4 odpowiednio
w ukladzie pierwszym i drugim, woweczas, jak wiadomo z geometrii
analitycznej,

Z==xy+ & co8 a,+ 1 cos a,+ cosag
(1) Yy=yo+§ cos B+ cos B, cos f;
=2y + & cosy, +ncosy,+cosy,
=5o -+ cos @, +¥ cos 3,+2cos y,
(1) 7= & CO8 @3+ ¥y CO8 B3+ 2 CO8 7,
£=0¢ + cos ag+y cos B, +2z cos ¥,.

Ruch ukladu M(%,%,{) wzgledem O(z,y,2) bedzie znany,
jezeli dla kazdej chwili ¢ podane beda wspétrzedne xy, yo, 2, 1 katy
@y, @, ..., Y3, Zatem wspolrzedne g,y 2, 1 katy @y, ay..,7s 53
funkcjami czasu ¢. Jezeli ruch punktu A4 wzgledem ukladu M(§, n,0)
okreslony jest funkcjami £=f(t), y=g(t), {=y(t), woéwczas ruch
wizglgdem ukladu O(x,y,2z) otrzymamy ze wzoréw (I)

r=x,+f(t) cos a;+@(t) cos a,+y(t) cos a,
i podobnie dla y, z.
Jezeli ruch punktu 4 odbywa si¢ w plaszezyiZnie II, to obie-
rajgc osie x,y i §,7 w tej plaszezyinie i oznaczajac przez ¢ kat
migdzy osiami x a § (str. 53, rys. 2), otrzymamy:

(I1) =24+ cos ¢ — 7 8in @, y=1yo+E8in p+7ncosgp
(I1’y &=y +xcos @+ ysin g, N="1, —& 8in p+Y COs .

Jezeli kierunki osi ukladu ruchomego M (§,#,() nie zmieniaj3
sie, powiadamy, ze uklad ten porusza si¢ ruchem postgpowym.

W tym przypadku katy e,,a,,...,y; 83 stale.

Méwimy, ze uklad ruchomy obraca sie okolo osi ! z predkosecig
kgtowa o, jezeli punkty polozone na osiach £, %,0 obracaja sie
okoto osi ! z predkodcig kgtowy w.

Niech uklad M{(§, 7, ) obraca si¢ okoto osi { z predkoscig kato-
wg w. Przyjmijmy, ze w chwili {=0 uklad staty O(z,y,?) pokrywat sie
z ukiadem ruchomym M(§,7,5). Mamy zatem 2= y=2¢==Ey==1y=L¢=0.
Ozpaczmy przez ¢ kgt miedzy osiami x, §. Oczywiscie p=wt. Po-
nlewaz osie x,y i & n lezg stale w jednej plaszczyZnie, wiec na
mocy (II i (IT'):

(I1I) x=§cos wt—nsin wti, y==§ sin wt+7 cos wt, 2={
(IIT") &= cos wit -+ y s8in wt, n=—2x 8in wt+y cos wt, {=:z.
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Przyklad 1. Ruch punktu wzgledem ukladu statego okreslony
jest réwnaniami

(1) r=a cos wl, y=>bsin wt,
a wige tor punktu jest elipsg o réwnaniu x?/a? + y2/b% = 1.
Jak przedstawia si¢ ruch tego punktu w ukladzie ruchomym

o tym samym poczatku, jezeli uklad ten obraca sie w kierunku
dodatnim z predkoscig katowy «?

Zakladamy przytem, ze w chwili poczatkowej t=0 oba uklady
si¢ pokrywajga.

Ot6z oznaczajac przez &,5 wspélrzedne dowolnego punktu
wzgledem ukladu ruchomego, mamy

&= 08 wl -+ sin wt, n=—x sin wl+ y cos ml,

gdyz na mocy zalozenia kat ¢ zawarty miedzy osiami x, £ wynosi
tu wi. Podstawiajagc po prawej stronie tych wzoréw wyrazenia (1),
otrzymujemy rownania krzywej opisanej przez punkt w ukladzie
ruchomym

§=acos®wt-+bsin? wt, n={b-— a) sin wt cos wi,

. . . 0 1+cos2mt ., 1—cos2 mt
czyli, z uwagi na zwiazki cos wt:———Q———, sinfwil= 5
i sinwécos wi=%sin2mt:

a+b  a—b b—a . .
5—_—-12————{— "o cos 2 wt, y=- - Sin2 wl,

¢)

skad

et

o=t

A wigc: ze wzgledu na uklad ruchomy punkt opisuje kolo,
gdy e +0b, za$ znajduje sie w spoczynku, gdy a=b.

Przyktad 2, Ruch po linii §rubowej. Waznym przykla-
dem ruchu punktu po krzywej przestrzennej jest ruch S$rubowy,
ktory powstaje w sposob nastepujacy. Uklad ruchomy (&, ,l) obraca
sie¢ z predkoscig katowa stala o okolo osi , za$ punkt porusza sie
wzgledem ukladu ruchomego ruchem jednostajnym z predkoscig ¢
po prostej E=r, n=0 (t. j. po prostej rownoleglej do osi { i prze-
cinajacej o§ & w punkcie &=r7).
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Ruch taki powstaje np. gdy walec obraca si¢ okolo swej osi
z predkoscia katowa w, zas punkt porusza si¢ po tworzgcej walca
ruchem jednostajnym.

Niech w chwili =0 uklad staly (z,y,2) pokrywa si¢ z ukladem
ruchomym (&, %,{), za§ punkt ruchomy ma wspdélrzedne r, 0, 0. Na
mocy (III)

(2) r=rcosmwl, y=rsinwt, z2=c¢ct.

Rownania powyzsze mozemy rowniez
odczytaé wprost z rysunku. Przedstawiajg
one parametrycznie rownania linii §ru-
bowej. Ruch punktu odbywa si¢ wiec po
linii srubowej. Rézniczkujae (2) otrzy-

| mamy
TS ] F
K I=—rwsin wl, Yy=7rwcoswnl, Z=c¢
r=—rw?coswt, Yy=—rw?sinwt, z2=0.
Zatem
7 =l riwt+t el P =r.

A wiee: w ruchu sSrubowym predkosé i przyépieszenie sq stale
co do wartosct bezwzglednej.

§ 13. Zwiazek miedzy predkosciami. Predkosé punktu 4
wzgledem ukladu stalego (z,y,2) nazywamy predkosciq bezwzgledng
1 oznaczamy przez v.

Predko$¢ punktu wzgledem ukladu ruchomego nazywamy
predkosciq wzgledng 1 oznaczamy przez U,.

Wyobrazmy sobie, ze punkt A, ktérego ruch badamy, zwig-
zany jest z ukladem ruchomym (&, 5, ) sztywnie, t. zn. Ze jego wspol-
rzedne &, 7, ¢ nie zmieniajg si¢. Przy tym zalczeniu punkt A4, zlgczony
z ukladem ruchomym, posiadalby pewng predkosé wzgledem ukladu
stalego. Predkos¢ te nazywamy predkosciq unoszenia i oznaczamy
przez v,.

Mozemy takze powiedzieé¢, ze predkoécig unoszenia punktu A4
w chwili danej nazywamy predko$é punktu zlgczonego z ukladem
ruchomym i pokrywajacego si¢ w chwili tej z punktem A.



(§13] II. Zmiana ukladu odniesienia. 57

Przypusémy np., ze po korytarzu pociagu biegnie podrézny. Za uklad
staly obierzmy uklad zwiazany z ziemia, za uklad ruchomy—uklad zwizzany
z pocljgiem.

(‘zlowiek stojacy przy torze bedzie obserwowal ruch podréinego wzgledem
ukladu stalego, a czlowiek siedzacy w wagonie — wzgledem ukladu ruchomego.

Predkosé podréznego, jaka zaobserwuje cziowiek stojacy przy torze, be-
dzie predkoscia bezwzglednq. Predkosé, jaka zaobserwuje cztowiek siedzacy w po-
ciggu, bedzie predkosciy wzgledng. Predkoscia unoszenia bedzie predkosé tego
punktu podlogi korytarza, ktorego dotyka w danej chwili podrézny biegnacy
przez korytarz.

Predkosé unoszenia bedzie wiee w tym przypadku predkoscia pociagu.
Predkosé bezwzgledna bedzie wieksza lub mniejsza od predkosei unoszenia za-
leznie od tego, czy podrioiny biegnie w kierunku ruchu pociagu, ezy przeciwnie.

Zajmiemy si¢ teraz zwigzkami zachodzgeymi miedzy predkoscig
bezwzgledng, wzgledng i unoszenia.

Punkt A4 ma wzgledem ukladu stalego wspélrzedne ,y,2.
Zatem rzuty predkosci bezwzglednej na osie ukladu stalego beda:
(1) v, =1, v, =Ys v, = 4.

kY i 2

Podobnie, rzuty predkosei wzglednej na osie ukladu rucho-

mego beda

(2) vwE =&, vur” =1, ’U,,,: ={.

Aby poréwnaé predkosié bezwzgledng ze wzgledna, utwérzmy
rzuty predkosci wzglednej na osie ukladu stalego. Otrzymamy
(3) Dy = ECOS a;+5eosay+E cosay it.d.

Na moey (1), str. 54, wspolrzedne x, y, : wzgledem ukladu
stalego wynosza

2= re+Scos a,+ 1y cos a,+ cos ag it.d.
Rozniczkujge powyzszy wzor, dostaniemy wieec na moey (1)

. ., <dcosa; dcosa, . dcosay
e A

+Ecosa+ncosa,-Ceosa,.

Predkos¢ unoszenia otrzymamy, zakladajae, ze punkt A jest
zwigzany z ukladem ruchomym sztywnie, t. zn., Ze wspoélrzedne &, n,§
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8g stale, czyli ze §=O, ﬁ:O, {=0. Na mocey wiee (4) rzuty pred-
kosci unoszenia na osie ukladu (z,y,2) wyniosg

dcosa, it dcosa,

. . .dcosa
() Pu, = Fo+4 1 at dt

x dt

+7 it.d.

Na moey (3) 1 (5) otrzymujemy z (4) v, =v, +v, 1 podobnie
X X X

— )]
'vby vuy+27w, v

. b, "V, T czyvli

(1) Vp=Vy+ V.

Udewodnilismy wiee, ze predkos$é bezwzgledna rowna sig sumie
predkosci unoszenia ¢ predkosct wzglednej.

Gdy uklad ruchomy porusza si¢ ruchem postepowym, katy
dcosa, dcosa, dcosy,
a  a T @

83 zerami. Ze wzoru (5) otrzymujemy przeto

a,, a,, ...,7s; 83 stale, zatem pochodne

v, =12 v, =1 v, = 2q.
u, [1}] uy ?/07 u, 0

Jezeli wiec 7, jest predkoscia poczatku ukladu ruchomego, to
Vy= 'vo.

Zatem: jezeli uklad porusza si¢ ruchem postepowym, to predkosé
unoszenia jest dla wszystkich punktow ta sama ¢ réowna si¢ predkoder
poczatku ukladu.

Uwaga. O punkcie 4 moéwimy, ze wykonywa dwa ruchy
réwnoczednie: jeden z predkodcia wzgledna, a drugi z predkoscia
unoszenia. Ruch wzgledem ukladu stalego nazywamy ruchem ztoio-
nym z obu ruchéw skladowych albo ich ruchem wypadkowym.

Predko$é ruchu wypadkowego jest wiec sumg predkosei ru-
chow skladowych. Aby predkosé ruchu wypadkowego byla okre-
§lona, wystarczy podaé predkosé ruchow skladowych; nie potrzeba
przy tym podawaé, ktéra z predkosci jest wzgledna, a ktora jest
predkosdeia unoszenia.

Przyktad 1. Pocigg porusza sie z predkoseig #; po podlodze
wagonu toczy sie punkt A z predkoscig 7 wzgledem podlogi. Jaka
jest predkos$é punktu A wzgledem ziemi?
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Przyjmijmy, ze osie ukladu (z, y, 2) zwigzane sg z ziemia, za$ osie
& n, ¢ z wagonem (rys.1).

Predkoscig unoszenia pun- 0 . g

ktu 4 jest wiec w. Takg | — > ,
bowiem predkosé miatby : ih - ??
punkt 4 wzgledem ziemi, 4 J ;
gdyby byl w spoeczynku Y

wzgledem wagonu. Pred-
kos¢ wzgledna punktu A 1. 2.
niechaj wynosi #. Zatem

jego predkosé bezwzgledna 7, (6. j. predkosé wzgledem ziemi) wyniesie

Tp =u-7.

Przyklad 2. Walec obraca si¢ okolo osi z predkoéeig katows o,
Punkt A porusza si¢ po tworzgcej walca z predkodeig v (wzgledem
tworzacej). Jaka jest predkosé bezwzgledna punktu A4?

Predkosé¢ wzgledna wynosi . Aby wyznaczyé predkosé uno-
szenia, zauwazmy, ze gdyby punkt 4 byl z walcem zwigzany, wéw-
czas poruszalby sie po kole K z predkoseig katowy o (rys. 2). Jezeli
wige r oznacza promient podstawy walea, to predkos$é unoszenia %
jest styczna do kola K i |#|=rw. Predkosé bezwzgledna %, wynosi
zatem ?,=7-+%, a poniewaz 7| u, wiec

|55 | = V22 = o222 (=19, w=1|a).

§ 14. Zwigzki miedzy przysSpieszeniami. Zajmiemy sie
teraz zwigzkami zachodzgecymi miedzy przyspieszeniami punktu
wzgledem roznych ukladéw. Przyjmijmy, Ze mamy dwa uklady:
staly («,y,2) i ruchomy (& 7,).

Przyépieszenie punktu A4 wzgledem ukladu stalego nazywamy
przyspieszeniem bezwzglednym py.

Przyspieszenie punktu wzgledem ukiladu ruchomego nazywamy
przyépieszeniem wzglednym Py.

PrzyS$pieszenie, jakie by punkt A posiadat (wzgledem ukladu
stalego), gdyby z ukladem ruchomym byl zwigzany sztywnie, na-
Zywamy przyspieszeniem unoszenia Py.

Mozemy réwniez powiedzieé, ze przyspieszeniem unoszenia na-
zywamy przyspieszenie takiego punktu zwigzanego z ukladem ru-
chomym, ktory w danei chwili pokrywa si¢ z punktem A.
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Jezeli np. po korytarzu wagonu biegnie podrézny i za uklad staly obie-
rzemy uklad zwiazany z ziemia, za ruchomy za$ — zwiazany z wagonem, to:
przyspieszeniem bezwglednym podréznego bedzie przyspieszenie, jakie zaobser-
wuje czlowiek stojacy przy torze, przyspieszeniem wzglednym bedzie przyspie-
szenie, jakie zauwaza podrézni jadacy tym wagonem, wreszcie przyépieszeniem
unoszenia bedzie przyspieszenie wzgledem ziemi tego punktu podlogi, ktérego
w danej chwili dotyka biegnacy podréiny.

Oznaczmy przez z,y,2 wspolrzedne punktu 4 wzgledem ukladu
stalego, zas przez &, n,{ wzgledem ukladu ruchomego.

Rzuty przysépieszenia bezwzglednego p, na osie z,y,2 $3:
(1) pb =, pb =Y, pbzz.

x y z

Rzuty przyspieszenia wzglednego p, na osie & ,{ sa:
@ po=b Py =i Pyt
Utworzmy rzut& wektora p_na osie ukladu stalego. Otrzymamy
(3) P = £cosa, + % cosa, + L cosa, it.d.
Na mocey (I), str. 534, mamy
(4) x =Ty + £Cos a; + ycos a, + Lcos ag it.d.

Przys$pieszenie unoszenia otrzymamy, zakladajac, ze punkt 4
jest sztywnie zwigzany z ukladem ruchomym, czyli ze &, ,{ s3
stale, a wiee Ze pochodne £n,C, &%, s3 réwne zeru.

Rzuty wektora p, na osie x,y,z otrzymamy, rozniczkujae

dwukrotnie réwnanie (4) przy zalozeniu, ze &,7,{ s3 stalymi:

d? cosoz1+ /d cosa2+ccl COS gy it d
dt? o

(5) u =&+ &

Jezeli a;, ay, ... 53 stale, to puxz-_i'o.

A wiec: jezeli uklad porusza si¢ ruchem postepowym, to przy-
$pieszenie unoszenia jest dla wszystkich punktéw réwne przyspieszeniu
poczatku ukladu.

Zrozniczkujmy dwukrotnie rownanie (4). Otrzymamy

b=+ & sd cosaz1 g d? (;I(;:az n Cd cma3 n
(6) + 5c03‘a1 + neosa, + fcos a, +

it.d.

o[sdcose | . dcosa, .;dcosa,,)
R e
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Wedle (3) i (5) wyrazenia w pierwszym i w drugim wierszu
oznaczajg rzuty p, i p, na osie x,y,z.

Oznaczmy przez p, wektor, ktérego rzuty na osie x,y,z wy-
razajg sie wzorami

. dcosa, 4y dcosa,

(7) pcx=2(é

. dcosay
dt @ T a )

Wektor p, nazywamy przy$pieszeniem Coriolisa.

Wzér (6) na mocy (1), (3), (5) i (7) mozemy napisaé¢ w po-
staci pp =Py, +Pu, +Pc- Podobnie otrzymamy p, =p, +p, +pc

1 Py, =Py, +Pw, +D0.. Moiemy wieec napisaé
(I) Ppy="0, 1+ P, + D¢

A wiee: przyépieszenie bezwzgledne réwna si¢ sumie przyspieszen:
unoszenta, wzglednego i Coriolisa.

Przyspieszenie Coriolisa. Aby uzmystowié sobie znaczenie
przyspieszenia Coriolisa, wykre§lmy z poczatku M ukladu ruchomego
wektor predkosci wzglednej MB=7,. Wspolrzedne punktu B wzgle-
dem ukladu (&, n,{) wynosza Vw0, Y0, O, czyli &, 7,.. Wyobrazmy
sobie, ze punkt B jest sztywnie zwigzany z ukladem (&,7,8). Pred-
koé¢ u punktu B wzgledem ukladu stalego (x,y,2) réwna si¢ zatem
jego predkosci unoszenia (bo jego predkosé wzgledna jest zerem).
Piszac £, 7,( zamiast £,1,, otrzymamy wiec na mocy (5), str. 58:

dcos ay e .dcosa,
dt

dcosa,

7 it. d.

Ue=To+E& +§

Poréwnujac ze wzorem (7), otrzymamy:
U, = :to + -5‘pcx’ u_,, = ?]o + %pcy7 U, = z.o + ‘i‘pcz'

Jezeli wige przez v, oznaczymy predkosé poezatku ukladu ru-
chomego, to z=7,+ }p,, zatem

(II) Po=2(T— B,).

Réznica #—7, jest to predkosé punktu B wzgledem poczatku M
ukladu ruchomego (&,7,() (por. § 14, str. 65, (I)).
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A wige: aby otrzymaé przyspieszenie Coriolisa, wykreslamy z po-
czqtku ukladu ruchomego wektor predkosei wzglednej v, i wyobrazamy
sobie, ze wektor ten jest zwiqzany sztywnie z ukladem ruchomym.

Przys$pieszenie Coriolisa réwna sie podwojonej predkosci kovica
wektora v, wzgledem jego poczatku.

Wynika stad, ze przyspieszenie Coriolisa jest zerem, jezeli pred-
kos¢ wzgledna jest zerem lub jezeli uklad ruchomy porusza si¢ ruchem
postepowym.

W tych bowiem przypadkach poczatek i koniec wektora vy
ma t¢ samg predkoéé: Mozna to réwniez latwo odczytaé ze wzoru (7),
kladge &=0, n=0, {=0 lub a,=const., a,=const., a;=const. it.d.

Niech uklad (&, 7,{) obraea si¢ okolo pew-

¢ nej osi Il z predkoécig katowyg w. Zachowujae

poprzednie znakowanie i obierajagc dowolny
% punkt O na osi [, otrzymamy

Zatem p,= 2(% — b,)=2(0B — OM) X o.
Lecz OB—OM =7%,. A wiec

(I11) Po=27, X w.

Widzimy wiec, ze przyspieszenie Coriolisa rowna si¢ podwojonemu
tloczynowt wektorowemu wektora predkosci wzglednej i predkosci katowej.

Przyspieszenie Coriolisa jest tedy prostopadle do osi obrotu
i predkosci wzglednej i wynosi

|)SC| = 2|w| i@u,| sin a,

gdzie « jest katem miedzy osig obrotu a predkoscig wzgledng. Wynika
stad, ze przys$pieszenie Coriolisa jest zerem (poza tym, gdy %,=0),
wowezas gdy a=0, t. j. gdy wektor %, jest réwnolegly do w.

Wykazerny poézniej (w rozdziale VII), ze w kazdej chwili
predkosei punktow zwigzanych sztywnie z ukladem ruchomym
(&, 1,0) sg takie, jak gdyby uklad wykonywal dwa ruchy réwno-
czesnie: jeden ruch postepowy z predkosciag poczatku ukladu,
a drugi obrotowy okolo pewnej osi, przechodzacej przez poczgtek
ukladu, z predkosciag katowsa w.

Te o$ obrotu nazywamy osiq chwilowego obrotu; w nazywamy
chwilowaq predkosciq kqtowq.
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W kazdym momencie czasu moze byé inna oé chwilowego
obrotu i inne w. A wiec, oznaczajac przez o,
predkosé poczatku ukladu M, otrzymamy na
predkosé unoszenia 7, punktu A wzér

Tu=70y+ MA X o.

Jezeli wiec przez B oznaczymy koniec
wektora predkosci wzglednej wykreslonej z po-
czgtku ukladu, za$ przez % (jak poprzednio)
predkosé unoszenia punktu B, to, @=7%, + MB X ® = 5y + 0w X @y
skagd na mocey (II), str. 61

(IV) Pc=27,X o.

Wzor (1V) przedstawia przyspieszenie Coriolisa w przypadku
ogllnym.

Przyépieszenie Coriolisa jest wigc zerem: 1° gdy »=0, (t.j. gdy
uklad porusza si¢ ruchem postepowym), 20 gdy 2,,=0, 3° gdy w| ..

Przyhtad 1. Pociag porusza po torze prostolinijnym z przy-
gpieszeniem p. Po podlodze wagonu porusza si¢ punkt z przyspie-
szeniem a wzgledem wagonu. Wyznaczyé przysdpieszenie punktu
wzgledem ziemi.

Przyspieszenie wzgledne jest p =@, przy$pieszenie unoszenia
p,=p. Poniewaz uklad odniesienia zwigzany z wagonem pOTrusza
si¢ ruchem postepowym, wige przyspieszenie Coriolisa p,=0. Zatem
przyspieszenie bezwzgledne (t. j. przyS$pieszenie wzgledem ziemi)
wynosi

ﬁb =a + ﬁ'

Przyktad 2. Walec o promieniu r obraca si¢ okolo osi z pred-
koscig katowa w. Po tworzacej walca porusza sie punkt 4 z pred-
koscig staly v wzgledem tworzgcej. Wyznaczyé przyspieszenie pun-
ktu A wzgledem ukladu stalego.

Obierzmy uklad ruchomy zwigzany z walcem, przyjmujac o$
walca za of {. Gdyby punkt A byl sztywnie zwigzany z ukladem
(& n, £), wowezas posuwalby sie po kole K z predkoscig kgtowy w.
Przyspieszenie unoszenia p, jest wiec skierowane ku srodkowi kola K
i |pJ=rw? Przy$pieszenie wzgledne p =0, wedle zalozenia. Po-
niewaz predkosé¢ wzgledna #,=7 jest rownolegla do osi obrotu, wige
przyspieszenie Coriolisa p,=0. Zatem

7)b = Tju‘
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Przyklad 3. Plaszczyzna pozioma obraca si¢ z predkoscia
katowa o okolo osi pionowej. Po plaszczyinie porusza si¢ punkt A,
majacy w pewnej chwili wzgledem plaszezyzny predkosé z,, i przy-
§pieszenje p . Wyznaczy¢ przyspieszenie wzgledem ukladu stalego
w owej chwill. '

Oznaczmy przez O punkt przebicia osi obrotu z plaszezyzng
ruchoma. Gdyby punkt 4 byt z plasz-
czyzng ruchomg zwigzany, wowczas
posuwalby si¢ po kole o srodku 0
i promieniu 0OA=r 1z predkoscig
katowa . Zatem przyspieszenie
unoszenia p, skierowane jest do
| punktu 0 i |p |=re?

Aby wyznaczy¢ przyspieszenie Coriolisa p,., obierzmy punkt O
za poczgtek ukladu ruchomego, zwigzanego z plaszczyzng ruchomy
i wykrestmy z punktu O wektor O B=7%,,. Poniewaz predkosé punktu 0
jest zerem, wiee ;p, rowna si¢ predkosci punktu B. Zatem p,. 17
i|p)=20Bw=2[y |w.

To samo oczywiscie otrzymalibysmy, opierajac si¢ na wzorze
Po=27, X i na tym, ze wektor predkosci katowej @ ma kierunek
osi obrotu, jest wiec do plaszczyzny ruchomej prostopadly.

Przyspieszenie bezwzgledne otrzymamy, dodajac do siebie
wektory p,, p, i P

Przyhlad 4. Kula o promieniu r obraca si¢ dokola stalej osi
ze stala predkoscia katowa w. Po wielkim kole, przechodzgeym
przez o obrotu, porusza si¢ punkt P ze stalag predkoscig ¢. Wy-
znaczy¢ predko$é i przyspieszenie tego punktu wzgledem ukladu
stalego (x, v, 2).

Niech &, %,¢ oznacza uklad ru-
chomy, ktorego o§ { jest ta sama co
dla ukladu statego, za$ plaszezyzna £C
jest plaszczyzng poludnika, po ktérym
porusza si¢ punkt P. Uklad ten obraca
sie wraz z kulg dokola osi z ze stalg
predkoscig kagtowa w (ktoérg na rysunku
przedstawia wektor narysowany na osi z).
Predko$é¢ punktu P wzgledem ukladu ruchomego, t.j. predkosé
wzgledna o, jest wektorem o dlugosci ¢, stycznym do poludnika (po




{§15) II. Zmiana uklady odniesienia. 6b

ktéorym porusza si¢ P). Predko$¢ unoszenia ¥, réwna sie¢ predkosei
punktu réownoleznika przechodzgcego przez P. Poniewaz punkt ten
porusza si¢ po kole o promieniu g=rcos ¢, gdzie ¢ oznacza sze-
rokosé¢ geograficzng tego rownoleznika (6. j. kat zawarty miedzy
promieniem OP a plaszezyzng réwnika), wigc predkoséé 7, jest styczna
do réwnoleznika i wynosi gw=r w cos ¢. Predkosci v, i ¥, 83 do sie-
bie prostopadte, zatem |7s| =} +r2w? cos? ¢. Predkosé bezwzgledna ¥,
[o)] ro

liwl = —c'—COS ®.
Poniewaz punkt P porusza si¢ po poludniku ze stalg predkosciy c,
wige przydpieszenie wzgledne 7, jest skierowane ku srodkowi
kuli i [p |=¢*r. Podobnie, przyspieszenie unoszenia 7, jest skie-
rowane ku srodkowi rdéwnoleznika (przechodzgcego przez P) i
1D |=0w® = rw?cos p. Przyspieszenie Coriolisa p,=2%, Xx® jest pro-
stopadle do w i ¥, zatem jest prostopadle do plaszcezyzny poludnika
i ma ten sam zwrot co ¥,. Poniewaz, jak latwo widzieé, kat zawarty
miedzy w a 7, wynosi n—e¢, wiee |p = 2|9 ||@|8in ¢ =2¢w sin ¢.
Dodajac wektory p,,P, i P, otrzymamy przyspieszenie bez-
wzgledne p,.

tworzy z poludnikami kat # okreslony wzorem tgd=

§ 15. Wyznaczanie ruchu wzglednego. Dotychczas zaj-
mowali§my si¢ wyznaczaniem ruchu wzgledem ukladu stalego, majac
dany ruch wzgledemn ukladu ruchomego. Czesto spotykamy sig
z zagadnieniem odwrotnym, t. zn. mamy znalezé ruch wzgledem
ukladu ruchomego, znajge ten ruch wzgledem ukladu stalego.

Ze wzoréw (I), str. 58 i 61, otrzymujemy na predkosdé wzgledng
i przyépieszenie wzgledne:

(I) 'Ew = E’b - 5a’ ﬁw = ﬁbuﬁu “ﬁC'

A wigc: predkosé wzgledng otrzymamy, dodajac do predkosei bez-
wzglednej predkosé unoszenia ze zwrolem przeciwnym. Przydpieszenie
wzgledne otrzymamy, dodajac do przyspieszenia bezwzglednego przy-
$pieszenie unoszenia i Coriolisa ze zwrotami preectwnyms.

Ruch wzgledem punktu. Niech punkty A, i 4, poruszajg
sie wzgledem pewnego ukladu stalego (z,y,2) z predkosciami #, i ¥,
Umiedémy w A, poczatek ukladu ruchomego (&, 7,{) i zalézmy,
ze uklad ten porusza sie ruchem postepowym.

Ruech punktu 4, wzgledem ukladu (£, #,{) nazywaé bedziemy
ruchem wzglednym wzgledem punkiu A,.

"
S. Banach. Mechanika 7
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Taki ruch zauwazylby obserwator poruszajacy si¢ ruchem po-
stepowym wraz z punktem A,.

Oznaczmy przez v;» predkosé punktu A, wzgledem punktu A4,,
t. zn. wzgledem ukladu (&, %, ). Poniewaz predko$é unoszenia réwna
sie predkosci ¥, punktu 4, zad predkoéé bezwzgledna wynosi 7,
wiee ¥,=0;,+7,, skad ¥ ,=0;—7, lub
(I1) U12=0+(— ¥y).

Oznaczajac przez p,, przyspieszenie punktu A, wzgledem A4,,

t. j. wzgledem ukladu (¢, n,{), otrzymamy z uwagi na to, Ze przy-
§pieszenie Coriolisa jest zerem, p,,=p,—P, lub
(III) ﬁl_,2=§)'l +(— i’z)'

A wigc: predkodé (przyépieszenie) punktu A, wzgledem A, otrzy-
mamy, dodajqc do predkosei (przyspieszenia ) punktu A, predkosé (przy-
épieszenie) punktu A, ze zwrolem przeciwnym.

Przyklad 1. Punkty A, i 4, poruszaja si¢ odpowiednio po
osiach x i y ruchem jednostajnym z predkodciami ¢, i ¢,, Wyzna-
czy¢ predkosdé punktu A4, wzgledem A,.

Szukana predkosé vy, jest réznicg predkodci punktu A,
i punktu 4, A wiec ¥;2=v,—70,. Rzuty predkodci 7, na osie x i y
wynoszg ¢ i —e¢;. Zatem

el =V +e.

Przyklad 2. Punkt A, porusza si¢ po kole o promieniu r
ruchem jednostajnym, zas punkt A4, porusza si¢ w ten sposob, Ze
znajduje sie zawsze na drugim konicu §rednicy przechodzgcej przez A,.
Wyznaczyé predkosé i przySpieszenie punktu A, wzgledem 4,.

Oczywiscie predkosci i przyspieszenia obu punktéw sg réwne
co do wartosdei i majg zwroty przeciwne. Oznaczajac przez 7 i p
predkosé i przyspieszenie punktu A,, otrzymamy

0,=0—(—0)=2% 1 P, ,=p—(—p)=2p.

Poniewaz |v; »|=const., wiec przyspieszenie styczne ruchu wzgled-
nego jest zerem; zatem p,, jest przyspieszeniem normalnym. Stad
1Bygl =19,/ e=4[P%/0, a poniewas [p,,|= 2 p|=2u?/r, wiee

4oPRlo=2 B|r czyli o=2r.

A wige ruch punktu 4, wzgledem 4, odbywa si¢ po kole

o §rodku A4, o promieniu 2r, z predkodcig dwa razy wiekszg od
predkosci punktu A4,.
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Przyklad 3. Po osi z porusza sig cialo 4 z predkofcig stala u,
wyrzucajac ¢0 T sekund drobne cialka, biegnace po osi « ruchem
jednostajnym z predkoscig c¢. Niechaj » oznacza czestosé emisji
(t. j. ilodé cialek wyrzucanych na sekunde,), za§ 4 odlegloéé dwéch
po sobie wyrzuconych ciatek. Mamy oczywidcie »=1/T.

Poniewaz predkosdé wzgledna cialka wyrzuconego jest wzgledem A
¢ — u, wige po czasie T odleglodé cialka od 4 wynosi A=(c— u)T. Zatem

(1) v=(c—u)/A.

Przypuéémy teraz, ze po osi x porusza si¢ obserwator B z pred-
koscig stala v. Oznaczmy przez »' czestosé wzgledns emisji (t. j- ilodé
cialek na sekunde, napotykanych przez obserwatora), a przez T czas
miedzy spotkaniami dwu kolejnych cialek. Poniewaz predkosé ciatek
wzgledem B wynosi ¢—v, wige A=(c—v)T". Zatem

(2) v'=(c— v)/A.
Na mocy (1) i (2) otrzymujemy
(3) v'=v(c— v)/(c— u)=v(1—v/e) [(1—u/c).

Zal6zmy, ze predkosé c jest wielka w poréwnaniu z predko-
gciami % i o.

Poniewaz dla matych  mamy 1/(1— x)=1+x, wiec na mocy (3)
jest v =»(1—o/e)(1 +u/e)=r[1— (v— u)/c—vu/c*]. Opuszczajge
ostatni wyraz w nawiasie jako bardzo maly w poréwnaniu z pozosta-
lymi, otrzymujemy w koncu

(4) v = y[1—(v— u)/c].
W szezegélnosei, jezeli w=0, dostaniemy
(5) v = y(1—v/ec).

Przyklad £. W przestrzeni porusza sie réj drobnych cialek
z predkodcig stala o. Poprzez réj porusza sie cialo A z predkoscia .
Predkosé wzgledna cialek wzgledem A wynosi wige wW=v—4u.
Oznaczmy przez w, v i u bezwzgledne wartosci tych predkosei,
przez ¢ kat miedzy w i ¥, a przez a kat miedzy % i #. % trojkata
o bokach o, —%, @ otrzymujemy

(6) sin = Z’ 8in a.
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Podamy zastosowanie powyzszego wzoru.

Jako uklad staly obierzmy uklad zwigzany ze
storicem i gwiazdami stalymi. Pewna gwiazda G
wysyla ku ziemi promienie swiatta biegnace
z predkoscia ¥ (v=300.000 km/sek). Ziemia
porusza si¢ z predkoscia # (u=30km/sek). Pro-
mienie $wiatla maja wiee wzgledem ziemi pred-
koéé¢ wzgledng w. Obserwator na ziemi, cheac
zobaczyé gwiazde @G, musi ustawié¢ lunete w kie-
; runku predkosci wzglednej #@. Bedzie wiec wi-

dzial G pozornie w miejscu G’'. Kat ¢, wska-

zujacy odchylenie od prawdziwego kierunku, mozemy wyliczyé z (6).

Poniewaz v jest wielkie w porownaniu z u, wiec kat ¢ jest
bardzo maly. Ze wzoru (6) otrzymamy

Dla a=n=/2 (t. j. sina=1) otrzymujemy dla kata ¢ jako wartosé
maksymalng ¢=22".

Przyklad 5. Po okregu kola o §rodku O poruszajy sie punkty
A, i A, z predkodciami katowymi w, i w, wzgl¢dem pewnego ukladu
stalego. Obierzmy osie &, 5 ukladu ruchomego w plaszczyinie kola,
przyjmujge O za poczatek, za$ prostag 04, za o§ &.

Predkosé katowag punktu A, wzgledem obranego ukladu ru-
chomego nazywamy predkodciq katowq (wzgledna) punktu A, wzgle-
dem punkiu A,; oznaczamy ja przez ..

Latwo mozna okazaé, zZe
(7) w1,2== Wy — Ws.

Przypusémy, ze punkty A, i A, poruszaja si¢ z predkosciami
kgtowymi statymi. Oznaczajgc przez T,, T, odpowiednio czasy obie-
goéw punktéw A4,, A, w ukladzie stalym, zas przez 7T,» czas obiegu
punktu 4, wzgledem A4, (t. j. czas obiegu punktu 4, w ukladzie ru-
chomym), otrzymamy: 7T,=2n/w, T,=2a]/w, Ti»=2x]wia.
Zatem na mocy (7)

(8) LTy 2=1/T,—1/T,.
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Czas obiegn duzej wskazéwki na zegarku wynosi T,=1 godz,
malej T,=12godz. Ze wzoru (8) dostajemy: 1/Tj»=1—+y, skad
T.=}{§ godz=1godz 5 min 27 sek. Zatem wskazéwki pokrywaja
8i¢ co 1 godz 5 min 27 sek.

Podréznikowi odbywajacemu podr6z naokolo ziemi w kierunku
z zachodu na wschéd wydaje si¢, ze podrdz jego trwala n ddb, po-
niewaz w ciggu podr6zy mial n dni i » nocy. Wréciwszy jednak
do miejsca, z ktdrego podréz rozpoczal, stwierdza, ze podrdz trwala
nie n, lecz n’ déb. Jaki jest zwigzek miedzy n a n'?

Oznaczmy przez T, okres podrézy, a przez T, czas pozornego
obiegu slonica naokolo ziemi. Zatem T,=n' i T,=—1 (gdyz sloiice
obraca si¢ pozornie dokola ziemi ze wschodu na zachéd ¢. j. w kie-
runku przeciwnym do kierunku podrézy). Podréznik przyjmowat
za dobe pozorng okres czasu miedzy jednym a drugim przejsciem
storica przez poludnik zmienny, na ktérym sie znajdowal. Poniewas
w ciggu n dni pozornych bylo n’ dni prawdziwych, wige doba po-
zorna wynosi n’/n prawdziwych. Stad Ti.=n'/n. Na mocy wige (3)

n/n'=1/n'+1 czyli n'=n—1.

Zatem prawdziwych dni uptynelo o 1 mniej niz pozornych.
Gdyby podréznik szedl ze wschodu na zachéd, to (jak latwo
widzie¢) prawdziwych dni uplyneloby o 1 wigeej niz pozornych.
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DYNAMIKA PUNKTU MATERIALNEGO

I. Dynamika punktu swobodnego

& 1. Podstawowe pojeecia dynamiki. Przedmiotem badan
dynamiki jest ruch cial pod wplywem sil, kt6re ruch ten wywotujg.

W kinematyce wszystkie uklady odniesienia sg, jak juz wiemy,
réwnouprawnione; jest rzecza obojetng, jak mierzymy czas (t. j. jakie
przedzialy czasu uwazamy za réwne). Prawa dynamiki natomiast,
wypowiedziane przez Newtona, wazne s3 nie dla kazdego ukladu
odniesienia i nie dla kazdego pomiaru czasu.

Uktad inercjalny, e¢zas bezwzgledny. Ukiad odniesienia,
dla ktérego przy pewnym pomiarze czasu zachodzg prawa dynamiki.
newtonowskiej, nazywamy wukladem inercjalnym, odpowiedni za$ po-
miar c¢zasu — pomiarem czasu absolutnego, a ruch ciala wzgledem
ukladu inercjalnego — ruchem absoluinym.

Scidle biorac, nie znamy dotychczas przykiadu ani ukladu inercjalnego ani
czasu absolutnego. W wielkiej liczbie zagadnieh moiemy jednak obraé takie
uklady odniesienia i takie metody mierzenia czasu, Ze stosowanie praw dyna-
miki doprowadza do wynikéw do&é malo rézniagcych sie od dodwiadczenia, aby
bledy moina bylo praktycznie pominaé.

Jezeli np. badamy ruch drobnych cial w poblizu ziemi w krétkim prze-
ciggu czasu, to wyniki beds naogdét wystarczajaco dokladne, gdy za uklad
inercjalny przyjmiemy uklad oduniesienia zwigzany z ziemis, zad mierzenie czasu
absolutnego oprzemy na zaloZeniu, 2e ziemia wzgledem gwiazd statych obraca
sig okolo swej osi w réwnych czasach o réwne katy.

W innych jednak gagadnieniach (jak np. wahadlo Foucaulta, giroskop,
ruch planet) stosowanie praw dynamiki do ukiadu odniesienia zwigzanego z zie-
mig nie prowadzi jui do réwnie dobrych wynikéw. Znaoznie lepsze wyniki otrzy-
mamy btu, prayjmujac za uklad inercjalny uklad odniesienia, ktérego poczatek
znajduje sie w stofcu, osie zad skierowane 83 ku gwiazdom stalym.

Préez poprzednio wspomnianego mierzenia czasu, opartego na jednostaj-
nosci ruchu obrotowego ziemi okolo swej osi, istnieja jeszcze inne metody mie-
rzenia czasu, ktére podaje astronomia.

W dynamice zakladamy, ze dany mamy uklad inercjalny
t czas absoluiny.
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Masa i sila. W dynamice wystepujg nowe pojecia, jak np.
masa i sila. Przyjmujemy, ze 83 one czytelnikowi znane z fizyki
i nie bedziemy blizej wchodzili w ich okreélenia. Podamy tylko
te ich wlasnosci, jakie zakladamy o mnich w dynamice.

Masa cisla wyrata si¢ liczbq dodatnig, zaleing od obioru je-
dnostki masy t.j. od obioru dowolnego ciala, ktérego mase ozna-
czamy liczbg 1.

Stosunek mas dwich cial nie zalezy od obioru jednostki.

Jezeli wiec przez m, i m, oznaczymy masy dwéch cial przy
pewnej jednostce, za§ przez m; i m: masy tych cial przy innej
jednostee, to

My [ My = My [ M.

Niech np. masa pewnego ciala 4 wynosi m, jezeli za jednostke
obierzemy mase ciala B. Przyjmijmy ponadto, Zze masa ciala 4
wynosi m’, ciala zas B wynosi m’/, jezeli za jednostk¢ obierzemy
mas¢ innego ciata C. Stosunek mas cial 4 i B wynosi zatem m/1,
gdy jednostksy jest masa ciala B, za§ m'[/m’’, gdy jednostky jest
masa ciala C. Jest wiec na mocy zalozenia m/l=m'/m", skad

m’ = mm".

Mozemy zatem, znajagc masy cial przy pewnej jednostce, obli-
czyé je przy innej jednostoe.

Masa ciala jest niezaleina od czasu, t. zn. ze dane cialo ma w kaz-
dej chwili t¢ samg mase.

Sile uwazamy za wyznaczons, jezeli podana jest jej wielkoséé
(warto$é bezwzgledna), kierunek, zwrot i punki zaczepienia. Sile,
dzialajacg na cialo, moze nam uzmyslowi¢ nitka napigta lub spre-
zyna rozciggnigta, przyczepiona do ciala (p. rysunek).

Sity, ktérych wielkodé wyraza si¢ liczbg 0,

nazywamy silami zerowymsi. Przy silach zero- O‘__f.__r.

wych nie rozrézniamy kierunku ani zwrotu.
Wielko$é sily niezerowej wyraia si¢ liczbq dodainiq, za.leZm?
od jednostki sily, t.j. od obioru dowolnej sily (niezerowej), ktérej

wielko$é oznaczamy liczbg 1. ‘ .
Stosunek wielkosei dwdch sit (niezerowych) nie zalezy od obtoru

jednostki.
Opierajac si¢ na tym, mozemy 2z wielkosei sily przy pewnej
jednostce wyznaczyé jej wielkosé przy innej jednostce.
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Sile, dzialajacq na cialo, przedstawiamy jako wekior. Obieramy
w tym celu dowolng jednostke dlugosei i dowolng jednostke sily.
Sile dang przedstawia wektor, ktérego dlugosé wyraza sie ta sama
liczbg co wielkodé sily, zas poczatek, kierunek i zwrot 33 te same,
co poczatek, kierunek i zwrot sily. Wektor majaey np. 5 jednostek
dhlugosei przedstawia sile¢ majaca 5 jednostek sily. Sil¢ zerows przed-
stawia wektor zerowy.

Dziatania na silach okreslamy jako dzialania na wektorach,
ktére przedstawiajg te sily. Jezeli np. wektory Py, Ps,..., P, przed-
stawiaja pewne sily, wowezas sumg tych.sil nazywamy sile, ktora
przedstawia wektor P=P,+Pyi-...+P,.

Momentern sily (przedstawionej przez wektor P) wagledem
punktu O nazywamy moment wektora P wzgledem 0.

Punkt materialny. W dynamice zajmiemy si¢ najpierw
ruchem punktoéw, a nastepnie ruchem cial. Podobuie jak w kine-
matyece, punkt bedziemy niekiedy uwazali za model ciala (np. w przy-
padku, gdy rozmiary ciala sg drobne w stosunku do toru).

Masq punkty nazywamy mase ciala, ktore dany punkt przed-
stawia; sam punkt nazywamy wowczas punktem materialnym.

Jezeli sila dziala na cialo, ktorego obrazem jest punkt ma-
terialny A, woéwezas site t¢ przedstawiamy w postaci wektora o po-
czatku w A.

Sila, dzialajgca na punkt materialny, moie sie zmieniad w c2asie
zaréwno co do wielkosei, jak co deo kierunku i zwrotu.

§ 2. Prawa dynamiki Newtona. Prawa dynamiki, wypo-
wiedziane przez Newtona, podaja zwiazki, jakie zachodza w ruchua
absolutnym miedzy masa, przySpieszeniem i silami, dzialajaeymi na
punkt materialny.

Prawa ruchu. Niech uklad odniesienia (i, y, z) bedzie ukladem
inercjalnym, za$ ¢ niech oznacza czas absolutny. Przy tych zaloze-
niach prawa ruchu mozemy wypowiedzieé jak nastepuje:

1. Jezeli m oznacza masg punklu materialnego, p przyspieszenic
w chwili t, P sume sit dzialajacych na punkt materialny w chwili t, to
(1) mp=KP,
gdzie K oznacza pewng liczbe (dodatnia), zaleing lylko od obioru
jednostek dlugodci, czasu, masy i sity (a wige niezaleing od czasu,
masy i sily).
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Z réwnoéci (1) wynika, ze
(2) m|p|= K |P|.

Jezeli wiec ze wspomnianych jednostek trzy obierzemy do-
wolnie, to czwartg mozemy zawsze tak dobraé, by K=1. Obierzmy
np. dowolnie jednostki czasu, dlugodci i masy, a za jednostke sily
obierzmy takg sile, ktora punktowi o masie 1 nadaje przys$pieszenie 1.
Przy tych jednostkach dla m=1 i Pl=1 mamy |p|=1, zatem ze
wzoru (2) otrzymamy K =1. Zwigzek (1) przyjmie wtedy postaé

(I) mp=P.

Na przyszlodé¢ bedziemy stale zakladaé, ze jednostki sa tak
dobrane, by K =1. Prawo Newtona bedziemy wi¢e zawsze przyj-
mowali w postaci (I1).

Tworzac rzuty na osie ukladu otrzymamy na moey (I):
(Il) ,n'px:P.r’ mp y:::Py 4 mp P Pz .

Roéwnogei (1) i (II) 83 oczywiscie rownowazne,
Poniewaz p=d¥/dt, zas m» jest liczba stalg, wiee mp = d(mt)/di.
Zatem zwiazek (I) mozemy napisaé¢ réwniez w posbtaei

(111) d{m®)/di=P.

Wektor mv nazywamy pedem (ilosciq ruchu).
A wige: pochodna pedu (wzgledem ezasu) rdwna si¢ sumie sit
dzialajacych na punkt materialny.

Niech na punkt materialny o masie m dzialaja sily, ktoryeh
suma P w pewnym okresie czasu stale jest zerem. Wtedy mp==0,
wiee przyspieszenie p=0, i punkt porusza si¢ wowezas ruchem
jednostajnym prostolinijnym (lab jest w spoezynku). Mamy wiee
nastepujace prawo, zwane prawem bezwladnosei Newtona:

11. Jeteli na punkt materialny w peienym okresie czasw dzxia-
lajq sily o sumie 0, to punkt jest w spoeczynku albo w ruchu jedno-
stajnym prostolinijnipmn.

Na odwrét, jezeli punkt jest w spoczynku lub w ruchu jedno-

stajnym prostolinijnym, to przyspieszenie p=:0, a poniewai na
mocy prawa (I) jest mp=_~P, wiec suma sil dzialajacych P jest zerem.
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Sity dzialajgce na punkt materialny pochodzy zazwyczaj z dzia-
lania innych punktéw materialnych na dany punkt. Dla sil tych
Newton podal prawo nastepujace, zwane prawem akcji ¢ reakeji:

IIL. Jezeli punkt materialny A dziala na punkt materialny B
z pewnq silq, to réwniez punkt B dziala wdwezas na punkt A z silg
rowng co do wielkosci © kierunku, ale o zwrocie przeciwnym; sily
z jakims punkty A i B dzialaja na siebie sq zawsze skierowane
wedluz prostej AB, lgczqcej te punkty.

Jezeli sila z jakg punkt A dziala na punkt B ma zwrot ku 4
(a wiec sila, z jakg punkt B dziala na 4, ma zwrot ku B), to mé-
wimy, ze punkty A i B przyciagajq sie; w przypadku przeciwnym
méwimy, ze punkty te si¢ odpychajq.

Rownowaga punktu i sil. Jeieli punkt materialny jest
w spoczynku, to powiadamy, 2ze jest w rdwnowadze. O silach
P, P, ..., P, méwimy, ze 83 w réwnowadze lub e si¢ réwnowasa,
jezeli ich suma jest zerem, t.zn. jezeli P+ P,+...4+P,=0.

Jezeli wiec punkt materialny jest w réwnowadze, to sily dzia-
lajace na ten punkt réwniez s3 w réwnowadze. Jezeli natomiast
sity dzialajace na punkt materialny w pewnym okresie czasu s3
w réwnowadze, to w tym okresie czasu przyspieszenie p=0, za-
tem punkt jest bgdZi w rownowadze, badZ w ruchu jednostajnym
prostolinijnym.

Sila bezwladnoéci. Zasada d’Alemberta. Prawo (I} mo-
zemy napisaé réwniez w postaci
(IV) P4 (—mp)=0.

Wektor —mp o poczgtku w punkcie m nazywamy silq bez-
wladnoéce.

Nie nalezy sadzié, ze wektor —mp przedstawia sile dzialajacs
na punkt materialny m. Tylko dla wygody nazywamy ten wektor
silg (bezwladnodci). Na punkt m dzialajg tylko sily, ktérych suma
wynosi P.

Zwigzek (IV) mozemy wypowiedzie¢ jak nastepuje:

Sily dzialajace na punkt materialny sq w rownowadze z silg
bezwladnosci.

Powyzsze sformulowanie jest réwnowazne I prawu Newtona

i nosi nazwe zasady d'Alemberta. Zasada ta daje duze ustugi przy
badaniu ruchu punktéw t. zw. nieswobodnych.
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§ 3. Uklady jednostek dynamicznych. Zasadniczymi
jednostkami, jakie przyjmujemy w dynamice, s3 jednostki dlugodei
czasu i masy. Przy pomocy tych jednostek okreslamy jednostke
sily. Za jednostke sily obieramy mianowicie sile, ktéra masie 1 na-
daje przyspieszenie 1.

Uklad fizyezny cgs. Otéz za jednostke dlugosci przyjmuje
sie centymetr (cm), masy gram (g), za jednostke czasu sekunde (sek)
1 sity dyne (dyn).

Pierwotnie metr (m=100 cm) mial przedstawia¢ jedng czter-
dziestomilionowg cze$é poludnika ziemskiego. Przy obliczeniach je-
dnak popelniono pewien niewielki blad. Dzisiaj metr okredlamy
przy pomocy dlugosci wzorca przechowywanego w Paryzu. Podobnie
jednostka masy 1g miala byé pierwotnie masg 1 e¢m® wody che-
micznie czystej przy 4°C pod ci$nieniem 760 mm rteci. Obecnie
jednak przyjmujemy za 1 kilogram (kg=1000g) mas¢ wzorca pla-
tynowego, przechowywanego w Paryzu.

Jednostke czasu 1 sek okres§lamy z pomocg t.zw. sredniej doby
slonecznej, ktérej wyznaczeniem zajmuje sie astronomia. Srednia
doba sloneczna = 24 godzin (godz), godzina = 60 minut (min), mi-
nuta = 60 sek.

Jednostka sily 1 dyn jest sila, ktéra masie 1 g nadaje przy-
gpieszenie 1 cm - sek2, ‘

Uklad zasadniczych jednostek (centymetr, gram, sekunda) na-
zywamy krétko ukladem fizycenym cgs.

Mierzenie mas i sil. Drobne ciala w poblizu ziemi, pusz-
czone swobodnie, spadajg ku ziemi pionowo ruchem jednostajnie
przyspieszonym (jezeli pominiemy opér powietrza). Przyspieszenie
to (zwane =ziemskim) jest w danym miejscu na ziemi dla wszyst-
kich cial jednakowe, zmienia sie jednak wraz z szerokoscia geo-
graficzng. Oznacza sie je przez ¢g. U nas przyspieszenie ziemskie
wynosi w przyblizeniu g=981 cm - sek 2.

Niechaj m oznacza mase drobnego ciala. Sil¢ skierowang pio-
nowo w dol, o wielkodci @Q-==wmg, nazywamy cigiarem tego ciala,.

Ciezar jest wiec proporcjonalny do masy ciala; ciala majace
rowne cigzary (w tym samym miejscu na ziemi) majg rowne masy
i na odwrét.

Przy pomocy przyrzadu zwanego wagq (ktérego zasade po-
znamy w rozdz. VI), mozemy poréwnywaé ciezary dwoch cial. Poniewaz
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z réwnosei ciezar6w wynika réwnodé mas, wiee przy pomocy wagi
mozemy posrednio poréwnywalé masy cial. Wynika stad, ze przy
pomocy wagi mozemy mierzyé, t.j. wyznaczaé masy cial.

Sily mierzymy sposobem dynamicznym lub statycznym.

Sposéb dynamiczny opiera si¢ na I prawie Newtona (P=mp).
Ze wzoru tego mozemy wyznaczyé sile P, gdy znamy mase ciala m
i przydpieszenie P, jakie mu sita P nadaje.

Sposéb statyczny opiera si¢ na tym, ze pod dzialaniem sit
ciala zmieniaja swéj ksztalt (odksztalcaja sig). Ze znajomodei od-
ksztalcen mozemy w pewnych przypadkach wnioskowaé o wielkosei
8il, wywolujacych te odksztalcenia. Jezeli np. na sprezynke, zawie-
szong pionowo, dziala w dolnym jej koneu sila skierowana pionowo
w dol, wéwezas sprezynka sie wydluza. Wydluzenie jest (przy ma-
lych sitach) proporcjonalne do wielkodei sily dziatajacej. Przyrzady
sluzgee do statycznego mierzenia sil nazywamy dynamometrams.

Uktad technieczny jednostek. W technice rozpowszech-
niony jest t. zw. uklad techniczmy jednostek. W ukladzie technicznym
przyjmuje si¢ za jednostki zasadnicze jednostki dlugosci, czasu i sily.
Jednostke dlugosci jest 1 m, czasu 1sek, a sity 1 kilogram (kg).
Jest to ciezar 1 dcm® wody (w normalnych warunkach) pod 45°
szerokodci geograficznej péinocnej (gdzie przyspieszenie ziemskie
g=981 cm-sek " *=9,81 m-sek ?).

Jezeli we wzorze |P|=m|p| polozymy Pl=1 i |p|=1, dosta-
niemy m=1. A zatem jednostka masy bedzie masa, ktérej sila 1 kg
nadaje przyspieszenie 1 m-sek >

Niech m bedzie masg ciala, ¢ jego ciezarem (pod 45° szer.
geogr. pin.) i polézmy g=9,81 m-sek *. Zatem Q=mg, wiec
1) m=Qg=Q/9,81.

Ze wzoru powyzszego moZemy wyznaczyé mase ciala w je-
dnostkach ukladu technicznego, gdy znamy ciezar ciala. Poniewaz
ciezar 9,81 dem® wody (pod 15° szer. geogr. pin.) wynosi 9,81 kg,
wige jednostke masy w ukladzie technicznym przedstawia masa
9,81 dem® wody.

W ukladzie egs masa 9,81 dem?® wody wynaosi 9,81 kg (masy) =
= 9810 g (masy). Zatem:

{(2) Jedn. masy w ukl. techn. = 9,31 kg (masy) == 9810 g (masy).

Aby znalezé zwigzek miedzy jednostky sily (kg) w ukladzie
technicznym a jednostky sily (dyng) w ukladzie eys, zauwazmy, ze
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1 dem® wody (t. j. masa 1000 g) spada na ziemi¢ pod wplywem swego
cigzaru 1kg z przyépieszeniem 981 cm-sek >, Zatem 1 kg (sily)=
=1000-981 dyn, skad

(3) 1 kg (sily) = 981.000 dyn.

Wymiary wielkofei dynamicznych. W dynamice wyste-
puja jeszcze inne wielkosei (np. praca, energia kinetyezna i t. p.), kté-
rych jednostki okreslamy, podobnie jak jednostke sily, przy po-
mocy jednostek zasadniczyeh, t.j. dlugodci, masy i czasu. Podobnie
jak dla wielkosei kinematycznych (por. Rozdz. II, § 11), mozna
wprowadzié dla wielkosei dynamieznych pojecie wymiaru. Znajomogé
wymiaru danej wielkosci pozwala w latwy sposéb wyznaczyé miare
tej wielkosdel przy zmianie zasadniczych jednostek.

Przypuéémy, ze obralismy dwa uklady jednostek dlugosci, masy
1 czasu, ktore oznaczymy odpowiednio przez L, M,T i L', M', T’
i ze miedzy tymi jednostkami zachodzg zwigzki

(4) L =L, M=uM' =T’

Niechaj miara jakiej$ wielkosei dynamicznej 4 wynosi a przy
jednostkach L, M, T, za$ o’ przy jednostkach L', M’, T".

Jezeli mozna dobraé takie liczby «,f,y, zeby dia kazdych
dwoch ukladéw jednostek L, M,T i L', M’,T’ spehiajgcych
zwigzki (4) zachodzil zwigzek
(5) o' = ai® e,
to wymiarem wielkodci 4 nazywamy wyrazenie
(6) "M T,

Wymiar wielkodci A oznaczamy przez [A4], a jednostke wiel-
kodci A przy jednostkach L, M, T przedstawiamy symbolem L*M*T”,

Wielko$é 4 wynosi zatem a L*MPT” przy jednostkach L, M, T,
za$ a'L“M"T" przy jednostkach L’, M’, T’, skad
(7) aLl M T'= o' L™ M* T

Opierajge sie na wzorach (4) i rachujge formalnie, dostaniemy
aLl‘M'T" = a (ALY (u M"Y (z T'Y, skad
(8) aL" M T = (a A F )" MPT7,

Ze wzordw (7) i (8) otrzymujemy przez przyréwnanie wzor (5).
W ten sposéb przy pomocy rachunku formalnego mozemy, znajgc
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wymiar wielkodei A4, otrzymaé jej miare przy zmianie jednostek
dlugodei, masy i ezasu.

Czytelnik latwo uogélni twierdzenie podane na str. 51, ktore
daje duze uslugi przy wyznaczaniu wymiaru.

Przyklad 1. Sila o wielkofci (wartoéci bezwzglednej) P, dzia-
lajgc na punkt materialny o masie m, nadaje mu przyspieszenie
o wielkosci p. Zatem P=mp, skad [P}=[m]-[p]. Poniewaz [m]=M
i [pl=LT ", wiec

(1) [sila] =L M T>.
Jednostka sily w ukladzie cgs jest dyna. Zatem
(I1) dyn=cm-g-sek "

Przyklad 2. Sile o wielkosei 6 m kg min~” przedstawié w ukla-
dzie cgs.
Mamy

6 m-kg - min"? = 6 (100 cm) - (1000 g) - (60 sek) * =
= (6-100- 1000- 60~*)- (cm g sek ) = 1662/, dyn.

§ 4. R6wnania ruchu. Jednym z gléwnych zagadnien dy-
namiki jest wyznaczenie ruchu punktu materialnego, gdy dana jest
masa m tego punktu i sila P, dzialajgca na ten punkt. W najprostszym
przypadku sila P moze byé podana, jako funkeja czasu, t. zn. ze
dane sg funkcje:

(1) P, =F (1), P,= D (1), P,=¥(t),

okre§lajace w kazdej chwili t (pewnego okresu czasu) rzuty sily P
na osie ukladu.

Spotykamy si¢ jednak z przypadkami bardziej skomplikowa-
nymi. Zdarzyé sie moze, Ze jakis obszar D ma te wlasnoéé, ze na
dany punkt materialny, umieszczony gdziekolwiek w obszarze D,
dziata pewna sila P.

Jezeli sila P zalezy tylko od polozenia punktu, a nie zalezy
od niczego wiecej (np. predkosei), to obszar D nazywamy polem sil.

Przykladem pola sit jest pole grawitacyjne ziemskie: na dany bowiem
punkt materialny umieszczony w poblizu ziemi, dziala sila ciezkosci zalezna tylko
od polozenia tego punktu (a niezalezna od predkosci).
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W polu sil jest wige sita P funkcjg wspéirzednych r,y,z da-
nego punktu. Pole jest okreslone, jezeli sg dane funkcje:

(2) P,=F(z,y,z), Py= & (z,y,z), P,=¥(z,y,z2),

wyznaczajace w kazdym punkcie pola rzuty sily P. Jezeli wiec ba-
damy ruch punktu w polu sil, to mamy do czynienia z silg, ktéra
zalezy od polozenia punktu.

Jezeli punkt materialny porusza sie w pewnym osrodku (np.
W powietrzu), wéwczas na punkt materialny oprécz innych sit dziala
réwniez sila oporu, jaki odrodek przeciwstawia ruchowi. Sila ta za-
lezy migedzy innymi od predkosci punktu materialnego. W tym
przypadku mamy wiec sile zalezng réwniez od predkosci punktu.

W najogoélniejszym przypadku przyjmowaé bedziemy, ze sila P za-
lezy od czasu, polozenia i predkodei punktu. Zakladaé wiec bedziemy,
ze sila P dzialajgca na punkt materialny okreélona jest funkcjami:

(3) P.=F(z,y,2,%,y,41), P=>P(x,y,2,%1,%,t), P=V¥(a,y,2%,4,2%t),

ktéorych wartosciami sg rzuty tej sily, zalezne od wspéhrzednych
polozenia punktu (z,y,z) i jego predkodei #,y,%, oraz od czasu t.

0O funkcjach (3) zakladamy zazwyczaj, ze sq ciqgle © majq po-
chodne czqstkowe ciqgle w pewnym obszarze zmiemnych z,y,z,%,Yy,z2,t.

Oczywidcie, ze w poszczegélnych zagadnieniach sila P nie musi
zaleze¢ od wszystkich zmiennych 2,y, ..., t, lecz od niektérych moze
byé niezalezna.

Teoretycznie jest do pomyélenia, ze sila P moze zalezeé od
wyzszych pochodnych (np. od drugich, trzecich, it. d.) zmiennych
x,y,2 Z przypadkami takimi nie spotykamy si¢ jednak w zagad-
nieniach praktycznych i nie bedziemy ich tu rozwazaé.

Niechaj ruch punktu materialnego dany bhedzie przez funkecje:

(4) o= f(t), y = g(t), z=y(t).

Na mocy réownosci (II), str. 73, otrzymujemy:
(1) mx = P,, my = Py, mz = P,.

Jezeli zatozymy, ze P,, P, P, 53 funkcjami ksztaltu (3), ré6w-
nania (I) przyjma postaé

mw =F(x, y, 2 2, §, 4, t),
(II) my = (I)(.’L‘, Y, %, z, y? z.y t)’
mz =¥z, y,2 %, ¥, 2 ).
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Powyzsze rownania przedstawiajg uklad réwnan rézniczkowych
rzedu drugiego, przyczem szukanymi funkcjami sa funkcje (4).

Przypusémy, ze badamy ruch w otoczeniu pewnej chwili ¢,
Zalozmy, ze w chwili t, punkt mial wspélrzedne wxy, y,, 2, za$ pred-
kosé jego miala rzuty z,, ¥, 2, Zalézmy nadto, Ze funkcje (3) sg
funkcjami cigglymi, posiadajacymi ciggle pochodne czgstkowe w oto-
czeniu wartosci oy, Yo, 20y Loy Yoy 2oy lo-

Z teorii réwnan rdézniczkowych wiadomo, ze przy powyzszych
zatozeniach istnieje jeden i tylko jeden uklad funkeyj (4) ciaglych
wraz z pierwszymi i drugimi pochodnymi w otoczenivy chwili {,,
spelniajacych réwnania (1I) oraz zwigzki:

() fto)==xy, w(ly)=Yo wllo)=2p ['(be)=%¢, ¢'(to)=y07 v'{ty) =2,

Uklad ten, jako jedyny uklad funkeyj (4) czynigey zadosé
wszystkim zadanym warunkom, wyznacza wiec ruch punktu ma-
terialnego, majgcego w chwili t, wspélrzedne xy, yo, 29 i predkosé
o rzutach =y, Yo, 20

Widzimy stad, ze ruch punktu jest w zupelnosci wyznaczony
przez podanie masy punktu, sit dzialajacych na niego i t. zw. warunkow
poczgtkowych (t. j. jego polozenia i predkosei w chwili poczatkowej ¢,).

Rownania (IT) nosza nazwe réownan ruchu Newlona.

Przyklad. Sila zaleina tylko od czasu. Niech sila P
zalezy tylko od czasu i dana bedzie przez funkeje (1). Rownania
ruchu (II) bedg wiec mialy postaé:

mx = F (1), my = D (1), mz = P(t).

Dzielge przez m i calkujae obustronnie, otrzymamy dla #,=0:
¢ t t
= 1 .F(t)dt +ec 7= 1 ‘di(t)dt + é 2= 1 /.Y’(t)dt-}- C3.
m 19 < m 27 m
6 0 0

Przyjmijmy, ze dla ¢=0 mamy &=%,, y=yy =42, (warunki
poczatkowe). Podstawiajac w powyzszych réwnaniach ¢=0, dosta-
niemy ¢;===I,, Cy=Yy C3=72, Latem:

(6)  E=Fy(t) +dy  G=P)+de =)+

t
gdzie If’l(t)—:% f F(t)dt i t. d. Calkujgc réwnania (6), otrzymamy:
0
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14 t t
(T) a=[Fy(t) di+ig+e, y=_/ O,(t) di+got+cs, 2= f P,(t) dt-+24t-+-cs.
0 0 0

Przyjmijmy teraz, ze dla t=0 jest =, y=y, 2=z, Zatem
z rownan (7), kladae t=0, dostaniemy ¢i=w,, c;=y,, ci=z2, A wiec

(8) @=Fyt) +-agt + gy Y= Do(t) + Yot + Yoy 2= Wy(t) + 2t + 2o,
t
gdzie F,(t) =_/ Fy(t)dt it.d. Z réwnan (8) wynika, ze ruch bedzie
0

okreslony, jezeli w chwili poczagtkowej =0 podamy polozenie punktu

(t. J. %oy Yoy 29) 1 Predkosé poczatkows (t. j. gy ¥oy 2Zo)-

§ 5. Ruch pod wplywem sily ci¢zkosSci. Niech na punkt
materialny o masie m dziala sila P stala co do wielkogci, kierunku
1 zwrotu.

Z tym przypadkiem mamy do czynienia, badajac ruch drobnych ciat
w poblizu ziemi i przyjmujac za uklad inercjalny uklad zwigzany z ziemia. Je-
zeli pominiemy opér powietrza, to na cialo wyrzucone dziala¢ bedzie tylko sila
ciegzkodei, ktéra na malej przestrzeni uwazaé¢ mozemy za staly.

Niech P oznacza sile ciezkosci. Zatem |P|=mg (g przyépie-
szenie ziemskie). Obierzmy uklad (x,y,2) w ten sposéb, by o§ 2 byla
zwrocona pionowo ku gorze. Zatem:

Px-:O’ Py=0, Pz=_-mg-

Rownania ruchu Newtona (str. 79, wzory (II)) przyjmg wiec

postaé: mx=0, my=0, mz=—mg ozyli:
(1) xr =0, Y= 0, 2 ==y

Catkujac powyzsze réwnania, otrzymamy:

(2) T = ¢, Y = ¢y &= —gl+ ¢,

Caikujac jeszcze raz, dostaniemy:

(3) x =c¢l + ey Y =yt + C3, 2=1g2 + cgt + c3.

Liczby ey, ¢, €5 €1y €3, ¢3 0znaczajy stale calkowania, ktére wy-
znaczymy, znajac warunki poczatkowe, t.]. wspolrzedne x,, ¥, 2,
i rzuty 2, ¥y, 4, predkosci v, punktu ruchomego w chwili poczatko-
wej t,. Bez szkody dla ogélnosci mozemy zalozy¢, Ze l,=0; ponadto
(dobierajac odpowiednio uklad wspélrzednych) mozemy przyjaé, ze
w chwili {,= 0 punkt znajdowat si¢ w poczatku ukiadu, zas predkosé %,
lezala w plaszczyZnie pionowej zx.
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Zaktadamy wiec, 2e dla t=0 jest x,=0, yo=0, 20=0 1 y,=0.
Wistawiajge t=0 w réwnania (2) i (3), otrzymamy:

=%, 6=Y=0, =3 c=x=0, 6,=¢,=0, ¢=27=0.
Roéwnania (2) i (3) przyjmuja wige postaé:
2% E=Udy, Y=0, I=—gl-+2,

(3°) r=d¢t, y=0, z=—] gt+Z.

Poniewaz jest stale y=0, wiec ruch odbywa si¢ w plaszezyznie
pionowej z.r.

Rozpatrzymy dwa przypadki: t. zw. rzut pionowy i rzut ukosny.

Rzut pionowy. Zalézmy, ze w chwili t=0 predkosé 7, miala
kierunek pionowy (lub byla zerem), a wiee ze #,=0. Kladge i=v
i 3y=1ty, otrzymamy z (2') 1 (3):

(4) L=0, g=0, x=0, y=0,
() v=—gltty,  F=—} g+ vyl.

Poniewaz jest stale =0 i y=0, wiee punkt porusza si¢ po osi 2
t. j. po pionie. Mamy nadto ¢=p=—y.

A wiee: jeieli predkosé poezqtkowa ma kierunek pionowy (lub
jest zerem ), wowezas punkt pod wplywem sily cigikosci porusza sig
ruchem jednostajnie przyspieszonym po pionie.

Przyjmijmy, ze ©,>0, t.j. ze w ehwili poezatkowej predkosé
miala zwrot ku gorze (np. ze wyrzucilismy punkt pionowo w gore
z predkoscig vy). Oznaczmy przez h wysokosé rzutu, t. j. wzniesienie
maksymalne, jakie punkt osiggnie. Aby otrzymaé h, nalezy obli-

czy¢ maksimum funkeji s=—1 gt*+ r¢l. Dostaniemy
(6) v h=r;[2¢ w chwili ==0,/y.

Rzut ukosny. Zalozmy, ze predkos¢ T, (F 0) tworzy z osia »
kat aE + =/2. Kladge 7y =10, dostaniemy &,=ryc0sq, ij=rysina.
Na mocy wiee (2°) i (3'):

(7) L= g COS u, y=0, f=— gt} rysina

(8) L=yl CON g, y=9, s=— g4 fsina.
Poniewaz cos a0 i ¢ 0, wi¢e 1 MOCY PIerwszZego z row-

0 ’ ¢ \

nan (8) i=x/v,cos a, skad

9 g==— ———— >4 rtgu

(%) 202 costa =
Rownanie powyzsze jest rownaniem paraboli.
A wiec: punkt w rzucie ukosnym porusza sie po paraboli.
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Parabola ta przecina o x w punktach O i D. Dlugoéé odcinka,
OD=d nazywamy odleglosciq rzutu.

Aby wyliezyé d, podstawiamy z=0 w (9).
Otrzymamy

.02
(10) d= ?" gin 2a.

A wige: maksymalna odleglo$é rzutu przy danej predkosei po-
czqtkowej v, wypada dla kala a=n[4=45°.

Aby otrzymaé wysokoéé rzutu h, nalezy obliczyé maximum
funkeji (9). Dostaniemy

(11) h=v2sin’a/29 dla z=vlsin2a/2g.

§ 6. Ruch w oSrodku stawiajgecym opér. Punkt ma-
terialny, poruszajacy si¢ w osrodku takim jak np. powietrze, napo-
tyka na opér. Doswiadczenie okazuje, ze opér powietrza daje sie
wyrazi¢ przez sile zalezng tylko od predkosci punktu (przy cialach
opoér zalezy jeszcze od ksztaltu ciala). Opér ma kierunek predkosei,
ale zwrot przeciwny. Wielkosé oporu zalezy od wielkosei predkosei,
a nie zalezy od jej kierunku. Oznaczmy wielko§é oporu przez I,
a wielkosé predkosci przez v. Mozemy wige napisaé

Ir'=f(v).

Funkeja f jest rosngcg, przyezem f(0)=0. Dla predkosci mniej-
szych od predkosci glosu (wynoszacej w powietrzu 333 m/sek) mo-
zemy z duzg dokladnodcig przyjaé, ze

(1) =22,

gdzie A jest wspéleczynnikiem zaleznym od temperatury i gestoseci
powietrza.

Rzut pionowy. Rozpatrzymy przypadek spadania punktu.
Zalézmy, ze punkt spada po osi 2, ktérej nadajmy zwrot pionowo
w do6l. Zatem wspélrzedna predkosei 2=v >0. Opoér jest skierowany
ku gérze, wige rzut jego na oS z jest ujemny. Przyjmujae, ze wielkosé
oporu wyraza si¢ wzorem (1), otrzymujemy, kladge A= Ekm:

(2) mz=m Scll‘t) =mg— kmov.
- dv .
Stad m—dt, a wiec

dv
(3) . !—1"_7‘52 —fdt—t.
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Kladac vw=V, dostaniemy

j dv. 1 dv. 1 lo voo+v+c,

g—k* kJ ol —  2kve LR —

gdzie ¢ jest stala catkowania. Na mocy wige (3)

(4) ]'lo”“+”+o_t

2 kv Voo™

Zalézmy, ze w chwili poczatkowej =0 predkosé wynosita v=0.
Podstawiajac v==0 i t=0 we wzorze (4), dostaniemy ¢=0. Zatem

2kv_t
e“"est —1 2
(5) v=—e-2k’v°°t+1v°°=(1 2k’v t+1) oo

Ze wzoru (5) wynika, Ze stale v < Veo.

A wiec: predkoéé punktu spadajqcego pionowo w osrodku stawia-
jacym opdr mie wzrasta nieograniczenie, lecz jest stale mmniejsza od
predko$ci granicznej Veo.

Po pewnym czasie predkosé v malo si¢ rézni od v. i punkt
spada ruchem prawie jednostajnym. Zaobserwowaé to mozemy na
kroplach deszczu.

Rzut ukosny. Zalézmy obecnie, ze punkt porusza si¢ w plasz-
czyzunie pionowej xz. Przyjmijmy ogélnie, ze wielkos¢ oporu wynosi

I'=jf(v). Oznaczajgc opor przez T, otrzymamy wiec f=-—£§)ﬂ 7

skad T =—Z%)—) v 1 I’z-—-—f—(i)v—)v,. Zatem:
ro=—1®; 1o,
v v
Réwnania ruchu beda wiec mialy postaé
md)'=—z% Z, mz—mg-—t(—z, o=+
Rozwigzaniem powyzszych réwnan zajmuje sie t.zw. balistyka

zewnetrzna., Zadanie to jest bardzo trudne, gdyz wartosci funkeji
f(v) znamy tylko z pomiaréw.
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§ 7. Moment ilosSci ruchu. Niech punkt materialny 4 o ma-
sie m porusza sie z predkodcia . Wektor m? o poczatku w A na-
zwali§my pedem albo tlosciq ruchu (str. 73). Jezeli z, y, z sa wspol-
rzednymi punktu 4, to rzuty pedu na osie ukladu wynoszg odpo-
wiednio mz, my, mé.

Oznaczmy przez K moment iloci ruchu m? wzgledem poczatku
ukladu. Zatem (str.18, wzdr (II)):

(1)  K.=m(ge—2y), K,=m(tw—diz), K,=m(iy— yx).

Utwérzmy pochodng (wzgledem czasu) momentu ilosci ruchu.
Otrzymamy:

2)  Ke=m(je—sy), K,=m(iz—iz), K.=m(@y—yjo).

Zalozmy, ze uklad odniesienia jest ukladem inercjalnym, a na
punkt A dziala sila P. Wéwezas mz=P,, my=P,, me =P, skad
na mocy (2)

(3) K.,=Py2—P,y, K,=P,x—P.2, K,=P.y—P,u.

Wyrazenia, stojace po prawych stronach réwnan (3), przed-
stawiaj_ap momenty sity P wzgledem osi ukladu. Oznaczajac wiee
przez M moment sily P wzgledem poczatku ukladu, mamy namocy (3):
(4) K.=M,, K,=M, K.=M,.

Réwnania powyzsze mozemy napisaé w postaci jednego row-
nania wektorowego:
(5) K= 1.

Za poczatek ukladu mogliSmy obraé¢ punkt dowolny.

A wige: pochodna momentu ilosci ruchu wzgledem dowolnego
punktu statego rowna sie momentowi sily dziatajacej wzgledem tego
punktu.

Z réwnan (4) wynika réwniez, ze pochodna momentu iloci
ruchu wzgledem dowolnej osi stalej réowna sie momentowt sity wzgledem
tej osi.

Zasada zachowania pél. Przypuéémy, ze moment sily P
wzgledem pewnej osi U jest stale zerem; albo wiec kierunek sity P
przecina o [, alho sita P jest do osi I réwnolegla. Obierzmy of 1 za
os 2. Mamy zatem M,=0. Na mocy (4) jest wiec K.=0. czyli K, = const.
Stad na moey (1) otrzymujemy :

(6) m(ty— yr) = const. czyli ZIy— yxr = const.



86 ROZDZIAL III. Dynamika punktu materialnego.

Niechaj A4’ bedzie rzutem punktu A4 na plaszezyzne xy.
Punkt 4’ ma wspélrzedne x,y. Zatem predkosé polowa (str. {7)
punktu A’ wynosi —}(#y—yr). Ze wzoru (6) wynika, ze predkose
polowa punktu A4’ jest stala.

A wige: jezeli moment sily wzgledem pewnej osi jest stale zerem,
to moment ilosct ruchu wazgledem tej 03t jest staly i predkosé polowa
rzutu ruchu na plaszezyzne prostopadlq do tej osi jest stala.

Twierdzenie powyzsze nosi nazwe zasady zachowania momentu
tloéci ruchu lub zasady zachowania pdl.

§ 8. Ruch Srodkowy. Jezeli punkt materialny porusza sie
w ten sposob, Ze jego przy$pieszenie w kazdej chwili ma kierunek
przechodzgcy przez pewien staly punkt O, to ruch punktu nazy-
wamy ruchem $rodkowym, punkt zas O $rodkiem ruchu.

Np. ruch jednostajny punktu po okregu kola jest ruchem érodkowym,
gdyi przyspieszenie jest stale skierowane ku érodkowi kola, bedacemu w tym
przypadku érodkiem ruchu (str. 43).

Poniewaz przyspieszenie ma kierunek sily dzialajacej na punkt
materialny, wiec w ruchu srodkowym kierunek sily przechodzi przez
frodek ruchu.

Pole sil w ktéorym kierunki sil przechodzg przez pewien staly
punkt O nazywamy polem $rodkowym, a punkt O srodkiem pola.

Punkt o masie M umieszczony nieruchomo w stalym punkcie O
1 przyciagajacy inny punkt o masie m z sila, ktora zalezy tylko od
wzajemnej odleglosci tych punktow, wytwarza pole sit. Pole to jest
polem $rodkowym, gdyz sila dzialajagca na punkt m ma — wedle prawa
akeji i reakeji (str. 74, 1II) — kierunek przechodzgcy przez punkt M.

Punkt materialny porusza si¢ w polu srodkowym ruchem
srodkowym; Srodek ruchu lezy oczywiscie w srodku pola.

Obierzmy poczatek ukladu wspéirzednych w srodku pola. Po-
niewaz kierunek sily przechodzi stale przez poczatek ukladu, wige
jej moment wzgledem kazdej osi jest zerem. Na mocy zasady za-
chowania pél ruch rzutu punktu na kazda plaszczyzne ukladu
ma wowcezas predkosé polowa stalg, zatem:

(1) yz— 2y = a, dr—az=2"b, Ty—yr =-c,

gdzie a, b, ¢ s3 pewnymi stalymi. Mnozac réwnanie pierwsze obu-
stronnie przez x, drugie przez y, trzecie przez z i dodajgc stronami,
otrzymamy

(2) ar + by +ez=0.
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Widzimy wige, Ze wspotrzedne punktu spelniajg stale rownanie (2).
Jest ono rownaniem plaszczyzny, przechodzgcej przez poczatek
ukladu (t. j. przez srodek pola). Zatem punkt porusza si¢ w plasz-
czyznie, przechodzgcej przez poczatek ukladu.

Jezeli na tej plaszezyZnie obierzemy osie x,y, wowezas z (1)
wynika, ze predkosé polowa w plaszezyinie ruchu jest stala; pro-
mienie wodzace zakreslaja wiee w réwnych czasach réwne pola.

A zatem: tor ruchu s$rodkowego jest torem plaskim, leiqeym
w plaszezyinie przechodzqcej przez $rodek; promienie wodzqce, wy-
chodzqce ze Srodka, zakreslajq w réwnych czasach rowne pola.

Udowodnimy teraz twierdzenie odwrotne:

Jeielt tor punktu jest plaski, a promienie wodzqce, wychodzqce
z pewnego stalego punktu O (leiqcego w plaszczyinie toru), zakreslajq
w rownych czasach rowne pola, wowczas kierunek sily dzialajqceej
przechodzi stale przez punkt 0.

Dowdd. Obierzmy poczatek ukladu w 0, zas osie x,y w plasz-
czyznie ruchu. Punkt porusza si¢ wiec w plaszczyznie xy. Poniewaz
predkosé polowa jest stala, wigc Zy— yr=-const. Rézniczkujac obu-
stronnie, dostaniemy xy—yx=0, wiec (mx)y— (my)r=0, skad

(3) P_‘-y—wa:(L

Poniewaz z=0, wiec P,=mz=0. Sila P lezy zatem w plasz-
czyznie xy; na mocy (3) moment sily P wzgledem O jest zerem,
wiec kierunek sily P przechodzi przez O, c. b. d. d.

Uwaga. Zalozmy, Ze predkosé polowa w ruchu srodkowym
jest zerem. Wtedy 2y — yx=0 lub (we wspoélrzednych biegunowych)
r’p=0. Wynika stad, ze albo jest stale r=0, t.zn. ze punkt jest
w spoczynku, albo jest stale ¢=0 czyli p=¢,=const, t. zn., ze punkt
porusza si¢ po prostej przechedzacej przez §rodek (i nachylonej do
osi & pod katem g,).

A wiec: jezeli w ruchu Srodkowym predkosé polowa jest zerem,
to punkt porusza si¢ po prostej przechodzqcej przez srodek.

Jezell za$ zalozymy, ze predkoié¢ polowa jest rozng od zera,
to 0, czyli r¥0.

A wigce: jezeli w ruchu $rodkowym predkosé polowa jest réina
od zera, to punkt migdy nie przechodzi przez $rodek.
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Wzér Bineta. Punkt 4 o masie m porusza si¢ w srodkowym
polu sit w plaszezyznie xy z predkoscia polowg rézng od zera. Wpro-

wadZmy wspéirzedne biegunowe r, 9. Oznaczmy przez P rzutsity P
na promien wodzacy OA. Zatem P,=Pcosg i P,=Psing, wige
P,cos ¢+ P,sin ¢=P, skad

(4) P=m (& cos ¢+ y sin ¢).
Poniewaz x=rcos¢e i y=rsiny, wigec (por. str. 47, wzdr (2))
Z cosg-+ ¥ sin g =r — r¢?,
skad na mocy (4)
(5) P=m(r — r¢?).

Oznaczmy predko$é polowy przez 1} e. Z zalozenia jest 1c 0.
Poniewaz we wspolrzednych biegunowych predkosé polowa wynosi
1r2p (str. 47), wiec

(6) rg=c¢ czyli g=c/r’.

Przypus$émy, ze tor ma rownanie r=f(¢p). Zatem

_dr_drde dr ¢ d(d)r)
(7) =W o dp @t derr T “Tdp
wiec

L df _ didy d*(1/r) 1
(8) U de dt — dg* r?

Ze wzoru (5) na mocy (6) i (8) otrzymujemy:

sz(_c? a(1/r) cz)

rt de? )’
zatem
___mc(d(1/r) 1\
(L) P=—"h ( dg? r)

Wzlor powyzszy nosi nazwe wzoru Binela.

Wzér ten z ksztaltu toru pozwala wyznaczyé sile, dzialajaca
w ruchu $rodkowym. Na odwr6t, znajac sile P jako funkeje
zmiennych r i ¢, mozemy wyznaczyé¢ tor.
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§ 9. Ruchy planet. Prawa Keplera. Opierajac sie na obser-
wacjach, podal Kepler nastepujace trzy prawa odnoszace si¢ do
ruchow planet:

1) Planety krazg po elipsach, w ktorych ognisku znajduje sie
slonice.

2) Promienie wodzgce, wychodzace ze stonca zakreslaja w row-
nych czasach rowne pola.

3) Kwadraty czasow obiegu dwoch planet sg do siebie w sto-
sunku takim, jak trzecie potegi ich srednich odlegloéci od stonica
(przyczem przez srednig odleglosé rozumie sie potowe wielkiej osi
elipsy, po ktorej krazy planeta).

Trzecie prawo nie jest zupelnie sciste. Przyczyne tego poznamy
pozniej. Zauwazmy jeszcze, Ze prawa Keplera maja charakter $cisle
kinematyczny.

Wnioski z praw Keplera. Z praw Keplera wyprowadzil New-
ton (przy pomocy dynamiki) prawo, okreslajace sity, ktére wywoluja
ruch planet. Z pierwszych dwoch praw Keplera wynika mianowicie, ze
planety krazg po torach plaskich z predkoscia polows stalg. Na mocy
wiec twierdzenia odwrotnego ze str. 87, sily dzialajace na planety
s silami §rodkowymi, ktorych kierunki przechodzg przez slonce.

Obierzmy w plaszczyznie ruchu planety osie wx,y, umieszczajac
poczatek ukladu w storicu jako ognisku elipsy, po ktérej planeta
krazy. Za kierunek osi x obierzmy kierunek wielkiej osi elipsy i na-
dajmy osi x taki zwrot, by srodek elipsy lezal w czeici ujemne;j
osi 2. Oznaczmy o8 wielkg elipsy przez 2a, os malg przez 2b, a mi-
mosréod przez 2e. Rownanie elipsy we wspolrzednych biegunowych

bedzie wéwezas mialo postad y
. - ad=e) 4 e
(1) ~ 1+ecosp | ii 7
gdzie S ‘T' p
e Va*—10? /
(2) E= =
a a

Ze wzoru Bineta (str. 83, (I)) mozemy otrzymaé silte, dzialajgca

na planete. Mamy mianowicie na mocy (1) %: 1%%;—’?, skad
dz—‘(ll«ﬁr—)—_—.—- &f(—cl—o—s—fz—), a wiec na mocy (2) i wzoru Bineta
¢ —
mcia
(3) P=— b-z_’Tz_.
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Pole elipsy wynosi abr; oznaczajae przez T czas obiegu pla-
nety, otrzymamy z uwagi na to, ze }c¢ jest predkoscia polowg,
le=abajT, czyli ¢ =2abx/T. Na mocy zatem (3) dostaniemy
4n2mad
T

Poniewaz P <0, wiec sila jest skierowana ku sloncu.

(4) P=—

Na mocy trzeciego prawa Keplera mamy dla dwoeh planet
T/ T = a’ja}, czyli a3|T*= a}{T;. lloraz &*/T2 ma zatem staly
warto$é dla wszystkich planet. Kladae

(5) r = a*[T?
otrzvmamy z (4)

(6) =—"ER.

A wiec: sila, pod ktorej wplywem planeta si¢ porusza, jest skie-
rowana ku stoncu i wprost proporcjonalna (co do wielkosci) do masy
planety, a odwrotnie do kwadratu odleglosei od stoica.

Prawo ogélnego cigzenia. Wynik powyiszy, wyprowadzony
z praw Keplera, nasunal Newtonowi przypuszezenie, ze sila dziala-
jaca na planete¢ pochodzi ze wzajemnego przyeiggania si¢ planety
i slonica. Mys$l te uogdlnil Newton w postaci prawa powszechnej
grawitacji czyli ogolnego ciqienia:

Diwa jakiekolwiek punkty materialne przyciqgajq si¢ z silamt,
ktorych wielkosé jest wprost proporcjonalna do mas, a odwrotnie do
kwadratu odleglosei tych punktow.

Wedlug prawa akeji i reakeji, sily, z jakimi si¢ punkty ma-
terialne przyeciagaja, sa co do wielkosei réwne, przeciwnie skiero-
wane i dzialaja wzdluz prostej laezgcej te punkty. Oznaezajac przez
m, i m, masy punktow, przez r ich odleglosé, a przez P wielkosé
sily, z jaka si¢ przyciagaja, otrzymamy wige

(1) P= KL%
.

gdzie K jest pewng staly, t.zw. stalq cigienia, zaleing tylko od jedno-
stek dlugosci, masy i czasu.

Zréwnania (I) mamy K=Pr2/mym,, zatem [K1=[P][r}{[m,][m,],
wiee [K]=L'M '7 . Pomiary okazaly, ze w ukladzie cgs:

K=6,6.10"cm*g ~Iyek :.
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Stala ciazenia mozna zmierzyé przy pomocy t.zw. wagi Jolly’ego.
Jest to waga, ktora po jednej stronie ma dwie szalki, gérna i dolng,
a po drugiej jedng. Cialo a o masie m

kladziemy na szalce gérnej i rt6wnowazymy
je na szali przeciwnej ciezarkiem o masie m. l
Cialo & przenosimy nastepnie na szalke mep

dolng; ré6wnowaga nie zostanie przez to aQm
zachwiana. Jezeli jednak pod szalke dolng 4
podstawimy cialo b o masie M, waga si¢
przechyli. Zeby réwnowage przywrécié,
musimy do ciezarka m dolozyé ciezarek o masie pu.

W doswiadczeniu cialo b bylo kuly olowiang. Poniewaz, jak
mozna okazaé, kula jednorodna przyciagga punkt materialny poto-
zony zewnatrz tak, jak gdyby jej calkowita masa byla skupiona
w frodku, wiee oznaczajac przez r odleglo$é srodka kuli od ciala a,
mamy KmM|rP=ug czyli

K = ugrijmM.

Masa ziemi. Mozna okazaé, ze kula zlozona z warstw wspol-
grodkowych o gestosci stalej przyciagga punkt polozony zewngtrz
tak, jak gdyby cala jej masa skupiona byla w srodku kuli. Przyj-
mujge, ze ziemia spelnia powyzsze zalozenie, i oznaczajac przez M
mase ziemi, przez R jej promien, a przez @ ci¢zar ciala o masie m
(na powierzchni ziemi), otrzymamy Q=K mM|R?®. Poniewaz Q= myg,
wiee mg=KmM|R? czyli

(7) M =gR?/K.

Przyjmujac ¢=9,81m-sek—2, R=6300km, K =6,6.10"*cm3g ~'sek 2,
otrzymamy (po zamianie m i km na cm)

M=6.10"g.
Gestosé ziemi otrzymujemy ze wzoru
o=M/i RPx=3¢g/[4 KRx=5,6 g cm™>.
Rownanie Keplera. Zajmiemy si¢ teraz wyznaczaniem po-
lozenia planety w danej chwili czasu. Obierzmy uklad wspolrzednych

w plaszezyznie ruchu planety, jak na str. 89. Elipsa, po ktorej
krazy planeta, ma we wspoélrzednych prostokgtnych rownanie

(z+e)%/a®+y2[b%=1.
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WprowadZzmy kat pomocniczy wu, okreslony przez réwnania:
(I1) (x+e)/a = cos u, y/b = gin u.

Kat % nazywamy anomaliq mimosrodowg.

Roéwnania (II) okredlaja kat » jednoznacznie. Z (II) dostajemy:

x = a(cos u— e/a), y = b sin u.

Podstawiajac c¢=ée/a, b=al1—¢, otrzymujemy stgd:
(8) r=a(Ccos u—=¢), y=al’1—82-sin u.

Promien r otrzymujemy z réwnania

r2 = 2% 4+ y% = a*(1—e cos u).
Zatem
(I11) r= a(l—e cos u).

Kat ¢, jaki r tworzy z osia z, nazywamy anomaliq prawdziwg.

Z réwnania elipsy we wspéirzednych biegunowych (str. 89, (1))
dostaniemy recosp=a(l—e?)—r, wiee

re(l4cosp) = (1—e)[a(l+e)—7r],
skad na mocy (III), r(1 + cosg)= a(l—e¢) (1 +cosu). Poniewaz

ig i 1+cosu=2coszg, wiec

(IV) Vr cos % =}a(1—2¢) cosg i podobnie V;sing = Va_(l—}— ¢) sin -g;
stad

. 1 u

(V) tg-%:l/» +8tg——-

Wzory (IV)i (V) wyznaczaja jednoznacznie ¢ przy pomocy u.

1 + cos ¢ = 2 cos?

Przypu$émy, ze w chwili t=0 jest u=0, a wiec ¢=0. Pole
elipsy wynosi abn. Jezeli T oznacza czas obiegu planety, wowczas
predko§¢ polowa wynosi abrn/T. Promien wodzacy zakresli wiec
w czasie od 0 do t pole a_,;a_z t. Pole to mozemy réwniez przedstawié

w postaci calki
¥

abn . 1 >
(9) Tt=, [
¢

)
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Lt+e du

Roézniczkujae (V), otrzymamy e = '/ -, Na
cos? £ 1—¢ cos? s
. 1 — — 2
mocy wige (IV) dp = 1 i z_a (lr ) du = (i'—/—l-r——e du. Podstawiajac
b =& [
w (9) otrzymamy ETE t= (-L—K%——f— [ rdu, skad na mocy (III),
0
2 — p2 —_—
al;zt =92 V12 ¢ (u—e sin u). Stad z uwagi na to, ze a? Vl——e?—_: ab,
dostaniemy
(VI) u — esinu = 2at/T.

Wyrazenie 2xt/T nazywamy anomaliq $redniq.
Roéwnanie (VI) nosi nazwe réownania Keplera.

Przy pomocy réwnania Keplera mozemy dla kazdej chwili ¢
wyznaczyé u, a nastepnie przy pomocy réwnan (III), (IV), (V) pro-
mien r i kgt ¢. Astronomia podaje liczne metody rozwigzywania
réownania Keplera.

W astronomii anomali¢ mimodérodowa u oznacza si¢ zazwyczaj litera E,
anomalie prawdziwa ¢ litera V, a anomali¢ érednig 2x%/T litera M.

§ 10. Praca. Przypusémy, ze punkt materialny przesungl sie¢
z punktu A do B i ze podczas tego przesuniecia dzialala nan
(oprécz byé moze innych sil) sita P.

Sila stata. Zalézmy, ze sila P, dzialajgca na punkt materialny
podczas jego ruchu od A do B, byla stata co do wielkosei, kierunku
i zwrotu (choé ruch mogl sie¢ odbywaé po linii krzywej).

Pracq sily P na preesunieciu AB nazywamy iloczyn skalarowy

P.AB.
Jezeli wige prace oznaczymy przez L, to /
a TN
(I) L=P.AB. T ;

Niechaj a bedzie katem zawartym miedzy P i AB. Zatem
(II) L =|P|.|AB|cos a.
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Praca moze byé liczba dodatnia, ujemns lub zerem. Praca
gsily P jest zerem, jezeli P=0 lub AB=0 (t. zn. gdy nie ma prze-
sunieeia) lub jezeli a ==/2 (t. zn. gdy sila jest prostopadla do prze-
sunigecia). Jezeli P30, AB$0 i cos a$0 to praca jest liczbg do-
datnig lub ujemng, zaleznie od tego czy a jest katem ostrym czy
rozwartym.

Jezeli a=0 lub a== (t. zn. jezeli sila ma kierunek przesunie-
cia), mamy

L=+/|P|-|4B,

przyczem znak zalezy od tego, czy sila i przesuniecie majg zwroty
zgodne czy przeciwne.

Z twierdzen o iloczynie skalarowym (rozdz. I, str. 7) wynika, ze
praca sily P na przesunieciu AB réwna sie 1loczyn0W1 Przesuniecia
i rzutu sily na kierunek przesuniecia lub iloczynowi sily i rzutu
przesuniecia na kierunek sily.

Nalezy zwro6cié uwage, ze — wedlug okreslenia — praca nie zalesy
od czasu, w jakim punkt materialny przesungl si¢ od A do B.

Oznaczmy rzuty przesuniecia 4 B na osie ukladu przez 4z, 4y, 4z.
Na mocy wiee (I)
(1) L=P.,Ax+ P,4y + P, Az.

Jezeli punkt A ma wspobrzedne g,y 2, 2za8 B x,¥,,2, to
dr=x,—x, i t. d. Zatem

(2) L = Py(x;— 29) + Py(y1— Yo) + P2, — 2,).

Sila zmienna. Zalézmy teraz, ze punkt porusza si¢ po krzy-
wej C okres§lonej parametrycznie przez funkecje:

(3) z=f(a), y=¢lo), 2=yl(o) (o' <o<<a”).

Przypusémy przytem, ze jezeli o,< o, to polozenie punktu
odpowiadajace wartosci o, jest wczesniejsze od polozenia odpowia-
dajacego wartosci o,.

Zalézmy dalej, ze na punkt dziala sila zmienna P, ktérej
rzuty w dowolnym punkcie toru o wspélrzednych z, y, 2 dane sg
przez funkeje:

(4) Px=F(w7 Y, z)) Py=¢(“"’ Y, z)’ Pz:y’(“’; Y, z)
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O funkejach F, @, ¥ zakladamy oczywi-
cie, ze sg okreslone w kazdym punkcie toru.
Utworzmy dowolny podzial 4 odcinka o¢'¢"
przy pomocy punktéow o'=ay,a,...,0,=0c"".
Niechaj tym wartosciom parametru ¢ odpo-
wiadaja na krzywej C punkty:

A= Ao(®oy Yoy 20)y  Ar(Epy Y1 21)y ooy AnlEny Yuy 2n) = A",
Na mocy (3) jest:

(5) Ti= f(O'i), Yi= rp(o,-), Ri= l/)(O’,') dia izﬂ, ], N (B
Polozmy:
(6) dx, ==z, ,—x;, 4Yy,=Y,,—Y, 4A%,=2z,,—2 (i=0,1,..,n—1).

Oznaczmy wreszcie przez P, Py, ..., P, sily dzialajagce w punk-
tach A, 4, ..., Ax. Na mocy (4) jest:

(1) P, =F(x,9,%2) P,.y——— D(x, Y, 2, P, =¥x,y,z)

Gdyby sila P na przesunigciach Agd,, A, 4,, ... byla stala
i odpowiednio réwna P, P, ..., to prace na poszezegolnych prze-
sunieciach wyrazalyby si¢ wzorami:

Ly=Py.Axy+ P Oy Ayo + Po: Az,
L=P An + Py Ay + P12 A2,
Kladge L'=Ly+ L, + ..., otrzymamy wigc
n 1
(8) L'= Zo (P, 4w+ P, Ay, + P, Az).

Wyrazenie stojace po prawej stronie powyzszej roOwnosci zalezy
oczywiscie od podzialu é odcinka ¢'c”.

Jezeli L' dazy do pewnej granicy dla kazdego ciggu normal-
nego!) podzialéw {4,} odcinka ¢’c”’, to granic¢ t¢ nazywamy prace
silty P po krzywej C (albo wzdluz krzywej C).

Wyrazenie (8) mozemy wige uwazaé za wartos¢ przyblizong
pracy L sity P.

Granica wyrazenia (8) jest tak zwana catka krzywolinijna 2)
po krzywe) C:

(IT1) L= /'(Px dz+ P,dy+ P.dz).
C

1) t.j. takiego, w ktérym diugesé najwiekszego odcinka podzialu dazy do
zera. Por. S. Banach, Rachunek résniczkowy ¢ catkowy, T. I, Liwdw, str. 69.
2) tamze, str. 187 i 196.
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Catke krzywolinijng mozemy zamienié na zwyczajng calke
0znaczony, wyrazajac zmienne x,y,2 funkcjami (3) przy pomocy
parametru o. Otrzymamy woéwczas

oll
L= [[P:f(0)+ Py¢'(0)+ P.y/(0)] do,
a

gdzie P.=F(f(a), ¢(0),y(0)), Py=D(f(0),p(0),p(s)) i t. d. Jezeli
w 8zczegollnosei ¢ oznacza czas t, wowezas f'(o)=2, ¢'(0)=Y, y'(0)=%.
Zatem

.
(IV) L= [[P.3+ P,y+ PA]dt.
t

Poniewaz #,3,4 sg rzutami predkosci 7, wiec P,i+P,y+P.s=Ps.
Zatem

»
(V) L= [(Pr)d.
v

Uwaga. Wzor (III) jest stuszny, gdy polozenia punktu rucho-
mego na krzywej nastepuja po sobie w porzadku, ktéry odpowiada
wzrostowi parametru o. Jezeli jednak jest przeciwnie, t.zn. jezeli
¢, > 0,, to polozenie odpowiadajace o, jest péZniejsze od polozenia
odpowiadajgcego o, i woéwezas nalezy we wzorze (III) zamiast
dz, dy, dz podstawi¢ —dz, —dy, —dz. Otrzymamy wtedy

L =—[(P.dw+ Pydy+ P.dz).
é

Jezeli wigc punkt materialny poruszal si¢ po krzywej C od 4’
do A" isita P wykonala prace L, to gdy punkt poruszaé sie be-
dzie po krzywej C od A" do A’ (przyczem polozenia beda naste-
powaiy po sobie w porzgdku odwrotnym niz poprzednio), ta sama
sila P wykona prace —L.

Praca sumy sil. Przypu$émy, ze punkt materiglny, poru-
szajge sie po kraywej C, byl pod dzialaniem dwéch sit P i @. Po-
t6zmy B=P-+ Q. Oznaczmy przez L prace sily R, przez L’ prace
sily P i przez L" prace sily §. Woéwezas L= / (R.dx+ R,dy+ R.dz)=

¢

= [UP+Q0) o +(Pyt-Qu)dy + (Pe+Qu)de] = [ (Pedw+ Pydy-+ Pede) +
c c

+ [(@edz+Q,dy +Q.dz)=L'+L", a wiec
c

(VI) L=L+L".
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Mozemy zatem powiedzieé, ze praca sumy dwdch (lub kilku)
stl ma pewnej krzywej rowna sig sumie prac poszczegdlnych sit na tej
krzywe;j.

Wymiar i jednostki pracy. Na mocy (II), str. 93, mamy
[praca] = [sila]-[droga] =LMT ""2L, a wiec

[praca] = L2M T2

Jednostkg pracy w ukladzie cgs jest erg. Jest to praca, jaka
wykona sila 1 dyn na drodze 1 cm. Zatem

erg =cm?.g-sek 2,

Wiekszg jednostka jest Joule (J)=10"erg. W ukladzie technicz-
nym jednostka pracy jest kilogramometr (kgm). Jest to praca sily
1kg na drodze 1m. Poniewaz 1kg (silty)=981000dyn, a 1m=100cm,
wiec

kgm = 9,81-107 erg = 9,81 J.

§ 11. Pole sil potencjalne. Obszar D nazwaliSmy (str. 78)
polem sil, jezeli na punkt materialny, gdziekolwiek w obszarze D
umieszezony, dziala sila zalezna tylko od polozenia tego punktu.

Pole sil jest okreslone przez podanie funkeyj:

(1) P,= F(‘l'y Y, z)’ P.l/: ¢(x7 Y, z)y P,= Y’(m, Y, z):

ktore wyznaczajg rzuty sily dzialajacej P w punkcie o wspoélrze-
dnych wx, ¥, =.

Natezenie pola. Moze si¢ zdarzyé, ze sila P jest proporcjo-
nalna do masy m punktu materialnego. Wéwezas sile dzialajaca na
jednostke masy (t.j. site P/m) w pewnym punkcie pola nazywamy
nateieniem pola w tym punkeie.

Przykladem takiego pola jest pole grawitacyjne ziemskie.
Ciezar ciala jest proporcjonalny do masy ciala. Na powierzchni
ziemi natezenie pola jest co do wielkosci réwne g (przyépieszeniu
ziemskiemu).

Linie sil. Na specjalng uwage zaslugujg pewne krzywe w polu
sil, zwane liniami sit. Sa to krzywe o tej wlasnosei, ze styczna w do-
wolnym punkcie ma kierunek sily dzialajace] w tym punkeie.
Np. w polu grawitacyjnym ziemskim liniami sil sg linie pionowe.
Linie sil sg okreglone ukladem réwnan rézniczkowych:

(2) dz/P, = dy/P, = dz|P,.

S. Banach. Mechanika. 7
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Okresilenie pola potencjalnego. Gdy w polu sil punkt
materialny przesunie si¢ od punktu 4 do punktu B po jakims luku 4B,
wowezas praca sily dzialajacej P (str. 95, (III)) wynosi

(1) L= f (Pydx+ P,dy+ P.dz).
AB

Praca zalezeé bedzie na ogél nie tylko od punktéow A i B, lecz
takze od przebytej drogi, t.j. od luku AB. W mechanice wazng rolg
odgrywajg pola, w ktoérych praca zalezy tylko od punktéow A i B,
a nie zalezy od luku AB. Jezeli wige w takim polu punkt materialny
przesuwaé sie bedzie od 4 do B po rozmaitych torach, to sila P
wykona zawsze te samg prace. Pola takie nazywamy polamié po-
tencjalnymi lub zachowawczymi (konserwatywnymsi).

A wiec: polem potencjalnym jest takie pole sil, w kiorym praca nie
zalezy od drogi przejécia, lecz tylko od punktu poczytkowego ¢ kocowego.

Jezeli w polu potencjalnym punkt odbyl droge zamknig¢ts
(czyli wyszedl z punktu A i powrécil do A), to praca wykonana
wzdluz tej drogi jest zerem. Praca bowiem w polu potencjalnym
zalezy tylko od punktu poczgtkowego i koncowego, wiec jesli sie
one pokrywaja, to praca jest taka, jak gdyby punkt wogdle sig¢
nie poruszyl.

Na odwrét, jezeli pole sil ma te wlasnosé, ze praca po kazdej dro-
dze zamknigtej jest zerem, to pole jest polem potencjalnym. Obierzmy

bowiem dwa dowolne punkty A, B i luki 4 MB, ANB.

5. OQznaczmy przez L' prace na luku AMB, a przez L

y na luku ANB. Praca po linii zamknietej] AMBNA

jest wedle zalozenia zerem. Prace tg mozna przedstawicé

jako sume prac: od A do B po luku AMB iod B

A do A po hiku BNA. Poniewaz praca po luku BNA

rowna sie —L" wiee L'+(—L"")=0, skad L'=L". Zatem praca
po obu lukach jest ta sama.

Mozemy wiee powiedzieé, ze na to aby pole sit bylto polem po-
tencjalnym, potrzeba i wystarcza, by praca po wszelkiej linit zamknigtej
byla w nim zerem.

Potencjal. Obierzmy dowolny uklad wspélrzednyeh (z,v,z2)

i punkt A w polu potencjalnym. Jezeli hedziemy uwazaé¢ punkt A
za staly, to praca L,s, gdzie B jest dowolnym punktem pola, bedzie
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zaleze¢ tylko od wspélrzednych x,y,z punktu B. Zatem praca L,j
bedzie funkejg wspéhzednyeh x,y,z. Oznaczajac te funkeje przez
V(x, u.z), otrzymamy

(3) Lag= V(z, y, 2).

Funkeje V(x,y,2) nazywamy funkcjq sil albo
potencialem. 8

Weimy pod uwage jaki§ punkt B’ o wspdl- B
rz¢dnych &', y’,2’. Praca po dowolnejlinii ABB'A
jest zerem. Zatem Lup+ Lgp +Lga=0. Le)e;
Lps=— Lapg=—V (2, y’, 2’). Wigec na mocy (3)
V(‘”’ Y, z)‘l‘LBB"— V(.’D', :'/,7 z’)=0, Sk&d

(IT) Leg=V(a'y y'y 2') —V (2, y, 2).
Wzor (1I) mozemy wypowiedzieé, jak nastepuje:

Przy przejsciu od jednego punkitu do drugiego praca rowna sig
ro¢nicy potencjatow w tych punktach.

Potencjal okreslilismy w zaleznosci od obioru punktu 4. Gdy-
bysmy obrali inny punkt 4’(z’, y’, 2’), to potenejal wyrazilby sig
inng funkeja V'(x, y, 2). Poniewaz na mocy okreslenia potencjalu
mamy dla dowolnego punktu B (z, v, ?)

V’(-’I’, Y, z)=LA'B= V(wa Y, z) —-V(.’I)', y’v z')’
wiee
Viz, y, 2)—V'(z, y, 2) = V (2, y," ') = const.

A wiee réznica obu funkeyj V i V' jest stala. Widzimy stad,
ze w polu sil potencjal jest funkcjg okreslong tylko po za pewng
stalg (podobnie jak calka nieoznaczona). Stata ta jednak, jak wska-
zuje wzoér (II), nie gra roli, poniewaz na wielkos¢ pracy wplywa
jedynie roznica potencjatéw w dwoch punktach.

Wymiar potencjalu. Poniewaz na mocy okreslenia potencjat
rowna sie pracy, wiec wymiar potencjalu jest taki, jak wymiar
pracy. Zatem

[potencjal] = L2M T 2.

Jednostki pracy sg rowniez jednostkami potencjalu.
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Zwigzek miedzy silg a potencjalem. Przesuimy punkt
materialny z punktu A(x,, y,2) do punktu B(wz, y, 2) po prostej
réwnoleglej do osi . Praca wynosi wige na moey (I) i (II):

L=V (2,9, 2)—V(2,9,2) lub  Lis=[(Pcde+ Pydy+ P.dz).

AB

Poniewaz punkt przesungl si¢ po prostej rownoleglej do osi z,

wige dy=0 i de=0. Zatem Las=[P.dw=[P.dw, skad
AB .

Xo

V{2, 9,2) =V (20, ¥, 2) = [ Pdlr.
Tworzac pochodng czastkowa wzgledem x, dostaniemy V/dx=P,;
analogiczne wzory otrzymamy dla pozostalych pochodnych czgst-
kowych.

A wiege: pochodne czqstkowe potencjalu réwnajq si¢ odpowiednio
rzutom sity ma osie ukladu, t. j.
oV wv v

w=Po 5 =Pn =P

(I1I) 5

Na odwrdt, jezeli zalozymy, ze w danym polu sit istnieje funk-
cja V spehiajaca zwigzki (IIT), wéwezas pole jest polem potencjal-
nym. Niech bowiem pewna funkecja V spelnia zwigzki (III). Zatem,
praca od punktu A(zy,y,,2,) do punktu B(x, y,,2,) po dowolnym
tuku AB wynosi:

V. V. v
LAB=f(dex+Pydy+Pzdz) =f(_§a-c—dm+9y- dy+5z-dz).
AB AB

Poniewaz wyrazenie zawarte w nawiasie ostatniej calki jest
rézniczky zupelng dV, wigo otrzymujemy wzor

4) Las=[AV =V (25, Y5, 22) — V(@1 91, 21),

AB
wyrazajacy, ze praca nie zalezy od drogi, lecz tylko od punktu po-
czgtkowego i koncowego. Na mocy (4) funkeja V jest tedy potencjalem.

A wiee: jezeli dla pola sil istnieje funkcja V spelniajgca réuna-

nta (III), wowczas to pole sil jest polem potencjalnym, zas funkcja V
jest potencjalem.
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Powierzchnie potencjalne. Gdy ¢ jest dowolng stalg, po-
wierzchnie okreslong réwnaniem

(5) V(z,y,2)=c
nazywamy powierzchniq potencjalng.

A wige: powterzchnia potencjalna jest to taka powierzchnia, na
kiorej potencjal ma wartosé stalq.

W geometrii rézniczkowej dowodzi sie, ze dostawy kierunkowe
cosa, cosf, cosy normalnej do powierzchni (5) w punkcie (z,y,2)
spelniaja warunki:

CcoSa:co8f3:008y =——: = : =9

skad na mocy (III) str. 100,
cosa:cos@:cosy =P,:P,:P,.

Poniewaz dostawy kierunkowe cosa’, cosfg’, cosy’ sity P spel-
niajg podobne warunki: cosa’:cosf’:cosy’ = P,: P,:P,, wiecsila P
ma kierunek normalny do powierzchni potencjalne;j.

A zatem: w kazdym punkcie powierzchni potencjalnej sila dzia-
tajgca jest prostopadla do tej powierzchni. Wynika stad, ze linie sil
8q prostopadlte do powtierzchni potencjalnych.

Obhierzmy dwie powierzchnie potencjalne 8 i 8’, doéé bliskie,
o potencjalach ¢ i ¢, gdzie ¢’ >c¢. Z dowolnego
punktu A powierzchni § wykreslmy normalng do
tej] powierzchni az do przecigecia A’ z powierz-
Chni& S’.

Praca przy przesunieciu od 4 do A’ wynosi
Ljy =¢'—e¢>0. Poniewaz praca jest dodatnia,
wiec sila P ma zwrot przesuniecia AA’.

oy

A wige: sila zwrdcona jest wzgledem powierzchni potencjalne)
w strone wzrostu potencjalu.

W przyblizeniu mamy Ly 4=P|AA'=¢'—c¢ czyli |P|=(c'—¢)[AA".

A wiec: na jednej i tej samej powierzchni potencjalnej sila jest
w przyblizeniu odwrotnie proporcjonalna do odcinka normalnej, za-
warteqgo miedzy tq povierzchniq a powierzehniq potencjalng dosé bliskq.
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§ 12. Przyklady pédl potencjalnych. Rozpatrzymy obecnie
kilka rodzajéw poél potencjalnych, z ktérymi czesto mamy do czy-
nienia w praktyce.

Pole stale. Jezeli sila P jest w pewnym polu stala co do
wielkosci, kierunku i zwrotu, to pole takie nazywamy polem stalym.

Pole grawitacyjne ziemskie w malym otoczeniu danego punktu
na ziemi jest polem stalym.

Obierzmy uklad wspélrzednych (z, y, z), nadajac osi 2 kierunek
gily P, zwrot za$ przeciwny. Kladac |P|= mg, otrzymamy

P,= 0, P,=0, P,= —mg.
Latwo sprawdzié, ze funkcja
V= —mgz
jest potencjalem. Mamy bowiem
oV/dx = 0= P,, oV [oy = 0= P,, oV[dz = —mg =P..

A wiec: pole stale jest polem potencjalnym.

Praca od punktu A(x,¥32,) do punktu B(x, ys2:) po do-
wolnej drodze wynosi L.g= —mgz; — (—mgz,), wiec
(1) Lap= myg(2,—2,).

Przy zalozeniu, ze sila P jest sily ciezkosci, jasnym jest, ze
2,—2,=h jest réznica pozioméw, na ktérych znajduja sie punkty A
i B. Kladge wiee |P|=Q=mg, otrzymamy

Lag=Qh.

Powierzchnia potencjalna ma réwnanie V = const.,, zatem
—mgz=const. czyli z=const. A wigc powierzchniami potencjal-
nymi s3 plaszezyzny poziome (t.j. prostopadle do kierunku sily).

Poniewaz linie sil sg prostopadle do powierzehni potencjalnych, wiec
liniami sit s3 proste réwnolegle do osi 2z, t. j. linie pionowe.

Pole §rodkowe czyli centralne. Jezeli w polu sil kierunek
sily przechodzi zawsze przez pewien staly punkt O, to pole nazywa
sie érodkowym lub centralnym, a sam punkt O $rodkiem pola (str. 86).

Zalézmy, ze w danym polu srodkowym wielko§é sily w do-
wolnym punkcie A zalezy tylko od odleglosci r punktu A od
érodka O. Oznaczmy przez P rzut sily P dzialajacej w 4 na
kierunek OA. Zatem P jest funkcja r. Polézmy

P = f(r).
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Obierzmy poczatek ukladu wspolrzednyeh w 0. Oznaczajac
przez x,y,z wspolrzedne punktu A, a przez « kat, jaki 04 tworzy
z osig r, otrzymamy cos a=.r'r. Zatem

(2)  P.=Pcosa—P : i podobnic P,=P ;'—’, P—=P
: 4 : -

Polézmmy V = / Pdr= / f(rydr. Poniewaz r= Va2 wiee
oridx=uwir, c¢rjcy=y/r 1 cricz=z/r. Zatem }:

9 ‘V dV 3?‘ xT a YV

ce  dr 0 r/
. A 4 oV . ,)———
1 analogicznie — = P,, —— = P,. Pole nasze jest J !
cy ; cz y

wiec polem potencjalnym i funkcja V jest potencjalem.

A wiec: pole srodkowe, w ktorym sita zaleiy tylko od odleglosci
punktu od srodka, jest polem potencjalnym i potencjal wyraia sic weorem

(3) V= / Pdr.

Poniewaz potencjal w punkcie 4 jest funkcjg odleglosci »
punktu A od srodka 0, wiec na kulach o srodku O potencjal ma
wartosé¢ stala. Powierzchniami potencjalnymi bhedg wiec tutaj kule
o Srodku 0. Liniami sil sg oczywiscie proste przechodzace przez
punkt O.

Pole grawitacyjne Newtonowskie. Przypusémy, ze punkt
o masie m jest przyciggany z sily P przez staly punkt o masie M
wedlug prawa cigzenia Newtona (str. 90, (I)), t. zn. ze

|P| = Km M /2.

Poniewaz sila skierowana jest ku punktowi M, wiec pole jest
polem $rodkowym, ktorego srodkiem jest punkt M. Zatem, wedle
okreslenia liczby P, P= — KmM|/r.

Mamy V=[Pdr=— [KmMdr/rt. Zatem

(4) V=KmM|r.

A wigepracapodowolnymiuku A’A wynosi Ly 4= Km M(1/r—1[r"),
gdzie r i »’ oznaczaja odleglosci punktow 4 i A’ od srodka. Jezeli
w szczegolnosci punkt A’ obierzemy w nieskonczonosci ezyli po-
lozymy 7'= >0, to otrzymamy

(5) Loa=KmMjr=1V.
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A wiec: w polu grawitacyjnym Newtonowskim potencjal w punk-
cie A réwna si¢ pracy, jakq wykonalaby sila P, sprowadzajac punkt
materialny 2z nieskonczonosci do A.

Pole osiowe. Pole sil o tej wlasnosei, ze w kazdym punkcie
pola kierunek sily przecina pod katem prostym pewns stalg prosta I,
nazywamy polem osiowym, a prosta ! nazywamy osiq pola.

Zalézmy, ze wielkoéé sily P, dzialajacej w dowolnym punkcie A4,
zalezy tylko od odlegloéci r punktu 4 od osi pola. Polézmy P=—|P|
lub P=|P| zaleznie od tego, czy sila P ma zwrot ku osi I czy prze-
ciwnie. Poniewaz wielko$¢ sily P jest funkeja r (t. j. odleglo$ci
punktu A od osi l), wiec mozemy napisaé

P= f(r).

Obierzmy uklad wspélrzednych, przyjmujae os pola za of =.
Latwo zauwazyé, ze rzuty sily P dzialajgcej w punkcie A (x,y,z)

wynoszg P,— P%—, P,,———P% 1 P,=0, gdzie
r =l + 42 Polézmy

V = Par= [fr)ar.

oV _aV & _ p® _ p.. Podobnie %Y =P, Ponie-
& r ¢y
waz V nie zalezy od z (gdyz r nie zalezy od z), wiec 9512 =0=P,.
Wynika stad, ze pole dane jest polem potencjalnym, zas V
jest potencjalem.

A wiec: pole osiowe, w ktorym wielkosé sity zalezy tylko od odleg-
loset punktu od osi, jest polem potencjalnym ¢ potencjal wynosi

(6) V = [ Par.

Latwo zauwazyé, ze powierzchniami potencjalnymi sg tutaj
walce, ktorych wspdélng osig jest o§ pola. Liniami sil sg proste prze-
cinajagce of pola pod katem prostym. _ .

Jezeli np. P=mw* (w stale) wléwczas V=/ Pdr:/mw2rdr,

wiee V=]1mo?ri=mae?(2?+y?). Powierzchnie potencjalne otrzy-
mamy, kladage V = const., zatem lmw?(z?-+ »3)= const., wiec
2® + y®= const.; jest to réwnanie walca o osi z.
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Suma pol potencjalnych. Niechaj w pewnym obszarze D
danych bedzie kilka pél o silach P,, P,,.... Pole w obszarze D
o sile P=P,+P,+ ... nazywa si¢ sumq pdl sit P, P,....

Jezeli pola sit Py, P,, ... sq potencjalne, to— jak latwo okazaé —
suma pol jest rowniez polem potencjalnym, kidrego potencjal V réwna
si¢ sumie potencjalow V., V,... poszczegolnych pdl.

Polézmy bowiem V=V ,+V,4.... Mamy a,,z = + 9V2+
4
=P, + Py +..= P, i analogicznie ——aa:; = Py, ——93; =P,. A wige
; : . Z

V jest potencjalem sumy danych pél.

Przypusémy np., ze punkt o masie m przyciagany jest wedle
prawa Newtona przez dwa stale punkty o masach m; i my z si-
lami P, i P, Sila wigc wypadkowa hedzie P=P,+P,. Na str. 103
wykazalismy, ze sily P, i P, majg potencjat.
Zatem wedle (4), str. 103, oznaczajac przez ry, 7,
odleglosei punktu m od m,; i m,, otrzymamy:

V,— K mm, V.=K mm, /,
rl ~ "'C
Sila P ma wige potencjal V=V,+V,. Zatem V= Km( " + 7?2)
1 2

Podohnie, jezeli punkt o masie m przyciggany jest wedle prawa
Newtona przez n punktow stalych o masach m,, m,, ..., m,, wéwezas

m,

(7) V =Km (m‘+m’+ +——)

gdzie ry, ry, ..., r, oznaczaja odpowiednio odleglosei punktu m od
punktow m,, my, ..., M.

§ 13. Energia kinetyczna i potencjalna. Niech na punkt
materialny A (x, y, 2) 0 masie m dziala sila P. Zatem (str. 79, (I)):
mx = P, my = Py, mz = P,.

Pomnoézmy obie strony pierwszego réwnania przez z, drugiego
przez iy, trzeciego przez 2 i dodajmy nastepnie rownania stronami.
Otrzymamy
(1) m(xx +yy +22) =P + Py + P.3.

Oznaczmy przez v wartosé bezwzgledng predkosci punktu 4.
Zatem v:= 32+ 2+ 42, skad d(v®)/dt = 2(xx + yy +22), a wiee
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d(Lmr?)/dt = m(2% + yy +22). Wstawiajac to w roéwnanie (1),
otrzymamy
d(Lme?)/dt = P.d + P,y + P.é.
Calkujgc obustronnie (wzgledem t) od chwili poczatkowej i,
do chwili {, dostaniemy

¢ t
* d(imo? " . .
(2) j——(~dt )dtzj[Pxx + Pyy + P £]dt.
L, t.
Niechaj v, bedzie wartosciag bezwzgledng predkosci w chwili
poczatkowej t,; lewa strona réwnania (2) wynosi wiec me?— jmuj
a prawa strona réwna si¢ (str. 96, (IV)) pracy, jaka wykonala sila P
w czasie od t, do ¢t. Oznaczmy te prace przez L,,.. Rownanie (2)
mozemy wiec napisa¢ w postaci
(3) Lmae? — fmol = Ly,.

Wyrazenie Lmi? nazywamy energiq kinetycznq punktu.

Kladac
(4) E = lm?, E,= i mv},
otrzymamy :
(I) E —Ey=L,.

A wiec: przyrost energii kinetycznej w pewnym czasie réwna sig
pracy sily dzialajqcej w tym czasie.

Twierdzenie to nosi nazwe zasady rownowartos$ci pracy t energis
kinetycznej.

W szczegélnosei, jezeli praca sily P jest stale zerem, to E—E,=0
czyli E=E,, wigc na mocy (4) v=v, Punkt ma zatem woweczas
predkosé stala co do wielkosei. Jezeli wige sila jest np. stale prosto-
padla do torn, to punkt porusza si¢ ruchem jednostajnym. Przy-
kladem jest ruch jednostajny punktu po kole pod wplywem sily
stalej co do wielkodei i skierowanej ku Srodkowi kola.

Niech teraz punkt porusza si¢ w polu potencjalnym. Oznaczmy
przez V i V, potencjaly jakie punkt posiada odpowiednio w chwi-
lach t i t,. Zatem L,,=V—7V, skad na moey (I) E—E~=V—7V,
czyli
(5) E—V=E,—V,.

Wyrazenie — 1" nazywamy energiq potencjalng.
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Kladage —V=U i —V,=U,, otrzymamy
(IT) E +U=E,+ V,= const.

Sume energii kinetycznej i potencjalnej t. j. wyrazenie KU
nazywamy energiq catkowitq.

A wigc: jezelr punkt porusza sig w polu potencjalnym, wowczas
jego emergia catkowita jest stala.

Twierdzenie powyzsze nosi nazwe zasady zachowania energii
caltkowitej.

Wymiar energii kinetyecznej i potencjalnej Na mocy (4)
jest [El=[m][v%], wiec

[energia kinetycznal=L'MT >

A zatem energia kinetyczna ma wymiar pracy. Jednostki pracy
89 wiec rowniez jednostkami energii kinetycznej.

Energia potencjalna ma na mocy okresienia wymiar potencjalu,
zatem ma rowniez wymiar pracy (str. 99).

§ 14. Ruch punktu przycigganego przez mas¢ nieru-
chomg. Ruch po krzywej rzedu drugiego. Niech punkt ma-
terialny 4 o masie m przyciagany bedzie przez punkt nieruchomy
o masie M z silg P, dzialajacag wedlug prawa Newtona. Umiesémy
w punkeie M poczatek O ukladu wspoélrzednyeh. Oznaczajgc (jak na
str. 103) przez P rzut sily na kierunek TA,, otrzymamy

(1) P—-—KmM-

P2

Oznaczajac przez r, y, 2 wspolrzedne punktu A4, otrzymamy

} 1," . . ’ .
(str.103): P,:P';:—— Km‘gl-f i t. d. Rownania ruchu punktu A4
89 wiec
.mM x N .mMy . .md 2
(I) mex=-—K o my= —K ) mz = "“Tz“;'

W naszym przypadku sila P ma potencjal V= HKmMr
(str. 103), zatem energia potencjalna U=—HAmIM/r. Na mocy
zasady zachowania energii calkowitej Imv2—HKm M r= const., skad
kladge p=K M,

2u

(2) vh=

+ h, gdzie h = const.
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Poniewaz w rozwazanym przypadku ruch jest ruchem grodko-
wym (str. 86), wige tor jest plaski. Przyjmijmy wige, ze ruch odbywa
si¢ w plaszeczyZnie xy i ze predkosé polowa jest réina od zera.

Ze wzoru Bineta (str. 88, (I)) otrzymamy na mocy (1)

KmM mc? [d*(1/r)
(3) ——ﬁ—=*“ﬁ{dé +J,
a poniewaz KM=pu, wiec
a1

Podstawmy u=1/r. Otrzymujemy

(5) =

Rozwigzaniem szczegllnym powyzszego réwna,nia. jest u=pu/c.
d(p2+u—0 jest — jak

latwo stwierdzi¢ — postaci u=acose-+ bsing. Ogélnym wige roz-
wigzaniem réwnania (5) bedzie

Rozwigzanie ogélne réwnania jednorodnego

u = pu/c® + a cos ¢ + b sin g,

gdzie a i b 83 dowolnymi stalymi. Kladge a=p cos g, b=p sin g,
(gdzie o i ¢, sa dowolnymi statymi) i podstawiajge z powrotem
1/r=wu, otrzymamy rozwigzanie ogdélne réwnania (4)

(6) 1/r = p[c*+ ¢ cos (¢ —@,).
Otdéz ogdHlne réwnanie krzywej rzedu drugiego, gdy biegun jest
w ognisku, ma ksztalt

1 1
r =7 T €08 (5= 90)

gdzie p jest parametrem, & mimosrodem, za$ ¢, katem, jaki of
krzywej tworzy z osiag ukladu. Réwnanie wigc (6) jest rownaniem
krzywej rzedu drugiego. Z przyréwnania dostajemy

™ p=clu i e=opn.

Krzywa taka jest elipsg, hyperbolag lub parabola, zaleznie od
tego czy e<1l, €>1 lub e=1. Aby rozpoznaé¢ rodzaj krzywej,
musimy obliezy¢é stala p. Wyznaczymy ja ze wzoru (2). Mamy
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v*=72+r2g?. Poniewaz }c jest predkoscia polows, wige Le=112¢ czyli
. i 2

@ =c[r®; zatem (str.88, wzér (7)) v2=c? (g—g;/r—)) + :—j Na mocy (6)
otrzymujemy tedy

2
(8) = % + 2 g cos (¢ —g,) + 2.

Wyrazajge r przez ¢ przy pomocy wzoru (6) i wstawiajac we
wzor (2), otrzymujemy v%=2u%/c2+2up cos (p— @)+ h. skad przez
przyrownanie ze wzorem (8)

p L h
(9) 0= l/—c'; + 2
a wiec na mocy (7)

Zatem ¢ =1 zalesnie od tego czy k< 0. Kladac =1y, v=10, r=r,,

otrzymujemy ze wzoru (2) h=v2—2u/r,; zatem:
h:O zaleinie od tego czy 'c)ﬁ%z 1iro-

Wynika stad, ze rodzaj krzywej mie zalety od kierunku pred-
ko¥ci, lecz tylko od jej wielkosci.

Rodzaj krzywej mozemy wiec wyznaczy¢, znajac jedno polo-
zenie punktu i szybko$é jego w tym polozeniu.

Komety np. poruszaja si¢ w obrebie ukladu slonecznego pod wplywe:n

przyciagania przez slonce, krqzy wiec (wzgledem slonca) po krzywych rzedu
drugiego.

Zalézmy obecnie, ze punkt porusza si¢ po elipsie 0 row-

naniu %=117 —}——;- cos (p —@,). Ze wzoru Bineta (3) dostaniemy

—Kf;[m= ——;’;:—’: cayli K’M:%- Niech @« i b bedg osiami

elipsy, za§ T czasem obiegu. Predkos¢ polowa bedzie woéwezas
le=abn|/T. Poniewaz p=>b%la, wiec KM—=4n%?/T? skad
(10) a3|T? = KM [4n2.

Wynika stad, ze stosunek a3/T? zalezy tylko od masy ciala przy-
ciagajacego, a nie od masy poruszajqcego si¢ punkiu.

Gdyby slonice bylo w spoczynku, to stosunek a3/7? bylby dla planet wiel-
kosécig stala (tak jak tego wymaga trzecie prawo Keplera). Slonce nie jest jednak
w spoczynku, poniewaz jest przyciagane przez planety. Stad pochodza odchyleniu
od prawa Keplera.

Sprawg ta zajmiemy sie p6zniej przy t. zw. zagadnieniu dwéch cial (rozdz. V).
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Ruch po linii prostej. Zbadajmy jeszeze przypadek szcze-
golny, gdy predkosé polowa jest zerem. Ruch wtedy odbywa sig
po prostej przechodzacej przez srodek pola, t.j. przez punkt M
(str. 87). Poniewaz v oznacza wartosé bezwzgledng predkosci, wiee

(11) v =|F.

Przypusémy, ze dla t=0 jest r=r,, v=v,. Z réwnosei (2), str. 107,
wynika

{12) v?= 2ur—' -+ h,
skad
(13) h = v%— 2_,1&)‘0-1.

Zalézmy, ze w chwili poczatkowej t==0 predkosé poruszajacego
si¢ punktu zwrécona byla od punktu M, czyli ze punkt sie oddalal.
Dla t=0 jest wiec 7> 0.

Rozpatrzymy dwa przypadki zaleznie od tego, czy h=0,
czy h<O.

1% hz= 0. Na mocy (12) jest stale v2=2ur—', wiec v >0; zatem
stale v > 0. Wynika stad, Ze punkt nigdy sie¢ nie zatrzyma i ciagle
bedzie oddalat sie¢ od M. Bedzie wigc stale #>0, skad na mocy (11)
v=¢ przez caly czas ruchu. Z (12) otrzymujemy

(14) F=0v= V2 ur—1 +h czyli dr/VQ wr—! 4+ h=adt.

Zatem

15 f' dr ey
(1) Veur v

Z réwnosei powyzszej wynika, ze gdy ¢ dazy do oo, r takze
dazy do oo, a wiec punkt oddala sie do nieskoneczonosei.

20 h<0. W tym przypadku istnieje takie r=r;, dla ktérego v=0.
Wartos¢ r, otrzymamy z (12), kladage v==0 i r-=r,. Dostaniemy

Latwo okazaé, ze r,>r,. Mamy bowiem 2u>2u—r 0=
= r (2ur;! —o2) = r,(—h). Poniewaz h<<0, wigc — 2u/h>r,, zatem
na mocey (16) jest ry>r.

Na poczatku ruchu, dopdki r<r;,, punkt bedzie si¢ wiee od-
dalal od M. W tym okresie bedzie wigc stale 7>0, zatem na
mocy (11) 7=v i wskutek tego beda zachodzily wzory (14) i (15).
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Podstawiajac we wzorze (135) zamiast goérnej granicy calkowa-
nia r wartosé¢ r,, otrzymamy chwile ¢;, dla ktorej r=r,. Zatem
/!
dr y
—l'::_.___.__——__::.‘:: = 1-°
Vour Tk
To

Dla t=t, bedziemy mieli ¢=0, a dla t>t, punkt bedzie sie
z powrotem zblizal do M.

Przyjmujae, ze ziemia jest kulg zlozona z warstw jednorod-
nych (t. j. o stalej gestosci), wspolsrodkowych, mozna okazaé, ze
ziemia przycigga punkt materialny ze-
wnetrzny tak, jak gdyby cala masa ziemi
skupiona byla w jej srodku O. Otrzymane v — p
wyniki mozemy wiee stosowaé¢ do ruchu
cial przyciaganych przez ziemig, oznaczajac
przez M mase ziemi (skupiong w jej srodku 0) i zakladajae, ze po-
czatek ukladu znajduje si¢ w punkcie 0, za$ poruszajgcy si¢ punkt
materialny nad powierzehnig ziemi, t. zn. ze rZ= R, gdzie R jest
promieniem ziemi.

Przyklad. Zalozmy, ze¢ punkt materialny zostal wyrzucony
z powierzchni ziemi pionowo do gory z predkoseig vy, Zatem ry=R
i na mocy (13) h=vl—2ulk '. Ze wzoru (7) str. 91, wynika, ze
p=KM=gR? gdzie ¢ oznacza przyspieszenie ziemskie. Zatem
2 ¢
h=v:— 2 gR.

Jezeli vo<|"2iq‘R, to h <0, a wiec punkt spadnie z powrotem
na ziemie. Jezeli natomiast v,>=)2¢R, to h>>0, a wiee punkt nie
powréci wiecej na ziemie.

Przyjmujac R =6300km, ¢=9,81 m-sek 2, otrzymamy J2gR-=12km-sck ',
Zatem, jezeli ciato wyrzucimy w gore z predkoscig vy = 12 km-sek !, to nie spadnie
nigdy z powrotem na ziemie. Wynik ten nie uwzglednia jednak oporu powietrza.

§ 15. Ruch harmoniczny. Ruch harmoniczny prosty.
Niech w polu §rodkowym na punkt materialny o masie m dziala
sita P, skierowana stale ku Srodkowi O i ktérej wielkosé jest pro-
porcjonalna do odleglosei punktu od 0.

Site P nazywamy wowezas silq spresystq.

Zalézmy na razie, ze punkt porusza sie po. osi x, ktorej O
jest poczatkiem. Oznaczajac przez . wspolrzedng punktu m, zas
przez P wspolrzedng sily, bedziemy wiec mieli
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(1) P=— )%z,
gdzie A% jest wspolczynnikiem proporcjonalnodci. Zatem may = — A%,
Kladace k*=122%/m, otrzymamy x = — k®x czyli
(2) x+ kir = 0.
Z réwnania (2) wynika, ze przyspieszenie punktu ma wielko§é

proporcjonalng do odleglosei punktu od poczatku O i zwrot stale
ku O.

Ruch, majacy te wlasno$é nazywamy ruchem harmonicznym
(lub drgajacym) prostym.

Réwnanie rézniczkowe (2) jest réwnaniem liniowym drugiego
rzedu o wspoélezynnikach stalych. Pierwiastki rownania charaktery-
stycznego r2+k?=0 83 ri2=+4ki. Ogélnym wiec rozwigzaniem row-
nania (2) jest
(3) T=¢, 8in kt+-c, cos ki.

Piszac stale ¢;, ¢, w postaci ¢,=acos kt;,, c,=— asin kt,, (gdzie
ai t, s3 dowolnymi stalymi, przyczem a>=>0), otrzymamy

(4) z=asink(t —t,),
skad, zaczynajac rachube czasu od chwili ¢,
(I) x=a sin ki.

Stala e nazywamy amplitudg.

Poniewaz |sin kt|<C1, wiec amplituda ¢ wyraza najwieksze od-
chylenie punktu od O. Dla t=+4 n/2k dostajemy x=+ a. Torem
punktu jest wigc odcinek od —a do a. Poldézmy

(9) T = 2n/k.

Woéwcezas asink(t+ I')=asin (kt+ 2n) = asinki. Na mocy
wiec (I) punkt zajmie to samo polozenie w czasie t i t+ 7T Ruch
jest zatem okresowy (czyli periodyczny) o okresie T.

Wstawiajac w (I) zamiast k¥ warto§¢ wyznaczong z (5). otrzy-
mamy

. 2n
(IT) r=a 81n—-1—,-t.

Jezeli » oznacza ilo$é okreséw na 1 sek, to n=1/T. Na mocy
wiec (II)

(1I11) xr = a sin 2nxt.
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Rozniczkujae (1I), otrzymamy:

5 Qan 2; . 4 an? o
6 = F = —— 08 — 1 — A — ..__....__.' —t.
(6) =r=- S5 by X =17 = 7 sin Tt

Na mocey (I1) i (6) mozemy ulozyé¢ nastepujaca tabelke,
podajaca polozenie, predkosé i przyspieszenie punktu dla t=0, } T,
37, 37T v T:

! 0 3T VT 3T T
| | i
a 0 ! a 0 ! —a 0
v | ZaxjT | 0 | —2ax/T| 0 2an/T
p 0 I—dexT 0 ' daa¥T? 0

7 tabelki tej widzimy, ze w ciggu okresu 7' punkt porusza sie od
poczatku ukladu O do punktu = a, nastepnie wraca przez punkt O
i dochodzi do punktu .= — a, nastepnie powraca do 0 it. d. Naj-
wicksza predkosé jest w O, natomiast na kraticach toru (t. j. w pun-
ktach =+ «a) predkosé¢ jest zerem. Przyspieszenie zas jest naj-
wieksze na kraneach, t. j. dla x= 4+ a; w O przyspieszenie jest zerem.

Przylilad., W dolnym koncu sprezyny zawieszonej pionowo
preyczepiona jest kulka o masie m. Niech O oznacza punkt w kté-
rym jest ona w spoczynku (w rownowadze). Jezeli kulke odchylimy
wzdluz linii pionowej od polozenia rownowagi, to kulka zacznie sie
wahadé pionowo. Jezeli masa sprezvny jest mala, to mozemy w przy-
blizeniu przyjaé, ze sprezyna dziala na kulke z sila P proporcjonalng
do wydluzenia {(wzgl. skrocenia) i skierowang stale ku punktowi 4,,
w ktorym znajdowal sie koniee sprezyny nierozeiggnietej przed za-
wieszeniem kulki.

Obierzmy w punkeie O poezgtek osi ., skierowa-
nej pionowo w dobl. Kladge 4,0 = d, otrzymamy

P R2(c+d),

gdzie 4 jest liczby staly, zalezny od sprezyny. Poniewaz

w () kulka jest w rownowadze i P=—Ad (bo r=0),
zatem -— At + mg = 0, skad 22=myg/d. Podczas ruchu
jest mr=P+ my=-—r+d)-+mg. wicc mr+ite=0

czyli ® ke =0, gdzie

k2 == 23m = q'd

S. Banuch. Mechanika.
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Na mocy (I), str. 112, rozwigzaniem powyzszego réwnania jest

xz=asinkt, zatem
- 1/9
R . v, t‘
& = & sin l/d

Kulka bedzie wige odbywala ruch harmoniczny prosty okolo
punktu 0. Na moey (5) okres ruchu wynosi

T =2n/k=2n)d]g=2n}m/a.
Okres ruchu zalezy wiec od masy punktu.

Ruch harmoniczny plaski. Niechaj punkt porusza sie
w polu sil srodkowym, w ktérym sila P ma zwrot ku §rodkowi pola
i jest (co do wielkosei) proporcjonalna do odleglosci punktu od $rodka.

Obierzmy w sSrodku pola poczatek O ukladu wspélrzednych.
Poniewaz ruch srodkowy jest ruchem plaskim, wigec mozemy przy-
jaé, ze odbywa si¢ w plaszczyZnie xy.

Wedlug prawa Newtona jest mp=P, gdzie p oznacza przyspie-
szenie punktu. Przyspieszenie ma wige zwrot ku drodkowi pola
i jest (co do wielkosci) proporcjonalne do odleglodci punktu od
frodka.

Ruch majacy t¢ wlasnos$é¢ nazywamy ruchem harmonicznym
plaskim, a sile P silg spresystq (por. str. 111).

Na mocy zalozenia mamy
Pi=—P%x i P,= — %y,

gdzie A jest wspoélezynnikiem proporcjonalnosei. Rownania ruchu
bedg mialy postaé
me = — A%, my = — A%y.

Kladae, jak poprzednio k%= A%/m, otrzymamy
(7) r= — k%, y = — k3.
Na str. 112, wzor (1), wykazaliSmy, Ze rozwigzaniem powyz-
szych réwnan jest:
(8) £ = a' 8in k(t — t), ¥y = a' sin k(t — ty),
gdzie o', a’’, t, to 53 dowolnymi stalymi.

Jak latwo sprawdzié, ruch ten jest rowniez ruchem okresowym
w okresie 1 = 2xn/k.
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Z réwnan (8) otrzymujemy:
a’'x cos ktg — a'y cos kiy = a’a’’ cos kt sin k(t; — 1),
a’’x sin kiy — a’y sin klp = a’a’’ sin kt sin k(ty — to).
Podnoszae do kwadratu i dodajgc stronami, otrzymamy
(9) a2+ a'2y2— 2a’a’xy cos k(lo — b)) = [a'a’’ sin k(ls — o).
Jezeli a'=0, lub a”=0, lub & —fh=nxn/k (gdzie n catkowite),

to réwnanie (9) jest ré6wnaniem linii prostej. W pozostalych przy-

padkach (9) jest rownaniem elipsy, ktérej srodek lezy w poezatku
ukladu.

A wiec: ruch harmoniczny plaski odbywa sie po prostej, przecho-
dzqcej przez $rodek pola, lub po elipsie, kidrej érodek lezy w $rodku pola.

Ruch harmoniezny plaski, odbywajacy sie po prostej, jest oczy-
wifcie ruchem harmonicznym prostym.

Rueh harmoniczny tlumiony. Niech na punkt mate-
rialny, poruszajacy sie po osi x, dziala oprécz sily sprezystej P
(t. j. proporcjonalnej do odleglosci od srodka i skierowanej ku srod-
kowi), jeszcze sila @ (lumigea czyli hamujgea ruch), co do wielkosei
proporcjonalna do predkosei, leez wprost przeciwnie skierowana niz
predkosé.

Ruch, jaki punkt bedzie wéwczas wykonywal, nazywamy ru-
chem harmonicznym ttumionym.

Oznaczajac przez P iQ wspoélrzedne sit P i @, mozemy napisaé:
(10) P=—2r i  Q=—2pus,

gdzie A2 1 x>0 s3 wspoéleczynnikami proporcjonalnesci. Zatem
mr= — Alr—2 uz. Kladac

(11) 2jm = k? i ujm = ¢,
otrzymamy wiec
(Iv) T+ e+ k2x = 0.

Roéwnanie (IV) jest réwnaniem liniowym o wxspdlezynnikach
stalych rzedu drugiego. .Jego rownaniem charakterystycznym jest
(12) r42er +k2=0,
skad
(13) ra=—e+ Ve k2
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Rozpatrzymy tu trzy przypadki, zaleznie od tego czy wyrdéznik
€2 — k? jest ujemny, dodatni czy rowny zeru.

19. & —Ek2<C0. Przypadek ten wystepuje, gdy ¢ jest male, t.j.
gdy sila hamujaca @ jest mala. Pol6zmy

(14) Vie —e =k,
Zatem, na mocy (13) 7,.= -—¢ + ikt. Rozwiazaniem ogol-
nym rownania (IV) jest wiec w tym przypadku
x = e (¢, sin k,t -+ ¢, cos kyt).
Piszgc stale ¢, ¢,, W postaci ¢ =Acoskit, i c,=— — Asinkd,,
gdzie A >0 i {, sa dowolnymi stalymi, otrzymamy
(15) w=Ae *sink,(t —1,).

Obierzmy, jako nowy po-
czatek czasu, chwile ¢,; pod- : !
stawmy zatem ¢—t,=1t". Do- AW AN
staniemy x = Ae @+ gink,¢’; , 2>
piszac z powrotem ¢ zamiast ¢’
1 kladge Ae—*“=a, otrzymamy ,_zee}”

+acsink,t

(V) x=ae*sink,t, gdzie a>0.

Wykres powyzszej funkcji podany jest na rysunku. Aby wy-
znaczy¢ ekstrema tej funkeji, nalezy obliczyé miejsca zerowe po-
chodnej # = ae "(k, cosk,’ — esink). Bedzie wiec &= 0 dla tych
wartosci ¢, dla ktoryeh

(16) tgk,t = k,/e.

Jezelit; jest najmniejszym pierwiastkiem dodatnim réwnania (16),
to pozostale pierwiastki maja postaé
(17) ta = ty+ nalk,,
gdzie n jest dowolng liczbg calkowitg. Badajac znak drugiej pocho-
dnej, stwierdzamy, ze maximum wystepuje dla » parzystych, a mi-
nimum dla » nieparzystych. Wynika stad, ze w chwilach t, po-
chodna # zmienia znak, a wigc predkosé zmienia zwrot.

Chwile t, nazywamy chwilami zwrotu, odpowiednie zas poloze-
nia poruszajgcego sie¢ punktu -- punktemi zwrotu.

Punkty zwrotu wypadaja okresowo co z:k xek, i to kolejno,
raz na prawo, raz na lewo od poczatku 0.
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Czas T,=2n/k, nazywamy jak wprzody okresem ruchu.
Czas ;T,=n/k, miedzy dwiema chwilami zwrotu nazywa sie
okresem drgania.

Na mocy (17) mamy wiec
(18) ta =1ty tnT,.

Wezmy pod uwage dwa po sobie nastepujgce punkty zwrotu
Zuy Lut1, Oodpowiadajace chwilom t,, t,1,. Na mocy (V) i (18) jest:

@} = ae” 30T i gin k2], |1 = aeCH T gin & 1,
skad

(@urilfj@n] = 72T

Wynika stad, ze wspdlrzedne x, maleja do zera (co do modulu)
wedlug postepu geometrycznego.

A wige: jezeli sila hamujqca jest mata, to maksymalne odchylenia
punktu nastepuja po sobie w réownych odstepach czasu (okres drgania)
i malejq do zera wedlug postepu geometrycznego.

20, &2—k?>0. Przypadek ten wystepuje gdy sila tlumigca
jest duza. Latwo stwierdzié, ze pierwiastki rownania charakterystycz-
nego (13) sa w tym przypadku ujemne. Oznaczajac je przez — g,
i —p, otrzymujemy rozwigzanie ogélne réwnania (IV) w postaci

(‘71) €I = Ae -0, _I.._ Be--p,l’

gdzie A i B s3 stalymi dowolnymi oraz g, >0 i ¢,>0.

Gdy czas t wzrasta, to & szybko dazy do zera. Nie trudno,
sprawdzié, ze istnieje co najwyzej jeden punkt zwrotu. Predkosé
jest wige co najwyzej raz tylko zerem.

3% &—k*=0. Przy tym zalozeniu réwnanie charaktery-
styczne (13) ma pierwiastek podwéjny —e. Rozwigzanie ogdlne réow-
nania (IV) ma postaé

(VII) &= e (At + B),

gdzie A i B sy stalymi dowolnymi.

Gdy czas wzrasta, ¢ dazy szybko do zera. Podobnie jak po-
przednio, istnieje co najwyzej jeden punkt zwrotu, a wiec predkosé
staje si¢ zerem co najwyzej raz tylko.



118 ROZDZIAL III. Dynamika punktu materialnego.

Ruch harmoniczny wymuszony. Niech na punkt mate-
rialny, poruszajacy sie po osi x, dziala oprécz sily sprezystej P
i tlumigcej @ jeszcze sila R, skierowana wzdluz osi z i zalezna tylko
od czasu.

Wap6lrzedna sily R bedzie wiee

R = mw f(1),
gdzie w jest stale.

Przypuéémy, ze sila R jest periodyczna, np. ze
(19) R = mw sin (at + ),

gdzie a i B sy stale. R6wnanie ruchu ma wiec postaé (por. (IV),
str. 115):

(20) z + 2ed4-k¥ = w sin (at+ B),

gdzie znaczenie stalych & i k jest takie same jak poprzednio. Aby

otrzyma¢ rozwigzanie ogélne réwnania (20), wyznaczamy jedno szcze-
gélne postaci

(21) x = b sin (at+ 7).
W celu wyznaczenia stalych b i y, podstawmy (21) w (20). Do-
staniemy
(22) (k*— a®) b sin (at + ) + 2 aeb cos (at + ) = w sin (at+ f).
Kladge raz at+y=0, drugi raz at+y=n/2, dostaniemy
(23) 2aeb = w sin (f—y), (k*—a?)b = w cos (8 —1y),
skad
w? 2ae

(34) =l —apriaa BU—V=a_z

a z rownodci tych wyznaczamy juz b i .
Opierajgc si¢ na (24), latwo stwierdzié, ze funkcja (21) spelnia
réwnanie (20) tozsamosdciowo dla kazdego t.

Rozpatrzmy przypadek e*-—k2<0. Rozwigzanie ogélne r6wna-
nia jednorodnego z + 2 e%+ k% = 0 podaje wzér (15), str. 116. Za-
tem ogélnym rozwigzaniem réwnania (20) jest

(25) @ =Aetsink,(t —t,)+ bsin(at+y), gdzie k, =} — e

Gdy ¢ wzrasta, pierwszy skladnik dazy szybko do zera i ruch
staje si¢ w przyblizeniu harmonicznym o réwnaniu

x = b sin (at + y).



(§15) 1. Dyuamika punktu swobodnego. 119

Amplitudg tego ruchu jest-b. Sila R jest silag periodyczng
0 okresie T’ =2n/a. Okres ruchu harmeonicznego tlumionego wy-
nosi T)=2n/k,. Przypusémy, ze okresy T’ i 7', malo sie réznig od
siebie, czyli ze « malo si¢ rézni od k,. Jezeli sila ttumigca jest mala,
to &£ jest male, wige k,=Wc’-—e‘ malo si¢ rézni od k. Zatemi k
malo si¢ bedzie réznilo od a. Na mocy wiec (24) moze byé b wielkie
nawet wowezas, gdy w jest male (t. zn. gdy sila R jest mala).

Widzimy stad, ze malq silq periodyczng, o okresie zblizonym
do okresu ruchu, mozemy wywolaé wielkie odechylenia punktu od érodka,
gdy sita tlumiqca jest mala.

Oddzial zolnierzy, przechodzgcych przez most krokiem miarowym, wy.
woluje drgania (wlasne) mostu. Jezeli okresy krokéw i drgania mostu malo sie
rézniy od siebie, to odchylenia mostu mogg staé sie szybko tak duze, ze most
si¢ zalamie. Podobnie gdy automobil doznaje na zlej drodze wstrzasow, drob-
aych nawet, ale ktorych okres jest zblizony do okresu drgain (wiasnych) jego
resorow, to wahania mogg sta¢ si¢ tak wielkie, ze resor peknie.

Krzywe Lissajous. Niech na punkt materialny dziala sila P,
ktorej rzuty na osie ukladu 83 (co do wielkosci) proporcjonalne do
wspoirzednych punktu i skierowane ku poczgtkowi ukladu. Mozemy
wiec przyjaé, ze:

Pi=—1Ax, P,=—1y, P=—14z,
gdzie Ay, 45, 4; s3 stale. ROwnania ruchu maja postaé:
mi= — At x, my=—Aiy, mE = — Azz.

Kladac 2/m =k, A/m=k i A3/m=Fk}, otrzymamy wiec:
(26) & =—kx, y=—r3y, i =--Ksz.

Rozwigzaniami powyzszych réwnan (por. str. 112, wzér (4)) sa
funkcje:

(27) ax=amsink (I —&), y=asink(t—1), z=asink;{®—4).

Okresy tych funkeji wynoszg (str. 112, wzor (5)):

(28) T, =2n/lk,, T,=2n/k,, Ty=2nlk,.

Jezeli ruch jest okresowy o okresie T, to ilorazy T:T,, 1"7T,, I:T,
muszg byé liczbami calkowitymi. Zatem ilorazy 7: T, T1:T5 1 Tp: Ty
(lub ze wzgledu na (28) ilorazy k,:k,, ks;:k, i ks:k,) muszg byé
liczbami wymiernymi. Jezeli wiec nie wszystkie te ilorazy sg
liczbami wymiernymi, to ruch nie jest ruchem okresowym.
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W przypadku ruchu na plaszezyinie, tory ruchu okreslonego
réwnaniami (27) nosza nazwe krzywych Lissajous; odgrywaja one
wazng role w akustyce.

Przyklad. Ruch odbywa sie w plaszezyZnie ry. Niech k,:k,=2
ity=1tp=0.
Kladae k;=k i k,= 2k, otrzymamy zatem na mocy (27):

L= ay8in kt i Y = ay sin 2kt.

Poniewaz y=2a,sinktcoskt, wiec sinkt=ux/a, i coskt=a, y/2axr,
skad (x/a))*+ (a1y/2a,x)?=1, czyli

2 opt 2 2?2 4 2,2
tajr'—daia;x + aly: =0.

Tor bedzie wiec krzywa rzedu czwartego.

8§ 16. Warunki réwnowagi w polu sil. Jezeli w pewnym
polu sil punkt materialny jest w punkcie A w rownowadze, to oczy-
wiscie sila P dzialajgca w A rowna sie zeru. Na odwrét, jezeli w pew-
nym punkcie A(xq, ¥y, 2,) pola, sila P=0, to punkt materialny
umieszczony w A w chwili t=t, bez predkosci poczgtkowej (t. zn.
vo=0) pozostanie stale w spoczynku t. j. w réwnowadze. Wynika
to stad, ze warunki poczatkowe wyznaczajg ruch jednoznacznie,
a spoczynek (t.j. ruch okreflony réownaniami r=ux, y:==y, 2=2,)
spelnia warunki poczgtkowe i rownanie mp=P; mamy bowiem stale
p=0i P=0.

W polu potencjalnym pochodne czastkowe potencjalu V rowne
83, jak wiemy, rzutom sily na osie ukladu (§ 11, str. 100). Jezeli
wiec punkt A jest polozeniem réwnowagi, wowezas w punkeie A:

(1) V/de=0, eV /dy=0, V. dz==1)

Rownania powyisze zachodzg w szezegoélnosei w tych punktach,
w ktérych wystepuja maxima lub minima potencjatu.

A wiee: punkty, w ktorych wystepujq ckstrema potencjalu, sq
polozeniami rownowags.

Polozenia r6wnowagi moga jednak wystepowaé réwniez w ta-
kich punktach, w ktérych potencjal nie ma ekstremum; réwnania (1)
przedstawiajg howiem tylko warunki konieczne istnienia ekstremum.
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Réownowaga stala. Niech w polu sit punkt materialny znaj-
duje sie w réwnowadze w punkeie 4.

Powiadamy, ze réwnowaga jest stala, jezeli punkt materialny
po malym przesunigciu z punktu 4 i po otrzymaniu malej energii
kinetycznej poczatkowej, bedzie poruszal sie stale w niewielkiej od-
leglosci od A i posiadal stale malg energi¢ kinetyczng. Scilej méowige,
rownowaga w A jest stala, jezeli do kazdych dwu lieczb R>0 i ¢>0
mozna dobraé takie liczby Ry>0 1 ¢,>0, ze punkt materialny, znaj-
dujacy si¢ gdziekolwiek w odleglosei mniejszej niz R, od A, bedzie
po otrzymaniu energii kinetyeznej poczgtkowej mniejszej niz ¢, po-
ruszal si¢ w odleglosci od A stale mniejszej niz R i posiadal energie
kinetyczng stale mniejszg niz e.

Jezeli rownowaga w punkcie 4 nie jest stala, mowimy, ze
w punkeie tym jest rownowaga niestala.

Twierdzenie Divichleta, W polu potencjalnym punkt, w kio-
rym potencjal osiaga maximum wlasciwe, jest poloieniem rownowagi
stalej.

Dowod. Niech w pewnym polu potencjalnym potencjat V
osigga maximum wlasciwe w punkcie A (méwi sie, ze funkcja
osigga w punkcie 4 maximum wlasciwe, jezeli w pewnym otoczeniu
tego punktu najwieksza wartosé przyjmuje tylko w punkcie A4).

Zalézmy, ze w punkcie A potencjal ma wartosé 0; mozemy
to zawsze uzyskaé przez dodanie odpowiedniej stalej, poniewaz po-
tencjal okreslony jest tylko z dokladnoscig do pewnej stalej (str. 99).

Wezmy dowolne R>0 i £>0. Bez szkody dla ogélnosei do-
wodu mozemy tez obra¢ R tak male, by w kuli K o srodku A4 i pro-
mieniu R potencjal byl wszedzie po za 4 ujemny. Oznaczmy przez L
maksimum potencjalu na powierzchni kuli K; zatem L<C0.

Niech teraz &, bedzie dowolng liczba, spelniajgea nieréwnosei:

(2) £9>0, o< — L L, go< ) &

Poniewaz w A potencjal jest zerem, wigc istnieje taka kula K,
o srodku A i promieniu Ry< R, ze

Umiesémy punkt materialny gdziekolwiek w odleglosei <K, od 4
(t.j. w kuli K;) i nadajmy mu energie kinetyczng poezatkows

(4) B, <e,.
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Na mocy (5), str. 106, jest podczas ruchu stale
(5) E—-V=E,—V,

Poniewaz na mocy (3) jest —e,<V,, wiec wobec (5) i (4) jest
{6) E -V <2¢,

Z uwagi na to, z¢ EZ>0, otrzymujemy —V < 2¢, skgd na
mocy (2) —V<—L, ezyli V>L. A wigec punkt materialny nigdy
nie przekroczy powierzchni kuli K (bo potencjal na niej jest <CL);
ruch jego bedzie si¢ tedy odbywal wewnatrz kuli K, t. j. w odle-
glodci od A mniejszej niz R. Poniewaz ponadto w kuli K jest stale
V<0, czyli —V >0, wigec na mocy (6) jest E<2¢,, skgd na mocey (1)
E<e. A wiee w 4 jest rownowaga stala, c. b. d. d.

Przylklad. Weimy pod uwage pole sil, w ktérym P,=— k%,
P,=—k%, P.=:—Fk%. Pole to jest wiec polem potencjalnym o po-
tencjale V = — ! k%2, gdzie %= a® 4 9%+ 2%

Punkt A4(0,0,0) jest polozeniem réwnowagi stalej, bo w punkcie
tym potencjal osiaga wartodé najwiekszg 0, a poza tym jest ujemny.
Stalo§¢ rownowagi w 4 udowodnimy teraz bezposrednio.

Niech dane bedg dowolne liczby R>0 i ¢>0. Umiesémy punkt
materialny w odleglosei ry od 4 i nadajmy mu energie kinetyczng E.
Zatem FE 4+ [kr =F 4 L k*r, skad

(7) E< Eo+ { k°r.
Ponadto }k*r*<<E 4+ Kk*r) czyli

—
(8) rgl/‘kz E,+ r;-

Jezeli wiec dobierzemy ¢, i R, tak, by bylo réwnoczesdnie

5
g+ SR} < e i 'i?so+R5<'R’

to otrzymamy dla wszelkich E,<e, i r,< R, na moey (7) i (8)
E<e i r<R. Udowodnilis§my wiee, ze réwnowaga w A jest stala.
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II Dynamika punktu nieswobodnego.

$§ 17. Réwnania ruchu. Dotychczas badaliSmy ruch punktu
materialnego swobodnego, t.j. takiego, ktéry moégl wykonywaé do-
wolne ruchy przy odpowiednich silach. Spotykamy si¢ jednak réw-
niez z zagadnieniami, w ktérych ruchy punktu podlegaja pewnym
ograniczeniom, takim np., ze punkt masi stale pozostawaé¢ na pewnej
linii, powierzchni i t.p.

Przykiad. Wyobrafiny sobie, ze drobna kulka nawleczona jest na sztywny
drut (np. w ksztalcie kola). Jakimikolwiek sitamni dzialalibysiny na kulke, be-
dzie ona mogla wykonywaé jedynie takie ruchy, prazy ktorych pozostanie stale
na drucie. Zagadnienie sprowadza si¢ wigc w tym przypadku do badania ruchu
punktu materialnego, ktéry ma pozostawaé stale na pewnej linii.

Punkt taki nazywamy nieswobodnym, a warunki ograniczajace,
jakim muszg czynié zadoéé ruchy punktu nieswobodnego, nazy wamy
wiezams.

Reakecja. Przy rozpatrywaniu ruchu punktéw nieswobodnych
bedziemy zakladali, ze na punkt nieswobodny dziala (oprécz danych
8il) pewna dodatkowa sila, ktéra sprawia, ze punkt zachowuje wiezy.
Te¢ dodatkowsy sile nazywamy reakejq (oddziatywaniem).

Reakcje przypisujemy dzialaniu na punkt materialny cial wywolujacych

wiezy. Reakcjg drutu jest wige np. sila, z jaka drut przeciwstawia si¢ porzuceniu
go przez nawleczong na niego kulke.

1. 2. 3.

Niech punkt materialny nieswobodny A ma pozostawaé stale
na krzywej (' (rys. 1). Niech reakcja w pewnym polozeniu punktu A4
bedzie R. Skladowa N reakcji, prostopadla do stycznej, nazywamy
reakcja mormalng, skladowa T styezng nazvwamy reakeiq styczng
lub tarciem.

Podobnie, jezeli punkt ma pozostawaé stale na pewnej po-
wierzchni S (rys. 2), to skladows reakcji prostopadls do powierzchni 8
nazywamy reakcjq normalng, skladowa zas styczna reakcjq styczng
lub tarciem.
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Ilekroé¢ wiee zakladamy, ze nie ma tarcia, to przyjmujemy
tym samym, ze reakcja jest prostopadla do krzywej (powierzchni).
(Gdy nie ma tarcia, mowimy tei, Ze krzywa (powierzchnia) jest gladka.

Jezeli o punkcie A, lezgeym po pewnej stronie powierzchni,
zakladamy tylko, ze nie moze przejsé na drugs jej strone (choé
moze porzuci¢ te powierzehnie), to reakeje uwazamy za skierowang
w te strone powierzchni, z ktorej znajduje si¢ punkt (str. 123, rys. 3).

Gdy np. kulka leiy na stole, wowezas reakeja stolu skierowana jest
ku gérze.

Rownania ruchu. Reakcje okreslilisSmy jako sile dodatkows,
ktora sprawia, ze punkt nieswobodny zachowaje wiezy. Jezeli wige
do sily dzialajacej P dodamy reakcje R, to bedziemy mogli uwazaé
punkt materialny za punkt swobodny. Oznaczajac przez m maseg,
a przez p przyspieszenie punkta, otrzymamy wiec

I mp=P +R.

W ten sposob badanie ruchu punktu nieswobodnego sprowa-
dzamy do badania ruchu punktu swobodnego. Jezeli o reakeji B
przyjmiemy jeszcze pewne zaloZenia specjalne, np. ze nie ma tareia,
to (jak okazemy poézniej)rownanie (1) wystarcza do wyznaczenia ruchu.

Przyktad. Niech punkt o masie m spada pod wplywem cie-
zaru Q=myg po plaszezyZnie, nachylonej do poziomu pod katem a.
Zalézmy, ze nie ma tarcia. Reakeja R
jest zatem prostopadla do plaszezyzny.
Oznaczajac przez p przyspieszenie punktu,
mamy na mocy (1) mp=0Q +R. Tworzac rzuty
na plaszezyzne pochyla i kladac p=|p|, otrzy-
mamy mp=mgsina, skad

p= ¢ sila.

Energia kinetyezna. Przyrost energii kinetycznej punktu
nieswobodnego réwna sie sumie prac sity dzialajacej P i reakeji R.
Przy zalozeniu braku tarcia reakcja jest prostopadla do toru, zatem
praca reakeji rowna sie zeru. Wynika stad, ze gdy nie ma tarcia,
przyrost energii kinetycznej réwna si¢ jedynie pracy wykonanej
przez site P.

W szczegolnosei, jeieli nie ma tarcia, to siwma energii kinetycznej
i potencjalnej punktu poruszajaceego si¢ w polu potencjalnym jest stala.
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§ 18. Ruch punktu nieswobodnego po krzywej.

Ruch po krzywej plaskiej. Zaldozmy, ze punkt 4 o ma-
sie m ma pozostawaé na krzywej plaskiej (' i ze sila P dzialajaea
na punkt lezy w plaszezyznie krzywej . Przypusémy, Ze nie ma
tarcia, t. zn. ze reakcja R jest prostopadla do krzywej.

Oznaczajac przez p przyspieszenie punktu, mamy wiec (por.
wzor (I), str. 124)

(1) mii:f’+ﬁ.

Nadajmy stycznej t zwrot zgoduny ze zwrotem krzywej, a nor-
malnej n zwrot ku srodkowi krzywizny {rys. 1). Niechaj pi, pny Pty Pu
beda rzutami przyépieszenia p i sily P na styezng i normalng zag R
rzutem reakeji B na normalng. Z rownauia (1) otrzyvmamy, tworzae
rzuty na styezng i normalng:

(2) m])[—'—:Pf, m*p,,:::P,,—%—R.

Niech » oznuacza rzut predkosci na styezng, zas g promien
krzywizny. Woéwczas {str. 41):

pe=71, Pa="%/0,
skgd na moey (2):

(I mi=P,, mvtjo=P,+R.

Pierwsze z réwnan (I) pozwala wyznaczyé ruch, znajge site P
lub jej rzut P,. Réwnanie
to mozemy takze napisaé
w innej jeszeze postaci,
mianowicie:

(3) ms =P,

gdzie s oznacza wsp6lrzed-
na tukowg na krzywej C.

Drugie z rownan (I) pozwala obliczy¢ reakcje R, znajac pred-
kosé v.

BRuch po krzywej przestrzennej. Zalézmy, ze tor jest
krzvwa przestrzenng C 1 Ze nie ma tarcia.

Nadajmy stycznej ¢ zwrot zgodny ze zwrotem krzywej, normal-
nej gléwnej n zwrot ku drodkowi krzywizny, wreszeie binormalnej b
zwrot taki, by oklad (t,7n.b) mial zwrot zgodny z ukladem wspol-
rzednveh (rys. 2).
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Utwérzmy rzuty na styczng, na normalng gléwng i na binor-
malng. Poniewaz rzut przyépieszenia na binormalng (str. 42) i rzut R
na styczng sg zerami, wiec otrzymamy z réwnania mp= P+ R:

' mp,=P;, mpn=Pn+Ru, 0=P0+Rb7
skad -

(II) ‘m23=Pf, "nvz/g=P"+Rn’ P[)+Rb=0.

Pierwsze z rownan (II) pozwala wyznaczyé ruch, z dwéch zas
pozostalych réwnan (II) mozemy obliczyé skiadowe R, i Ry, a wige
reakcje R.

Ruch punktu nieswobodnego cigzkiego. Niech na punkt
materialny nieswobodny o masie m dziala sila ciezkodei. Zalézmy,
Ze nie ma tarcia. Potencjal sily cigzkosci wynosi V=-—mgz (0§ 2
skierowana pionowo w gére). Na mocy zasady zachowania energii
calkowitej otrzymamy wiec 1} mv34mgz= const. lub po uproszezeniu

(I11) v+ 2gz=h.

Stalg h mozemy wyznaczyé, znajac predkosé v, i wspolrzedns z,
w pewnej chwili ¢{,. Dostaniemy

(4) h= 0+ 2gz,, skagd 0+ Bgz=1 -+ 2¢z,.

Z (II1) wynika 2gz<<h, zatem z<Ch/2g. Maksymalna wigc wy-
sokosé¢, na jaka punkt moze si¢ wzniesé, wynosi
1 1

b ~» e e h e 29?2
(')) ~max —— 2\7 h = 29 ”o + zl)'

Jezeli punkt w ciggu ruchu znajduje si¢ kilka razy na tym

samym poziomie z=2', wowczas na mocy (II1) mamy v?’=h —2g2’.
A wiee: na jednym i tym samym poziomie punkl ma jednq i te
same predkosé.

Przyllad I, Punkt spada po krzywej € o rownaniu z=jf(x),
polozonej w plaszezyinie pionowej xz. Zalézmy, ze w czasie =0
punkt znajduje sie w punkcie A (xy, 2,) i ma predkosé v,=0.

Oznaczajac przez s wspolrzedng lukows, dostaniemy wiee na
mocy (4), z uwagi na to, ze v=174,

@p2ge=2gzy,  czyli @=2g(2,—2)

Obierzmy na krzywej €' zwrot zgodny z poczagtkowym ruchem
punktu (t.j. zwrot ku dolowi). Az do chwili, gdy punkt mate-
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rialny dojdzie do punktu B, polozonego na tej samej wysokosci co
punkt 4 (rys.1l), mamy é:""g(z.,—z), wiec ds |‘2g(~o-——-z)=dt.
Poniewaz ds=)1+ f3x)de, wiec

(6) f l// 1+ %) dr=1.

glf (2o)—f(x))

Wzdér powyzszy podaje czas, w ktorym punkt materialny
osiggnie punkt D o wspoélrzednych r=§&, y=/f(£). Jezeli &, oznacza
odcietg punktu B, to dla x,<<é<x, calka (6) ma wartosé skonczong,
wiec czas { jest skoneczony. Dla &é=ua, funkcja podcalkowa staje sie
nieskoniczona, ho z zalozenia z,=f(xy)=f(r,). W tym przypadku
wartosé calki moze byé wiec skonczona lub nieskonczona. Wynika
stad, ze punkt materialny moze doj$¢ do punktu B lub nie: zalezeé
to bhedzie od ksztaltu krzywej (. Latwo okazaé, Ze jezeli styezna
w punkeie B nie jest pozioma (t.zn. jezeli f'(r;)F0), wowezas war-
tosé calki (6) jest skon-
czona, wige punkt mate- &
rialny osiggnie punkt B. ¢

o~
.
)
s

Przylkitad 2. f
Niech punkt zsuwa sie '
w plaszezy#nie pionowej Pl
po krzywej ¢, ktorej o ¢
czes¢ BEDF jest kolem I
o #rodku ¢ i promie-
niu r. Zalézmy, ze nie ma tarcia. Zalozmy tez, ze punkt nie musi
stale pozostawa¢ na krzywej C, hyleby tylko nie przeszedl na drugg
jej strone; reakcja bedzie wige skierowana w te strone, po ktorej
punkt si¢ znajduje (rys. 2).

Zapytajmy sie, z jakiej wysokosei 2, nalezy punkt opuscié bez
predkosei poczatkowej, azeby obiegl okrag kola BEDF.

o~

r.--——-—-

L
Iy

-
~

Obierzmy na kole punkt £ dowolnie. Oznaczmy przez ¢ pred-
kos¢ punktu w K, przez O kat, jaki tworzy z pionem promien OE.
Zatem na mocey (1), str. 1235, jest mo?/r=mg cos 9 +R, czyli

m
R = 7—(02 —yrcos ).

Poniewaz RZ>0 (gdyz reakcja musi hyé skierowana w strone
punktu, t. j. ku srodkowi kola), wiec

(7) 2 - gr cos 9 2= 0.
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Poniewaz punkt opuseil wysokos¢ z, bez predkosci poczatko-
wej, wiec oznaczajac przez 2 wspolrzedng punktu E, bedziemy
mieli »24-2¢g2=2¢2,. Wyznaczajac stad r? i wstawiajac w (7). otrzy-
mamy 2¢gz,—2gz—gr cos 9 =0, skad

(8) 292 2+ L rcogd.

Nierownos$é (8) jest warunkiem koniecznym i wystarczajyeym,
jaki musi spelniaé wysokoé¢ z,, aby punkt obiegl okragg BDEF. Prawa
strona tej nieréwnosci osigga maksymalng wartos¢ w najwyzszym
punkcie kola, w ktérym z=2r i #=0. Wstawiajgc te wartosci
w (8), dostaniemy

2o = Or/[2.

Jezeli wiee spuscimy punkt materialny z wysokosci 2,250 2,
to punkt obiegnie kolo.

Jezeli za§ z,<ir/2, to w pewnym punkcie kola nasz punkt
materialny opuéei kolo, mianowicie w tym punkcie, w ktorvm,
zo=2-1rcosd. Gdyby bowiem dalej poruszal si¢ po kole, to, jak
latwo stwierdzi¢, mielibysmy K<<0, co jest niemozliwe, gdyz to by
oznaczalo, ze punkt jest przyciskany do krzywej. Po opuszcezeniu
kola punkt bedzie spadal oczywidcie tylko pod wplywem swego
ciezaru.

Przyklad 3. Punkt o masie m porusza si¢ pod dzidaniem
sily cigzkosei po linii srubowej
(9) r="7 CO8 g, y=7sin ¢, z=kg¢.
Mamy
F=—rgsing, y=rgcosg i i=kg,

wiee 2=a2+ y2+42= (124 k?)¢? skad na mocy (LL1), str. 126, otrzy-
mujemy (r2+k%)¢?+ 2gkg=h, a zatem di/dg =1 Vot i2). Vi —2¢ke)
1 wreszcie

—t Zlk-h'* + 2V —2gke+c.

Znak po prawej stronie i stala ¢ zaleza od warunkéw poczat-
kowych. Wyrazajac ¢ przez t i wstawiajage w (9), otrzymamy
réwnania ruchu.
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§ 19. Ruch punktu nieswobodnego po powierzchni.
Niech na punkt materialny o masie m dziala sila P. Zalézmy, ze
punkt ma pozostawacé stale na powierzchni 8 o réwnaniu
(1) F(x, y,2)=0

i ze nie ma tarcia. Reakcja R jest wiec prostopadla do .
Z geometrii rozniczkowej wiadomo, ze wspolezynniki kierunkowe
normalnej do powierzehni sa proporcjonalne do pochodnych czgst-
kowych @F/dxz, 2F/dy, dF/dz. Poniewaz reakeja R ma kierunek
normalnej, wiec:

(2) Ry=A9F [z, Ry=A13F|dy, R,=219F |2z,

gdzie 4 jest wspolezynnikiem proporcjonalnosei zaleznym od czasu.
Zatem A=A(l). o
Z rownania mp=P + R otrzymamy na mocy (2):
. oF ., OF . oF
(I) m(UZP\—'{—A*é;LT‘, my_-I,,fl ay, mz-aP,—{—l—é;-.
Roéwnania (1) i (I) wyznaczaja lacznie nieznane funkeje czasu
r=f(t), y=@(t), z=p(t) i A=4(1). Po wyznaczeniu tych funkcyj

mozemy reakcje R obliczv¢ z rownan (2).

Przykilad 1. Punkt ciezki o masie m porusza si¢ po powierz-

chni walca kolowego (0§ z skierowana pionowo w gére)
r24-yr=1r

Mamy tutaj Fio,u,2)=2+y2—1r2=0, P,=0, P,=0
i P,=—mg, wigc na mocy (I):
(3) ma=_2Ar, my =21y, mz =-—myg.

Trzecie z rownan (3) daje po scalkowaniu
(4) z2=—1Lgt' +at+b,
gdzie a i b sa stale. Przyjmijmy warunki poczagtkowe dla t=0:
() Tg=7, Yo=0, 2=0, Z=0, Yo=u, I=w,
gdzie i w oznaczaja pewne stale (2,=0, gdyz w chwili t=0
predkosé v, jest styczna do walca, wiee prostopadla do osi ). Na
mocy (4) i (5) dostajemy b=0 i a=w, zatem
(6) z=— gt +wt.

Poniewaz v*+2gz==v2-2¢z), wiec 22452422+ 2ge=u?+-w?, skad
na mocy (6) #2472+ (—gt-+w) g+ 2wgt=12+w? a zatem

(7) 72+ 2=l
S. Banach. Mechanika. 9
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A wiee rzut punktu na plaszczyzne poziomg porusza si¢ po
kole i1+ y*=r* 1z predkoscig stalyg wu; predkodé katowa wynosi
wiec o=u/r. Stad x=rcos (ul/r+gy) i y==rsin(ut/r+¢,). Poniewaz
dla t==0 jest wedlug (3) ro=r i y,=0, wiec mozemy przyjac¢ @,=0.
Dostaniemy zatem: :

. _ u° LU
(8) w:rcos—;t, y=rsin— i
Rownania (6) i (3) okreslajg ruch punktu. Czynnik A otrzymamy

z rownan (3), wstawiajge zamiast x i & wartosci z (). Dostaniemy
A=—mu?2r2, skad na mocy (2):

mu? mu?
Ri=——3-ux, Ry=-——2-y, R, =0
r r
1 wreszcie
R g g, 2
/ mu mu
r=VR+ R,,_z—-;._lxz by

A wige: reakeja jest stala co do wielkoscei 1 zawsze prosto-
padla do osi walca.

Przyhtad 2. Punkt o masie m porusza si¢ pod dzialaniem
sily ciezkosei po kuli (o ¢ skierowana pionowo w gore)

(9) 24yt —rr=0.
Na mocy wiee (I), str. 129:
(10) mi =2z, my =22y, mz =24z — my.

Réwnania (10) nie dadza sie rozwigzaé¢ przy pomocy funkeyj
elementarnych. Mozemy jednak wyprowadzi¢ pewne wnioski, nie
rozwigzujae tych réwnan.

Zauwazmy, Ze reakcja R jest stale skierowana ku srodkewi
kuli, a wiec, ze jej rzut B’ na plaszczyzne poziomg jest stale skie-
rowany ku poczatkowi O ukladu. Rzut R’ jest wiee silg Srodkows.

Poniewaz rzut sily ciezkosei na plaszezyzne pozioma jest ze-
rem, wiee oznaczajae przez p’ rzut przyspieszenia puukia na
plaszezyzne poziomg, otrzymamy mp' =K.

Wynika stad (str. 88), ze rnch rzutu bedzie ruchem srodkowym.
Tor rzutu bedzie wiee albo linig prostg I, przechodzaea przez po-
czatek O, albo krayws €, ktéra nigdy przez poczatek nie przejdzie
(str. 87).
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W przypadku pierwszym ruch samego punktu bedzie odbywal
sie w plaszezyZnie pionowej, ktdrej sladem jest I; punkt bedzie
wiec poruszal sie po poludniku. Przypadek ten zajdzie, jezeli punktowi
nadamy predkosé poczatkows styczng do poludnika, wtedy bowiem
rzut predkosci (na plaszczyzne ay) bedzie skierowany ku poczatkowi O,
predkosé polowa rzutu bedzie zerem i tor rzutu bedzie linig prosia
przechodzaca przez Srodek O.

W przypadku drugim, gdy tor rzutu jest krzywa C nigdy nie
przechodzgeg przez O, bedziemy mieli, oznaczajac przez r, i »; naj-
mpiejszg i najwiekszg odleglosé rzutu od 0, rP<Ca*+y*< r%

Na mocy (9) jest 22==12—(22-}-92), wiec rP— rI<{EArP—12 czyli

VPR <ii—R.

Wynika stad, ze punkt bedzie krazyl po kuli mi¢dzy dwiema
ptaszezyznami poziomymi. Przypadek ten zajdzie, jezeli predkodd
poczatkowa ¥, punktu nie bedzie styczna do poludnika; wtedy bo-
wiem rzut predkosdei ¥, na plaszczyzne ry nie bedzie skierowany
ku O i predkogé polowa rzutu bedzie rézna od zera.

§ 20. Wahadlo matematyczne. Wahadlem matematycznym
nazywamy punkt materialny m zawieszony w polu ciezkodci na
nici niematerialnej i nierozciggliwej, utwierdzonej jednym koncem
w punkcie 8.

Nié dziala na punkt materialny tylko wéwezas, gdy jest na-
pieta; reakcja B jest skierowana wzdluz nici ku punktowi 8. Od-
leglodé punktu m od punktu S jest stale niewieksza od dlugosei
nici I. Punkt moze si¢ zatem poruszaé wewngtrz i na powierzchni
kuli K o drodku 8§ i promieniu I

Jezeli przy napietej nici, tworzgcej z pionem 80 kgt <=/2
puscimny wolno punkt m (t. j. bez predkosei poczatkowej), to punkt
bedzie sig poruszal w plaszezyznie pionowej, przechodzacej przez S,
po kole o srodka O i promieniu I.

Przyjgwszy na kole dewolny zwrot, oznaczmy polozenie pun-
ktu A (lezgcego na dolnej polowie kola) przy pomocy wepoélrzedne]
hikowej s, liczonej od najnizszego punktu kola O. Oznaczmy przez
¢ kat miedzy OS i 0A, przvezem znak kata ¢ niechaj bedzie
zgodny ze zwrotem lukn OA4. Zatem

(1 s==lg.
9‘



132 ROZDZIAL III. Dynamika punktu materialnego.

Tworzge rzuty sily ciezkosei i reakcji B
na styczng w punkcie A, otrzymamy ms=—
= — g sin ¢, a poniewaz na mocy (1) jest
$=1lp, wige mlp =—mg sin ¢, a wiee

(I) ¢=—-§l sing .

Przyjmijmy, Ze w chwili poczatkowej
t=0 mieliSmy ¢=¢,>0. W ciggu calego ruchu bedzie oczywiscie
—@PyP< Py, gdyz punkt nie moze si¢ wzniei¢ do polozenia wyz-
8zego niz poczatkowe .

Jezeli ¢, jest dodé male, wéwcezas z wielkim przyblizeniem mo-
zemy przyjaé¢ @=sing. Zatem na mocy (I) otrzymamy r‘p+%’<p==0,
a poniewaz wedlug (1) jest ¢=s/l, wiec

(2) §+§s=o.

Poréwnujac réwnanie (2) z réwnaniem ruchu harmonicznego
(str. 112), widzimy, ze punkt bedzie poruszal si¢ ruachem harmonicz-
nym. Okres ruchu w my#l (5), str. 112, i z uwagi, ze k=)g/l, wynosi
(3) T=2xa}ljg.

Wzér (3) jest wzorem przyblizonym, wyprowadzonym przy
zalozeniu, ze kat ¢, jest maly. Ciekawem jest, ze okres T nie zalesy
od kata wychylenia @,.

Odrzuémy teraz zalozenie, ze kat ¢, jest maly. Pomnézmy
obie strony réwnania (I) przez ¢ i scatkujmy. Otrzymamy:

(4) %éﬂ:%cos:p-{-c.

Dla t=0 jest p=¢, i §=0; zatem na mocy (1) jest p=0. Z réw-

nania (4) dla t=0 dostaniemy 0 -_-:-lg- o8 po+c czyli e= ——‘2—" COS @y,

a wiec %¢2=g(cosw—cos<po) czyli

: or
(5) =% Tg Veosy — cosg,.

Przypu$émy, zZe badamy ruch punktu od chwili poczatko-
wej t=0 do chwili, w ktdorej osiagnal on to samo wzniesienie po
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przeciwnej stronie prostej O8. Zatem ¢<C0, a wiec wobee (3) bedzie

. 2g dy
p= |/cos:;> —COo8g, skad — =di

‘)g | COSQ — CO8 @,
()znaczamc przez T okres wahania, otrzymamy

R -v-wﬂ ‘
1/ de 1 7
29 Veosg —cosp, 2’

Pu

zatem
Po

6 = =2
() V fVcos«p—cos% l/ jI/cow——cos%

WprowadZmy nows zmienng u, podstawiajae sin}g==sinusin}g,.
Poniewaz cos ¢ — co8 py=2(sin?{ ¢,—sin?l ¢), otrzymamy
af2

o i
) V1 —~sm2usm2 T 00

Obliczajgc calke przy pomocy rozwinigeia w szeregl), dosta-
niemy:

pea T s (5 ) 2 )+ ]

Dla matych ¢, otrzymujemy wzor (3), pomijajac wyrazy sze-
regu poczgwszy od drugiego.

§ 21. Ré6wnowaga punktu nieswobodnego. Jezeli punkt
nieswobodny jest w réwnowadze, znaczy to, ze sila dzialajaca P
rownowazy si¢ z reakcjg R. Zatem

(I) P+R=0.
Roéwnanie powyzsze przedstawia warunek konieczny réwnowagi.

Gdy punkt ma pozostawaé¢ na powierzchni i nie ma tarcia, to
— jak wiemy - reakeja jest prostopadla do powierzchni. W pray-
padku wiec réwnowagi sila dzialajageca P musi byé réwniez prosto-
padia do powierzehni.

Na odwrét, jezeli w pewnej chwili ¢t sila P jest prostopadla
do powierzchni S, a punkt ma predkosé¢ #=0, wowezas P+ E=0,

) Por. 3. Banaech, Rachunek réiwiczkowy v calkowy, T. 11, Lwéw, str. 110.
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czyli punkt pozostanie w spoezynku. Przypuéémy bowiem, ze P+ R 0;
punkt posuwalby si¢ wiec po pewnej krzywej C, polozonej na po-
wierzchni 8. Zauwazmy, ze w chwili ¢ przyépieszenie normalne jest
Pa="0%/p=0. Z réwnania mp=P+R, tworzae rzuty na styczng do C,
otrzymamy mp,=0, gdyz P i R s3 prostopadle do stycznej. Po-
niewaz p,=0 i p,=0, wigc p=0. Zatem byloby P+4+R=mp=0 wbrew
zalozeniu.

A wige: warunkiem koniecznym ¢ wyslarczajgcym réwnowagi
punkiu nieswobodnego, majqcego pozostawaé (bez tarcia) na pewnej po-
wierzehni, jest to, by sita deialajaca P byla prostopadia do powierzchni.

To samo odnosi si¢ do linii krzywej.

Réownowaga stala. Rownowage stalg okreslamy dla punktu
nieswobodnego podobnie jak dla punktu swobodnego (str. 120), z ta
réznicg, ze wychylenie z polozenia réwnowagi ma byé zgodne z wie-
zami. Punkt bedzie wigc w rownowadze stalej, jezeli przy matym
(i zgodnym z wiezami) wychyleniu z polozenia réwnowagi i przy
malej energii kinetycznej poczgtkowej punkt ten bedzie poruszal sie
stale w poblizu polozenia réwnowagi i stale z malg energig kinetyczng.

Rownowaga w polu potencjalnym. Niech w polu sil
potencjalnym punkt materialny ma pozestawaé na pewnej powierz-
chni § o réwnaniu F(x,y,2)=0. Zalézmy, ze nie ma tarcia.

Jezeli w pewnym punkcie A(x,y, 2) powierzehni S potencjal V
osiqga ekstremum ze wzgledu na punkty tej powierzchni, to punkt A
jest polozeniem réwnowagi.

W punkcie 4 wystepuje bowiem ekstremum funkeji V z wa-
runkiem ubocznym F(z,y,z)=0. Na mocy wiec twierdzenia z teorii
maximéw i miniméw istnieje taka liczba A, ze:

oV oF ov  ,oF oV  .eF _
+;'3m a—+ﬂ.;— =0, +lc
oF oF oF

Zatem Px+l— =0, P,,-H.—-— =0, P, +Z€z-—0. Poniewaz za$
°F OF F i
%y’
malnej w A wiec sita P ma kierunek normalnej, czyli punkt 4 jest
istotnie poloZeniem réwnowagi.

sq proporcjonalne do wspélczynnikéw kierunkowych nor-

Jezeli w A wystepuje maximum wlasciwe potencjatu ze wzgledu
na punkty powierzehni 8, to punkt A jest polozeniem réwnowage stalej.
Dowdd przebiega podobnie jak na str. 121.
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Uwagi powyzsze odnoszg si¢ réwniez do przypadku, gdy punkt
materialny ma pozostawaé¢ na krzywej.

Niech np. punkt ma pozostawaé¢ w polu sily ciezkosci na po-
wierzchni 8 o réwnaniu z=/f(x,y) (o8 z skierowana pionowo do
goéry). Polozeniami réwnowagi sg te punkty, w ktorych sila ciez-
- kofci jest prostopadla do powierzchni, t. j. w ktérych plaszczyzna
styczna jest pozioma. Mogg to by¢ punkty .
najwyzsze lub najnizsze (ze wzgledu na oto- w
czenie) lub t. zw. punkty siodlowe. Maximum y ]
wladciwe potencijalu V=—mgz wystepuje w tych
punktach, w ktorych funkcja z=f(x,y) osiaga minimum wlasciwe.
W punktach najnizszych wystepuje wiec rownowaga stala. Punkty
A,B s3 tedy polozeniami réwnowagi stalej; punkt zas§ C poloze-
niem réwnowagi niestalej (p. rysunek).

Jezeli punkt wychylimy z polozenia A, np. do 4’, i nadamy
mu malg predkosé, to bedzie on krazyl w zaglebieniu kolo punktu 4
z malg predkoscig. Jezeli natomiast punkt wychylimy z polozenia ¢
(choéby nieznacznie nawet) do polozenia C’, to oczywiscie oddali sig¢
on od C pod wplywem ciezaru.

Przyklad 1. Punkt materialny ciezki, zawieszony na nici
tworzgcej z pionem kgt a, jest w rownowadze pod wplywem sily
poziomej P (rys. 1). Na punkt dziala reakcja nici R skierowana

2 wzdluz nici (ku punktowi zawie-
R "‘E szenia), ciezar @ i sila P. Zatem
t

1 R+Q+P=0.

Kladac |Rl=R, |P|=P i |Q|=my,
§ otrzymujemy z t{éjlfata_utworzo-
nego przez sily R, @ i P

L 2. P==mygtga, R=mg/cos a.

Przyhtlad 2. Na krzywej ( o réwnaniu z=f(x), lezace]
w plaszczyznie a2, znajduje si¢ punkt ciezki, przyciggany ku po-
czgtkowi ukladu O z silg P, o wielkosci proporcjonalnej do odle-
glosdei punktu od 0. W jakim polozeniu punkt bedzie w réwnowadze,
przy zalozeniu, ze nie ma tarcia?

W polozeniu réwnowagi sila P, ciezar @ i reakcja B réwno-
wazg si¢ (rys. 2), wiec
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(1) P4Q+R=0.
Rzuty sily P na osie uktadu wynoszg:
(2) Py=— A, P,= — i%,

gdzie A jest wspoélezynnikiem proporejonalnodei. Niechaj « oznacza
kat, jaki w poloZeniu rownowagi styczna tworzy z osig r. Rzutujge
na styczng, otrzymamy z (1) i (2) —A% cose—ARzsina —mgsinu=0.
Dzielge przez cosa, dostaniemy z uwagi na to, ze tga=z'

(3) 22r 4 A2z’ -+ mge = 0.

Znajac funkcje z2=f(r), mozemy z réwnania (3) wyznaczy¢
wipolrzedna r polozenia réwnowagi.

Jezeli np. krzywa € jest parabolg 2=2*-4a, to na mocy (3)
mamy A2x+22(x—a)z+2mgr=0, skad

2(Dg . ___2
b= 0 i my = il/l (Za—1)—2my

Dz

Rozwigzania x,3 istniejg pray zaloZeniu, ze wyrazenie pod pier-
wiastkiem jest dodatnie.
Zapytajmy teraz: jaka to jest krzywa, na ktorej punkt jest w kaz-
dym polozeniu w rownowadze?
Dla krzy wej tej réwnanie (3) musi byé spelnione tozsamosciowo.
Calkujac je, otrzymamy 1 1252414222 4- mgz = const., skad
12

22 (z - 1;%-’) = const.

Krzymwe take jest wice dowolne kot o srodku w punkeie (O,—mygi2?),
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IIl. Dynamika ruchu Wzglednego.

§ 22. Prawa ruchu. Przypusémy, ze badamy ruch punktu
materialnego w ukladzie («r,y,z), poruszajgcym sie wzgledem ukladu
inercjalnego. Uwazajace uklad inercjalny (p. str. 70) za staly, zas
uklad (r, y,2) za ruchomy, otrzymamy (str. 61):

(1) P,=Dp,+b,+Db, eczyi P,=7p, —D,~ Pes

gdzie p,, p., p,, Po 0znAczajg przyspieszenia: hezwzgledne, wzgledne,
unoszenia i Coriolisa. Mnozge (1) obustronnie przez mase m danego
punktu, dostaniemy

(2) mﬁwzm?b“m:ﬁu'” mﬁ()'
Polézmy:
(l) 'I_)h =mi)b’ Puz—mi)n’ pcz-?nﬁ(}'

Poniewaz p, jest przyspieszeniem punktu wzgledem ukladu
inercjalnego, wige P, jest wedle prawa Newtona silg dzialajaca na
dany punkt materialny; nazywamy ja silq bezwzgledng. Wektor P,
nazywamy silq unoszenia lub silq odsrodkowaq, a wektor P silg Corio-
lisa lub sitq odsrodkowq zloiong.

Nalezy zwréci¢ uwage na to, ze wektory —mp, i —mp, nie
przedstawiajg zadnych sil, lecz nazwalismy je tylko ze wizgledow
praktycznych silami unoszenia i Coriolisa.

Na moey (2) i (1) jest

(ll) ‘,nfp") = Ijb + 'Pll -} T)C.

Wedlug prawa Newtona mamy w ukladzie inercjalnym mp=P;
widzimy, ze réwnanie (1) ma postaé podobng.

A wige: prawe ruchu w ukladzie ruchomym wspotrzednych sa
takie, jak gdyby uklad byt ukladem inercjalnym, pod warunkiem jednak,
fe do sit dzialajacyeh dodamy sile unoszenia i sile Coriolisa.

Sume sib: bezwzgleduej, unoszenia i Coriolisa nazywamy silg
wzgledng i oznaczamy przez P .

Zatent B B B
(3) Pcv:}’b’!'[)az‘}‘P(.'-

Réwnanie (I1) mozemy wige napisaé w postaci

(111) mp, = P

" 71
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Obserwator, bedacy w spoczynku wzgledem ukladu ruchomego i przyjmu-
jacy go za uklad inerejainy, bedzie sadzil, Zze sila dzialajaca na punkt mnate-
rialny jest wilasnie sila wzgledna 1_’w. Jezeli uklad rozpoczal ruch w pewnej
chwili ¢, to obserwatorowi bedzie si¢ wydawalo, Ze opréez sily P,, dzialajacej

poprzednio, zaczela dziataé¢ od chwili ¢, nowa sila Pu+FC‘ Np. czlowiek jadacy
na karuzeli sadzi, ze oprécz sily ciezkosci dziala na niego jeszcze nowa sila,
skierowana od srodka ruchu i starajaca sie zrzueié go z karuzeli (sila odérodkowa).
Dla ohserwatora zas bedjycego w spoczynku wizgledem ukladu inercjalnego sity
unoszenia i Coriolisa oczywiscie nie istnieja.

Jezeli uklad ruchomy porusza si¢ wzgledem pewnego ukladu
inercjalnego ruchem postepowym z gredkoécia staly, top, =01 p,=0
(p. str. 62); wobhec tego P =0 i P,=0 i na mocy (II)

mp,, = P b
Do takiego ukladu ruchomego stosujg si¢ zatem prawa Newtona.

A wiec: kaidy uklad wspolrzednych, ktory porusza sie wzgledem
ukladu inercjalnego ruchem postgpowym z predkosciq stalq, jest réw-
nie: ukladem inercjalnym.

Widzimy stad, ze prawa mechaniki nigdy nie pozwolg roz-
strzygnaé, czy dany uklad inercjalny jest w spoczynku czy nie.

Jezeli ruch punktu materialnego badamy w pewnym ukladzie
odniesienia (x,y,2), to z réwnania (III) mozemy otrzymacé sil¢
wzgledng P,. Jezeli znamy przytem skadinad sile bezwzgledna P,
i zauwazymy, ze PyFP,, to woéwezas bedziemy mogli stwierdzié,
ze uklad (r,y,2) nie jest ukladem inercjalnym, wigc Ze porusza si¢
wzgledem kazdego ukladu inercjalnego.

§ 23. Przyklady ruchu. Ruch postepowy ukladu.

Gdy uklad porusza si¢ ruchem postepowym, przys$pieszenie
Coriolisa jest p,=0 (str. 62), wigc sita Coriolisa P_=0. Przyspiesze-
nie unoszenia jest dla wszystkich punktéw stale i rowna si¢ przy-
$pieszenin poczatku ukladu (wzgledem ukladu inercjalnego). Zatem
sila unoszenia jest stalyg. Wynika stad, ze sila unoszenia tworzy pole

potencjalne (str. 102). Na mocy (II), str. 137, mamy wowczas
(I) m';pm = Ph + Pu ¢

Przyklad 1. Plaszezyzna pochyla porusza sie ze stalym przy-
pieszeniem poziomym @ Na plaszezyznie pochylej znajduje sig
punkt ciezki o masie m. Tarcia nie nwzgledniamy. Jakie przy-
$pieszenie wzgledem plaszczyzny pochylej bedzie mial punkt m?
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Silami bezwzglednymi sa: ciezar @ i reakcja R, prostopadia
do plaszczyzny pochylej. Sila unoszenia wynosi —ma. Obierzmy za
o$ z-0w prostg przeciecia plaszcezyzny pochylej z plaszezyzng pionows,
przechodzgcea przez m, i nadajmy jej zwrot ku dolowi (rys. 1).
Oznaczajac przez a kat, jaki plaszezyzna pochyla tworzy z poziomem,
i tworzgc rzuty na of z-6w, otrzymamy z (I)

(1) p=gsina—acosa,
gdzie p=p, , zas a = |a|. Wi-
dzimy stad, ze p>0 lub p <0,
zaleznie od tego czy a<<gtga
czy a>gtga.

W

ma

Przykltad 2. TUklad %
(z, y, 2) porusza sie w polu olmg\, * Qlmg 4
sity cigzkosei ruchem poste- I. 2,
powym ze stalym przyspie-
szeniem poziomym &. Przyjmijmy, Ze o§ z skierowana jest pionowo
w gore, zas o§ « ma kierunek przys$pieszenia @, zwrot za§ przeciwny.

Sila unoszenia jest P,=— ma; kladac ae=|a] otrzymamy
Py~=ma, P, =0 i P, =0. Latwo zauwazyé, Ze sila unoszenia
wytwarza pole potencjalne o potencjale V,=mar; potencjal sily
cigzkosci wynosi V,== —mgz. Sila wzgledna wytwarza wiec pole
0 potencjale

(2) V = mazx — myz.

Jezeli na punkt materialny dziala tylko sila ciezkosei @, to sto-
sujac zasade zachowania energii calkowitej i kladac r=|%,|, otrzy-
mamy na mocy (2) 'me?—V=const. czyli

(3) 2 — 2ax + 292 = h,
gdzie h jest pewng stalg.

Przypusémy teraz, ze badamy ruch punktu nieswobodnego,
majgcego pozostawaé na krzywej lezacej w plaszczyZnie xz o row-
naniu z=ux* (rys. 2).

Zatozmy, ze dla t=0 jest «=0 i v=0. Jezeli nie uwzgledniamy
tarcia, to reakcja jest prostopadila do toru i nie wykonuje pracy.
Do ruchu stosuje sie wiec wzor (3). Z warunkow poczatkowych wy-
nika, ze h=0, wiec v®—2axr+2¢r2=0 czyli

(4) 12 = 2¢(a — gr).
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Poniewaz v =0, wige 2z (e— gx)==0; wynika stad, ze 0<<zr<Ca/y.
Ruch odbvwa,é si¢ wige bedzie po luku zawartym miedzy odcigtymi

ds ds dz dz\
=0 a x,=afg. Poniewaz v.-.—_a--——l'—(it--—- 1+(i ) -xV1+4w2,
/- 1-{-4(02
2 =9 — dx=
wiee na mocy (4) bedzie #*(1-+4a%)=2x(a - gz), skad Tala— ga:) dai,

a wige
X

14422
0/ Sw{a—ga) = b

Wzor powyzszy wazny jest od chwili t=0 az do chwili gdy
punkt osiggnie odeieta x,=a/g. Dla x,=a/g na mocy (4) mamy v=0.
Nastepnie odbywaé si¢ bedzie ruch powrotny az do chwili, gdy
punkt osiggnie odcieta x=0 i t.d.

Ruch obrotowy ukladu. Niech uklad (z, y, 2) obraca si¢ okoto
osi 2 z predkodcig katows w stala. Przyépieszenie unoszenia ma rzuty:
Pu,=—20? Py ~—yw® i p, =0. Zatem dla
sily unoszenia mamy:

— anp n? — 2 —
P, = mrw? Py, = my w?, P,, = 0.

Latwo zauwazy¢, ze sila uneszenia wytwa-
rza pole o potencjale

(5) V=1maw?(s?+ y?).
Przyspieszenie Coriolisa bedzie p, =27 xw(str.63). Poniewazrzuty

predkosei wzglednej na osie x,y,2 wynoszg #, 9,4, zad w,=0, w,=0
1 w,==m, wiee bedzie p, =2jw, p,=—22w i p, =0, skad
X o ‘2

~

P Cy = — Zmyo, .Pcy = 2miw, Pr =0,
Réwnania ruchu bedg wiee mialy postac (str. 137, wzor (11)):

(6) m&x =Py +mrw*-2myjw, my=0~P ,tmyw+2mEn, mz=Pp).

Prace sily w ruchu wzglednym nazywamy pracq wzglednag.

Poniewaz p, jest prostopadle do 7, , wiec I_’C jest pmstopmiie
do b,; zatem sila Corivlisa nie wykonywa pracy wzgledne). Praca
wzgledna sity wzglednej sprowadza sie wiee do pracy silv bez-
wzglednej i sily unoszenia.
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Jezeli silg bezwzgledng jest sila ciezkosel, to przyjmujac, ze os 2
jest skierowana pionowo w goére, otrzymamy jako petencjal sily
ciezkosel V,= —mgz. Sila ciezkodei wraz z silg unoszenia wytwarza
pole potencjalne o potencjale

V= —mgz + imaw?(a? | y?).

Jezeli wige polozymy »=|9,|, t0 na mocy zasady réwnowartoéci
pracy i energii kinetycznej (str. 106) dostaniemy

imv®—V = const.,, wiec ime® + mgz — imw?(x® + y?) = const.
czyli
(7) v+ 292 —w? (22 + 92) = &,
gdzie h jest stalq.
Jezeli badamy ruch punktu nieswobodnego po krzywej (lub
powierzchni) nieruchomej wzgledem ukladu (x,y,z), to przy zato-

Zeniu, ze nie ma tarcia, reakecja nie wykonywa pracy wzglednej;
wzér (7) zachodzi wiec réwniez i w tym przypadku.

Przyhtad 3. Krzywa C plaska obraca si¢ okolo osi pionowej,
lezacej w jej plaszczyiZnie, ze staly predkoscig katows w. Wyznaczyé
ruch punktu nieswobodnego poruszajgcego si¢ po krzywej C pod
wplywem sily ciezkosci.

Obierzmy za 0§ obrotu o§ z skierowang pionowo ku goérze; za
plaszezyzne krzywej C obierzmy plaszezyzne xz. Niechaj krzywa C
ma rdéwnanie 2= f(r). Na mocy (7), wobec y=0, dostaniemy
¥+ 2¢gz—w?xt=h. Zakladajac, ze dla t=0 jest z=umzy 2=2z,=7F(x,)
i v=0, otrzymamy h=2gz,— w%r]. Poniewaz ds=dx )1+ =), wiec
v=§=2)1+f%(x); zatem
(8) 21 +f*@)) + 29/ (2) — w?a? = h.

Z réwnania powyzszego mozemy wyznaczy¢ x jako funkcje
czasu ¢.

Przyhktad 4. Niech w szezegélnoéci C
(z przykladu poprzedniego) bedzie prostg ! prze-

chodzacy przez poczatek ukladu O i nachylong
do osi z pod katem ¢.

2 1 i

Aby wyznaczyé ruch punktu po prostej !, moznaby zastosowaé
wzor (8), podstawiajac z=f(r)=xctgep. Wyprowadzimy jednak réow-
nania ruchu bezposérednio.
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Sila unoszenia jest prostopadla do osi z i wynosi mred
Oznaczmy przez s dlugosé odeinka 0OA. Poniewaz sila Coriolisa
i reakcja s3 prostopadle do prostej I, wige rzut sily wzglednej na 1
wynosi — mg cos g +mrw?sing. Z uwagi na to ze r=s sin ¢, otrzy-
mamy wiec

M8 = -— mg o8 @ -+ msw? sin? ¢
czyli

(9) § —sw?sinfg = — g cos g.

Réwnanie jednorodne ¢ — sw?sin?@-= 0 ma rozwigzanie ogolne
postaci s==qe’’s"¥ | be-*n¢, Poniewaz rozwigzaniem szczegoinym
. . . €08 . . . ,
rownania (9) jest s= ~-—%—.T¢a wiee rozwigzaniem ogolnym tego
w? sin® @
rownania bedzie

, . g COS @
(10) F==@evng | he-olsing 4 J(_QM}_ .
' w? sin? g
Stale @ 1 b wyznaczymy z warunkow poczgtkowych. Jezeli
w szczegolnosel g==/2, czyli prosta !l jest osig x-6w, to

(11) $ = ae"! 4’_ be ©l,

§ 24. Réwnowaga wzgledna. Jezeli punkt materialny jest
w rownowadze (czyli spoczynku) wzgledem ukladu ruchomego, to
przyspieszenie wzgledne jest p, =0, a predkosé wzgledna o =0.
Wynika stad, ze rowniez przyspieszenie Coriolisa jest p,=0, a zatem
i sila. Coriolisa Pc=0. Z réwnania (IT), str. 137, otrzymamy wigc

(I) Pb‘f‘ﬁumo-

A wiec: gdy punkt jest w rownowadze wzglednej, sita bezwzgledna
rownowasy sie z stlq unoszenia.

Réwnowaga wzgledna w ukladzie poruszajgecym sie
ruchem postepowym. Gdy uklad porusza sie ruchem postepo-
wyim, przyspieszenie unoszenia ma wartosé stalg dla wszystkich
punktow; stad 1 sila unoszenia musi bhyé jednakowa w kaidym
punkcie.

Jezeli w szczegdlnodel uklad ruchomy porusza si¢ ruchem po-
stepowym z predkoscig stalg, to p,=0, skad P =0 i réwnanie (1),
wyrazajace warunek rownowagi, sprowadza sie do postaci Pp=0.
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Przyklad 1. W windzie, poruszajacej sie z przyspieszeniem p,
zawieszony jest na nici nierozeiagliwej punkt ciezki o masie m.
Niechaj nié ma kierunek pionowy i niech punkt pozostaje w réwno-
wadze wzgledem windy (t.j. ukladu zwigzanego z windg). Sily
dzialajace, mianowicie ciezar ¢ i napiecie nici T znosza sie wiee
z silg unoszenia (rys. 1). Polézmy p=lp i T=!T.

I
) /i
4 =4
Y ,
P (44! 12
Y -
f. H
t
PROIELY BT R
m g iy S
4 N
iy ) : j
!l'!
mp¥r AN I
¥
1. 2. 3.

Przyspieszenie unoszenia jest p. Zalozmy, ze jest skiero-
wane w gore. Zatem sila unoszenia jest skierowana w dot i wynosi mp.
Tworzae rzuty sil na of skierowang pionowo w goére, otrzymamy
T—mg—mp=0 czyli T=mg-+mp. Napiecie nici jest wiec wieksze
niz ciezar. Gdybysmy trzymali cialo w rece, uczuliby$my pozorny
wzrost ciezaru.

Na odwrdt, jezeli przyspieszenie jest skierowane w dél, to
T=mg—mp; napiecie nici jest wigc mniejsze niz ciezar i cialo
w tym przypadku wydaje sie lzejsze.

Wreszcie, jezeli p=0, to T'==mg. A wiec podezas ruchu jedno-
stajnego windy napiecie nici rowne jest ciezarowi.

Przyklad 2. Wagon kolejki zebatej porusza sie z przyspie-
szeniem P po torze nachylonym do poziomu pod katem «. Punkt
materialny, zawieszony na nici nierozeiggliwej, znajduje si¢ w réwnowa-
dze wzgledem wagonu. Niech g oznacza kat odchylenia nici od pionu.

Ciezar punktu @ i napiecie nici 7 rownowazg sie z sila uno-
szenia P, (vys. 2), zatem
i\{; T ‘.L’Q'i“ pu = 0.

Przyspieszenie unoszenia jest p. Zalézmy, ze jest skierowane
w gore. P, jest wige skierowane w dot i 1P, = m|p. Tworzac rzuty
na o¥ poziomg i pionows, otrzymamy z {1):

{2y Tsinf— mpcosa==90, T cos g — mp sina — mg = @,

gdzie T'=T| i p=ip|. Z réwnan (2) otrzymujemy:
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T=m|p2+ &+ 2pg sin a. o PCOSe |
m'p +y T =py e, tgﬁ y+p§lll(l

Gdy w szczegélnosci a=0, t.zn. gdy tor jest poziomy, bedzie
= m]| PP+ ¢ i tgf=plg. Mozemy wiec w wagonie kolejowvm
Wyznaczyé z kata wychylenia nitki od pionu przvsépieszenie wa-

gonu: mamy bowiem p=gtgf.

Przyllad 3, Po torze poziomym, zakrzywionym, porusza sie
wagon z predkoscig stalg v. Mozemy wiec przyjaé, ze wagon obraca
sie okolo pewnej prostej pionowej l. Niech punkt cigzki o masie m,
zawieszony na nic nierozciggliwej, bedzie w rownowadze wzgledem
wagonu (str. 143, rys. 3).

Oznaczmy przez a kat, jaki ni¢ tworzy z pionem, przez r od-
leglosé punktu zawieszenia nici od prostej l. Odleglod¢ punktu m
od osi I wynosi wige r'=r+axr=r+dsinu (gdzie d dlugo$é¢ nici).
Przyspieszenie unoszenia p, punktu m jest prostopadle do I i jest
skierowane ku I, przyczem |p |=1t2?/(r4). Sila unoszenia, ma-
jaca zwrot przeciwny, wynosi zatem |P,=mv?/(r+zx). Poniewaz
ciezar @ i napiecie nici T réwnowaza si¢ z sila unoszenia, wiec
z trojkata sil otrzymamy

tga = |Pu|[|Q = v*g(r + ).
Gdy « jest male w stosunku do r, to tgu=v*jgr.

Przyhlad £, Punkt nieswobodny ci¢zki o masie m ma pozo-
stawaé na krzywej C, obracajacej sie¢ z predkoscig katowag o okolo
gtalej prostej pionowej l. Tarcia nie uwzgledniamy. W jakim poto-
zeniu punkt bedzie w rownowadze wzgledem krzywej C?

Obierzmy uklad ruchomy («.y,2) obracajacy si¢ wraz z krzywsg €
okolo osi I z predkoscia katowq w, przyjmujac ! za os 2-6w skiero-
wang ku gorze. Niech krzywa (, bedaca w spoczynku wzgledem
ukladu (x,y,2), dana bedzie parametrycznie przy pomocy funkeyj:

(3} x = f(o), ¥y =g(o), 2z =vp(o).

W polozeniu réwnowagi wzglednej ciezar @, reakcja B i sila
unoszenia P, réwnowaza sie. Zatem suma @-+P, jest prostopadl&
do krzywej C. Oznaczajac przez =z,vy,z wspoOlrzedne punktu w po-
lozeniu ré6wnowagi wzglednej, otrzymamy wiee p, = —2w? p, = —yo?
i py,=0, skad P, =mzraw? P, =myw?® i P,,=0. Suma P, +¢ ma
zatem rzuty: mrw?, myw?i — myg.
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Wspélezynniki kierunkowe stycznej sg proporcjonalne do po-
chodnych z'=f"(0), y'=¢'(0), ’=v'(s). Z warunku prostopadiosci
P,+Q do stycznej wynika tedy (po skréceniu przez m), ze

(4) xr'w? + yy'w—gz’' = 0.

Z rownania powyzszego mozemy wyznaczyé warto§é para-
metru o, odpowiadajgcg polozeniu réwno-
wagi wzglednej.

Jezeli w szczegolnosci krzywa C jest

krzywg plaska o rownaniu z==y(x), lezgcy \ A\
w plaszezyznie xz, wowezas dla polozenia Pa;
réwnowagi otrzymamy z réwnania (4) \ """" T

(kladge =0, y=0 1 #=y(o)) lub bezpo-

frednio z rysunku:

(5) tga=y'(z) = z?/g.
Jezeli np. krzywa C ma réwnanie z=— Jr2—a® (ezyli jest

dolng czeécig kola :v’+z“--r‘), to z (5) dostaniemy / { e - =gwilg,

[l
. []
wi
e

mg L2

skad #1=0 1 xy3= V r”———~ Rozwigzania @» 3 istnieja tylko wtedy,
2 —
gdy r“—-g)——>0 t. zn. gdy yg/r.
Zapytajmy teraz, jakie to sq krzywe, na kidrych punkt jest w kas-

dym poloteniu w réwnowadze wzgledne;j.

Dla krzywyeh tych réwnanie (4) musi byé¢ spelnione tozsamos-
ciowo, t.j. dla kazdej wartosci parametru o. Otrzymamy tedy z (4)

2 -
% ﬂm_}-g—_y_j w:—g -(—‘;—3 = 0. Calkujac, dostajemy (2®+ ¢2)w?/2— gz==const.

czyli
(6) z=—-(w2+?/2) +6

gdzie c=const.
Roéwnanie (6) przedstawia zbiér paraboloid obrotowych, po-

wstalyeh przez obrét paraboli z:-—.;—o::vz-%-o dokola osi 2. Na mocy (6)

krzywa, lezgca na ktoérejkolwiek z tych paraboloid, spelnia réwna-
nie (4) tozsamosciowo. Krzywe plaskie, spelniajace réwnanie (4),
otrzymamy, tworzgc przekrdj paraboloidy dowolna plaszezyzng.
Jako przekroje dostaniemy elipsy i parabole. W szczegélnoém, prze-

kroj plaszezyzna pionows y = 0 bedzie parabolg o rOwnaniu z————w2+0

S. Banach, Mechanika. 10
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§ 25. Ruch wzgledem ziemi. Sila ciezkosci. Przyjmijmy
za uklad inercjalny uklad, ktérego poczatek znajduje sie¢ w sloneu,
a osie skierowane sg ku gwiazdom stalym. Ziemia nie jest w spo-
czynku wzgledem tego ukladu. Badajac ruch punktu w ciggu krét-
kiego czasu, mozemy si¢ ograniczy¢ do ruchu obrotowego ziemi
tylko okolo pewnej osi.

Niech punkt zawieszony na nici w pewnym miejscu powierzchni
ziemi bedzie wzgledem ziemi w spoczynku. Sitami bezwzglednymi 8a:
przyciaganie ziemi 4 i napiecie nici T (rowne co do wielkodei i kie-
runku cig¢zarowi, lecz o zwrocie przeciwnym).

Przycigganie ziemi nie jest rowne ciezarowi, bo w przeciwnym
razie rOwnowazyloby sie ono z napieciem nici i punkt bytby w spo-
czynku lub w ruchu jednostajnym prostolinijnym. To jednak nie
zachodzi, gdyz punkt obraca sie¢ wraz z ziemig okolo jej osi.

Stosujge warunki réwnowagi wzglednej (§ 24, str. 142) do
ukladu zwigzanego z ziemig, mozemy powiedzied, ze przycigganie
ziemi 4 i napiecie nici T rownowaza sie z silg unoszenia P,. A wiegc

A4T+P,=0.
Poniewaz ciezar ciala @=—T, wiee 4—Q+P,=0, skad
(I ) Q =A +pu-

A wiec: ciedar jest wypadkowq sity odsrodkowej (sily unoszenia)
i sily przyciggania ziemt.

Wielkos¢ 1 kierunek przyciggania ziemi. Zalézmy, ze
ziemia ma ksztalt bryly obrotowej, ktorej osig jest o8 obrotu ziemi.
Zalozmy ponadto, Ze gestodé ziemi jest rozlozona symetrycznie
wzgledem srodka masy. Mozna udowodnié woéwezas, ze sila pray-
ciggania jest skierowana stale ku $rodkowi masy ziemi.

Niechaj a bedzie katem, jaki sila A tworzy

/ 7 pionem, t. }. z cigzarem Q. Oznaczmy przez

promien réwnoleznika, na ktérym znajduje si¢

/ punkt materialny, przez ¢ szerokoséé geogra-

ficzng tego punktu (t. j. kat miedzy prze-

chodzgeym przezen pionem a plaszezyzng

rownika), wreszeie przez o predkosé katowa
obrotu ziemi.

Sila unoszenia lezy w plaszezyinie réwnoleznika i jest skiero-
wana od osi obrotu, przyczem |P,=mpe? Utwérzmy rzuty sil
4, § i P, na o8 z zwrécona pionowo w gére oraz na of y poziomg (t. j
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prostopadls do pionowej), lezgcg w plaszezyznie potudnika (t. e
W plaszezyZnie sil) 1 zwrécong na poludnie. Kladac A=|4|i Q=|q),
otrzymamy na mocy (I)
—Q=—A4 cos a+mgw? cos g, —A sina+ mow? sin p=20.
Zatem:
(1) 4 cos a=Q +mpw? cos ¢, 4 sin a=meow? sin ¢,
Stad, znajac Q, g, w i ¢, mozemy obliczyé¢ 4 i a. Na réwniku

mamy ¢==0; zatem na mocy (1) dostajemy a=0. Oznaczajgc przez
Agy Qo 1 9o odpowiednie wartodei na réwniku, otrzymamy

(2) A =@+ moyw?.
Znajac @, i g, mozemy wigc obliczyé 4,. Znajac A,, otrzymamy

Gdyby predkosé ziemi wynosila m,== 17w, byloby w1ec mgowzlA =1
czyli A=mow}. Na mocy (2) otrzymujemy stad Q=4 ,—mpo02=0;
gdyby wige ziemia obracala sie 17 razy szybciej, wéwczas ciala na
rowniku pozbawione byly by eciezaru.

Zal6zmy teraz, ze ziemia jest kula, zlozong z warstw wspol-
grodkowych o stalej gestosei. Wowezas, jak mozna wykazaé, 4 musi
by¢ stale na powierzehni ziemi. Zatem A=A4, Oznaczajge przez R
promien ziemi, otrzymamy

(4) p==R cos (g —n).

) . MR w? . . )
Na mocy (1) jest sina=- 1 eos (p—a)sing, a poniewaz
4o

gs=F. wiec na mocy (3)

1 _ P
sin A=752g €08 (¢ — a) sin ¢.

Kat a jest bardzo maly; przyjmujac wiee w przyblizeniu
sina==a i €os (p-—a)==ro0s ¢, dostaniemy

== sin 2 ¢.

2.289
Widzimy stad, Ze « ma najwiekszg wartosé dla  ¢==45°
Ktadge a=0, dostaniemy na moey (1) i (1)

. mR o?
Q=A,—mRo*cos’g=4A1 (1 — ——sz’—omﬁ :;)

0
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skad na mocy (3), wobec g,=R, otrzymamy

. cosl g
Q=4, (1 — —2@-).

Sila Coriolisa. Badajac ruch punktu wzgledem ziemi, nalezy
do sil bezwzglednych dodaé sity unoszenia i Coriolisa. Zalézmy, ze
oprocz sily przyciggania A dziala na punkt materialny jeszcze pewna
gita P. Ozna,cza,]&c przez p przyspieszenie wzgledem ziemi, otrzymamy
mp=P-+A+Py+Pc, a poniewaz A+P, réwna sie cigzarowi Q, wiec

(5) mp=P+Q+P¢.

Zatem: prey badaniu ruchu punkiu wezgledem ziemi nalety do
sity P i cigzaru Q dodaé sile Coriolisa Pe.

Obierzmy w danym miejscu na ziemi of z
skierowang picnowo w gore, o§ z poziomo
4 gkierowang na wschéd i 0§ ¥y poziomo skie-
rowang na poludnie. O¢ obrotu bedzie lezala
w plaszezyZnie yz i utworzy z osia 2z kat
90° — ¢ (poréwnaj rysunek na str. 146).
Poniewaz ziemia obraca sie z zachodu na
wschod, wiee wektor predkosei katowej w,
polozony na osi obrotu, ma zwrot od bieguna
pohudniowego ku péinocnemu. Kladae |o|=w, otrzymamy na pdl-
kuli péinocnej:

(X) w,=0, Wy;=— w COS @, w,== 8l @,

a2 na poludniowej:

(S) w,=0, wy=—w CO8 g, w,=— @ 8ih g,
Oznaczajac przez ¥ px;edkoéé punktu wzgledem ziemi, otrzy-

mamy Ppc=2¢Xw, zatem P, =-—mp,=—2m¥Xw czyli

(6) Pe=2mwx ¥,

skad na mocy (N), dla pélkuli péinoenej:

(1) Pe =—2m w(’vy sin ¢ -+ ¢, €08 @), Pcyx 2mwt sing,

Pe¢,=2mwv cos g.

Jezeli punkt ma tylko predkosé pionowa, t. j. gdy v.=01v,=0,
otrzymamy Pc¢ =—2mov cosp, Pc =0 i Pc,—-—O Przy wzno-
szeniu sie punktu jest vz>0 a wiec Pc <0 i Pc jest skierowane
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poziomo na zach6d; przy opadaniu zaé punktu v, <O, P >0,
a zatem Pgc jest sklerowa,ne poziomo na wschod.

Wynika stqd, ze cialo spadajace zbacza na wschdd pod wplywem
sily Coriolisa.

Jezeli punkt porusza si¢ stale w plaszczyinie poziomej, czyli
gdy v.=0, to Pc=—2movy sing i Pc,=2mwv_ sing. Skladowa
pozioma ity Coriolisa jest Wch wtedy prostopadla do predkodci

i ma w stosunku do niej zwrot na prawo.
A zatem: punki poruszajqcy sie w plaszozyénie poziomej na

potkuli polnocnej dazy (pod wplywem sily Coriolisa) do zbaczania
w prawo od kierunku predkoéci.

Z tego powodu np. prawa szyna jest bardziej uciskana przy biegu po-
ciygébw niz lewa.

Efekty sily Coriolisa sg male, bo sila jest mala. Na mocy (6)
mamy bowiem |P¢|l=2mow|vjsine, gdzie ¢ oznacza kat miedzy ©
a 08ig obrotu. Poniewaz

2n sek—l 2n

—1 —1
T 52,60 6Ossxek == 0,00007 sek

== —

gdzie T oznacza czas obrotu ziemi dookola osi, wiec Pc jest male.
Utworzmy rzuty (5) na osie x,y,2. Na mocy (II) otrzymamy:

(II1) mx =P,—2mw(ysin ¢ + 2 cos ¢), my =P,+2mwxsin ¢,
mz =P,—mg-+2mwx cos ¢.

Zboczenie na wschéd przy spadku. Zajmiemy si¢ wy-
znaczeniem zboczenia od pionu dla punktu materialnego spadajg-
cego swobodnie.

Zalézmy, ze dla t=0 mamy:
{7) z=0, y=0, z=0, =0,
Na mocy (III), otrzymamy przy zalozeniu, ze P=0:
(8) z=—2w(ysingp+icosp), Y=2wxsing, z=—g-+2wrCcosqp.
Calkujac, dostaniemy z uwagi na warunki poczgtkowe (7):
(9) Z=—20(ysing+zcosp), yY=2wxsing, i=-—gi+2wxcosep.
Wistawiajae w (8) wartodei y i 2, otrzymamy

=— 40?r+2wgl coR ¢,
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Réwnanie powyzsze moznaby bylo scalkowaé, a nastepnie, pod-
stawiajac w (9), moglibysSmy wyznaczyé y i 2. Rozwigzanie przy-
blizone otrzymamy, opuszczajac wyraz — 4wz, bardzo maly w po-
rownaniu z 2wgt cos ¢. Dostaniemy #=2wmgtcos g, skad

(10) x=34w gt cos ¢.
Opuszezajage w trzecim z réwnan (9) wyraz 2wz cosg, jako
maly w poréwnaniu z —gt, otrzymamy zZ=—gt, skad z=—Igt.

Gdy punkt spadnie do poziomu z=—h, bedzie —h=—}gt? zatem
t=)2hfg. Na mocy wiec (10)

(11) w=3w h cos ¢ }21]g.
Wzor powyzszy przedstawia zboczenie na wschéd (gdyz 2> 0)
ciala spadajacego z wysokodci A.

W Harvard (Stany Zjednoczone) wykonano doédwiadczenia, przyjmujac
h=23m i ¢p==42°. Z okolo tysigca doswiadczehr otrzymano zboczenie zawarte mig.
dzy 1,3m a 1,7m. Ze wzoru przyblizonego (11) wypada natomiast x=1,8 cin.
Réznica jest wigc niewielka.

Wahkadlo Foucaulta. Zbadajmy wplyw sily Coriolisa na
ruch wahadla. Umiesémy poczatek ukladu (z, y, 2) w punkcie za-
wieszenia nici nierozciggliwej, na ktérej kolecu umocowany jest
punkt ciezki o masie m. Niechaj ! bedzie dlugoscia wahadla (t. j. nici).
Poniewaz reakcja P ze strony nici dziala na punkt wzdluz nici,
wiee, 0znaczajac przez x, y, 2 wspoélrzedne punktu m, otrzymamy:

P,=Amz, P,=imy, P,=limz,
gdzie 4 jest wspélezynnikiem proporejonalnosei, zaleznym od czasu.
Na moey (III), str. 149, otrzymamy, dzielac przez m:
{12) x=Ar—2w(ysin ¢+ 2 cos ¢), y =AYy + 20 zsin g,
(13) 2 =M—g+2wx o8 p.
Zajmiemy si¢ tylko przyblizonym rozwigzaniem réwnan (12)

i (13). Zalézmy, ze kat wychylenia jest dostatecznie maly, by mozna
bylo przyja¢ w przyblizeniu

(14) =1, £=0, §=0.

Z ré6wnania (13) otrzymamy zatem 0=—Al—g+ 2w xcos ¢, skad

i=—9 +2(; TCRP Opuszczajac w liczniku drugi wyraz jako maly

w poréwnaniu z pierwszym, dostaniemy
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Wispolezynnik 2 mozemy wiec uwaza¢ w przyblizeniu za staly.
Roéwnania (12) przyjmg na mocy (14) i (15) postaé:
(16) :ﬁ:—.——ga'-—2w ysin g, éj=—-‘§y+2w:&sinzp.

Mnozgc pierwsze z réwnan (16) przez z, a drugie przez v, i do-

dajac, otrzymamy Zx +gg=—-§l(m -+yy), skad po scalkowaniu

(17) 2 gr=—T(a+y’)+a,

gdzie a jest pewna stalyg. Mnozac pierwsze z réwnan (16) przez y,
a drugie przez z i odejmujac, dostaniemy yr — xy =— 2w(yy +z) 8in @,
skgd po scatkowaniu

(18) yi—zy=—w (@*+y?)singp+b.

gdzie b jest pewng stala. WprowadZzmy wspoéirzedne biegunowe:
T=T CO8 Y, y=rsiny.
Na mocy (17 i (18) otrzymamy:

{19) f2+72¢2=-‘gr‘-’+a,

(20) r?y =72 wsin p—b.

Wprowadzmy nowy uklad wspélrzednych (ry,yy,2), majacy
z ukladem poprzednim (x,y,2) wspélny poczatek oraz wspélng oS z
i obracajgcy sie dookola osi z z predkoscig katowg wsiny w kie-
runku od wschodu na potudnie, t.j. od z ku y. Dla wspéirzednych
biegunowych 7, , otrzymamy w nowym ukladzie wzory:
(21) r="ry, y=yp, + wisin ¢,

Przez podstawienie (21) w (20) otrzymamy w nowych wsp6t-
rzednych ry,y; réwnanie #(y,+ ws8in ¢)=r’w sin p—b, skad
(22) riy, =—>b,

a przez podstawienie (21) w réwnanie (19) dostaniemy
#1209, 0 sin g+ ot sin? p=—Tr +q,

skad opuszczajac wyraz 2 m?sin®¢ jako bardzo maly i stosujac row-

nanie (22), otrzymamy

(23) Ptrp=—Tpa,

l 1
gdzie a,=a + 2b o sin p=const.
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Latwo sprawdzié, ze (22) i (23) sg réwnaniami ruchu, ktéry
we wspolrzednych z,,¥,,2, ma réwnania:

(24) ‘il="lg$u ;3)1:—%?/1-

Istotnie, réwnania (16) przyjmujg te wlaénie postaé dla «=0.
A wige, wprowadzajac wspdlrzedne biegunowe, otrzymamy, jak
widaé¢ z réwnai (19)i (20) dla w=0, réwnania (22) i (23).

Réwnania (24) wyznaczaja ruch punktu pod wplywem sily P,
ktorej rzuty wynoszg:

(25) Px,=-§1 ma,, p,,,=-lgmy,.

Jest to sila sprezysta t.j. skierowana stale ku poczgtkowi
ukiadu wspdlrzednych i wprost proporcjonalna do odleglosei punktu
od poczatku ukladu. Na str. 114 wykazaliSmy, ze ruch pod wply-
wem 8ily sprezystej odbywa si¢ po elipsie. A wiec punkt materialny
bedzie odbywal ruch w ukladzie (=, y,, 2,) po elipsie. Ze za§ ten
uklad obraca si¢ okolo osi z z predkodcig katows w sin ¢, wiec of
tej elipsy bedzie obracata si¢ z predkoécig kgtowa w sin ¢ ze wschodu
na potudnie. Czas obrotu wynosi

T=2n/wsingp.

PoniewaZ obrét ziemi trwa 24 godz, wiec 27/w=24godz, skad T=24/sinp godz.
Dla p=45° dostajemy 7T'=34 godz.

Zjawisko powyzsze pierwszy stwierdzil doswiadczalnie L. Foucault.
Stanowi ono dowdd obrotu ziemi naokolo osi.




ROZDZIAL IV

GEOMETRIA MAS

I. Uklady punktéw

§1. Momenty statyczne. Moment statyczny punktu.
Wezmy pod uwage dowolng plaszczyzne JI. Dzieli ona przestrzen
na dwie czedci; jedng z tych czesci uwazajmy za dodatnia, a druggy
za ujemng. Niech 4 oznacza pewien punkt materialny, a d jego
odleglosé od plaszezyzny 7I. Bedziemy pisali o=-4d lub ¢=—d,
zaleznie od tego, czy punkt A lezy w dodatniej czeéci przestrzeni
czy w ujemmnej.

Oznaczajac mase punktu A przez m, wyrazenie

Mﬂzma

nazywaé¢ bedziemy momentem statycenym punktu materialnego A
wzgledem plaszezyzny I7.

Moment statyczny punktu moze wige byé liczbg dodatnig,
ujemng lub zerem (jest on zerem dla kazdego punktu A lezacego
na plaszczyznie I7).

Jezeli za plaszczyzne II obierzemy jedna z plaszezyzn rzuto-
wych xy, yz, 2z, to za czesé dodatnig przestrzeni uwazaé bedziemy
te czesé, w ktorej znajduje sie czedé dodatnia osi prostopadlej do
obranej plaszezyzny rzutowej. Gdy punkt 4 o masie m ma wspél-
rzedne z, ¥, 2, mamy na mocy pPOwWyZszej UMOWY:

M. y=maz, M .=muz, M e=my,

gdzie M,, M,, M., oznaczaja odpowiednio momenty statyczne
punktu A wzgledem plaszezyzn xy, yz i 2x.
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Momeni statyezny wukiadu punktow. Zbiér punktéw
materialnych nazywamy wukladem punktéw, sume za§ momentéw
statycznych poszczegdélnyeh jego punktéw nazywamy momentem
statycznym (ogolnym) ukladu punktow.

Jezeli wiee punkty materialne o masach m,, m,, ..., m,, maja
odpowiednio wzgledem plaszezyzny /7 momenty statyczne: m, o,
My Ty, ... My0,, t0 momentem statycznym ogélnym ukladu tych
punktow bedzie

i
JM,[ =ml Gl+m202+ sow + m" O’n=21mi0'1,
=

Jezeli punkty materialne danego ukladu punktéw maja odpo-
wiednio wspolrzedne ,¥,,2,, Ty Yy 2y vvey @ Yo%,y L0 Mmomenty
statyczne ogdine tego ukladu punktéw wzgledem odpowiednich
plaszezyzn rzutowych wyrazajg si¢ wzorami:

l‘[xyzml 2'1 +m2 22 + ve. + 'mn zn=smi z,',

i=1
a
My=myx; 4+ Mm@y + ... + My w,,::lglm,- T,

n
¥ . ¥ —— ~1 ¥
Moy=my,+my,+..+m, y"--i% mY,.
Momenty statyczne nazywamy takze wmomentami stopnia

pierwszego.

§ 2. Srodek masy. Niech bedzie dany uklad U punktéw
materialnych m (x,,¥,,2,), My(Ly Y1y 2,)s 0y M (X, ¥,y 2,). Weimy
pod uwage punkt § o wspdlrzednych:

@ =7rz1w1+nz2m2-§—...+m,,:r,. 0_____m1y1+m3y2+...—l—m,,y,,
0 Myt Mo+ e +My Myt My~ e My’

(I)

___mlg_l-l—mzz,-{-...-{—m,.z,,
T My Myt ...+ my,

Punkt § nazywamy $rodkiem masy lub $rodkiem cieikosci
danego ukladu punktow U.

Sume mas poszezegélnych punktéw (wystepujaca w miano-
wniku ulamkéw (I)) nazywaé bedziemy masq cathowitq ukladu
punktow.

Jakkolwiek okredliliSmy s$rodek masy przy pomocy ukladu
wspodlrzednych, to jednak wykazemy, ze polozenie §rodka masy jest
od unkladu wspélrzednych nie zalezne, lecz ze zalezy ono tylko od

2o
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mas punktéw i ich wzajemnego rozmieszczenia. Wyniknie to latwo
z nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 1. Moment statyceny ukladu punktow wzgledem
dowolnej plaszezyzmy rowna si¢ momentowi statycznemu masy catko-
witej, umieszczonej w Srodku cietkoscs.

Dowéd. Niechaj I7 bedzie dowolng plaszczyzna, ktoérej réow-
nanie normalne ma ksztalt
xeosa+ycosf+zeosy—p=0.

Przyjmijmy za dodatnia te z dwdch czesci przestrzeni, dla
ktorej i« cosa+ty cos f+zcosy-—p>0, gdy za x, ¥y i 2z podstawié
wspolrzedne dowolnego punktu tej czesci. Jezeli wiee A(z,y, 2)
jest dowolnym punktem przestrzeni, to poniewaz odleglo$¢ punktu
A od plaszezyzny II wyraza si¢ wzorem

d==|x cos a+y cos 4z cos y —p),
zatem mozemy w mysl naszej umowy polozyé¢:
g=x cO8 a-}y Co8 -2 cos y—p.

Moment statyczny punktu 4 o masie m wzgledem plaszezyzny I7
wynosi wiec
(1) M, :==mo=mx c08 a+my cos f-mz cos y —mp.

Niech dany bedzie uklad punktéw materialnych m (x, ¥, 2,),

MATyy Ysy Zy)y o0y M (2, Y5 #,). Moment statyczny tego ukladu pun-
ktéw wzgledem plaszezyzny IT bedzie na mocy (1)

M ;= (m, 2, co8 a+m,y, cos f+m 2z, cOS y—m p)+...

et (m,z, cO8a+m,y, cos f+m 2z co8 y—m_p)
czyli

@) M, =(mx,+mx,+...4+m x )cosa+t (m,y, +..+m y, )cos f+
+(my 2y +...m, 2,) cos y —(my +...4+m ) p.
Kladge m;+m,+..m,=m, mamy na mocy (I):
(I1) mo =Y max, my,=3my, mz=3Ymz i=12,..,n,
skad na mocy (2)
3) M = mz, cos a+my, cos f-+mz, cos y —mp.

Poniewaz prawa strona réwnosci (3) przedstawia na mocy (1)
moment statyczny masy m, umieszczonej w srodku cigzkosci S o wspél-
rzgdnych x, y,, 2,, wi¢c twierdzenie zostalo udowodnione.
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Aby wykazaé teraz, ze srodek masy ukladu punktéw nie za~
lezy od wyboru ukladu wspélrzednych, przypudémy, ze wlasnosé
srodka ciezkodci S, wypowiedziang w twierdzeniu, posiada, précz
punktu 8§, jeszcze jaki§ inny punkt §'. Udowodnimy, ze to jest
nie mozliwe.

PoprowadZmy w tym celu przez punkt 8 dowolng plaszczyzne 77,
nie przechodzgcyg przez 8'. Zatem

(4) M, =mo i M p=md’,

gdzie o i ¢’ oznaczajg odpowiednio odleglodci (ze znakami) punktéw
8 i 8 od plaszezyzny /1. Z (4) wynika, ze o=0'. Lecz 0=0, po-
niewaz II przechodzi przez S. Zatem musialoby byé réwniez ¢'=0,
co jednak nie mozliwe, gdyz S nie lezy w plaszezyZnie IT.

Widzimy wige, ze polozenie $rodka masy ukladu punktéw nie
zalezy od ukladu wspolrzednych.

Srodek masy dwéch ukladéw punktéw. Niech uklad U
zlozony bedzie z punktéw materialnych

m;(mln 'y’v z;)’ m;(m'z, y'm z'g)’ ) m:(‘”;” y’;," z;,), m;’ (wzl’ ?I;', z;)a

Srodek 8 masy ukladu punktéw mj,m,.. ma na mocy
okreslenia wspéirzedne:

(5) oy =(m, &, +m, x, +...}/m, Yo=(m ¥y, +m,y,+..)/m',
&, =(m, 2, +m,z, +...)/m’,
gdzie m'=m,-+m,4-.... Dla §rodka 8§ masy calego ukiadu U bedzie zad
g (m] co,—}-mz w,;+...)+( ml @, —}-mZ o, +...)
(my+my+...)+(my +m, +...) !
skad na mocy (5)

(6) Ty=

m’ &y +(m; &) +m, z, + ...)
m 4-(m] +m; +...) ¢
Podobne wzory otrzymamy na y, i 2,, Wzor (6) przedstawia
odcigtg Srodka masy ukladu, jaki otrzymamy z ukladu danego U,
jezeli czed¢ jego, mianowicie punkty o masach m;, m,, ... zastagpimy
jednym punktem materialnym o masie m'=m;+m,+ ..., umieszezo-
nym w frodku masy tej czesci. Otrzymaliémy zatem

Twierdzenie 2. Srodek masy ukladu punktéw nie zmieni sig,
jezelt jego cz¢sé zastqpimy punktem materialnym o masie réwnej masie
tej czedct ¢ umieszczonym w srodkw jej masy.
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Jezeli wiec w szczegélnosei mamy dwa uklady punktow U
i U” o masach catkowitych m' i m’’ i o érodkach ciezkosci S i 87,
to srodek masy ukladu U’ +U" otrzymamy, wyznaczajgc srodek
masy ukladu dwu punktéw materialnych o masach m’ i m’’, umiesz-
czonych odpowiednio w punktach 8 i 8”. Uklady U’ i U’ mozemy
bowiem uwazaé¢ za czedci ukladu U'4-U".

Uklad plaski punktéw. Uklad punktéw materialnych na-
zywamy plaskim, jezeli wszystkie jego punkty lezg w jednej plasz-
czyznie. Obierajac te plaszczyzne za plaszczyzne xy (co wolno nam
uezynié, poniewaz §rodek masy nie zalezy od wyboru ukladu wspol-
rzednych), bedziemy mieli dla punktéw ukladu: 2,=0, 2,=0, ..., 2,=0,
skad na moey wzoréw (I), str. 154, dostaniemy z,=0.

Srodek ciezkofci ukladu plaskiego lezy zatem w plaszezyznie
ukiadu.

Momentem statycznym ukladu plaskiego wzgledem dowolnej
prostej ! lezagcej w plaszczyznie ukladu nazywamy wyrazenie

(7) M,=)Y'm,oq;,

=1

gdzie |0 jest odleglodcia punktu o masie od prostej !, zas znak
przy o zalezy od tego, czy m; znajduje sie w dodatniej ezy ujemnej
czesei plaszezyzny, na ktore dzieli plaszezyzne prosta I. Widzimy stad,
ze moment statyczny ukladu plaskiego wzgledem prostej I jest to
moment statyczny tego ukladu wzgledem plaszezyzny prostopadiej
do plaszezyzny ukladu i przecinajgcej ja wzdluz prostej I. W szcze-
golnodci wiege momenty wzgledem osi ¢ i y wyrazajg si¢ wzorami:
(8) M,=2m;y,, M,=3Zm;z.

Uklad liniowy punktéw. Jezeli punkty ukladu leza na
jednej prostej I, to srodek masy ukladu lezy réwniez na tej prostej.
Obierajgc bowiem prosta ! za of z-6w, mamy y =0, ¥,=0,..
i 2,=0, 2,=0,..., skad na mocy wzoré6w (I), str. 154, dostaniemy
¥,=0, 2,=0. Srodek masy bedzie wiec takze lezal na osi .

Srodek masy dwoéch punktéw. Niech punkty materialne
o masach m, i m, beda od siebie w odleglodci d. Srodek masy lezy
oczywiscie na prostej lgczacej te punkty. Umiesémy w m, poczatek
osi z-6w, za$ dodatnig jej czeéé przeprowadimy przez m,. Punkty
m, i m, bedg wige mialy wspélrzedne odpowiednio z,=0 i x,=d,
a sfrodek masy wspélrzedng

(9) Tog=myd[(my +m,).
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Poniewaz 0<x,<d, wigc Srodek masy lezy miedzy punktami.
Oznaczajgc przez d, i d, odleglodci srodka masy od punktéw m, i m,,
otrzymujemy d,=xy=myd/(my+my) i dy=d —dy=md/(m;+m,),
skad
(10) d,[dy=my/m,.

Mamy wiec nastepujace

Twierdzenie 3. Srodek masy ukladu dwupunktowego lezy mie-
dzy punktami ukladw i dzieli odcinek, lqczacy te punkty, w stosunku
odwrotnym do ich mas.

Opierajae si¢ na twierdzeniu 2, str. 156, mozemy w nastepujgcy

m, sposob wyznaczy¢ srodek masy skonczonego

S, S, ukladu punktéw, 4,, 4,, 4,.. o masach

/ - m, My, My, ... (rys. 1): wyznaczamy najpierw srodek
m L%

h masy 3; ukladu punktéw 4, i 4,; wyznaczamy
nastepnie srodek magsy 8, ukladu dwu punktéw,
zlozonego z punktu o masie m;+m, umiesz-
czonego w 8,, i z punktu A4; o masie my;
postepujac tak dalej, otrzymamy srodek masy calego danego ukladu.

Uklady punktéw symetryczne. Punkt O (prostg I, plasz-
czyzne IT) nazywamy srodliem (prostg, plaszczyzng) symetrii ulkladu
punktow materialnych, jezeli do kazdego punktu m, istnieje w ukla-
dzie punkt o tej samej masie m,;, symetrycznie wzgledem O
(prostej 1, plaszezyzny J/7) polozony.

Jezeli srodkiem symetrii jest poczatek ukladu wspolrzednych
(rys. 2), to wraz z kazdym punktem m (2, y,, 2,) uklad punktéw za-

< mi/-.{,-jﬁ,l
-,

-,
.

mRyeZd
m‘.llh,yivzl/’

‘ v 4
/rn..-/-l‘.-x,-id d ifr (4. Y2

e Li
N 3. 4.

wiera punkt m (—x,, —y,, —#%,). Jezeli plaszczyzng symetrii jest plasz-
czyzna xy (rys. 3), to wraz z kazdym punktem m(x,y,,2,) uklad
zawiera punkt m,(x, y,,—=,). Jezeli osig symetrii jest oS z (rys. 4),
to wraz z kazdym punktem m(z,y,, 2) uklad zawiera punkt
m Ly Y,y 2,)
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Latwo okazaé, ze zawsze Srodek symetrii jest srodkiem masy.

Srodek imnasy pary punktéw symetrycznych lezy bowiem na
n.ocy twierdzenia 3, str. 153, w $rodku symetrii. Na mocy twier-
dzenia 2, str. 156, mozemy wiec taka pare zastapié przez punkt
materialny umieszczony w srodku symetrii. Robisc to z kazda para,
przekonywamy sig, ze srodek symetrii jest srodkiem masy calko-
witej nkladu.

Podobnie, sredek masy lezy na prostej symetrii (i na plaszczyénie
symelrit ).

Z tych samych bowiem powodow frodek pary punktéw syme-
tryeznych lezy na prostej (i na plaszezyZnie) symetrii.

§. 3 Momenty stopnia drugiego. Moment bezwladnosei.
Niech bedzie dany punkt materialny 4 o masie m i pewna plasz-
czyzna II. Oznacziny przez r odlegloéé punkiu 4 od plasz-
czyzny I1. Wyrazenie

(1) I=mr?

nazywamy momentem bexwladnoset punktu 1 wzgledem plasa-
czyzny II. Jezeli przez r oznaczymy odleglos¢ punktu material-
nego 4 od pewnej prostej ! (lub od pewnege punktu O), to (1)
bedzie momentem bezwladnosci punktu 4 wzgledem prostej I (lub
wzgledem punktu 0).

Momentem bezwladnosci ogolnym ukladuw punktéw nazywamy
sume momentéw bezwladnosei poszezegolnych punktow tego ukladu.

Moment zboczenia {(dewiacji). Niech dane beda dwie
plaszezyzny I7; i 11, prostopadle do siebie. Poléimy o,==+d,, gdzie
d, oznacza odlegloéé punktu materialnego 4 od /7, przyczem znak
zalezeé ma od tego, czy punkt znajduje sie w dodatniej ezy ujem-
nej z dwu eczesci, ma jakie dzieli przestrzen plaszezyzna 71, Po-
dobhnie okreslamy o, wzgledem plaszezyzny //,. Wyrazenie
(2) D=mo,0,
nazywamy momentem zboczenia (lub dewiacji) punktu materialnego 4
wzgledem plaszczyzn I, i 11,.

Momentem zboczenia ogolnym ukladu punktéw 4,, 4,, ... wzgle-
dem plaszezyzn [T, i 11, nazywamy sume momentow zboczenia
poszezegdlnych punktow. A wiee

(3) D=Ymaa.
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gdzie m, o{, of? oznaczaja odpowiednio mase punktu A, i jego od-
leglosei od plaszezyzn I1, i I1, (opatrzone wiladciwymi znakami).
Momenty bezwladnosci i momenty zboczenia nazywamy mo-
mentami stopnia drugiego.
Rami¢ bezwladnog$ei. Niech I oznacza ogélny moment bez-

wladnosci ukladu punktéw U wzgledem pewnej plaszezyzny I7
(prostej !, punktu O). Liczbe

(4) k=)T/m, gdzie m=m;+my+...

nazywamy ramieniem bezwladnoser ukladu punktéw U wazgledem
plaszezyzny IT (prostej !, punktu O). Na mocy (4) jest

(5) I=mk’.

A wiec: ramig bezwladnoder k jest odleglosciq, w jakiej umiesz-
czona masa calkowita uktadu ma moment bezwladnosci rowny ogdlnemu
momentowr bezwladnosci ukladu.

Masa zredukowana. Niech r bedzie dowolng liczbg dodatnig.
Masg ukladu zredukowanq na odlegloéé r wzgledem danej plaszezyzny
{prostej lub punktu) nazywamy liczbe

(6) me=I/r2,

Zatem I=m,r%. A wiec: moment bezwladnosci ukladu wzgledem
plaszczyzny (prostej, punkiu) rowna si¢ momentows bezwladnosci jego
masy zredukowanej m,, umieszczonej w odleglosei r od tej plaszezyzny
(prosiej, punkiu).

Momenty stopnia drugiego ukiadu punktéw:

ml(wlr Yy z1)7 mz(wz’ Yys z‘z)’ R m"(wn, Ynr zn)

wzgledem plaszezyzny, osi i poezgtku ukladu spélrzednych wyrazajg
gie nastepujacymi wzorami:

Momenty bezwladnosci wzgledem plaszezyzn zy, yz i xz:

n !I .
(7) I, =2mgz, I =>Mma?

il
o= Vo 42
= pe & i? sz""'é‘-‘miyl’

=1
Momenty bezwladnodei wzgledem osi x, y i 2:
n

n ¥ D ] L o) ]
®) I=XYmy+a), I=3Zm@+e), L=2m@+y)
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Momenty bezwladnosei wzgledem poczatku O ukladu wspoél-
rzednych:

(9) Ly=Ym (@} +y +2.

Momenty zboczenia wzgledem par plaszezyzn xy i zx, oy i y2
oraz Iz 1 2y:

(10) sz-ig,"m'.yizi, D, =}mxz, Dzzlg-mimiyi.

i=1
Ze wzoréw (7)—(10) wynikaja latwo zwiazki:
ILi=1I1,+41,, ILn=1I4,+1,, L= L= 1,;
Ly= I+ 1,—1.), Ip=\i{l,+1.—1] L= {[I.+L—1IL,j;
Io= (1 +1,+1.)=01y+ 1.+ L., Io=I,+1,.,=1,+1.=1.+1,,.

Momenty bezwladnosei wzgledem prostych réwno-
leglyeh. Znajac momenty bezwiladnosei ukladu punktéw o masie
calkowitej m wzgledem prostych przechodzacych przez jeden punkt
np. przez poczgtek uktadu spotrzednych, mozemy latwo wyznaczyé
moment bezwladnosci tegoz ukladu punktéw wzgledem dowolnej
prostej w przestrzeni, opierajgc si¢ na nastepujacym twierdzeniu:

Jeieli prosta 1 przechodzqea przez srodek masy wkladu punktow
jest réwnolegta do prostej U, to

(I) I[ 114— "’ld“

gdzie d oznacza odleglosé miedzy 1 a U, zas I; i Iy momenty bezwlad-
noéct wzgledem tych prostych..

Dowéd. Srodek § masy ukladu punktéw, przez ktéry prze-
chodzi prosta I, obierzmy za poezatek
1?- 2 ukladu wspéirzednych, prosta ! za of z-ow,
a plaszezyzne przesunieta przez proste
! r \ .

Loy §z\, rownolegle 1 il za plaszezyzne xy. Ozna-
35 1] ~«  czajace odpowiednio przez r i 7’ odleglodé
,u/ //‘//’/ L dowolnego punktu A(x,y,2z) od prostych
! Lil, mamy r?=22+(d—y)? i rP=22+y2

skad r'i=r*4-d*—2dy, a wiec

Iy = }_n e = Ymi[r +d’ -—Zdy]~— \’m r +d3\ m, ——"d \‘m Y=
i -—

2 E oY ,
=Il+-md ——chi%m‘. Y,

5. Bunach, Mechanika. i1
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Lecz X'm,y,=my,=0, gdyz $rodek S masy ukladu punktéw
i—=1
lezy w poczatku ukladu wspotrzednych. Zatem Iy=1I 1+md’, c.b.d.d.

Z wzoru (I) wynika, ze jezeli wziagé pod uwage wszystkie proste
rownolegle do prostej o pewnym danym kierunku, to moment bez-
wladnosei bedzie najmniejszy wzgledem tej prostej, ktéra przechodzi
przez $rodek masy. Oczywistym jest réwniez, ze jezeli proste U i l”
83 rownolegle, to oznaczajac przez d, i d, odleglosci srodka masy od
tych prostych, bedziemy mieli

(10) Iy —mds= I, —mds,

poniewaz na mocy (I) obie strony réwnosci wynoszg I, gdzie ! jest
prostg rownolegly do U i I”, przechodzacy przez srodek masy.
Ze wzoru (10) mamy

(11) Iy = I +m(d3—d;).

Wzoér powyzszy pozwala obliczyé moment bezwladnosci ukladu
punktéw wzgledem dowolnej prostej w przestrzeni, gdy znane sg
momenty bezwladnodci tego ukladu wzgledem wszystkich prostych
przechodzacych przez jeden punkt i polozenie §rodka masy ukladu.

Momenty zboczenia wzgledem plaszezyzn réwnoleg-
tych. Dla momentéw zboczenia mozna udowodnié twierdzenie po-
dobne do twierdzenia o momentach bezwladnosei (str. 161).

Niechaj plaszezyzny I, II, beda do siebie prostopadle
i przechodzg przez srodek masy m danego ukladu punktéw ma-
terialnych. Obierzmy dowolnie plaszczyzny
IT;, IT, réwnolegle odpowiednio do plasz-
czyzn I1,, IT,. Niech o, oznacza odleglosé
miedzy plaszezyznami [7,, I}, zaopatrzong
znakiem -+ lub — =zaleinie od tego, czy
plaszezyzna I1; lezy w dodatniej czy ujemnej
czesei przestrzeni, na jakie dzieli przestrzen
plaszezyzna. I7;. Analogicznie okreslmy g, dla
pary plaszezyzn IT,, IT,, Wreszeie oznaczmy przez D i D' momenty
zboczenia danego ukladu wzgledem par plaszezyzn [Ty, I1, i T, IT,.
Mamy woéwezas analogicznie do (I) wzoér

(I1I) D'=D+may0,.



[§ 4) I. Uklady punktéw. 163

Uwaga. Zauwazmy, Ze iloczyn mo, 0, 0znacza moment zbo-
czenia wzgledem pary plaszezyzn I1,, IT, masy calkowitej m ukladu,
umieszezonej gdziekolwiek badZz na prostej przecigeia pary plasz-
czyzn 1Ty i IT,.

Dowoéd wzoru (III). Obierzmy poczatek ukladu wspélrzed-
nych (z,y,z) w srodku S masy calkowitej m danego ukladu punk-
tow. Za o$ r-6w wezimiemy prosty przeciecia plaszezyzn I7, i IT,,
zas plaszezyzny te obieramy odpowiednio za plaszezyzny zy i ye.

Analogicznie obieramy drugi uklad wspélrzednych (z’, y’, 2’)
dla pary plaszezyzn IT;, IT;, przyjmujac za poczatek dowolny punkt P
lezacy na prostej przeciecia plaszezyzn IT; i IT,.

Oznaczmy wspéirzedne punktu P wzgledem ukladu wspéirzed-
nych (x, y, 2) przez &, n, {. Oczywiscie n=o0, i {=0,. Niech «z, y, z
beda wspoélrzednymi dowolnego punktu 4 wzgledem ukladu wspol-
rzednych (z,y,2), zas x',y’, 2’ wspélrzednymi tegoz punktu 4 wzgle-
dem ukladu wspélrzednych (2, y’, 2’). Wowezas:

(11) X' =x—E, y'=y—mn, d'=2—L,
Poniewaz

(12) D'=3m,zy;, D=3m,zy,,

wige na mocey (11)

D'=m(2,— ) (y,— n)=Xm[z,y,+n—Ly,—nz]=

(13) =2mz Y+ EnXm—LYmy,—ndm,z,

Leez Ym,y,=my,=01i Ym,z,=mz=0, gdyz $rodek S masy m
danego ukladu punktéow lezy z zalezenia w poczgtku ukladu (z, y, 2).
Na moey (12) i (13) jest wieec D'=D+m{n, a poniewaz (=0,
i n=g, wigc otrzymujemy w konecu ID'=D-+mae,0, c.b.d.d.

§ 4. Elipsoida bezwladnos$ci. Osie bezwladnos$eci. Niech
O{x, y, 2) bedzie dowolnym ukladem wspolrzednych prostokgtnych
o poczgtku O. Udowodnimy, ze znajgc

momenty bezwladnosci wzgledem osi i mo- z

menty zboczenia wzgledem plaszezyzn tego A2

ukladu wspélrzednych, mozna wyznaezy¢ mo- AN

menty bezwladnosci wzgledem dowolnej pro- (D777

stej 1, przechodzacej przez O. g =0 y;
Niechaj prosta ! tworzy z osiami ukladu "~

wspélrzednych O (x, y, 2) katy a, f, y. Obierzmy
dowolny punkt A(z,y,2) i niechaj P bedzie rzutem punktu A na
11*
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prosta I Zatem AP=r jest odlegltofeiy punktu A od prostej I.
Polbézmy

(1) OAd=p=|aP+y*1 2.
Oznaczajgc przez ¢ kat miedzy prostg 04 a prostg I, otrzymamy
(2) AP=r=pgin ¢.
Poniewaz, jak wiadomo z geometrii analitycznej,
OP=g cos a+ ¥y cos Bz cos y,
wiee z uwagi na to, ze OP=gpcos¢, otrzymamy

o8 (pzm cosa-+y c;)sﬁ-f—z CO8 y

Na mocy (2) jest r2=p?sin® p=p%1— cos?¢), wiec

1 _ AP 2
P2img? {1_._“5 cosa+y C:;f ptzcosy) }::g‘&-[w cos a4y cos Sz cos yJt,

gkad na mocy (1) jest r2=0?[1-—cos?a]+yH1 —cos® f]1+22[1 —cos® y] —
~- 22y COR o €08 §—2x2 cO8 a co8 y —2yz cos f cos y.

Poniewaz cos?a+cos®f+cos?y==1, wiec podstawiajaec 1—costa=

=cos? f4cos?y it.d., dostaniemy:
72 = (y* 4 2%) cost a + (2% + 22) cos? B 4- (22 4 y?) cos® y —
— 2y ¢08 a c08 8 —2x2 CO8 a ¢08 y — 2yz €08 f§ €08 y.

Oznaczajae przez m; mase, a przez r; odlegloéé¢ punktu 4; da-
nego ukiladu punktow 4,, 4, .. od prostej I, otrzymamy na mo-
ment bezwladnosei I; tego ukiadu punktéw wzgledem prostej ! wzér
L= miri=costa Y mfy: +2) + cos’ f X mia] +27) + cos’y Xma} +yi)—

—2 €08 @ €08 B2 mxy;— 2 COS acos y O mx2,i—2 cos f co8 y X m Yz,
skad
Ii=1,cos*a+ I ,cos®f+ I.cos?y —

(1) —2D.co8a cosf—2D,cosa cosy —2D.cosf cosy.

Ze wzoru (I) mozemy wyznaczy¢ moment bezwladnodei ukiadu
punktéw materialnych wzgledem prostej i, znajac I, I,,I,, D., D, D,
oraz katy, jakie prosta ! tworzy z osiami ukladu wspélirzednych.
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Zachowujae znakowanie poprzednie, oznaczmy przez k; dlugosé
ramienia bezwladnosci danego ukladu punktow wzgledem prostej I
Zatem (str. 160)

(3) ki=VT,/m.

Zal6imy, ze dla kazdej prostej I przechodzacej przez O jest
1,3 0. Zalozenie to rGwnowazne jest zalozeniu, ze punkty materialne
danego ukladu nie lezg na jednej i tej samej prostej przechodzgce]
przez O. Poniewaz I,==0, wiec na mocy (3) jest rowniez k;=3=0.

Odetnijmy na kazdej prostej ! odeinki OQ i 0Q’' o dlugosei
odwrotnie proporcjonalnej do ramienia bezwladnosci %, t. zn.

(4) 0Q=0Q'=a/ki=dfm/I,,

gdzie a jest dowolng stalg dodatnig, nie zalezng od prostej l. Ozna-
czajac przez i, y,z wspolrzedne punktu @, mamy:

m m I,
(5) w=ial/-I—lcosa, y==a V%’;cosﬂ, z=;ta.|/7,§ cos y.

Punkt @’ ma wspéhrzedne — &, —y, — 2. Zbior wszystkich punk-
tow @ i Q' utworzy pewng powierzehnie X. Aby otrzymaé jej row-
nanie, wyznaczmy 2z (5) cosa, cosf,cosy i wstawmy otrzymane
wartodeli do rownania (I). Dostaniemy:

I '=7n_z1?xl—3 [(Lext+ Iyy? + 1,22 —2Dy2—2Dyxz— 2D, ry],

skad
(6) Ixa"2+1yy2+1232—‘ 2nyz——21)ywz——2D,wy=c2,

gdzie c*=ma®. Widzimy stad, ze powierz-
chnia 2 jest powierzechnig rzedu drugiego.
Wykazemy, ze X jest elipsoida. Wystarczy
w tym celu udowodnié, ze X jest powierz-
chnig ograniczong (t.zn. ze odleglosei jej
punktéw od poczatku ukladu wspolrzednych
nie przekraczajg pewnej liczby). W rzeczy
samej, zalozylismy, ze 1,40, a wiec mamy
stale I;>0. Poniewaz na mocy wzoru (I) I, jest funkcja ciagly
katow a, 8, y, wiec minimum I, jest réwniez dodatnie. Ozna-
czajac to minimum przez h, mamy na mocy (3) k=Vhim, skad
na mocy (4) 0Q’=OQ<al‘—m_/h. A zatem powierzchnia X' jest po-
wierzchnig ograniczong. Wynika stad, ze powierzchnia 2 jest
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elipsoidg, gdyz jedyna powierzchnig ograniczong drugiego rzedu
jest elipsoida.

Otrzymana elipsoide X nazywamy elipsoidq bezwladnoscei da-
nego ukladu punktéw wzgledem punktu O.

Poniewaz w rownaniu (6) brak jest wyrazow pierwszego sto-
pnia, t.j. y,,2, wiec punkt O jest srodkiem elipsoidy bezwladnosei.

Zatem: elipsoida bezwladnosci ukladu punktow materialnych
wzgledem punktu O ma te wlasnosé, ze odlegtosé od O kazdego jej punktu
jest odwrotnie proporcjonalna do ramienia bezwladnosci ukladu wzgle-
dem $rednicy, przechodzqeej przez ten punkt.

Osie elipsoidy bezwladnosei wzgledem punktu O nazywamy
ostami bezwladnosei wzgledem punktu O.

Elipsoide bezwladnosci wzgledem srodka ciezkodei nazywamy
elipsoidg bezwladnosci §rodkowq, osie jej osiami bezwladnosci
$rodkowymi a plaszezyzny przeprowadzone przez dwie osie plasz-
czyznami $rodkowymsi.

Istnieje oczywiscie nieskonczenie wiele elipsoid bezwladnosci
danego ukladu wzgledem jednego i tego samego punktu 0. Zalezy
one od wyboru wspdleczynnika proporcjonainosci. Wszystkie te eli-
psoidy majg jednak wspélny srodek i wspélne kierunki osi gléwnych.
Ponadto stosunek osi gléwnych jest we wszystkich elipsoidach je-
dnakowy. Wszystkie elipsoidy bezwladnosci wzgledem jednego i tego
samego punktu O s3 wiec do siebie podobne.

Ramie bezwladno$ci ma najwieksza wartosé wzgledem osi ma-
lej; zatem moment bezwladnodei ma najmniejsza wartodé wazgle-
dem osi malej. Wzgledem wielkiej osi jest na odwrét.

W szezego6lnosei, gdy elipsoida jest kulg, punkt O nazywamy
punktem kulistym.

Momenty bezwladnosci wzgledem kazdej prostej przechodzgcej
przez punkt kulisty sa rowne (i na odwrét).

Wyznaczanie osi bezwladnosei. Jezeli za osie spolrzed-
nych z, y, z przyjaé osie bezwladnosci, to réwnanie elipsoidy bez-
wladnoéci bedzie mialo ksztalt
(7) Ax®+ By -+ C2* = F.

Poréwnujge rownania (6) i (7), widzimy, ze w tym przypadku
D.=0, D,=01i D,=0; réwnanie elipsoidy bezwladnosci bedzie zatem

(8) L2+ 192+ 1,22 = c2.
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A wiec: warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by osie
ukladu wspdlrzednych byly osiami bezwladnosci, jest by momenty zbo-
czenia D, D,, D, byly rowne zeru.

Jezeli osie spolrzednych z,y,z obierzemy tak, by tylko jedna
z nich, np. o§ 2, pokrywala si¢ z jedng z osi bezwladnosci, to row-
nanie elipsoidy bezwladnodci przyjmie ksztalt

(9) Ax?+ By*+4 022+ Exy =F.

Poréwnujac réwnania (6) i (9), widzimy, ze D,=0 i Dy=0.
Roéwnanie elipsoidy bezwladnosci bedzie wiec w tym przypadku
(10) Iax®+ 1y% 4 1.2>°—2D,xy = ¢

A wiee: warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, by o0é z
byla o0siq bezwladnosct, jest by momenty zboczenia D, i D, byly réwne zeru.

Latwo sformulowaé analogiczne warunki na to, by osiami bez-
wzglednosei byly of z, lub o y.

Przyjmijmy teraz za poczatek ukladu wspéirzednych (z, y, 2)
grodek S masy calkowitej m danego ukladu punktow materialnych,
za$ jego osie §rodkowe za osie wspéirzednych x,y,2. Mamy oczy wiscie:

(11) DX == O’ D” - 0, _Dz - 0.

Przyjmijmy nastepnie dowolny punkt O(&, %, {) za poczatek
nowego ukladu wspélrzednych (x',y’,2') o osiach odpowiednio réw-
noleglych do osi x,y i 2. Na mocy (III), str. 162, bedzie:

Dx’=Dx+mc7]y Dy’=Dy+m§C7 Dz’zDz+mE77,

skad na mocy (11):
(12) Dy = min, Dy = még, Dy =mén.

Zalésmy, ze punkt O(&, n, {) lezy na jednej z plaszezyzn drod-
kowych, np. na plaszczyznie xy. Zatem (=0. Na mocy wigc (12)
otrzymamy Dy=0 i Dy=0. Wynika stad, ze o§ 2’ jest osig bez-
wladnodci wzgledem punktu O. Mamy wigc twierdzenie:

Jedna z osi bezwladnosei wzgledem punktu poloionego w plasz-
czyénie srodkowej jest prostopadla do tej plaszezyzny.
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W szczegolnosci, gdy punkt O lezy na osi $rodkowej, np. na
osi ¥, mamy =0 i {=0, skad na mocy (12) D=0, D, =01 D,=0.
Wynika stad, ze osie z’, y’, 2° s3 osiami bezwladnosci wzgledem
punktu 0. Otrzymujemy wiec wnioski:

1° QOsie bezwladnosct wzgledem punktu poloionego na osi $rod-
kowej sq réwnolegle do osi $rodkowych.
29 o srodkowa jest osiq bezwladnosci wzgledem kaidego jej punkiu.

Jezeli dany uklad punktéw materialnych posiada o$ lub plasz-
czyzn¢ symetrii, wowcezas mozna dowiesé nastepujacego twierdzenia:

0s symetrii ukladu punktéw materialnych jest osiq S$rodkowa;
podobnie plaszczyzna symetrii jest plaszczyznq $rodkowq.

Dowdd. Aby dowie$é¢ pierwszej czesci twierdzenia, zauwazmy,
Ze na osi symetrii lezy srodek S masy m ukladu. Wezmy S za pocza-
tek ukladu wspolrzednych (z, y,2), a 08 symetrii za o$ 2. Wobec tego
dany uklad punktéw materialnych zawiera do kazdego punktu A,
0 masie m; 1 wspolrzednych z,y,2, drugi punkt 4; o masie réwnej
m; 1 0 wspolrzednych —z, —y, z,. Mamy wigc:

1

D =3[myz+ m(—y,)z]=0, D,=X[mzz,+ m(—z)z]=0.

LA e

Wynika stad, ze 0§ symetrii z jest zarazem osia hezwladnosci
wzgledem srodka masy 8, a zatem jest osig frodkows.

Aby dowiesé¢ drugiej czesci twierdzenia, zauwazmy, Ze na
plaszczyinie symetrii lezy srodek masy 8. Przyjmijmy 8 za po-
czgtek ukladu wspolrzednych, za$ osie z i ¥ obierzmy w plaszezyZnie
symetrii. Poniewaz plaszczyzna xy jest plaszezyzng symet: i, wiec
do kazdego punktu 4; o masie m; i wspolrzednych z,y, 2, .stnieje
w naszym ukladzie punktéw materialnych punkt A4; o masie réw-
nej m; i o wspolrzednych z, y, —z. Mamy wige:

D, =3myz +my(—2)]=0, D, =3(mzz+maz—2)]=0.
Wynika stad, Ze o8 z jest osig srodkowa, a wiee plaszczyzna

symetrii xy, jako prostopadla do osi $rodkowej 2, jest plaszczyzng
§rodkowg.
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§ 5. Momenty kwadratowe ukladu plaskiego. Niech
dany bedzie uklad punktéw materialnych lezaeych w plaszezyénie 7.
Jako plaszezyzna symetrii jest wiec plaszezyzna I7 na mocy twier-
dzenia poprzedniego plaszezyzng srodkowsg. W kazdym punkeie
plaszezyzny II jedna z osi bezwladnofci jest tedy prostopadia do
plaszczyzny I1, podczas gdy dwie pozostale osie bezwladnosei leig
w plaszezyznie I,

Jezeli wzigé¢ pod uwage tylko momenty bezwladnodci wzgledem
prostych lezacych w plaszczyZnie 77, to rozwazania §§ 3 i 4 mozna
uprosceié.

Obierzmy dany punkt O za poczatek ukladu wspéirzednych
(x, y) plaszezyzny I1. Wykreslmy z punktu O
dowolng prosta I lezaca w tej plaszezyznie
i tworzgea kat a z osig 2-6w. Moment bez-
wladnosci wzgledem ! otrzymamy ze wzoru (I),
str. 164, kladac f=90%—a i y=190°. Zatem

(1) I;=1,co8*a+ I,sin*a— D, sin 2a.

Moment zboczenia D.mzlmiwiyi nazywaé¢ bedziemy momentem zbo-
czenia wzgledem osi x 1 y.

Zaznaczmy na prostej I punkty @ i @, ktérych odleglosci od O
83 odwrotnie proporcjonalne do ramienia bezwladnosei. Zbior takich
par punktéw zaznaczonych na wszystkich prostych [, jakie prze-
chodzg przez O, utworzy krzywsg, ktoéra bedzie przekrojem plasz-
czyzny I1 z elipsoidg bezwladnosci wzgledem punktu 0. Krzywa ta
bedzie zatem elipsg; nazywamy ja elipsq bezwladnosdci wzgledem O.

Roéwnanie jej otrzymamy z réwnania (6), str. 165, kladge 2=0.
A wiee rownaniem elipsy bezwladnosci bedzie

(2) T4 1,42 —2D,xy=~¢.

Jezeli za osie x,y obierzemy osie bezwladnodei, to rownanie
elipsy bezwladnosei przyjmie postad

(3) I+ 1,y0=¢
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II. Bryly, powierzchnie i linie materialne.

§ 6. Gestosé. Gdy cialo nie jest tak male, bysmy je mogli
uwaza¢ za punkt materialny, to oprécz masy ciala podajemy takze
rozmieszczenie masy w ciele. W wielu bowiem zagadnieniach me-
chaniki duze znaczenie ma nie tylko znajomosé masy calego ciala,
lecz takze znajomos$é masy jego poszczegélnych czescei.

Czesto sie zdarza, ze masa czesci ciala jest proporcjonalna do
objetodci. Oznaczajac woéwezas przez m mase, a przez v objetosé
ciala, otrzymamy, ze masa przypadajgca na jednostke objetosci,
wynosi

(D e=m/v.

Liczbe ¢ nazywamy gestosciq ciala.

Moéwimy w tym przypadku, Ze masa jest w ciele rozmieszczona
jednostajnie, lub ze cialo jest jednorodme, lub wreszcie, ze gestosé
jest stala.

Masa czesci ciala o objetosei v’ wyniesie wowczas m'=1v'p.
Na mocy (I) wymiar gestosci jest

(1) [gestosé]=L "M

Przejdzmy teraz do przypadku ogdlnego, t. j. nie zakladajmy,
ze masa jest w danym ciele rozmieszezona jednostajnie. Niechaj A4
bedzie jakimkolwiek punktem danego ciata. Obierzmy w ciele do-
wolny szescian o masie 4dm i objetosei dv, ktorego srodkiem jest
punkt 4. Granice

. Am
(11) Al;_!:})mjm@
nazywamy gestosciq ciala w punkeie A.

Gestosé p zalezy w ogolnosei od punktu A. Jezeli 4 ma wspot-
rzedne x, y, z, to o jest funkeja zmiennych x, ¥, 2; mozemy wige
napisa¢ o=o(x, ¥, 2). Jezeli p=const., to masa w ciele jest roz-
mieszezona jednostajnie i mamy rozpatrzony juz przypadek ciala
jednorodnego.

Zaklada¢ bedziemy zawsze, ze o jest funkeja ciggla.
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Obliczanie masy. Znajac gesto§¢ w kazdym punkcie ciala
mozemy obliczyé jego mase, jak rowniez mase dowolnej jego czesci.

Przy pomocy plaszczyzn réwnolegltych do plaszezyzn ay, yz, 2z
podzielmy mianowicie dane cialo na drobne prostopadlosciany (t. zw.
elementy objetoéci) i na ewentualne kawalki brzezne o ksztalcie nie-
regularnym. Oznaczmy objetosci kolejnych prostopadloscianéw przez
A4v,, Av,,... i obierzmy w kazdym z nich po jednym punkcie o wspél-
rzednych x;, ¥y, 2, X9y Yoy 29y ... . Masy poszczegélnych prostopadio-

fcianow wynosza w przyblizeniu o(xz;, ¥y, 2,)40y, 0(Xs, Ygy 25)40,, ... .
Zatem suma

0(@y, Y1y 2) A0+ 0 (g, Ygy 25) AV, 4 ...

przedstawia w przyblizeniu mase ciata. Tworzgc podzial na coraz
drobniejsze prostopadlosciany o wymiarach dazacych do zera i prze-
chodzage do granicy, otrzymamy dla masy m danego ciala wzér

(L11) m=/ [ [e(@, u,2) v,
D

gdzie obszar calkowania D ovbejmuje cale cialo.

W szezegolnosei, gdy e=const., dostajemy ze wzoru (III)
m=pov zgodnie ze wzorem (I).

Wzor (III) podaje réwniez mase dowolnej czesci danego ciala,
jezell przyjmiemy, ze D oznacza obszar zajety przez te czesé.

Powierzehnia materialna, linia materialna. Niekiedy
jeden lub dwa wymiary ciala sa drobne w poréwnaniu z pozostatymi.
Przykladami takich cial sg plyty, prety. druty i t. p. W tych przy-
padkach przedstawiamy cialo, jako powierzchnie lub lini¢ materialng
i méwimy, ze masa jego jest rozloiona powierzchniowo lub liniowo.

Niech masa bedzie rozlozona na powierzchni S i niechaj
A oznacza dowolny punkt tej powierzehni. Oznaczmy przez do pole
matego plata powierzchni 8, pokrywajacego punkt A (t. zw. element
pola), przez Am mase tego plata. Jezeli wymiary plata beda dazyty
do zera, granice

(IV) lim 27—

nazywamy gestosciq powierzehniowgq w punkeic A.
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W szczegllnosei, gdy p=const, wéwczas o przedstawia mase
plata o polu 1 cm? wycietego z powierzchni 8.

Mozna wykazaé¢ (podobnie jak poprzednio przy brylach), ze
masa powierzchni § wyraza si¢ wzorem

(V) mszgdor,
S

gdzie obszar calkowania 8 rozciggniety jest na caly powierzchnie.
Gdy o=const. i P oznacza pole powierzchni 8, mamy m==oP,

skad

Ze wzoru powyzszego otrzymujemy dla gestodci powierzchnio-
wej wymiar
(3) [gesto$é powierzchniowa] =L M.

Podobnie postepujemy w przypadku masy rozlozonej liniowo
na pewnej krzywej C. Jezeli A jest punktem krzywej C, wéwczas
obieramy dowolny luk krzywej C, pokrywajacy punkt A. Jezeli
As oznacza dlugodé tego tuku (t. zw. element dlugodet), za§ Am jego
mase, wowcezas granice

. Am
v fm e -

nazywamy gestoéciq lintowq w punkcie A.

W szczegolnosei jezeli g=const, wowczas o przedstawia mase
hiku (krzywej C) o dlugosei 1 em.
Masa m na calej krzywej C wynosi

(VII) m = [ ods,
C

gdzie obszar calkowania rozciggniety jest na cala tg krzyws.
Gdy o=const i & oznacza dlugofé krzywej C, mamy na
mocy (VII):

(4) m= g8, skad o= m/s.

Na wymiar gestodci liniowej otrzymujemy wiec wzér

(5) [gestoséé liniowa] =L ' M.
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§ 7. Momenty statyczne bezwladno$ci. Srodek masy.
Moment slatyceny ciala wzgledem pewnej plaszezyzny, np. ay, okre-
slamy w sposéb nastepujacy. Dzielimy cialo na drobne prostopadio-
sciany o objetodciach Av;, dv,, ... i ewentualnie na pewne kawatki
nieregularne brzezne. W kazdym prostopadloscianie obieramy do-
wolnie po jednym punkeie o wspélrzednych xy, vy, 2, Xay Ygy Zgy .-
Oznaczmy przez p(w, y, z) gestodé ciala w punkcie z, y, 2. Masa
prostopadlodcianu dv, wynosi w przyblizeniu o (x,, ¥,, %) - 4v;; gdy-
bysmy cala jego mase umiedcili w punkcie z,,¥,,%, to mo-
ment statyczny tej masy wzgledem plaszezyzny xy bylby réwny
2y 0@y, Y,y %) - 4v,. Mozemy wiee przyjaé, ze suma

2. (@, ¥y %) - Avy - 250 0(@g, Us, 25) - Ay -

przedstawia w przyblizeniu moment statyczny ciala wzgledem plasz-
czyzny xy. Z tego powodu granice powyzszej sumy, gdy wymiary
prostopadloscianéw daza do zera, nazywamy momeantem statycznym
ciala wzgledem plaszczyzny xy.

Poniewaz granicg powyzszej sumy jest catka potrdjna f / /I/ zpdv,
UEs
gdzie obszar calkowania D jest rozciggniety na cale cialo, wigc

(Il May=/[{[20dr i podobnie Mu={[[yedv, Mp.= [ [wodv.
D D D

Analogicznie okredlamy moment statyczny powierzehni i linij.
Zamiast calek potréojnych wystapig odpowiednio catki podwdéjne po
powierzchniach i pojedyneze po liniach.

W przypadku masy rozlozonej na powierzchni § otrzymamy

(1)  My=[[ceds, M=/ [yedo, Myz==/s"[x9da,
Ny 8

gdzie do jest elementem pola, a dla masy roztozonej liniowo na
krzywej C:

(ITI) My =[zeds, M= [yods, My.=[ods,
¢ ¢ ¢
gdzie ds jest elementem dlugodci luku.

Momenty statyczne figur plaskich wzgledem osi x i ¥ wyrazaja
gie wzorami

(1) Mx=ffy9dmdy, ﬁIyzéwaM(ly.
D
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Dla linij plaskich mamy:

(2) M= [yods, My=[wgds.
(o] ¢

Srodek masy ciala, powierzchni lub linii materialnej okredla-
my jako punkt o wspélrzednych:

(IV) Zo= Mzy[/m, Yo = M.o/m, 2o = Myy/m,

gdzie M.y, M., M., oznaczaja momenty statyczne wzgledem plasz-
ezyzn 2y, xz, xy, a m mase ciala.
Dla figur i linii plaskich dostajemy:

(V) ®y = My/m, Yo = Mx/m.

Jezeli gestosé w ciele jest p=const.,, to M,,=op f f / xdv
D

i ngfffdv—_—gv, skad
D

[[fao

(VI)  xy=

Y 29

L LA ind

Widzimy stad, ze x,, y, 1 2, nie zalezg od gestosci.

A wiee: jezelt gestosé jest stala, to polosenie $rodka cieskosct mie
zalezy od gestosei.

To samo odnosi sie do powierzchni i linij.

Mozna wykazaé, ze twierdzenia o srodku masy dla ukladéw
punktéw materialnych, udowodnione w § 2, zachodza réwniez
w przypadku cial, powierzchni i linij materialnych.

Bryly, powierzchnie i linie geometryczne. Momentem
statycznym brylty geometrycznej nazywamy moment statyczny ciala
materialnego, majacego postaé¢ danej bryly, przy zalozeniu, ze ge-
stos¢ p=const; zazwyczaj przyjmujemy p==1.

Srodek masy tego ciala (ktéry nie zalezy od ¢) nazywamy
§rodkiem cigikosct bryly geometrycznej.

Analogicznie okredlamy moment statyczny i srodek ciezkosei
dla powierzchni i linii geometrycznych.
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Momenty statyczne i srodki masy tworow geometrycznych
otrzymamy zatem, kladac w podanych wzorach (I)-(V),(1)i(2) p=1
i przyjmujac wobec tego, ze m oznacza objetosé, pole lub dlugosé,
zaleznie od tego czy twor geometryczny jest bryla, powierzchnig
czy linig.

Poznamy teraz pewne twierdzenie, ulatwiajace w wielu wy-
padkach znalezienie §rodka masy. Przetnijmy dang bryle D plasz-
czyznami réwnoleglymi do pewnej plaszezyzny [1. Zalozmy, ze
§rodki ciezkosci przekrojow leza w pewnej plaszezyzZnie a.

Przy tych zalozeniach mozna udowodnié, ze $rodek ciezkosci
bryly D lezy réwniez w plaszezyznie o.

Intuicyjnie jest to jasne. Podzielmy bowiem bryle D na cienkie
warstwy przy pomocy plaszczyzn rownoleglych do plaszezyzny 71
Mozemy przyja¢ w przyblizeniu, ze Srodek masy kazidej warstwy
lezy w plaszczyznie o. Zatem moment statyczny kazdej warstwy
wzgledem plaszezyzny o jest rowny zeru. Wynika stad, ze moment
statyczny calej bryly D wzgledem plaszczyzny o jest zerem (gdyz
rowny jest sumie momentéw poszezegélnych warstw). A wiee sro-
dek masy bryly D tez bedzie lezal w plaszczyznie o.

Scisty dowdéd mozna przeprowadzié z -
w nastepujacy sposob. Przyjmijmy, ze I7 g ‘
jest plaszezyzna poziomg, zas ¢ jest plasz- w
czyzna o rownaniu y

, ; 1 - V

(3) Ax +By +Cz+E=0. 77

Oznaczmy przez D, przekrdj bryly D €y !
plaszczyzng poziomg na wysokosci z. Nie- ,

chaj &5 1 =2, beda wspolrzednymi srodka cigzkosei S, prze-
kroju D,. Oczywiscie &5 i { s3 funkc)ami 2z i na mocy (3)
(4) At +By+Ct+E=0.

Oznaczajac przez Ly, Yo, 2, wspolrzedne srodka masy bryly D,
otrzymujemy z (VI)

(b) Am0+Byo+Czo+E=%(A_ / " / '. / 2dv +B / : / '. / ydv +C / ‘. / ' ] 2dv —I—Ev).
D D D

Niech P, bedzie polem przekroju D, a 2’ i 2’ (gdzie 2'<<2")
granicami, w ktérych si¢ zmienia zmienna 2. Wowczas

(6) P=[ [dxdy.
D,
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Zamieniajge calke potréjna na catke iterowans, otrzymamy:

(7) 'L=///dv=/zdz/fdw dy = /_z;z dz,
D zZ Dz zl.
(8) e d’v='/fz dz [ [dvdy= /'ZP, 2dz= /P ¢ dz,
) F s, 7 F:

(9) ‘/.'/"/'a:dv::./z'dzf'/'mdwdy.
D r D,

Poniewaz / ./xd:c dy przedstawia moment statyezny prze-
1)z

kroju D, wagledem plaszezyzny ye, wiec / /:c drdy=P. & Zatem
S

na mocy (9)
(10} [//xdb: /'Pzé' dz 1 podobhnie / / /'y dv= /.Pl.ndz.
D ¢ " 7
Na mocy wiec (6)—(106) dostaniemy
1 f
Ayt Byy+CoptB=— [(4&+By+CL+E)P, dz.

Ze wzoru (4) otrzymamy tedy

A wiee, drodek ciezkodci brylty D lezy w plaszezyznie ¢. Udo-
wodniliSmy wiec

Trierdzenie, Jezeli $rodki cieikosei przekrojow réwnolegtych
danej bryly letq w jednej plaszezyénie, to $rodek cieikosci tej bryly
lezy w tej samej plaszczyinie.

W szezegélnodei wynika stad, ze jezeli §rodki ciezkosci prze-
krojéw lezg na jednej prostej, to i $rodek ciezkoSci bryly lezy na
tej prostej. Jezeli bowiem przez te prosty przeprowadzimy dowolng
plaszczyzne, to na mocy udowodnionego twierdzenia $rodek ciezkosci
bryly bedzie lezal w tej plaszezyznie.

Analogiczne twierdzenie zachodzi dla powierzehni i figur
plaskich.
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Reguly Guldina. Niech na plaszczyZnie zy dana bedzie
krzywa C, o réwnaniu y=f(z), przyczem f(x)>0 dla a<z<b.
Oznaczmy przez ! dlugodé krzywej. Na mocy (V) drodek ciezkosei
wyznaczony jest wzorami:

o &
(11) Zo=Mym=[zdsll,  yo=Mcm=[yds]l.

a

Pole powierzchni zatoczonej przez dang krzyws przy obrocie

b
okoto osi z-6w wynosi P=2n f y ds. Na mocy wiec (11) jest
a

I- P=2nlyo.

Podobny wzdér otrzymamy, dla dowolnej krzywej, lezacej ponad
08ig z-0w.

Poniewaz przy obrocie krzywej srodek masy zatacza kolo o pro-
mieniu y,, wiec 2ny, oznacza obwdd tego kola.

A wiec: powterzchnia bryly, zatoczonej przez obrét krzywej pla-
8kiej okolo osi, lezqcej w plaszezyinie tej krzywej © mie przecinajqcej
jej, rowna sig tloczynowi dlugodct krzywej przez droge, jaka opisuje
- $rodek cietkodes.

Jest to t.zw. pierwsza regula Guldina.

Wezmy teraz pod uwage dla tej samej krzywej obszar D za-
warty miedzy krzywg, osia r a rzednymi x=a i x=>. Oznaczmy
przez F pole obszaru D. Srodek ciezkoéci obszaru D ma na mocy (V),
str. 174, wspéirzedne:

[ [edway [ [ydwdy
{12) =g =T Y=g =

Lecz ffydwdy:]dw(f?dy):éf;/’dx. Na mocy wiec (12) jest
D a 0 a

b
(13) Fye=} [y*d.

Jezeli krzywa obrdci si¢ okolo osi x, wéwczas objetosé zato-
8. Banach. Mechanika. 12
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b
czonej bryly bedzie wynosita V=r[y?ds, skad na mocy (13)

11 V =2my,F.

Podobny wzér otrzymaliby§my dla dowolnego obszaru polozo-
nego nad osig 2.

A wiec: objetosé bryly zatoczonej przez obrot obszaru plaskiego
naokolo 0si, letqcej w plaszczyinie obszaru ¢ nieprzecinajgcej go, rowna
si¢ tloczynowi pola obszaru przez droge, jakq odbyl $rodek cigikoses
obszaru.

Jest to t.zw. druga regula Guldina.

Momenty bezwladnosdci i momenty zboczenia. Poste-
pujac podobnie jak przy momentach statycznych, dochodzimy do
okreslenia momentéw bezwladnosci i momentéw zboczenia dla bryl,
powierzchni i linij.

Jezeli o(x, y, 2) oznacza gestosé bryly, to momenty bezwlad-
nosci wzgledem plaszezyzn xy, yz i 20 okreslamy przez wzory:

(VL)) Iy=/[[[etdv,  I.=/[[[estdr, IL.=[/[[ey*dv,
D D D

momenty bezwladnodci wzgledem osi wspéirzednych:

L=[{[ew+)dv,  I=[[[o(@*+)dn,
(VIII) b i b
L=[ [ [ e(a+y2)av,
D

a momenty zboczenia wzgledem plaszezyzn ukladu:

(IX) Dx=. [ f / ‘gyzdv, .Dy=l [ f ‘ / 'gz:vdv, D,= ] / j ‘gmydv.
D D D

Aby otrzymaé momenty bezwladnosci dla powierzehni (linij),
nalezy w podanych wzorach catke potréjng zamieni¢ na podwéjng
(pojedyticza) po powierzehni (po linii) i zastapié dv przez do (ds),
podobnie jak dla momentéw statycznych. Okreslenia ramienia bez-
wladnodci oraz masy zredukowanej pozostaja bez zmiany. Twier-
dzenia udowodnione dia ukladéw punktéw materialnych zachodzgy
takze i tutaj.
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§ 8. Srodki cietkosci niektérych linij powierzchniibryl.
Jezeli linia, powierzchnia lub bryla posiada srodek symetrii, to jest
on réwnoczes$nie frodkiem ciezkosci. Zatem srodkiem ciezkosci od-
cinka, pelnego réwnolegloboku, kola, réwnolegloscianu, kuli i walca
jest srodek symetrii tych tworéw.

Linia lamana. Srodek ciezkodei linii lamanej, np. ABCD,
otrzymamy, zastepujac kazdy odcinek linii |,
punktem materialnym, umieszezonym w §rodku
odcinka, o masie réwnej dlugosci odcinka. Sro- | s
dek ciezkofci ukiadu tych punktéw bedzie §rod-
kiem linii ABCD (rys. 1).

Niechaj d,, d,, d; oznaczaja dlugosci odcin-
kéw AB, BC, CD, za§ 8,(2y %), 8us Ya), 1.
83(ws, 3) frodki tych odcink6éw. Srodek ciezkodci lamanej ABCD
bedzie wigc mial wspélrzedne

(1) z _d1w1+d2mz+da“’a y =d1?/1+dz?/2+d3?la
° dy+dy+dy ' 0 dy+do+dy

YLiuk kola o promieniu r, nalezgcy do kata Srodkowego 2a,
ma za o§ symetrii dwusieczng tego kata. Srodek ciezkodci tuku lezy
wiec na tej dwusiecznej (rys. 2).

Aby wyznaczyé odleglo$é srodka ciezkosei 8 od srodka kola O,

opieramy si¢ na pierwszej regule Guldina. Przy

obrocie naokolo Srednicy I, prostopadlej do dwu-

) r siecznej kgta 2a, luk opisuje powierzchni¢ pasa

\ % kulistego o polu 2rnh (gdzie h oznacza dlugodé
o
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cigciwy, na ktérej wspiera sie luk). Dlugodé uku
wynosi 8=2ra, droga za$ $rodka ciezkoseci 2x-08.
Zatem 2rnh=4rna-08, skagd OS=h[2a. Ponie-
waz h=2r sin a, wiec

2) 08—,20¢

W szczegodlnodei dla pétkola jest 2a=n, stgd OS8=2r/n=0,64r.

Trojkat. Przetnijmy trojkat prostymi rownoleglymi do jed-
nego z bokéw. Srodki odecinkéw, a wiec i §rodek cigzkoéei trojkata,
leza na dosrodkowej.

Wynika stad, ze $rodek ciezkosci tréjkata lezy w punkcie
przeciecia sie¢ trzech dosrodkowych, a wiee w odieglosei 1/; odpo-
wiedniej wysokosci od kazdego boku.

12*
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Trapez. Srodki odeinkéw réwnoleglych do podstawy trapezu,
a wigc rowniez frodek ciezkodci 8 trapezu, lezz na dodrodkowej.
Aby wyznaczyé odleglodé y, srodka cigzkosci 8§ od podstawy,
obliczmy moment statyczny trapezu wzgledem podstawy. Niechaj
- @ oznacza podstawe, b drugi bok réwnolegly, & wysokodé i P po-
wierzehnie trapezu. Moment statyezny wzgledem podstawy wynosi

(3) M =Py =Ha-+b)hy,.

Dzielge trapez na réwnoleglobok i trojkgt, dostaniemy
(4) M ="bh-th+4(a—b)h-Jh={h* a+ 2b).

Z pordwnania (3) 1 {4) dostaniemy

a-+2b
! P il
(5) yﬂ“ﬂ a+b .

Wynika stad konstrukeja geometryczna srodka ciezkodci, przed-
stawiona na rysunku 1. Z podobienstwa trojkgtéow BCS i ADS
dostajemy (h—yo)/ye = (}b+a)/(}a+b), skad ofrzymujemy ¥,
zgodnie ze wzorem (5).

B L

a

Wielokat. Aby wyznaczyé srodek ciezkodci wielokata, roz-
bijamy go na tréjkaty (trapezy, prostokaty), a nastepnie obliczamy
momenty statyczne poszczegélnych czesci wzgledem osi ukladu.

Oznaczmy przez p np. pole figury podanej na rys. 2. Roz-
bijamy ja na 3 prostokaty o polach p,, p, i p;. Niechaj z,, y,, ©,, ¥,
i 3, y; bedg wspolrzednymi srodkow cigzkodei wzgledem osi x i y.
Mamy M.=p,y,+P:¥Ys+Ps¥Ys | My=p,& +p,T,+psxs; Srodek ciez-
kodci S ma wiec wspélrzedne:

(6) xo=M,/p, Yo=M,/p.
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Wycinek kota. Weimy pod uwage wycinek kola 04B. Z po-
wodu symetrii srodek ciezkosci § wycinka lezy na dwusiecznej kata
srodkowego 2¢. Odleglosé OS drodka ciezkodei od srodka kota O otrzy-
mamy opierajge si¢ na drugiej regule Guldina. Wyeinek OA4B za-
toczy przez obrdét naokolo promienia OAd =7
wycinek kuli. Wysokodé¢ czaszy wycinka kuliste-
go wyniesie CA=04 —0C=r-—reosla=2rsin?q,
skad objetodé wyecinka kuli v=§rx 2rsin*a=
= §¥ngin?a. Srodek cigzkodei zatoczy kolo D d
o promieniu y,=08-sina. Pole wycinka réwna &Z491
sig 7?a. Na mocy drugiej reguly Guldina g
bedzie wiec {7r3asin’a=2ny,rta=2708sina-r2a, skad
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(7) 0g==25ma,

da
Dia pélkola mamy w szezegélnodei 2a=—x czyli
(8) 08=4r 3= 0,427

Odcinek kola. Srodek ciezkodci 8" odeinka kola znajduje sie
na dwusiecznej kgta srodkowege do ktérego nalezy fen odeinek.
Odlegloéé 08’ srodka ciezkodei odeinka od drodka kola oirzyma-
my ze wzoru, przedstawiajgcego moment statyczny wycinka OA4AB
wizgledem OA jako sume momentow tréjkata OARB i odeinka kola.
Oznaczajgc wiec przez p pole wycinka, przez p’ pole trojkgta 048,
przez p’’ pole odeinka, a przez F $rodek ciezkofci trdjkata 4B,
otrzymamy p-OSsina=p'-OF sina+p"”-08'sina. Poniewaz p=1ria,
p'=4r*8in2a, p'=p—p 1 OF=§rcosa, wige

4 sinda

(8) 08 = 3Ga—sinda) "

Graniastosiup. Walee. Srodki ciezkodei przekrojéw graniagto-
shupa plaszezyznami roéwpoleglymi do podstawy leza na prostej,
igczacej S$rodki ciezkosei obu podstaw. Przekroje zad plasszezyznami
rownoleglymi do jednej ze scian bocznych 83 réwnoleglobokami (lub
skladaja si¢ z kilku réwnolegiobokéw); drodki ciezkodel tych prze-
krojow leza w plaszezyZnie rownoleglej do podstawy, poprowadzonej
w polowie wysokodci. Podobnie przedstawia sie sprawa dla waleca.

Wynika stad, ze $rodek cigskodei graniastostupa lub waleca lety
w polowie jego wysokosct na prostej, taczqeej Srodki cigzkodei obu jego
podstaw.
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Ostrostup. Stozek. Srodki ciezkosci przekrojéw réwnole-
glych do podstawy ostrostupa leza na prostej, laczacej wierzcholek
ze frodkiem ciezko$ci podstawy. Na tej prostej lezy wiec réowniez
frodek ciezkodci § ostrostupa. Aby wyznaczyé
wysokosé, na jakiej lezy ten drodek ciezkosei,
obliczamy moment statyczny ostrostupa
wzgledem plaszezyzny podstawy. Obierajac
plaszezyzne podstawy za plaszezyzne poziomg,
otrzymujemy M, == f /f zdxdydz. Obszar
calkowania jest rozciggniety na caly ostro-
shup. Oznaczmy przez 2 wysokosé ostro-

shupa, przez D, przekr6éj plaszczyzng poziomg na wysokodei 2z
i przez P, pole przekroju D,. Zamieniajgc catke potréjng na catke

h h
iterowang dostaniemy M ,,= f zdz f f drdy= | 2P,dz. Niech P oznacza
0 D, 0

2
pole podstawy. Jak wiadomo P,/P=(h— z)?/h%, czyli P =(1— ;) P.

Zatem

—_— — _.___2
[z(l )sz = WP.

Z drugiej strony, oznaczajac przez v objetodé ostrostupa, a przez
2o wysokodé jego srodka ciezkoéei, mamy

M, = 20 = 24 - §hP.
Z przyréwnania obu wzoréw na M,, otrzymujemy
(10) zo = h/4.
Podobnie przedstawia si¢ sprawa dla stozka.

A wige: érodek cigzkodci ostrostupa (stoika) lezy w [, jego wy-
sokoéci na prostej, taczqeej wierzcholek ze $rodkiem cigzkoéci podstawy.

§ 9. Momenty bezwladnosel niektérych linij, powierz-
chni i bryl. W tym § zakladaé bedziemy, ze rozpatrywane linie,
powierzchnie i bryly maja gestosé staly g.

Odcinek. Obliczmy moment bezwladnodci odcinka 4B o dlu-
goéci a wzgledem prostej !, przechodzacej przez rodek O tego od-
cinka i nachylonej do niego pod katem a.
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Przyjmijmy, ze AB leizy na osi z-6w i Zze O jest poczat-
kiem ukladu wspélrzednych. Podzielmy odcinek 4B na drobne
odeinki przy pomocy punktéw x, @, ...
Polézmy Awy=22,— @), dv,=2,— 2z, it. d.
Moment bezwladnodci odcinka dxz; wzgledem
prostej ! wynosi w przyblizeniu 24m, gdzie
4m, oznacza mase i-tego odcinka, zas r, od-
leglodé jego lewego konica od I. Poniewaz
r,=a8ina, Am=pd=z, wigc r’Am=a’eAxsin®a. Mozemy zatem
przyjaé, ze moment bezwladnosci I, wzgledem prostej ! wynosi
w przyblizeniu Y'2?pdx, sina. Przechodzac do granicy, otrzymamy

+4a
I, —f:vzg sinadr = — a3g sina.
_}a

Masa m odeinka AB wynosi m=ap. Zatem
(1) I,= {5 ma®sina.

Poniewaz O jest srodkiem ciezkodci odcinka 4B, wigc moment
bezwladnosci wzgledem prostej I’ réwnoleglej do ! i lezacej w od-
leglosei d od O wynosi w mys$l wzoru (I), str. 161, I,=I,+md3, czyli

(2) Iy = Y3 m(a®sin?a + 1242).

W szczegblnodei jezeli 1’ przechodzi przez koniec 4, to
d=}asina, skad
(3) Iy = }ma?sina.

Jezeli zas proste 1 i I’ sg prostopadie do AB, to a==/2 i mo-

menty I; i Iy redukuja si¢ do momentéw bezwladnodci wzgledem
punktéw O i 4. Z (1) i (3) otrzymujemy dla a==/2:

(4) Io= {5mad, I4=§mad.

Prostokgt. PrzeprowadZmy przez érodek prostokgta o Dbo-
kach a,b osie x,y ukladu wspéirzednych. Poniewaz osie te sg osiami
symetrii, wigc 83 zarazem osiami rodkowymi i

b2 a2

,,_//wzgdwdy— of dy [a*de = 112a3bg

—b/ —(l/ 2
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Masa prostokata jest m=abp, wiec
{5) 1,= {sma*; podobnie I, = 5mb?

Moment zboczenia D, jest zerem, wiec elipsa
bezwladnosdei frodkowa ma réwnanie str.169,(3))
Lot Iyt=c*  czyli  Jymbir®+ {5 may®=c?,

' Stala ¢ jest dowolna; kladac c*==¢yma?b?22,
gdzie A jest nowa staly dowolng, otrzy-
mamy

(w/Aa)® -+ (y/Ab)*=1.

A wige: elipsy bezwladnodei $rodkowe maiq osie proporcjonaine
do bokéw prostokgia.

Moment. bezwladnosei wzgledem prestej I (rvs. 1), prezecho-
dzgeej przez O i nachylonej pod katem o wzgledem osi z, wynosi
{str. 169, wzér (1)) I;=1I,cos®a+ I,sin%e czvli

(7) ;== $;m{b? cos® a -+ a® gin? a}.

Momenty bezwladnodcei 1,1 I, wzgledem bokoéw a i b prostokata
wynoszg I,=I,4+m(8/2)? 1 I,==I,+m{a/2)} czyli

(8) o= §mb?, Iy == {ma’,

Kwadrat. Zachowujac znakowanie jak dla prostokgbta, mamy
a=5b, skad I.=I, Wynika stad, ze elipsa bezwladnosci drodkowa
jest kolem. Srodek kwadratu jest wiec punktem kolowymn.

Trapez. Aby wyznaczy¢ moment bezwladnodei trapezu wzgle-
dem podstawy e (p. rys. 2), podzielmy trapez na drobne paski
réwnolegle do podstawy. Oznaczmy przez Ay,, AY,,... grubodei tych
paskéw, przez y,, ¥,,... odleglodé ich srodkow od podstawy, a przez

7y, Ty ... Qlugodei odeinkéw, przechodzgeych ) " |
[ e 2

przez srodki paskéw rownolegle do podstawy. ey pre—— e
Mozemy przyjaé, ze moment bezwladnosci i-tego  / Ao \*
paska wzgledem boku e wynosi w przyblize- 2

. . . 4
nin  Am,y?, gdzie Adm; oznacza mase i-tego 2.

paska. Moment bezwladnodel I, wzgledem boku a réwna si¢ w przy-
blizeniu Y Am yt. Lecz Am=dy;re. 4 rysunku 2 widzimy, Ze

(ri—bY{a—b)=(h—y)/h, skad r;=a—{a—b)5 Zatem I, wynosi
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w przyblizeniu _E‘{aw(aw-b)%]gyfz}yf. Przechodzae do graumicy, do-

stajemy
3 ¥l 1
— da— o vt dy = — 3BV A3
I,,a.é/ [a {a b)kjgy dy 12g(a+ 3b)hd.
Poniewaz m=={(a-b)hp, wiec
1 a+436 .,
(9) L,—-G aTh mh2,

Projkat. Ze wzoru powyzszego otvzymamy moment bezwlad-
nodei trojkgta wzgledem podstawy, kladace b=0. Dostaniemy

(19) Lg=fmhi.

Rownoleglobok. Kiadge we wzorze (9) b=a, obtTzyinanuLy
moment bezwladnodei réwnolegloboku wzgledem jednego z bokdw:
{11) Lo=§mk>

Prostopadiodeian. Umiesémy poczatek ukladu wspoirzed-
nych w srodku prostopadiosciann, prowadzge osie z, ¥, 2 réwnolegle

do krawedzi, ktérych diugosci oznaczymy przez a, b, c. Moment
bezwladnosei wzgledem osi z wynosi

a2 &2 ¢2
Ixm,/ | [ ety + A dodyde= e | da / ay [+ &) dz = 5aboe(b*+ ).

a2 —52 —ec2
Kladge m==abcp, otrzymujemy stad
(12) L= m(b*+4c%)

i podobnie I, =¢ym(a®+e*), I, =s,m(a®+ b2} .
Moment bezwladnosei I, wzgledem krawedzi a jest I =1, md%,
gdzie d= 5;}" #4-c* wige

(13} Io==ym (B2 -+ )
i podobnie I,==Ym(a®+®), I.=3m(a®-{ 52}

Qkrag kola. Moment bezwladnodei okregn o promienia 7
wzgledem frodka O wynosi oczywiscie

{14) Lo=mr?
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Aby wyznaczy¢é moment bezwladnodci wzgledem grednicy,
obierzmy O za poczatek ukladu wspélrzednych (z, y). Mamy oczy-
widcie I,=I, Poniewaz Io=I.+I, wigc Io=2I, czyli I,=}Io.
Stad moment bezwladnoseci wzgledem $rednicy wynosi

(15) I=}imre.

Kolo. Ze wzgledu na symetrie momenty bezwladnosei po-
wierzchni kola wzgledem srednic sg rowne. Obierzmy grodek kota O
za Srodek ukladu wspélrzednych (z, y). Zatem I.=I, a ponie-

waz moment bezwladnosci wzgledem £rodka

\, Fo=I,+1,, wiec Io=2I, wiec I.~1iIo. Aby

obliczyé 1o, podzielmy kolo na piericienie przy

pomocy ko6l wspélsrodkowych o promieniach

=s== @3y &yy.... PolOZmy Aw) =2, —u;, Avy=103—Ty....

Mozemy przyjaé, ze moment bezwladnosci

t-tego pierScienia wzgledem O wynosi w przy-

blizeniu Amx?, gdzie Am, oznacza mase tego

pierscienia. Poniewaz pole pierscienia wynosi w przyblizeniu 2xx; Az,

wige Am,=2nx,0Ax,. Zatem w przyblizenin Io=22nadeAx,. Prze-
chodzac do granicy, otrzymujemy stad

(16) To= [ 2nag dw=1 mor.
-

Poniewaz masa kola m=r2np, wigc:
(17) Io={m1® i I.=}mr.

Powierzchnia kuli. Moment bezwladnosei powierzchni kuli
wzgledem srodka wynosi oczywiscie

(18) Lo=mr2

Aby wyznaczyé moment bezwladnodci wzgledem drednicy kuli,
umiesémy poczatek ukladu wspélrzednych w $§rodku kuli. Z powodu
symetrii mamy I,=I,=I,. Poniewaz 2Io=I,+I,+I., wiec Io=3I,.
Zatem I,=3§Io, skad

(19) I =%mr.

Kula. Biorge za poczatek ukladu wspéirzednych srodek kuli,
mamy ze wzgledu na symetrie jak poprzednio I,=%Io. Moment I,
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obliczymy postepujac podobnie jak przy kole, t.j. dzielac kule na
warstwy przy pomocy kul wspélérodkowych. Otrzymamy

{20) Io=§mr? i I =§mrd,

Walec obrotowy. Oznaczmy przez r promien podstawy,
& przez h wysokodé walca. Wezmy za poczatek ukladu wspéirzednych
drodek osi walca, przyjmujac o8 walca za 08 z-6w.

Aby obliczyé moment I., postgpmy podobnie jak przy kole,
t. j. podzielmy walec na warstwy przy pomocy walcéw o podstawach
wspélsrodkowych z podstawg walca. Otrzymamy

(21) =1mre,

Aby obliczy¢ momenty I, i I,, podzielmy walec na warstwy
przy pomocy plaszczyzn réwnoleglych do podstawy. Oznaczmy
przez Az,, 4z,, ... grubosci warstw, przez z,, z,, ... wsp6irzedne srodkéw
ich podstaw, przez 4m,, 4m,,... masy warstw. 2
Moment bezwzglednosdci ¢-tej warstwy wazgle-
dem prostej réwnoleglej do osi # i przechodzg- ez { S
cej przez frodek ciezkodci tej warstwy réwna - a2,
si¢ w przyblizeniu }d4m;? (jak moment bez-
wiadnosdci kola wzgledem frednicy). A wiee mo- 0 ¢
ment bezwladnosdci warstwy wzgledem osi z
wyniesie w przyblizeniu §4mr*+A4mz22. Ponie- (
waz Am=r*ndz0, wiec bedzie w przyblizeniu
Ix=2 (3r*+22)r2nods,, skad, przechodzage do graniey, otrzymujemy

h2 g
IL=/[ ( 1 +z’)r’ngdz=

—h?

1

2
57 meh (310 + 1Y),

Poniewaz masa walca jest m=r2nph, wiec
(22) I=v4m (3724 h3),

Ze wzgledu na symetrie mamy oczywiscie I.=I,.
Moment wzgledem tworzgcej ! walea wynosi I,=I,+mr2, wiee

(23) Ii=3mr.

Od z jest osig symetrii, a wiec jest ona rownoczesnie osig srod-
kowa. Z powodu symetrii osie # i y 83 rOwniez osiami §rodkowymi.
Elipsoida bezwladnodci ma wi¢e réwnanie I.x2+I,y%+1.22=¢%, skad
wobec (22) Pom(3r2+h2) (a2 +y2) +imrit=c® czyli
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(24) (@l Y+ (y P+ (330 ) P=2,

gdzie A% jest dowolng staly.
Elipsoida hezwladnodei jest wiee elipsoida ebrotows. Gdy r¥3=h,
elipsoida jest kula.

Stozek obrotowy. Oznaczmyy przez r promien podstawy,
a przez k wysokos¢ stozka. Umiedémy poczatek O ukladu wspdl-
rzednych w wierzchotku stozka 1 prayjmijmy of stozka za oé 2z-6w.

Jako of symetrii jest ona réwniez osig
bezwiadnesdel frodkowg, a wiec na moey twier-
dzenia 2°,str. 168, osiy bezwladnodei w punkeie 0.
Z powodu symetrii osie & 1 ¥ 83 rdwniez osiami
hezwladnesel w punkeie G.

Podzielmy stozek na warstwy o grabodcel
Az, przy pomocy plaszezyzn réwnoieglyeh do
podstawy. Moment bezwladnodel i-te] warstwy
wzgledem osi 2 wynosi w przyblizenin dwm 22
{(podobnie jak moment bezwladnodel walea wagledem osi), gdzie »
oznacza promien dolnej podstawy i-tej warstwy. Niech 2; vaunacza
wapélrzedng Srodka dolnej podstawy i-tej warstwy; wodwezas
rifr=2z;/h, czvli

Poniewaz w prayblizenig dm =rindze, wiec na moey {25) mamy
(26) fdmri=4(r[h)inoe] 4z,

skad w przyblizeniu I =2}(r/h)¥ngztdz. Przechodzac do granicy,
otrzymamy

Masa stozka jest m={r®nhg, wiec

3
27 = 2 mrd.
(27) I, 10 mr?

Aby oblicayé I, zauwazmy, Ze moment i-tej warstwy wzgle-
dem prostej rownoleglej do osi z-6w i przechodzacej przez drodek
ciezkosdci tej warstwy wynosi w przyblizeniu {4dm 2. Zatem wzgle-
dem o8i z-6w wynosi on {Ampr;+Amzt. Suma ta réwna si¢ na mocy
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my s 1 '7')2 { r\%, . , .
‘) e |- 4 P S a— A R naine] ;..‘ » . ; ] 5 i3 -
{25) i (26) 4(~h, :mgzi<44 (h) )da’,——du,, czyli I, réwna si¢ w przy

blizeniu ) Aw; Przechodzac do granicy, otrzymamy

I -—-fh[z(-’»‘gn z‘/4+(i)2)}d — L a4k )k
~J [dlwi e |4+5) ) |Fe=gprine(ih 4

czyhi
3

(28) I, = 5o m(r*-+4h).

Oczywiscie mamy I,=I,.
Niech ¢ oznacza kgt miedzy osig 2 a tworzacg ! (lezacag w plasz-
czyinie xz). Poniewaz osie z,¥,2 83 osiami bezwladnodci w O, wiee

na mocy wzoru (I), str. 164, jest I,=I,cos?a—+I,cos®8-+1,cos?y,
gdzie a, B, y oznaczaja katy miedzy tworzgca ! a osiami ukiadu

wapélrzednych. Mamy azg—¢, ﬁ=’2—‘ i py=g, skad

I =1,8in?¢p+ I,cos? g,
o 8tad na mocy (27) i (28)

3

(29) Li=35;

m[(r2+ 4h?) sin? ¢ + 272 cos? ¢].

Z uwagi na to, ze tge=r/h, dostajemy

3m r2-4-6h?

(30) L="s5 g™




ROZDZIAL V

UKLADY PUNKTOW MATERIALNYCH

§1. Réwnania ruchu. Niech dany bedzie uklad punktéw
materialnych o masach m,,m,,...,m,. Oznaczmy przez P,, P,, ..., P,
sumy sil dzialajacych na poszczegélne punkty, a przez Py, Py, ..., Pn
przyspieszenia tych punktéw wzgledem ukladu inercjalnego wspél-
rzednych. Wéwezas wedlug prawa Newtona:

m,p,=P,, m, B, = P,, C e ey m p,=P..

Roéwnania powyzsze zapisujemy krécej
(I) m{ﬁ,= Pl (‘&. == 1, 2, seey n).

Niechaj punkt m; ma wspélrzedne z,y, 2. Réwnania (I) mo-
gemy napisaé w postaci:

(II) m,:i;,=P1x, m;éjlz Pjy, m1§l= P‘z (’i=1, 2, ...,ﬂv).

Uklady swobodne. O silach P,,P,, ..., P, zakladamy, ze
w najogéllniejszym przypadku zalezg one od czasu, polozenia i pred-
kodei punktéw ukladu. Przyjmowaé wiec bedziemy, ze sily s funk-
cjami: czasu i, zmiennych x,,y,, 2, ..., T,, ¥, 2, Okreflajacych po-
lozenia punktéw oraz zmiennych #,y,%, ..., 2,¥,%, okreflajacych
predkosei punktow. Zatem mozemy napisaé:

Py =Fi(ty By Yy5 213 «es @y Ypy Zps E13 Yy 1y ey By Y 2)y

i podobnie P; =9, P,=¥,.

O funkcjach Py, P; i P, zakladamy, Ze s ciagle i Ze majg
ciggle pierwsze pochodne czgstkowe wzgledem kazdej zmiennej.

Réwnania (II) noszg nazwe rdwnan ruchu Newtona.
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Stanowig one uklad réwnan rdézniczkowych drugiego rzedu.
Z teorii réwnan rézniczkowych wynika, ze réwnania (II) wyzna-
czaja ruch ukladu punktéw, jezeli dane sg w chwili poczgtkowej
t="1, polozenia poczagtkowe punktéow (t.j. wspéirzedne 29,4925, ...,20)
i predkosdei poczatkowe (t.j. 2%, 49,49, ..., 80).

Sily wewnetrzne i zewnetrzne. Sily, dzialajgce na punkty
ukladu, dzielimy na dwie grupy.

Do pierwszej zaliczamy te sily, ktére pochodzg ze wzajemnego
oddzialywania punktéow ukladu na siebie. Sily te nazywamy silami
wewnetrznyms.

Pozostale sily nazywamy silami zewnetrzmymst.

O silach wewnetrznych zakladamy, ze stosuja sie do prawa
akeji i1 reakeji Newtona (str. 73).

WeZzmy pod uwage pare sil, z jakimi dzialaja na siebie dwa
punkty ukladu m’ i m'’. Suma tych sil jest zerem, a ze nadto dzia-
laja one wzdluz prostej, laczgcej punkty m’im'’, wigc i moment ich
wzgledem dowolnego punktu jest zerem. Poniewaz sily wewnetrzne
mozemy zgrupowaé w takie pary, wiec suma ¢ ogolny moment sit
wewngtrznych jest zerem.

Réwnowaga ukladu punktéw. Uklad punktéw jest w réw-
nowadze, jezeli kazdy punkt jest w réwnowadze.

A wiee, jezeli uklad punktéw jest w réwnowadze, to suma
sil dzialajacych na kazdy punkt jest rowna zeru. O ukladzie sil,
majacym te wlasnosé, mowimy, ze jest w réownowadze lub ze sily
tego ukladu rownowaiq sig.

Niech dany bedzie ukiad sil w rownowadze. WeZzmy pod uwage
sily tego ukladu, dzialajace na dowolny punkt materialny. Poniewaz
suma tych sil, jak i moment ogélny wzgledem dowolnego punktu
przestrzeni, 83 réwne zeru, wigc dany uklad jest rownowainy zeru
(str. 23).

A wige: jezeli sily, dzialajgce na uklad punktow wmaterialnych,
rownowaiq sig, wowczas suma tych sil t ogolny moment jest zerem.

Warunek powyzszy jest warunkiem koniecznym réwnowagi
gil, ale nie jest warunkiem wystarczajgcym. Poniewaz sily we-
wnetrzne majg sume i ogélny moment rowny zeru, wiee z podanego
waranku wynika, ze jezeli uklad punkiow materialnych jest w rowno-
wadze, to suma i ogolny moment sit zewngtrenych jest zerem.
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Podobnie jak poprzedni, warunek ten jest tylko warunkiem
koniecznym rownowagi ukladu.

Zasada d’'Alemberta. Réwnania (I), str. 190, mozemy na-
pisaé¢ w postaeci

P, +(—mp)=0 i=1,2,...,n.
Wektory —m,p, nazwaliSmy silami bezwladnodci punktow m;

{str. 74). Mozemy wiec powiedzieé, ze sily bezwladnosci réwnowaiq
sig 2 silami dzialajqeymi na punkty ukladu.

Twierdzenie powyzsze nosi nazwe zasady d’Alemberta.

Znaczenie tej zasady wystepuje gléwnie w ukladach punktéw
nieswobodnych, czym zajmiemy si¢ dalej. Nalezy pamigtaé, o czym
mowilismy na str. 74, ze sily bezwladnoéei nie sg silami, lecz wekto-
rami, ktore tylko dla wygody nazywamy silami.

Przykiad 1. Po osi z poruszaja si¢ dwa punkty 4,, 4, o ma-
sach m,, m,, przyciagajace sie z sily P wedlug prawa Newtona.
Wiec |Pl=Km,m,/r?, gdzie r==4,4, Oznaczajac przez @, i o, (z,< o,)
wspéOlrzedne punktéw, otrzymamy réwnania ruchu w postaci:

(1) my Ty = Kmym,[(x,— ,)?, My By = — Kmymy[(xg— 2)%

Przyjmijmy, ze w chwili poczgtkowej
t=0 jest x =), x,=2f, %,=0,2,=0. Do-
dajac réwnania (1) stronami, dostaniemy
m, &, +myZs=0, skad po scaltkowaniu

0 P -P
4, » % f

m, &; + My, = a, m, &, + myx, =at +b.
Ze wzgledu na warunki poczagtkowe otrzymamy a=0
i b=max)+ ma). Wiec:
(2) my &y + myd; = 0, M Ty + MaTy = M2} + M3,
Z réwnan (1) otrzymujemy jeszeze
(3) &y — & =— K (my + m,)/(2,— @)%

Polézmy x,—ax,=r i K(m,+m,)=h. Dostaniemy #=-——h/r’.
Mnozac obustronnie przez + i calkujge, otrzymamy -.';i"=h/r-+:c.
Poniewaz dla t=0 mamy #=a)—i)=0 oraz r=x)—a}="7, Wiec

r [ —
(4) r'=—-l/2h(7—1.-—710-)-
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PrzyjeliSmy znak ujemny, gdyz punkty beds sie zblizaé do
siebie, wige r bedzie maleé, skad 7<<0. Z (4} dostajemy

dr
e dt WlQ(" ""f T '. =1t
Vo (-} Vo (i-

\r r

\r.r

Po scalkowaniu otrzymamy

) s ol

2}2n

Poniewaz dla {=0 jest r=r, wigc

}4 ¢ =1

L\Jl

(6) A

Czas T, po ktorym punkty sie spotkajs, otrzymamy z (5),
kladae r=0. Zatem

’ 7‘ ’ra l/ro 7'0“ T
2 Voh  2V2K (m; +my)

Dla my=my=1g, re=lcm i K=6,6-10"%cm®g—'sek 2 otray-
mujemy 7T'=3055 sek.
Wzory (2), (5) i (8) (gdzie r=x,—a,;) wyznaczajs ruch punktow.

Uklady nieswobodne. Jezeli istniejs warunki ograniczajgce
mozliwe ruchy ukladu punktéw materialnych, wéwezas nazywamy
go ukladem nieswobodnym, a warunki ograniczajgce wigzami. Podob-
nie, jak w przypadku jednego punktu nieswobodnego, przyjmujemy,
ze wiezy 83 wynikiem pewnych sil, zwanych reakcjami, ktére po-
wodujg, ze ukiad zachowuje wiezy.

Jezeli do sil dzialajgeych na punkty ukladu dolozymy sily re-
akcyjne, wowezas uklad mozemy uwazaé za swobodny. W ten spo-
86b badanie ruchéw ukladéw nieswobodnych sprowadzamy do ba-
dania ruchéw ukladéw swobodnych.

Jezeli wige na punkty ukladu o masach {m; dzialajg sily {P},
to oznaczajace przez {R; reakcje, mamy

(X1} m P,=P + R, , i=1,2,..,n
W szezegbélnodei uklad nieswobodny jest w réwnowadze, )ezeh

sily dzialajgee rOwnowazg si¢ z reakcjami.

5. Banach. Mechanika. T
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Wiezy ukladu mogg polegaé¢ na tym, ze niektore punkty muszg
si¢ stale znajdowa¢ na pewnych liniach lub powierzchniach. Oprécz
tego rodzaju wiezdéw, poprzednio juz poz-
nanych (por. str. 123), spotykamy sig
jeszcze z innymi. Np. dwa punkty mate-

My

AN rialne moga byé polaezone nicig nieroz-

0 \< ciggliwg o dlugodei I; odleglo§é zatem
m;  punktow od siebie musi by¢ stale <l Nié

me , dziala na punkty tylko wtedy, gdy jest
napieta (rys. gorny). Jezeli zaloZymy, ze masa nici jest dos$é mala,
by mozna ja bylo pominaé, to sily, z jakimi uié dziala na punkty,
bedg co do wielkosci rowne nawet wtedy, gdy ni¢ bedzie nawinieta
na jakie§ ecialo (rys. dolny} — ¢ ile nie ma tarcia. Sily te sa oczywidcie
reakcjami. Beakeje sg styczne do nici i majg zwrot w kierupku niei.

A #

my

Uklad sztywny. Waznym przykladem ukladu punktéw nie-
swobodnego jest t. zw. uklad sztywny. Jest to uklad nieswobodny,
ktérego wiezy polegaja na tym, Ze wzajemne odleglodci punktiw
ukladu pozostaja niezmienne. Przyjmujemy, ze w tym przypadku
wystepuja pewne sily wewnetrzne (t.]. dzialajace rmiedzy punktami
ukiadu), ktoére sprawiaja, ze punkty zachowuja odlegiodei stale,
mimo dzialania sil zewnetrznych.

Cialo stale fizyczne na ogél odksztalea sie, t.j. zmienia swojg,
postaé pod wplywem sil na nie dzialajaeych. Zdarzyé sie jednak
moze, ze gdy sily nie przekraczaja pewnej graniey, odksztalcenia sg
tak niewielkie, iz praktycznie mozemy nie braé¢ ich pod uwage.
W tym przypadku za model takiego ciala przy matych sitach mo-
zemy obraé uklad punktiw, ktéry nazwaliSmy ukladem sztywnym.
Wryniki, jakie otrzymamy, beda wéwezas wazne w przyblizeniu dla
ciala fizyeznego. W tfen spos6b mozemy stosowaé¢ do cial stalych
fizyeznych twierdzenia, jakie otrzymamy dla ukladéw sztywnych. Ze
wzgledu na wazng role, jakg odgrywa teoria ukladu sztywnego, zaj-
miemy si¢ tg teorig szczegdélowo w rozdziale VI. W tym rozdziaie
ograniczymy si¢ tylko do podania kilku przykladow na tle ogélnej
teorii ukladu punktoéw.

Najprostszym przypadkiem ukladu sztywnego jest uklad zlozony
z dwoch punktéw materialnych, ktérych odleglodé r jest stala.

Uklad taki mozemy zrealizowaé, iaczac dwa punkty materialne
sztywnym pretem o made] masie, ktérg w stosunku de mas samych
punktéw mozna pomingé. Méwimy wdwezas, ze punkty polaczene
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83 pretem sztywnym bez masy. W ten sposob sily wewnetrzne inie-
dzy punktami zastepujemy silami, z jakimi pret oddzialvwa na te
punkty. Sily te sg zatem co do wielkosci réwne, maja kierunek
preta, a zwroty przeciwne.

Przyklad 2. Dwa cigikie punkty materialne o masach m, i m,
polagczone sy nicig nierozciggliwg (bez masy), przewiniety przez
krazek. Punkt m, musi pozostawaé na prostej pionowej l. Jaki
kgt ¢ tworzy ni¢ z prosta ! w poloZeniu réwnowagi, jezeli nie ma
tarcia ?

Na punkt m, dziala nié z silsg T skierowang pionowo do gory
oraz cigzar m,g skierowany pionowoe w d6l (rys. 1). Zatem
T—mg=0, wiec
(7) T = myg.

Na punkt m, dziala nié z sita 7T skierowany wzdluz niei, cie-
zar m,g skierowany pionowo w do6t i reakcja R prostopadla do
prostej I. Tworzge rzuty sil na prosta I, dostaniemy 7T cos ¢-—m,g=0,
wiec
(8) T cos ¢ = myg.

Z rownan (7)i (8) otrzy-
mamy
€O8 @ == My/m,. {

Réwnowaga jest wiec 7
mozliwa tylko wéwezas gdy & 5

my << m,. m

Przyktad 3. Punkty ied
materialne ciezkie 4, i 4, mg
o masach m,, m, polaczone 83
nieig wierozeiggliwg bez ma- 1. 2.
8y. Punky 4, zawieszony jest
na nici 04,, réwniez nierozciggliwej i bez masy. Caly uklad obraca
sig okoio osi pionowej ze stala predkoscig katows o, prayczem
katy o« i B, jakie nici 04, i A, A, tworzg z pionem, nie ulegaja
zmianie podczas tego obrotu. Wyznaczyé katy a i f.

Obierzmy w punkecie O poczgtek ukladu ruchomego (z,y,2),
obracajacego si¢ okolo osi pionowej 2 z predkoscia katowa w (rys. 2).
Mozemy przyjaé, ze punkt 4, znajduje si¢ stale w plaszezyinie xz.
Poniewaz kat o jest staly, wiec punkt 4, jest w réwnowadze wzgled-
nej wzgledem ukladu (z,y, 2).
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Wykazemy najpierw, Ze w plaszezyZnie oz znajduje sie rowniez
punkt 4,.

Poniewaz punkt A4, jest w rownowadze wzglednej, wiec jego
sila unoszenia P, réwnowasy sie z silami dzialajacymi t.j. z cie-
zarem @, reakcjap R, nici OA, i reakcjg B, nici 4,4, Zatem
(9) PP +Q,+ B +EB,=o.

7 réwnania powyiszege wynika, ze Re=—DP—0,—R, Po-
miewas sity —PY, —§, i —R, lezg w plaszezysnie 2z, wiec &, lezy
réwniez w plaszezyZnie xz. Poniewaz nadto B, ma kierunek nici 4,4,,
wiec i nié¢ 4,4, lezy w plaszezyZnie xz; zatem punkt 4, lezy réwniez
w plaszezyinie xz.

Przejdimy do wyznaczenia katéw a i 8. Z uwagi na to, ze
katy te sg stale, oraz ze dlugodei 04, i 4,4, réwniez si¢ nie zmie-
niajy, wynika, ze punkt A4, jest takze w réwnowadze wzglednej
wzgledem ukladu (z,y,2). Oznaczajac przez P® jego sile unoszenia,
a przez @, jego cigzar, otrzymamy

(10) PP+ @—R,=0.

Oznaczmy przez r, i r, odleglosci punktéw A4, i 4, od osi
obrotu. Mamy:

(11) r, =04, sina, rg=04,s8ina + 4,4,sin g,
(12) Py = myrye?, |Fff’| = Myry’.

Utwoérzmy rzuty (9) i (10) na osie x i z. Kladge R,=|R|
i R,=|R,|, dostaniemy:
(13) myr,e*—R,sina-+R,s8in =0, —my g+R, cosa—R,co8 =0,
(14) meryw*—R,sinf= 0, -—Mmgg +Ryc08 f=0.

Z réwnan (13) i (14) otrzymujemy:
(15)  tga = (m7; - mery)w[(m+my)g,  tgf =ry0ljg.

Jeieli przez r, oznaczymy odleglosé drodka 8 masy ukladu
punktow 4,, 4, od osi obrotu 2, to otrzymamy (m, + mg)re=mr; -+myrg,
skgd na mocy (15} tga=ry,w?/g, a wiec z uwagi na to, ze r,<ry<r,
bedzie tga<tg B cayli a<C g

Zuajge OA; i A4, znsjdujemy a i f z réwnan (11) i {15).
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Przyktad 4£. Maszyna Atwooda. Na koncach nici
(nierozeciggliwej, bez masy), przewinietej przez krazek (bez masy),
zawieszone 83 dwa cigzkie punkty materialne o masach m, i m,.
Zat6zmy, Ze oba punkty poruszajs si¢ pionowo. Poniewaz nié jest
nierozciagliwa, wiec drogi przebywane przez oba punkty sg réwne.
Zatem przyspieszenia i predkosci obu punktéw sz réwne co do
wielkodei, zwroty za§ maja przeciwne. Oznaczmy przez p rzut
przyspieszenia punktu m, na of z skierowang pionowo
w doél. Niechaj R oznacza wartosé bezwzgledna sily, T/
z jaks nié dziata na punkty m, i m, Na punkt m,
dziala ciezar i reakeja nici. Zatem

(18) mp=mg—R. R
Dla puvnktu m, otrzymamy podobnie

(17 — My == Myg— R. ™ thd

Z réwpan (16) 1 (17) dostajemy: mg

= M o Amamy =
(18) my 4 my k= My + My ¥

A wige punkty beds sie poruszaé z przyspieszeniem stalym.

Z réwnania (18) dostajemy (my--my)p=m,g— M.

A wiec przyépieszenie jest takie, jak gdyby na punkt mate-
rialny o masie m, --m, dzialala sila m,g-—— mi,g, t.j. sila réwna réznicy
cipzaréw.

Jezeli my >m,, woéwezas p>>0, t. zn. ze przydpieszenie punktu m,
jest skierowane w dol, zas punktu m, w gore.

Jezeli m,=m,, woéwczas p==0, t.zn. ze punkty poruszajs si¢
ruchem jednostajnym.

Przyklad 5. Dwa punkty ciezkie o masach m, i m,, polgczone
nicig nierozciagliwa bez masy, poruszajy si¢ w plaszcezyznie pio-
nowej po dwéch prostych I;il,. Na punkt m, dziala nié z silg T,
ciezar m,g i reakc]a prostej R,. Podobnie na punkt m, dzmia.m
sity T,, m,§ i R, Przyjmijmy, ze nie ma tarcia, zatem ze R i R,
8g prostopadle odpowiednio do prostych I, i I, (str. 198, rys. 1).

Poniewaz nié¢ jest nierozciggliwa, wiec drogi przebywane przez
oba punkty bedsg réwne, przyépieszenia bedsg tedy réwne co do
wielkodci.
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Nadajmy prostym !, i I, zwroty w dol.
Niecha] p oznacza wspolrzednsg (wzgle-
dem ;) przyspieszenia punktu m,, zatem
4) ) wspolrzedna (wzgledem {,) przySpieszenia
/ Tmg ; . punktn m, wynosi —p. Sily 7,1 T, s3 co do

g . L . oA
wielko$ci réwne; polézmy T==|T,|=|T,.
Oznaczmy przez a, i a, katy, jakie proste
i, i 1, tworza z poziomem. Tworzae rzuty na proste }, i I, otrzy-
mamy m,p=-—T-+mgsing, i —m,p=—T+m,gsina,, skad

My 8ino, —m,sinay
- m,+my,
A wige punkty poruszaé si¢ beda po prostych ruchem jedno-
stajnie przy$pieszonym.

& 2. Ruch S$rodka masy. Wlasnosei kinematyezne
f§rodka masy. Niechaj bedzie dany uklad punktéw materialnych
A;, A,... omasach m,,m,,..., ktérego §rod-
kiem masy jest punkt 8 (rys. 2). Obierzmy
dowolny punkt 0. Polézmy m=3'm; oraz:

Fo=0N, 7 =04; (i=1,2,.)

Przy powyzszym znakowania zacho-
dzi réwnosé

(I) m?g == Zm,—-?;.

Dowdd. Obierziny dowolny uklad wspélrzednyech o poczgtku
w 0. Jezeli x,y,2 oznaczaja wspbélrzedne punktu 4, zas x, ¥, 2,
wspolrzedne srodka S, to na mocy (II), str. 153, jest:

Y e X — —’ K U - A Y-

(1) mzy = Y m.x, my,= 2 my,, me, == 3 m .z,

Poniewaz wektor 7, ma rzuty x,y,2, a8 7, ma rzuty &y Y, %,
wige réownanie (I} jest tyiko postaciag wektorowsg réwnogei (1).

Utwoérzmy teraz pochodna obu stron réwnosei (I) wagledem
czasu; otrzymamy m7y=23 m;7. Poniewaz 7; oznacza predkodd 7
punktu A, zad 7, predkosé ¥, srodka masy 8 wzgledem ukladu
Nz, y,2), wiec
(1I) MTy== Y mM;V;.

Wektor mo; jest pedem (str. 73) punktu 4, Prawa strona
réwnosdci (II) przedstawia wiec sume pedéw poszczegélnych punktow
ukladu. Sume t¢ nazywamy pedem (ogolnym j ukladu.
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Wektor m7, mozemy uwaza¢ za ped punktu materialnego,
majacego mase rowng masie calkowitej ukladu, umieszezonego
w drodku masy (i poruszajacego si¢ wraz ze srodkiem masy).

A wiec: ped (ogdlny ) ukladu réwne si¢ pedowi masy calkowilej
ukladu, umieszczonej w srodku masy.

Zrézniczkujmy rownanie (II) obustronnie wzgledem czasu .
Dostaniemy mvy=)'m#:. Lecz ; oznacza przyspieszeunie p, punktu 4,
zad ¥, przyspieszenie p, srodka masy S. Wiec
{I11) mp,= Y m7p,.

Wektor —mjp, nazwaliSmy sila bezwladnosci punktu 4,
(str. 74 1 192).

A wiec: suma sil bezwladnosei punkidw ukladu rowna sig sile
bezwladnodei masy calkowitej wkladu, umieszczonej w $rodku masy.

Uwaga. Tworzge rzuty na osie ukiadu wspolrzednych, otrzy-
mamy z réownan (II) i (Jil):

- . -~y - p o o s . W .

{11') my= 3 m,, mgy=2 MY, MEZ= 2 MZp
_ P L o L .

(1) ma,=Ymax, my,=2 my,, mz, == ) mz,.

Wypadkowa sil ecigzkodci. Niech uklad punktéw 4,, 4,, ...
o masach my, m,, ... znajduje sie w polu sity cigzkosci. Oznaczmy
przez § wektor przyépieszenia ziemskiego, a przez 8§ srodek masy.
Niechaj O bedzie dowolnym punktem. Polézmy jak poprzednio
7,=0817=04, dla i=1,2,... Moment ogélny sit ciezkodci wzgledem O
wynosi M= (m,§xXF )+ (myFXFy)+...y Wige M=Fx(myF+myfyt...)y
skad na mocy (I, str. 198§,

{2) M = GXmTFy = mgXF7,.

Jezeli w szczegdélnodei punkt O schodzi sie z 8§, to 7F,=0, skad
2 meocy (2) M=0.

A wiec: moment ogolny cigiardw punktow ukladu wzgledem Srodka
masy jest zerem.

Poniewaz cigzary tworzg uklad sit réwnoleglych i zgodnie skie-
rowanych, wiec uklad ten ma wypadkowg (str. 26). Wypadkowa
przechedzi przez srodek masy, gdyz moment ogolny wzgledem srodka
masy jest zerem.
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Wlasnosei dynamiczne §rodka masy. Niechaj na punkty
materialne m; danego ukladu dzialajg sily P. Oznaczmy przez %
przyépieszenie punktu m; a przez P, przyspieszenie srodka masy
tego ukiadu punktéw wzgledem inercjalnego ukladu wspéirzedunych.
Na mocy wzoru (ITX), str. 199, mamy mpy=2.m P, gdzie m= 2 'm;.
Poniewaz m,p~=P, wigc mp=23P; czyli

(V) np,=P,  gdzie P=JP.

A wiec: Srodek masy ukladu punkiow porusza si¢ lak, jak gdyby
byla w nim shupiona catkowite masa wkledu, poddanae dzialamiu sumy
wszystkich sil.

Réwnanie (IV) mozemy napisa¢ w postaci d(md,)/dl = P.

Zatem: pockodna pedu ukltadu rowna jest sumie wszystkich il
dzialajacych.

Jezeli suma sil dzialajaeych na punkty ukiadu jest réwna zeru,
t.j. jezeli P==0, wéwezas na mocy (IV) mamy mp,==0 czyli p,==0.
Jezeli suma P jest zerem stale, to stale jest 7, =0, wigc predkosé &,
grodka masy jest stata. Srodek masy jest wtedy w spoezynku albo
w ruchy jednostajnym prostolinijnym. Zauwazmy, ze na mocy (II},
str. 198, jest m¥y=)m7;; a wiec w tym przypadku ped ogdlny (ezyh
iloé¢ ruchu) ukladu jest wektorem stalym.

A wiec: jeteli suma 8il, dzialajgcych na uklad punkiow, jest stale
rowna zeru, to $rodek masy jest w spoczynku albo w ruchu jednosta;-
nym prostoliniowym, a ped ogolny ukladu jest wektorem stalym.

Powyisze twierdzenie nosi nazwe zasady zachowania pedu lub
tlosci ruchu.

Jak wiemy (str. 191}, suma sil wewnetrznych jest zawsze zeremn,
zatem suma wszystkich sil dzialajacyeh na punkty ukladu rowna
gi¢ sumie sil zewnetrznych. W podanych twierdzeniach mozemy wige
sume sit zastgpi¢ przez sume sil zewnetrznych.

Oznaczmy przez P@ sumeg sit zewnetrznych. Na mocey (IV) jest
("?) v mpﬂ = P,

Jezeli na uklad nie dzialaja zadne sily zewnetrzne, to p,=0,
wiee 9= const. Mozemy wiec powiedzied, ze sily wewnglrzne nie mogqg
emienié predkodei érodka masy ani co do wielkoéci, ani co do kierunku.
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Wetmy pod uwage uklad sloneczny {t.j. zloZouny ze slonca i planet). Sily,
pochodagee = przyciggania cial vkiadu slonecznego przez gwiazdy stale, mozemy
pominaé, gdyz sily e 83 bardzo male » powodn wiclkich odlegloei gwiazd sta-
tych. Moiemy wige przyjaé, 2e¢ na ciala ukiadu slonecznege dzialaja tylko sily
wewnetrzne, z jakimi ciala te prayeiggaia siv wzajemnie wedlug prawa Newtona
(str. 90). Wynika stad, ze srodek masy ukladu stonecznego jest wzgledern gwiazd
stalych- w spoezynku albo porusza sie ruchem jednostajnvm prostolinijnym.

Przypudémy, ze badamy rueh ukladu punktéw w polu sily
ciezkofei. Suma sl ciezkodei wynosi myg-+meg...=my. Srodek
masy & bedzie wiec poruszai sie tak, jak punkt materialny ¢ ma-
sie m pod wplywem sily ciezkodei myg, t.j. po prostej lub paraboli,
az do chwili gdy choé jeden z punktéw ukladu dotknie ziemi. W tej
bowiem chwili wystapi nowa sila zewnetrzna wskutek zderzenia sie
punktu z ziemig.

Przykbady: 1. Srodek masy pocisku biegnie po paraboli nawet wéwezas,
gdy pocisk wybuchnie i peknie. Ruch srodka masy nie zostanie bowiem przexz to
zakl6éeony, poniewaz wybuch powstaje pod wplywem il wewnetrzunych. Dopiero
gdy jeden z odlamkoéw spadnie na ziemig, ruch srodka masy uiegnie zmianie.

2. Gdy czlowiek znajduje si¢ na plaszezyznie poziomej gladkie: (np. na
lodzie), siltami zewnetrznymi sa reakeja plaszczyzny i sita ciezkosei; obie sity majy
kierunek pionowy. Jezeli w chwili poezgthiowe; czlowiek byl w spoczyuku,
to dopdki nie wysigpiag inne sily zewneirzne, srodek masy bedzie mdégt si¢ po-
ruszaé tylke po pionie. Ruchy, jakie ezlowiek wykonywa przy pomocy miesni,
odbywajg sie pod wplywem sit wewnetrznych, & wige nie moga wplynaé na ruch
frodks magy w kierunku poziomym. Gdyby zatem nie bylo tarcia, chodzenie
byloby niemozliwe.

Jezeli pewna czedé ukladu punktéw zmienia w jakiejd chwili
swoj ped pod wplywem sil wewnetrznych, woéwezas ped pozostalej
czedci ukladu doznaje réwnoczednie zmiany réwnej co do wielkosci
i kierunku, lecz o zwrocie przeciwnym. Sily wewnetrzne nie mogg
bowiem zmieni¢ pedu ogdlnego. Oznaczajge przez m’' 1 m’' mase
jeduej i drugiej czedei ukladu, a przez % i % zmiane predkosci §rod-
kéw tych mas, otrzymamy m’'Bo-+m’ Go=90 czyli |G|/|%|=m"jm’.

A zatem: zmiana predkosci $rodkdw mas jest odwrotnie propor-
cjonalne do mas obu czeéei ukladu.

Tym tlumaczy sig cofanie armaty pe strzale. Podobnie, jezeli czlowiek
zacznie biec po pokladzie lodzi, 16dZ zacznie si¢ poruszaé w kierunku przeciwnym.
Predkoéci lodsi i czlowieka bedg w stosunku odwrotnym do ich mas.
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Przyklad 1. Na gladkiej plaszezyZnie poziomej I7 opiera sie
pret cigzki AB (o gestodei stalej). Silami zewnebrznymi sg ciezar
i reakejz w punkcie A4; obie gily sa pionowe. Jezeli zatem w chwili
poczgtkowej pret byl w spoezynku, to pod dzialaniem sil zewnetrz-
nych, ktérych suma ma kierunek pionowy, pret bedzie si¢ poruszal
w taki tposob, ze drodek S jego masy bedzie spadal po pionie.

Ohierzmy za o8 x krawedz przecigeia plaszezyzny pionowej

(przechodzgcej przez pret) z plaszezyzng I1. Za
of y przyjmijmy pion, po ktérym sie porusza
srodek ciezkosci 8. Polézmy A B=1 i oznaczmy
5 przez a kgt, jaki AB tworzy z osig . Oznacza-

‘g

e e

{ 5
Mt M et A AL B . VAT g L7 T
,

n , jac przez x,y wspdilrz¢dne punktu B, otrzy-
f mujemy: r==11lcosa 1 y=Isina, skgd

G - .

P i ([ 50P + (y/1)}=1.

Kaoniec preta B bedzie wiee poruszal sie po elipsie o osiach [, 21,

Breyhtad 2, Niech uklad punktéw 4., 4,, ... 0 masach m,, m,, ...
porusza zi2 w polu Srodkowym (str. 102) sil sprezystych (str. 114),
proporcionalnych do mas. Niechaj O bedzie §rodkiem pola. Poléimy
0A =7, OA,=F, i t.d. Oznaczajac przez P,, P,, ... sily dzialajace
na punkty 4,, A,,...1ikladge P==P,+4 P,+..., otrzymamy P;=—2m,7,
Py=—j'm,F, it.d., skgd P=—22(m, 7, +my7y+...). Oznaczajgc przez §
$rodek masy calkowitej m i kladae OS=F,, otrzymamy na mocy (I),
gtr. 194,

P=— 22mF,.

A zatem $rodek masy bedzie si¢ poruszal tak jak punkt ma-
terialny o masie m, poddany dziataniu sily sprezystej P. Srodek
masy bedzie sie wige poruszal ruchem harmonieznym plaskim po
prostej iub po elipsie (str. 114).

§ 3. Moment iloSci ruchu. Kret wzgledem punktu.
Niech dzny bedzie uklad punktéow d,, 4,, .. o masach my, m,, ..
i masie cadkowite] m. Weimy pod uwage uklad pedow (ukiad ilosei
ruchu) t. j. wektoréw my,T,, m,7,, ... 0 poczgtkach w 4,, 4,, ....

Moment ogélny ukladu pedéw (ilogei ruchu) wzgledem dowol-
nego punkttc A nazywamy kretem lub mo- 4  my
mentem ilosei ruchu ukladu wzgledem A4.

Zatern kret K wzgledem 4 wynosi

E=)Mom,(m;#).
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Kladae 7==A4A4; otrzymamy
(1) K = D) (m%;x¥).

Jezeli &, n, [ 83 wspélrzednymi punktu 4 zas =z, vy, 2; wspél-
rzednymi punktu 4, to rzuty kretu na osie ukladu wynoszg:

K =2m[y(s—)—2(y,—n)},
(I) K= mi{&(0— &) — &z — 0)),
KzZEm,[x,(?l,—”ﬂ)—y,(w,“f)]
W szczegdlnosel, gdy &= #n={=0, mamy:
(1) KﬁZ'm,(ziiz;—éi?/f), K,I:Zmz(éiw{“d’izi)’ Kzz-zmi(d’iyz“giwi)'

Niechaj 8 bedzie érodkiem masy. Polézmy A8=r, i SZ}z e
dla i=1, 2,.. Mamy 7=y 47, Zatem na mocy (1) kret wagle-
dem A4 wynosi

B ==3m3,X(g,+F))=Ym8,xg,+ (Im3)xF,.

Pierwszy skladnik ostatniego czlona jest kretem wzgledem
srodka masy. Kret ten oznaczymy przez K, Poniewaz Nm,#=mi,
(gdzie ¥, oznacza predkesé drodka masy), wiee
(2) K = Ko+ mbyXF,.

Zauwazmy, Ze mUyXF, jest to moment wzgledem 4 ogdlnego
pedu, zaczepionego w frodku masy.

Wzor (2) wynika bezpodrednio z twierdzenia na str. 20, odno-
s8zgcego sie do zmiany ogélnegs momentu ukladu wektordw.

Kret w ruchu postepowym. Zalézmy, ze uklad punktéw
porusza sie ruchem postepowym z predkodeig 7, t. zn. zZe wszystkie
punkty maja predkosé .

Kret wrzgledem dowelnego punktu 4 wynosi zatem wedle (2)
K o= S B Fy =3 (BXm, 7)) =Bx Ym;#. Lecz na mocy (1), str. 198,
jest Vo F o= miF,. Wiee K = 9xmF, czyli
{3) K = moxFr,.

A wiec: kret ukladu punktow, poruszajqcego si¢ ruchem poste-
powym wzgledem pewnego punkiu A, rowna sie momentowi wzgle-
dem A pedu ogiinego, zaczepionego w srodku masy wkiadu.

W szezegdlnosei gdy punkt 4 pokrywa sie ze srodkiem masy,
mamy 7,=0, wige K-=0. Zatem: kret wzgledem s$rodka masy w ruchu
postepowym jest rowny zeru.

Wynika stad (str. 26), ze uklad pedow w ruchu postepowym
ma wypadkowg o poczgtku w drodku masy ukladu.
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Kret w ruchu wzgledem §rodka masy. Niech uklad
wapolrzednych O(x, y, 2) porusza sie ruchem postepowym z pred-
kogecig . Oznaczajac przez W, W,, ... predkodci wzgledne punktéw
Ay, A, ..., przez W, predkoéé wzgledng $rodka 8 ich masy, przez K,
kret ruchu wzglednego i przez K, kret ruchu bezwszglednego ukladu
tych punktow wzgledem O, otrzymamy

E,=m @, }x0A, +m, Wy x 044+ ....

Poniewaz Wy=v,—u, Wy=0,— %, ..., Wigc

K,= (M By X OA;+MyB X 04 +...) — TX (MmO A, +me0 4, + ...).

Wyrazenie zawarte w pierwszym nawiagie réwne jest K,;
wyrazenie zawarte w drugim nawiasie wynosi m-0O8 (str. 198). Zatem

(4) Kw::’/gh—-m‘l—i)((—)g.

W szczegdlnodei, gdy poczatek O ruchomego ukladu wspél-
rzednych obierzemy w srodku § masy ukladu punktéw 4., A4, ...,
bedzie 08==0, skad na mocy (4) K,= K,.

Jezeli wi¢c badamy ruch ukladu wzgledem érodka masy, to
krety wzgledem Srodka masy w ruchu wzglednym 1 bezwzglednym sq
réwne.

Kret wzgledem osi. Moment ogélny pedé6w ukladu punktéw
wzgledem pewne} osi nazywamy kretem ukladu wzgledem tej oei.

Wzory (1) przedstawiajg krety ukiadu punktéw wzgledem osi
réwnoleglych do osi x, ¥, 2, przechodzacych przez punkt 4, a wzory (1')
krety wzgledem osi z, y, z. Wezmy pod uwage kret wzgledem osi v

Ky =2m3( 24— %32;).

Oznaczajac przez S; predkosé¢ polows (str. 47) ruchu, jaki
wykonywa rzut punktu 4; na plaszezyzne pionows z2, otrzymamy
ze wzoru (II), str. 48, S;=={(2x;— %;2;), zatem

Kyz 2 E my Sgg

A wiec: kret wzgledem pewnej osi réwna si¢ podwdjnej sumie
tloczyndw mas przez predkoéci polowe ruchéw, jakie wykonujq rzuty
punkiow na plaszczyzne prostopadie do tej osi:

(5) K=23m8;.

Jezeli w plaszczyznie prostopadiej do osi wprowadzimy wspoél-
rzedne biegunowe r, ¢, woéwezas na mocy (I), str. 48, otrzymamy
Sr'—"‘}rf ¢n a wiec
(6) - E=3mpig,
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Niech uklad punktéw obraca sig¢ okolo pewnej osi z predkoscig kg-
towg w. Mamy wowczas ¢=@y=...=w. Zatem K=3m ro=owlm7r.
Poniewaz J'm2=1, gdzie I jest momentem bezwladnosei wzgledem
osi obrotu, wiec

{7) K=1Iw.
A wiec: jezeli uklad punktow obraca si¢ okolo pewnej osi, wdw-

cza8 kret wzgledem o8i obrotu réwna sig iloczynowt predkodci kaiowe]
1 momentu bezwladnodci wzgledem ost obrotu.

Dynamiczne wiasnosei kretu. Niech 4 bedzie dowolnym
punktem statym lub ruchomym. Oznaczmy przez # wektory AA,
przez g; wektory O A, (gdzie O jest poczat-
kiem ukladu inercjalnego wspélrzednych),
przez ¢ wektor OA i przez @ predkosdé
punktu A. Zatem:

8) e=u i g=7, (i=1,2,..)
Niechaj K bedzie kretem wzgledem 4. ¥
Na mocy (1), str. 203, jest K= (m;x7). Oznaczajac przez p,
przyspieszenia punktéw A, otrzymamy, rézniczkujac wzgledem f,
() K =X (m B x7,) +3(m,3,x7).
Lecz ¥,=p,— g, Wwiee é‘*i=§,——§. Zatem na mocy (8) ?i=5i—ﬁ,
wiec 2 (m@xf;)z 2 (mA X 0;)— 2 (mdx@). Ale ;X =0, za$ Z’mﬁ,=mz’:m
gdzie 9, oznacza predkosdé srodka masy. Zabem

(10) S (M X F) = —mBy X .

Jezeli na punkt A4, dziala sila P, to mp=P, a zatem
m P X7 =P xF =Mom, P,. Jezeli wiec M jest momentem ogélnym
sil wagledem 4, to Ym pxF =3P x7=3 Mom, P =M. Wzor ten

Igcznie ze wzorem (10) daje na mocy (9)
{10) K =M — mv,x 4.

Wyrazenie T,x% bedzie zerem, jezeli przyjmiemy, ze punkt A
jest w spoczyuku (zatem #e #==0) lub Ze A pokrywa sig¢ ze frod-
kiem masy (zatern ze #=71;). W obu przypadkach eotrzymamy

(11 K=M.

A wige: pockodna kretu (wzgledem punktu stalego lub $rodka
masy ) réwna sie ogélnemu momentows sit dzialajgcych.
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Tworzge rzuty na od stala lub przechodzacs przez $rodek masy
1 nie zmieniajgeg kierunku, woosimy ze wzorn (111). ze pochodna kretu
wagledem o3t stalej (lub przechodzacej przez érodek masy © nie zmie-
niajgee] kierunku) rownae sie ogdlnemu momentowt sit wzgledem tej oss.

W szezegblnodei gdy moment ogolny sit wigledem pewnego
punktu stalego lub wzgledem $rodka masy jest stale zerem, po-
chodna kretu jest zerem czyli kret jest wektorem stalym.

A wiec: jezels moment ogdlny sil (wzgledem pewnego punktu

statego lub $rodkn masy) jest stale zerem, wiwczas kret jest weklorem.
stalym.

Twierdzenie powyzsze nosi nazwe zasady zachowania kretu.

Podobne twierdzenie otrzymujemy dla kretu wzgledem osi.

A wiec: jezelt moment sit wzgledém pewnei osi stalei (lub preze-
chodzacej przez $rodek masy i mie zmieniajgcej kierunkw) jest stale
zerem, wowezas kret wegledem tej osi jest staly.

Kret wzgledem osi wynosi w my$l wzoru (5), str. 204, K=23m;8,
gdzie przez 8, oznaczyliSmy predkosci polowe ruchdéw, jakie wyko-
nujg rzuty na plaszczyzne I7 prostopadly do osi. Jezeli wiee kret
jest staly, to
(11) 2 m; 8= ¢==const.

f
Zauwazimy, ze a;= f S; dt przedstawia pole zakres§lone w plasz-
ty
czyznie I7 przez rzut na nig promienia wodzgcego r; punktu A,
w czasie od ¢, do {. Zatem na mocy (11)

(12) Zm;a,:c(t—to).

A wige: suma tloczyndw mas ¢ pdl, zakreslonych przez rzuty pro-
mierni wodzacych na plaszczyzne prostopadlq do osi, jest proporcjonalna
do czasu.

Z tego powodu zasada zachowania kretu nosi réwniez nazwe
zasady zachewania pol.

Jak wiemy (str. 191), moment gil wewnetrznych jest wzgledem
dowolnego punktu réwny zeru. Zatem moment wszystkich sil dzia-
lajgeych sprowadza si¢ do momentu sit zewnetrznych. Jezeli wiec
przez M oznaczymy moment sit zewnetrznych wzgledem pewnego
punktu stalego A lub frodka masy, réwnodé (III) przyjmie postaé

(ITT') K=H9,
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W twierdzeniach poprzednio podanych mozemy wiec momens
wszystkich sil dzialajacych zastapid przez moment sit zewnetrznych.

Jezeli na uklad punktéw zadne sily zewnetrzne nie dziaiajg,
to zachodzi oczywidcie zasada zachowania pél (kretu), a wiee kret
wzgledem kazdego punktu stalege lub srodka masy jest wtedy
wektorem statym. Poniewaz kret wzgledem kazdej osi stalej (lub
przechodzgcej przez Srodek masy § wie zmieniajgeej kierunku) jest
wowcezas staly, wiee rownania (11) i (12) zachedza dla ruchéw, jakie
wykonujg rzuty punktow na dowoina plaszezyzne staly (lub porusza-
jaca sie wraz ze Srodkiem masy i nie zmieniajacg kierunkua).

Rueh w polu sily ciezkofei. Niech uklad punktéow ma-
terialnych A4,, 4,, ... 0 masach m,, m,, ... porusza sie w polu sily
cigzkodei. Jezeli jedynymi silami zewnetrzuymi sy ciezary punk-
téw, to moment ogolny sil ciezkosci wzgledem Srodka masy jest
zerem (str. 199}, wige kret wagledem drodka masy jest staly,

Przyjmijmy uklad ruchomy wspdirzednych o poczatku w érodku
ciezkodei, poruszajgcy sie ruchem postepowvm. Aby otrzymaé ruch
wzgledny, nalezy do sil dzialajacyeh dodaé sily unoszenia (sils Co-
riolisa jest zerem, bo uklad wspdirzednych porusza sie, w mys! za-
fozenia, ruchem postepowym).

Oznaczmy przez § wektor przydpieszenia ziemskiego. Poniewaz
frodek ciezko$ci ma przyspieszenie j, wiec przyspieszenie unoszenia
wynosi rowniez §. Zatem sila unoszenia dla poszczegélnych punkiéw
wynosi —m, g, —m,§, ... . Widzimy wiec, ze sily unoszenia zneszg si¢
z ciezarami punktow. A wiec ruch wzgledny bedzie taki, jak gdyby
nie dzialala sila ciezkosei. Jezeli préez cigzaréw nie ma innych sit
zewnetrznych, to kret wzgledem srodka masy w ruchu wazgiednym
bedzie wektorem statym i na mocy (4), str. 204, bedzie réwny
kretowi wzgledem frodka masy w ruchu bezwzglednym.

Przyltad 1. Dwa punkty materialne 4 i B o masach m; i m,,
polgczone pretem sztywnym bez masy, poruszajg sie w peoiu sily
ciezkosci. Na punkty A i B dzialaja wiee sily ciezkosci i reakeje preta
R i —R. Reakeje zachownjg si¢ tak jak sily wewnetrzne, dzislaja
bowiem wzdluz prostej laczacej te punkty, s co do wielkoéci réwne,
zwroty za§ majg przeciwne. Srodek masy bedzie sie wiee poruszal
(Jak punkt materialny o masie m, +m, pod wplywem ciezaru) z przy-
Spieszeniem pionowym g po linii prostej lub po paraboli.
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Oznaczmy przez o i ¥, predkodei punktéw 4 1 B, a przez 8
frodek masy. Kret wzgledem srodka masy wynosi

{12) K=m,B, x 84 +myp, x §B.
Poniewaz
My iy
— SB=—Ta
SA = - AB B —— AB,

{str. 158), wigc

A= iB, §B=—"T2__ 4B,
7’&1 + m2 ?%'{ -+ ms

skad otrzymujemy przez podstawienie w (12):

= HyMy

(13) .K?-':;"'g‘:%:;?;;(vsz——vl)XAB.
z Zalézmy, ze K==0;zatem K | AB. Poniewaz
K jest wektorem stalym, wigc odcinek AB
K jest podezas ruchu stale réwnolegly do pew-

nej plaszezyzny I, prostopadlej do kretu K.

A g Obierzmy §rodek masy za poczatek rucho-
y.@:/ mego ukladu wspéirzednych (z',y’, 2’), poru-
gzajgcego sie ruchem postepowym. Przyj-
mijmy, ze plaszezyzna z'y’ jest stale réwnolegla do I7. Zatem of 2
jest réwnolegla do K. Pret A B pozostaje wiec stale w plaszezyZnie 2'y’.
Wynika stad, ze ruch wzgledny preta 4B bedzie obrotem okolo osi 2’
{(punkt § preta jest bowiem nieruchomy wzgledem unkladu (z', y',2")).
Poniewaz kret w ruchu wzglednym jest staly, wige kret wzgledem
o8i 2z’ wyniesic w mys! wzoru (7), str. 205,

(14) K =i,0= counst.,

gdzie moment bezwladnofci I, =m, A4 48‘2+m,2BS‘3-:---{}31?—’~~AB*, Zas
4 T W
oznacza predkosdé katowsg. Zatem w = const.

A wiec ruch wzgledny bedzie obrotemm w plaszezyZnie z'y’
okolo drodka masy 8 z predkoscia katowa stals.
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Obrét ukiadu okolo osi. Zalézmy, ze na uklad U punktéw
materialnych nie dzialaja zadne sily zewnetrzne. Przypudémy, ze
uklad byl na poczatku w spoczynku, a nast¢pnie jaka§ czesé¢ U,
ukladu zaczela si¢ pod wplywem sil wewnetrznych obracaé okolo
pewnej osi stalej l. Oznaczmy przez I, moment bezwladnodci
wzgledem I, a przez w, predkosé katowa tej czedci ukladu. Zatem
kret jej wzgledem osi obrotu wynosi K,=I,w,.

Poniewaz kret calego ukladu musi byé zerem, gdyz sily we-
wnetrzne nie mogg zmienié kretu, wiec pozostala czedé U, ukladu
musi wykonaé ruch, ktérego kret wzgledem osi I wynosi K,— —K,,
tak by suma obu kretow byla zerem (t.j. aby K,+K,=0). Przy-
pusémy, ze ruch drugiej czefci jest réwniez obrotem okolo osi 1
(przypadek ten zajdzie, jezeli zaloiymy np., ze obie czedci moggy
tylko obracad si¢ okolo 1). Jezeli przez I, oznaczymy moment bez-
wladnosei czefei U, wzgledem I, za$ przez w, jej predkosé katows,
to K,=1,w,.

Poniewaz K,+ K,=0, wiec
(15) Lo+ I,w,=0.

Rownanie powyzsze wyraza zwigzek miedzy predkosciami kato-
wymi obu czesci ukladu U. Poniewaz
(16) wy[wy=—1I,[1I),
wiec obydwie czeéei ukladu obracajg si¢ w kierunkach przeciwnych,
przyczem ich predkodci kgtowe sa co do wielkoscei odwrotnie pro-
porcjonalne do momentéw bezwladnosei.

Oznaczmy przez ¢, i @, katy, o jakie obrécily sie czedei U, i U,
ukladu U w czasie t. Poniewaz ¢g,=w, i @,=w, Wi¢c na mocy (13)
jest I, ¢, +1,0,=0, skad I, +I,p,=c. Zakladajge, ze dla t=0 jest
¢=0 i @,=0, otrzymamy I,p,+ I,p,=0 czyli
(17) @1/ 2= —Is/1;.

Katy obrotu sg wiec co do wielkosci rowniez odwrotnie pro-
porcjonalne do momentéw bezwladnosci obu czesci ukladu.

Jezeli w pewnej chwili ¢, —¢,=2kn, gdzie k jest dowolng
liczba catkowitq, to polozenie ukladu jest takie, jak gdyby uklad
obrdcil si¢ o kat ¢,.

Widzimy wiee, ze uklad punktéw moze sie pod dzialaniem
jedynie sit wewnetrznych obrécié okolo osi o dowolny kat ¢. Obrét
ten moze nastgpié np. w ten sposéb, ze jedna czesé ukladu obréei
sie o kat ¢, a druga w kierunku przeciwnym o kgt 2z —¢.

S. Banach. Mechanika. 14
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Tym tlumaczy sie fakt, Ze kot spadajac moze obrdcié sie w powietrzu
tak, by spaié na wszystkie cztery nogi.

Jezeli na pokladzie lodzi zaczniemy obracaé kolo materialne okolo osi
pionowej z predkoécia katowa w,, wéwczas ¥6d% pocznie si¢ obracaé w kierunku
przeciwnym z predkoscia katowa m,; obie predkosci beda speinialy zwiazki (15)
i (16), gdzie I, i I, oznaczajs odpowiednio momenty bezwladnosdci kola i lodzi.

Przyktad 2. Kartka papieru spoczywa na gladkiej plaszczyZnie
poziomej; kartka jest przebita szpilkg w punkecie O tak, ze moze
si¢ tylko obracaé wkolo tego punktu. Po kartce porusza sie owad A.

' Silami zewnetrznymi dzialajacymi na
uklad, zlozony z kartki i owadu, sg: reakcja
szpilki o poczgtku wpunkeie O, cigzar kartki
i owadu oraz reakcja plaszczyzny poziomej
—majace kierunek pionowy. Moment tych
sil wzgledem osi pionowej z przechodzgcej
przez O jest wiec réwny zeru, a wobec
tego kret wzgledem osi 2 jest staly.

Zalézmy, ze w chwili poczatkowej t=0 owad i kartka papieru
byly w spoczynku. Kret wzgledem osi z bedzie wiee stale zerem.

Obierzmy w plaszczyznie poziomej uklad wspélrzednych (7', y’)
staty, za na kartce papieru uklad (z,y) ruchomy, oba majace po-
czatek w 0. Oznaczmy przez ¢, kat miedzy OA a &', przez ¢ kat
miedzy QA a x, a przez y kat, o jaki obrdcila si¢ kartka, t.j. kgt
miedzy osiami z & «’. Niech wreszcie m oznacza mas¢ owadu, I mo-
ment bezwladnodci kartki wzgledem O i niech r=0A4. Wéwczas
kret wzgledem osi 2 wynosi mr2g, + Iy =0, a poniewaz ¢,= ¢y, wige
(18) mrep+4(mr2+I)y=0.

Przypudémy, ze owad porusza si¢ po krzywej o réwnaniu
r=f(p). Na mocy (18), z uwagi ze y/p=dy/dp, otrzymamy
dy/dp=—mr/(mr*+I). Zatem, calkujac od ¢, do ¢, dostaniemy

'd

Wz

mre+ 1 dy.

(19) Y—Yo=—
Po
Réznica y—y, przedstawia kat, o jaki obrocila sie kartka

w czasie, gdy owad poruszal si¢ po krzywe] r=f(p) od ¢, do ¢.
Widzimy, ze kat obrotu nie zalezy od predkosci owadu, lecz
tylko od krzywej, po ktérej owad sie porusza. W szczegélnosei,
jezeli owad porusza si¢ po kole r = const. wowczas na mocy (19)

‘ e _72_7:2_.” ( —_— )
(20) Y Y= mre 41 P — o)
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Kret w ruchu wzglednym. Niech uklad wspélrzedrych
O'(«',y’,2') porusza si¢ wzgledem inercjalnego ukladu wspéhrzednych
O(x,y,2). Aby wyznaczyé ruch wzgledny ukladu punktéw mate-
rialnych, nalezy do sil dzialajgcych dodaé sily unoszenia i Coriolisa.
Oznaczmy przez K, kret ruchu wzglednego wzgledem poczgtku O’
ukiadu ruchomego, a przez M, M, M, momenty sil dzialajacych,
unoszenia i Coriolisa wzgledem punktu O'. Poniewaz prawa Newtona
stosujg sie do ruchu wzglednego, jezeli do sit dzialajacych dodaé
sily unoszenia i Coriolisa (str. 137), wige

(21) Kp= M+ M.+ Hc.

Wzér powyiszy upraszcza sie w przypadku, gdy O’ pokrywa
gie ze frodkiem S masy ukladu punktéw materialnych, a uklad
wspélrzednych (,y,2) porusza si¢ ruchem postepowym. Ud_owodni-
lismy bowiem (str.204), 7e w tym przypadku jest K,=K, gdzie
K oznacza kret (wzgledem drodka masy) w ruchu bezwzglednym.
Zatem K,= K, a poniewaz K =M, wigc otrzymujemy
(22) K,= i

Jezeli wiec badamy ruch wzgledem drodka masy, to pochodna

kretu (wzgledem §grodka masy) w ruchu wzglednym rowne si¢ mo-
mentows (wzgledem frodka masy) sit dztalajqcych.

§ 4. Praca i potencjal ukladu punktéw. Praca. Niech
na punkty ukladu dzialajg sily P,, P,,.... Praca sily P, wyraza sie

(str. 95) wzorem L;= f (P,;xda:,-+P,¢ydy,- + P; dz;), gdzie C; oznacza tor
C;
punktu i-tego.

Pracq catkowitq (lub krétko praca) sit Py, P,,... nazywamy
sume prac poszczegllnych sil.

Zatem praca calkowita wynosi
(1) L= Z (P; duw;+P; dy;+P; dz;).

Prace calkowita, jaka wykonujg sily w czasie od ¢, do ¢, mo-
zemy przedstawié w postaci (IV), str. 96,

! Y
(In) L= / D P g+ Py it Py £ de

14%
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lub ((V), str. 96)
t oy
(IT’) L= f 2 (P.7,) dt,
to

gdzie ¥; oznaczaja predkosci punktéw, za§ P, jest iloczynem ska-
larowym.

Praca réwna zeru. Wazne 83 przypadki, w ktérych praca
8it dziatajacych na uklad jest r6wna zeru. Podamy kilka przyktadéw.

Przyklad 1. Dla ukladu sztywnego
4 punktéw materialnych (str. 194) zachodzi
A twierdzenie nastepujgce:
NG
i ’ 4, Praca sit wewngirznych w ukladzie sztyw-
h nym jest zerem.

r4

4 g Dowé6d. Wezmy na razie pod uwage dwa
punkty ukladu sztywnego A4, i 4,. Pol6zmy:

(1) F1=0_:417 f2=0712, 7=A1A2,

gdzie O jest poczgtkiem ukladu wspélrzednych. Jezeli 7, 7, 83 pred-
kodciami punktéw A4,, 4,, to

(2) B=F, =T
Na mocy (1) mamy 7= ¥,—F7,, skad 7=7,—F, wiec

(3) 7

I
=i

2 Y.

Poniewaz 4,4, = const., wigc 7 = const. Rézniczkujac wzgle-
dem czasu {, otrzymamy 277=0. Na mocy wiec (3)

(4) F(Ty— 7,)=0.

Oznaczmy przez P, (wzgl. P,) sile, z jaks punkt A4, (wzgl. 4,)
dziala na punkt 4, (wzgl. 4,). Na moey prawa akeji i reakeji jest

(5) P——P,.

Poniewaz sity P, i P, maja kierunek wektora A4,4,=F, wigc
mozemy przyjaé, ze

(6) P, =¥ i P, = — 7,
gdzie A jest wspolczynnikiem zaleznym od czasu (wielkosé sit P, i P,
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moze sig__bowiem zmieniaé¢ z biegiem czasu). Na mocy (II') praca
sit P, i P, wynosi

[
(7) L=[(P,5+P,w,) .
L,
Z réwnodci (6) dostajemy P54 P,y =A(77, — 7,)=AF(7, — %),
na mocy wiec (4) P,%;+FP,v,=0. Wynika stad wobec (7), ze
L=0.

UdowodnilisSmy zatem, ze praca sil wewnetrznych, z jakimi
dziatajs na siebie dwa jakiekolwiek punkty ukladu sztywnego jest
zerem. Suma prac wszystkich sil wewnetrznych jest wige réwniez
zerem, ¢.b.d. d.

Przyklad 2. Dwa punkty materialne 4, i A, polaczone 53
nicig nierozciggliwg (bez masy), przechodzgcg przez staty punkt O.
Zat6zmy, ze nie ma tarcia. Udowodnimy, ze praca sil, z jakimi
nié¢ dziala na punkty ukladu, réwna jest zeru.

Obierzmy punkt O za poczatek ukladu wspélrzednych. Niechaj
%y, Y1, 2, beda wspélrzednymi punktu A,, za§ x,,¥,, 2, Wspélrzednymi
punktu A,. Polézmy

®)  r=04,—VEFyFtE i =04, ~VGFiTE
Poniewaz dlugosé nici ! = const. i r,+7r,=1, wiec
(9) 17y =0.

Oznaczmy przez P, i P, sily, z jakimi ni¢ dziata na punkty
A, i A;. Mamy (str. 194)

15 D V4
(10) |Py| = |Py. A
Kladac P= —|P)|= —|P,|, otrzymamy:

P.=PA p =P8 i P _—=P? wie Woop_h
1x 7'17 ly rl 1, rl

s . . Ty W +242 . —
Pxxx1+P1,,y1+-P1221=P = y;.;% =P 9 4

Na mocy (II), str. 211, praca sit P, i P, wynosi tedy

t t
L= [[P#; + Pt,) dt= [ P[#;+ #5)dt.
t I

Z (9) dostaniemy wiec L=0.
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Przyklad 3. Przypusdémy, ze jakies cialo K porusza sie w ten
8posob, ze pozostaje stale styczne do pewnej powierzchni Z. Zakla-
dajac, ze sily reakcyjne powierzchni zaczepione sg w punktach
stycznosci, widzimy, Ze reakcje zmieniajg punkty zaczepienia, je-
zeli cialo coraz to innymi punktami styka si¢ z powierzchnig 2.
Przyjmujemy, 2e¢ praca sil reakcyjnych wyraza si¢ w tym przy-
padku wzorem (II'), str.212, gdzie ¥; oznaczajy predkosci punk-
téw stycznodci, w ktérych w danej chwili zaczepione sg reakcje P;.

Jezeli predkosci punktéw stycznosci sy stale réwne zeru, mé-
wimy, ze cialo K toczy si¢ po powierzchni 2.

A wigc: przy toczeniu sig ciala praca sil reakeyjnych jest zerem.

Potencjal ukladu. Jezeli sity P,, P,,... zalezs tylko od po-
lozenia ukladu punktéw, wéwezas powiadamy, ze sity tworzg pole sil.

Poniewaz polozenie ukladu okreslone jest wspélrzednymi x,, v, 2,
Xy Ysgy 25y ... jego punktéw, wiec sily P,, P,,... s3 funkcjami zmien-
nych ,,y,2y, %3 ¥ 2 .... Zatem

P =F(73,Yy,2...), P = Di(@1, 93,2 --)s P, =Y (2, Y1y %1y -..)-

Jezeli w polu sit praca calkowita nie zalezy od drogi prze-
bytej przez uklad punktéw, lecz tylko od polozenia poczatkowego
i konicowego tych punktéw, to pole sil nazywamy polem potencjal-
nym lub 2zachowawczym (konserwatywnym ).

Weimy pod uwage dowolne polozenie S, ukladu punktéw,
okredlone wspOhrzednymi z9,49,29, 23,49, 2% .... Oznaczmy przez V
prace, jakg wykonaja sily przy przejéciu ukladu z polozenia §, do
polozenia S o wspéhzednych ,,v,,2, g Ygy2a,.... Jezeli pole jest
polem potenejalnym, to praca V nie bedzie zalezala od drogi przej-
cia. Zatem V bedzie funkcja zmiennych =y, ¥y, 2, 3, ¥4, 24y ... . Funk-
cje V nazywamy potencjalem lub funkejq sit.

Postepujgc podobnie jak w przypadku jednego punktu mate-
rialnego (str. 100), mozna udowodnié nastepujgce wzory:

v 74 eV .
v P’_y____ail_;’ Plz:__a.z.; (1,:1, 2, ...).

(I1I) P, =

o

Na odwrét, jezeli istnieje funkeja V gpetniajgea roéwnania (I11),
to pole jest polem potencjalnym i V jest potencjatem.
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Jezeli uklad przesuniemy z polozenia o potencjale V, w poto-
zenie o potencjale V,, praca wyniesie

L=V,—V,

Jezeli sity P,, P,,... tworza kazda z osobna pole potencjalne
o potencjalach V,,V,,..., wowczas pole jest polem potencjalnym
0 potencjale

(11) V=V, +Vy+....

Potencjal sitly ciezkodei. Niech ukiad punktéw o masach
my, My, ... porusza si¢ w polu sily ciezkodei. Jezeli przyjmiemy, ze
o8 z jest skierowana pionowo do gory, wéwczas (str. 102)

Vi=—myz, Vo= —mygz,,
Na mocy wiec (11) pole bedzie polem potencjalnym o potencjale
(12) V=—(mz+myz;+...)9.

Oznaczajae przez z; wspotrzedng srodka masy ukladu, bedziemy
mieli m, 2, +my2,+...==mz,, gdzie m oznacza mase calkowitg ukladu
(str. 154). Wedlug (12) jest wigc

{13) V=-—mgz,.

Zauwazmy, ze mg jest ciezarem calego ukladu (t.zn. sumg
ciezaré6w poszczegolnych punktow).

Jezeli w jednym polozeniu ukladu srodek ciezkosci ma wspol-
rzedna 2z, a w drugim 2, wowczas praca wykonana przez sily
cigzkodci wynosi L= (—mgzQ) —(—mgz{V) cayli

(14) L=mg(z{d —z).

A wiec: praca w polu cigzkosdei zalety tylko od réinicy poziomdw
drodka cigékosci ukladu, a nie zalety od toréw poszczegdlnych jego
- punktow.

Praca sit cigzkosci rowna si¢ zatem pracy, jake wykonalby cie-
sar calkowity ukladu, zaczepiony w $rodku jego masy.

Potencjal sil wewnetrznyeh. Niech bedzie dany uklad
punktéw A, 4,,...,4, o masach m,,m,,...,m, Zalézmy, ze sily
wewnetrzne, z jakimi dwa dowolne punkty ukladu dzialajg na siebie,
zalezg co do wielkodci tylko od odleglodei tych punktéw, t.zn. ze
jedli oznaczyé przez PY sile, z jaks punkt Afx,y,2) dziata na
punkt A (z,y, 2,), zad przez Ty odleglodé miedzy punktami 4,i 4 49



216 ROZDZIAL V. Uklady punktéw materialnych.

to |PY| jest funkejg odleglosci 7, czyli

(15) [PY=1,r),
gdzie
(16) ry=V@,— @+ y,—y F+(z,—2).

Niechaj Py oznacza rzut sily PV na kie-
runek A;4;. Zatem:
10 |Py=|P7,
20 P;<0, jezeli punkty 4,1 A4, sie przy-
ciggaja, za§ Py>0 jezeli punkty A,
y i A; si¢ odpychajg.
Poniewaz w my§l prawa akeji i reakcj
jest PY=—P" wigc Py=P,, skad na mocy (15) i warunku 1°

(17) Py==f,(r,)  czyli P =Fr,).

Z okreflenia liczby Py wynika, ze rzuty sily P Y na osie ukladu
(,y,2) mozemy napisaé¢ w postaci:

y

T —, —2
as) pi—p 2% pi_p¥ Y%  pi_pi%
Ty Tij Ty
Polézmy
(19) V= / P dr,= [Fr,)dr,.
Poniewaz Py=P; i ry=ry, wiec
(20) Vy=V.
é‘V,, dVU "rlj Ti—&j . .
Mamy % dry o =Py 7y’ zatem na mocy (18):
aV]j QVU_ if CVU i
(21) 2 w P x) "@:—P gy = P;.
Pol6zmy
1w 1w
(22) V=3 XVy=52 [ Pydry,

gdzie sumowanie rozciagniete jest na wszystkie pary liezb i,j takie,
ze 17, i<n i j<n.

Niechaj P; oznacza sume wszystkich sil wewnetrznych, dzia-
lajacych na punkt 4;. Zatem

(23) = 5 P’ dla j 1.

J=
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Obliczmy pochodng czastkowsg IV /Jx. Zmienna z; wystepuje
tylko w funkcjach Vi V;, gdzie j=5=¢. Na mocy (22) jest wobec tego

oV _1 5 [2Vy , 3V L
éwi § [ c"a:, "{Di dia 4 :': J.
Z réwnodci (20) i (21) wynika wiec
'\V 1 (j [j . -
= 22P ZP dla ij,
skad na mocy (23):
v 14 v
aw, P’x’ ai"l“;—- P,‘y, “;;;;=.Piz-

Zatem V jest potencjalem. UdowodniliSmy wiec twierdzenie
nastepujace:

Jezeli sity wewnetrzne, z jakimi punkty ukladu dzialajq na siebie,
zalezq tylko od odleglosci tych punktow, wowczas sily wewnetrzne wy-
twarzajq pole potencjalne o potencjale danym przez wzor (22).

Przyktad 4. Niech punkty ukladu przyciagajs si¢ wzajemnie
wedlug prawa Newtona. Woéwcezas dla ¢4j jest Py= —Kmm;/rd,

a wiec wedhuig (19) V= /'P,,dr,-,:[(m,.m,/ru, skad na mocy (22)
(24) V=41KYmm/ry,

gdzie suma rozciggnieta jest na wszystkie pary liczb 4,j takie, ze
i, i<n i j<n.
W szezegbélnodei dla dwoch punktéw mamy

(25) V=Kmm,|r,.

Przyklad 5. Niech punkty ukladu przyciagaja sie z si-
lami proporcjonalnymi do odleglodci. Woéwezas dla i=Fj bedzie
Py=—Ayry, gdzie A; jest wspblczynnikiem zaleznym od pary

punktéow m,m;. A wiec wedlug (19) V,,=“/‘Pgdr,y=—-».}).?,r‘:§. skad
na mocy (22)

(26) V~—“27~:f 7y
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§ 5. Energia kinetyczna ukladu punktéw. Niech dany
bedzie uklad punktéw m,m,, ..., majacych w pewnej chwili ¢ pred-
kodei ©,, v,, ...

Energiq kinetycznq ukladu punktéw w chwili ¢ nazywamy sume
energij kinetycznych poszezegélnych punktéw.

Jezeli wige polozymy v,=|3,), v,=|,), ..., to energia kinetyezna
ukladu wyniesie

(I) E=1mv} + {movi + ... = 1 'm0},

Energia kinetyczna ukladu w ruchu postepowym.
Jezeli uklad porusza si¢ ruchem postepowym z predkoseig ¥ (t. zn. je-
Zeli wszystkie jego punkty maja t3 sama predkosé v), woéwczas
kladge v=|v|, mamy E=}3m;v*=1v®>m; czyli
{II) E=}imd?,
gdzie m oznacza mase catkowitg ukladu.

Energia kinetyczna w ruchu obrotowym okolo osi.
Niech uklad punktéw obraca si¢ okolo osi ! z predkoscig katows w.
Oznaczajgce przez 71y, 7, ... odleglodei punktéw ukladu od osi obrotu,
mamy v;=7,0, a zatem E=13mui=}Ym;r;w?=lw?Smr:. Poniewaz
Yma} jest momentem bezwladnodei ukladu wzgledem osi obrotu,
wiec kladac )ﬂm,-r?—-—l , otrzymamy
(11I) E=}1at

Twierdzenie Koniga. Niech dowolny uklad wspéirzednych
o poczatku O porusza si¢ wzgledem ukladu odniesienia ruchem
postepowym. Oznaczmy przez # predkoéé punktu O, zas przez ¥
predkosci bezwzgledne, a przez w; predkosei wzgledne punktéw ma-
terialnych m; (¢=1, 2, ...). Poniewaz % jest predkodcig unoszenia, wiec
(1) V= U+ o,
skad ;= (4 + %)= @ + w; + 2aw;. Kladac v,=[3), w,=|%| i u=7),
otrzymamy E=1Ymw}=13mu’+ LI mw; + Sm i,

Jezeli wiec polozymy m=2m,;, dostaniemy
{(2) E=1lmu?+ %_Tmi'w? + u)'m,w;.

Oznaczmy przez 7, predkosé bezwzgledna, a przez w, predkosé
wzgledng srodka masy. Na mocy (1) mamy ¥y=u-,. Poniewaz
Em,T=mw,, wiee z (2) wynika E=Limu?-+ }Emmw;+muiv, lub, pi-
8Z9C 7, — % zamiast @,

(Iv) B=1mu? + 1 S'mw; +mua(T,— ).
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Pierwszy wyraz tej sumy oznacza energi¢ ruchu postepowego
ukladu punktéw, poruszajacego si¢ z predkogciag u. Wyraz drugi
oznacza energie kinetyczng ruchu wzglednego, przyczem predkosci @,
mozemy uwazaé za predkosci punktow m; wzgledem punktu O, po-
Tuszajacego si¢ z predkodcig u.

Jezeli wiee przyjmiemy, Ze ruch ukladu zlozony jest z ruchu
postepowego o predkosci dowolnego punktu O i ruchu wzglednego
wzgledem tegoz punktu O, to energia kinetyczna ukladu rowna si¢
sumie energii kinetycznej ruchu postepowego, energii kinetycznej ruchu
wzglednego i iloczynu masy catkowitej ukladu przez iloczyn skalarowy
2 predkosci punktu O ¢ predkosei wzglednej $rodka masy.

Twierdzenie powyzsze nosi nazwe¢ ltwierdzenia Koniga.

Jezeli w szczegélnodei za punkt O obierzemy srodek masy, to
4="7,, 8kad na moey (IV)

(3) E=_mvg+ {3 mw;.

Jezeli wiee ruch ukladu bedziemy uwazaé za ruch zlozony
z ruchu postepowego o predkosci srodka masy i ruchu waglednego
wzgledem srodka masy, woéwczas energia kinetyczna uktadu réwna si¢
sumie energii kinetycznej ruchu postepowego i energii kinetycznej ru-
chu wzglednego.

Zasada rownowartodei pracy i energii kinetycznej.
Niech na punkty materialne m; dzialajg sily P, Oznaczmy przez
predkosé punktu m; w chwili ¢, przez 7 predkosé jego w chwili ¢,
a przez Lﬁ’, prace sily P; w czasie od ¢, do t. Zatem ((3), str. 106)
m; — imo{" =L, skad

I mof— ) Zmfo’) =3 L.
Kladac: E=1Ymw}, E=LY m{v®), L, =YL, otrzymamy
(V) E _‘.E0=Lt.t .

We wzorze tym E oznacza energie kinetyczng ukladu w chwili ¢,
a E, w chwili t,; wyrazenie L,, przedstawia sume prac poszczegol-
nych sil dzialajgcych na uklad, t.j. prace calkowita, jakg sily te
wykonaly w czasie od {, do {.

A wiec: przyrost energit kimetycenej uktadu punktéw material-
nych réwna si¢ pracy catkowitej sil dzialajacych na punkty ukladu.

Twierdzenie to nosi nazwe zasady réwnowartosci pracy i energit
kinetyczne;.
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Jezeli praca catkowita sil dzialajgeych jest zerem, czyli L,,=0,
woéwezas na mocy (V) jest E—E,=0 czyli

E=E,.

A wiec: jezelt praca catkowita sil, dzialajqcych na punkty ukladu
jest stale zerem, wowczas energia kinetyczna ukladu jest wielkoéeiq stalq.

Twierdzenie powyzsze nosi nazwe zasady zachowania energit
kinetyeenej.

Zat6zmy, ze uklad sit dzialajgeych posiada potencjal. Jezeli
przez V oznaczymy potencjal w chwili ¢, a przez V, potencjal w chwili ¢,,
to L=V —V,, a wieec na mocy (V) ¥—E,=V —V, czyli

E—V=E,—-V,.

Wielkodé U==—V nazywamy energiq potencjalng ukladu.

Zatem

Sume¢ E+ U nazywamy energiq calkowilq ukladu.

A wiege: jezeli uklad punktow porusza sie w polu potencjalnym,
lo energia calkowita ukladu jest stala.

Twierdzenia te 83 oczywiécie uogdlnieniem odpowiednich twier-
dzen, dowiedzionych na str. 106 107 dla jednego punktu materialnego.

Energia kinetyczna w ruchu wzglednym. Niech uklad
wspélrzednych O’'(z’,y’,2’) porusza si¢ wzgledem ukladu inercjal-
nego O(x,y,z). Oznaczmy przez E, i EY energie kinetyczng w ru-
chu wzglednym w chwilach ¢ i t,, przez L., L, i Lg, prace w ruchu
wzglednym sil dzialajagcych, sil unoszenia i Coriolisa w czasie od ¢,
do i. Poniewaz prawa Newtona odnosza si¢ do ruchu wzglednego,
gdy do sil dzialajaeych dodaé sity unoszenia i Coriolisa (str. 137), wiec

(4) E, *E(£)=Ll‘.z +LZ:+L§z.
Poniewaz przyspieszenie Coriolisa jest prostopadle do predkosei
wzglednej, wiec sila Coriolisa jest réwniez prostopadia do tej pred-

kosci. Zatem praca sil Coriolisa w ruchu wzglednym jest zerem,
wobec czego mozemy napisaé

(5) Ew—E(zg)‘—‘-‘Ll.,t +Lg 4.

A wige: przyrost energii kinetycznej w ruchu wzglednym réwna
si¢ sumie prac w ruchu wzglednym sit dzialajqeych i sil unoszenia.
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Niech w szczegllnosei punkt O’ znajduje sie w drodku S
masy ukladu O'(2’,y’,2’') i niech uklad ten porusza sie ruchem poste-
powym. Poniewaz przy tym zalozeniu przyspieszenie unoszenia
TOwna sie przyépieszeniu 7, §rodka masy, wiec sily unoszenia po-
szczegblnych punktéw ukladu m,, m,, ... wWynoszg

(6) Pyy= —m, By, Pyy=—my Py
Oznaczajac przez W, Wy, .. predkoécx wzgledne punktéow ukladu,
otrzymujemy L = / P, w,dt + f P, Wydt + ..., skad wedlug (6)

t
L= -—-./ Polmy Wy +my®Wy+...) dt.
o

Predkodé wzgledna w, srodka masy réwna sie zeru, gdyz za-
tozyliSmy, ze Srodek S masy catkowitej m jest stale w poczatku
ukladu ruchomego O'(z’,y’,z'). Zatem m,w,+myW,+...=mWy="0,
skad wedlug ostatniego wzorn L;,,=0. Na mocy wigc (5)

'(7) -Ew"“ Eg:»‘:Lt.,l-

A wiec: przyrost energii kinetycznej w ruchu wzglednym wzgledem
$rodka masy rowna si¢ pracy w ruchu wzglednym sit dzialajacych.

Przyktad 1. Uklad punktéw materialnych porusza si¢ w polu
sily cigzkodei. Niech §rodek masy 8 bedzie poczatkiem ukladu wspdél-
rz¢dnyeh (2',y’,2’), poruszajacego si¢ ruchem postepowym. Przyj-
mijmy, ze of 2’ jest pionowa i zwrécona ku dolowi.

Poniewaz ciezary poszczegélnych punktéw maja kierunek osi 2/,
wige (podobnie jak w ukladzie bezwzglednym, str. 215) praca sil
ciezkodei w ruchu wzglednym réwna sie pracy, jakg wykona ciezar
catkowity, zaczepiony w §rodku masy. Z uwagi na to, ze srodek
masy jest w spoczynku wzgledem ukladu («',y’,2’), gdyz znajduje
si¢ z zalozenia stale w poczatku tego ukladu, praca sil ciezkosci
w ruchu wzglednym jest zerem. Przyrost zatem energii kinetycznej
w ruchu wzglednym réwna si¢ pracy pozostalych sit (poza ciezarami),
jokie dzialaja na punkty ukladu.

W szczegélnodei jezeli na punkty ukladu dziataja same tylko
ciezary, to energia kinetyczna tego ukladu w ruchu wzglednym
jest stala,



222 ROZDZIAL V. Uklady punktéw materialnych.

Przypusémy np., ze w chwili {=0 puscilid§my swobodnie punkt
materialny o masie m,, a po T sek drugi punkt o masie m,. Po cza-
gie t>T predkosci punktéw m, i my, wynoszs:
(8) v,=gt i vo=g(t—T).

Predkosé srodka masy v, otrzymamy z réwnania

My Dy + Mgy =={My -+ My )0,

Zatem vy=(m,v,+myv,)/(m;-+m,). Predkosci wzgledne punktéw m,
1My Wynoszg w; =10, —0g 1 Wy==0, —0,, WigC 10;=my(v; —0g)/{m; +m,)
1 0y=mm(v,—2,)/my+m,), skad na mocy (8) wy=mygT/(m;+ms,)
i wy=—mgT/|(my+m,).

Energia kinetyczna w ruchu wzglednym wynosi zatem

By, = im,wi+imyws= m, mqg®T?/2(m, +m,) = const.

Widzimy wige, Ze energia kinetyczna w ruchu wzglednym
wzgledem srodka masy jest stala.

Przyklad 2. Dwa punkty 4 i B o masach m, i m,, polaczone
nicig nierozciggliwg bez masy, poruszajg si¢ w plaszczyZnie pionowej

w ten sposéb, ze punkt A musi pozostawaé stale na osi poziomej &
za§ punkt B na osi pionowej z.

) Oznaczmy przez ! dlugoéé nici, a przez =,z
A wspbilrzedne punktéw A4, B. Na punkt 4 dziala
reakeja R,, prostopadla do osiz (za.kla.dar_x_ly, ze

71— nie ma tarcia), ciezar @, i reakcja nici P; na

s 1 71, punkt B dzialareakeja R,, prostopadla do osiz;
~4 % iezar @, i reakeja mnici P,.

) J Z sil powyzszych nie wykonujg pracy: reakcje

z R,, R, i cigzar @,, gdyz sily te sg prostopadle

do toru. Nie wykonuja réwniez pracy sily P,

i P,, poniewaz P,=—P, a ponadto odleglo§é punktéw 4,B jest
stala (str. 212). Tylko wiec cigzar @, wykonuje prace.

Przypusémy, ze w chwili poczgtkowej ¢,=0 punkty 4,B
mialy wspoélrzedne z,,2, i predkodé zero. Energia kinetyczna
w chwili ¢ wynosi

E=im;2*+imy2.

Praca sily @, réwna si¢ m,g(2—2,), jezeli osi z nadamy zwrob.
ku dolowi. Zatem na moey zasady réwnowartodei pracy i energii
kinetycznej

(9) m, &2 4 Img22=myg(2 —2,).
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Oznaczmy przez ¢ kat, jaki ni¢ tworzy z osig z w chwili ¢,
a przez ¢, kgt w chwili {,=0. Mamy wiee:

x=1 cos g, z=1sin ¢, zo=1 sin @,
skad:
(10) Z=—lpsin ¢, z=Ilpcos p.
Wedlug (9) jest zatem
(11) 1R @%(m, sin® @ +m, cos® p)=m,gl(sin ¢ —8in g,).

Z powyiszego réwnania mozemy, znajac ¢, obliczyé ¢, a na-
stepnie z réwnan (10) wyznaczy¢ predkosei Z i y. Znajac ¢, mo-
zemy réwniez wyznaczyé reakeje R, R,, Py, P,. Przyjmijmy dla
prostoty, ze my;=my,=m i p,=0. Otrzymamy z (i1)

(12) gP=g sin .

Rézniczkujgce wzgledem ¢, dostaniemy lpp=g¢gq¢ cos ¢, skgd
(13) p=g cos ¢/l.

Oznaczajac przez p, przyspieszenie punktu A, otrzymamy
(14) my Py =By +Qy 4Py

Tworzgc rzut na of z i kladge P=|P,=|P,, dostaniemy
(15) mx = —P cos ¢.

Poniewaz na mocy (10)
(16) &= —lpsin g—1¢? cos ¢,

wige z réwnan (15) i (16) mozemy otrzymadé P, znajac ¢, gdyz ¢ i ¢
mozemy obliczyé z réwnan (12) i (13). Dostaniemy

(17) P=3myg sin ¢.
Tworzac rzut na o§ 2, dostaniemy z (14) R, +mg -+ P sin ¢=0 czyli
(18) R,=—mg—P sin ¢,

gdzie R, oznacza rzut sity R, na of z. L

Podobnie, dla punktu B mamy mp,=R,+P,+Q; Tworzage
rzut na o§ z, otrzymamy z uwagi na to, ze P,=—P,, réwnosié
B,+ P cos ¢=0, skad
(19) R,==—P cos ¢.

Wzory (17)—(19) wyznaczajs reakcje w zaleznoéci od kata ¢.
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Przyklad 3, Dwa punkty materialne 4, i A, o masach m, i m,,
polaczone nicig nierozciggliwg bez masy, przechodzacyg przez staly
punkt O, poruszajg si¢ w plaszczyznie poziomej (przechodzgcej
przez O) bez tarcia. Obierzmy w tej plaszczyZnie uklad wspéirzed-
nych (z,z) o poczatku w O (p. rys. na str. 213). Poniewaz kierunki sit
P,, P,, z jakimi nié dziala na punkty 4, i 4,, przechodzy stale przez O,
wiec punkty A, i A, beda poruszaé si¢ ruchem srodkowym o srodku O.

Polézmy r,=0A4, i r,=O0A,; niechaj ¢, ¢, oznaczajg katy
miedzy osig # a odcinkami OA4, i 0A4,. Predkosci polowe punktéw
A, i A, sa odpowiednio réowne lri¢ i {r2¢,. Poniewaz predkodci
polowe w ruchu srodkowym sg stale (str. 87), wiee
(20) r2p,=c, rip,=0,,
gdzie ¢, i ¢, 83 pewnymi stalymi.

Na str. 213 dowiedliémy, ze praca catkowita sit P, i P, jest zerem.
Zatem energia kinetyczna ukladu punktéw A,, 4, ma wartosé stalg.
Oznaczajgc przez v, i v, wielkodé predkosei punktéw A, i 4,, otrzy-
mamy {m %+ jm,vi=c lub

(21) m vi-+m,v=h,
gdzie ¢ i h=2c 8g stalymi. Ale ((3), str. 47):
vi=fl+4rig? i vi=1724-rig2,
wigc na mocy (20), wyraza]qc ¢, i @, przez 7, i r,; otrzymamy
vz-r2+—- ivl= r2+ 2 skgd na mocy (21)
m,c2

m, o’
(22) mlff+m2i§+——;-?—'+ "é_: h.

Oznaczmy przez ! dlugoéé nici. Zatem r,+r,=1 czyli r,=1—n,
skad
(23) Fo=—F.
Wstawiajac w (22), otrzymamy

N Lo md mE
(24 A B (2

Roéwnanie rézniczkowe (24) wyznacza r, jako funkcje czasu .
Z réwnoéei (23) i (20) otrzymamy 7, ¢, ;. Aby otrzymaé reakcje
P,, P,, zauwasmy, ze jezéli p, oznacza przyépleszeme punktu 4,, to
m, pl—-P1 Utwoérzmy rzut na kierunek O4,. Oznaazajac rzuty 7, i P,
na OA, przez P, P, dostaniemy
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(25) m,p, =P.
Na mocy (II), str.47, mamy p, =7 —r,¢}. Zatem wedle (20)
.6
(26) p,=F,— .

Aby otrzymadé »,, zrézniczkujmy réwnanie (24). Dostaniemy

y: .  ma md ]
(" ) r} {(nzl +-m2)r1 - r;: + (l ___ rl)a] ===\
Jezeli # 50, to na mocy (25)—(27)
. mm, c; ¢t
(28) P= m,+m, [(l —r,)3 + 'F;’]

Ze wzoru (28) mozemy otrzyma¢é¢ reakcje P, znajgc tylke 7,.
Znajae P, znamy P, i P,, gdyz |P))=|P,.

§ 6. Zagadnienie dwdch cial. Niech dwa punkty mate-
rialne o masach M i m przyciggajs sie wedle prawa Newtona z silg
o wielkogei

P=EmM/e,

gdzie r oznacza odleglos¢ tych punktéw. Na str. 107 badaliSmy
ruch punktu m przy zalozeniu, ze punkt M jest nieruchomy. Udo-
wodniliSmy, ze w tym przypadku zachodzg prawa Keplera. Obecnie
nie bedziemy zakladaé, ze punkt M jest nieruchomy, lecz ze oba
punkty sa swobodne. Pod wplywem wigc wzajemnego przyciagania
oba punkty m i M beda si¢ poruszaé. Oczywiscie, ich srodek masy
bedzie w spoczynku lub w ruchu jednostajnym prostolinijnym, bo
wedlug prawa akcji i reakeji suma sil dzialajaecych na punkty m i M
jest rowna zeru. Mozemy zatem poczatek ukladu inercjalnego umies-
cié w drodku ciezkosci obu punktow.

Niechaj ,,¥,,%2, beda wspéirzednymi punktu M, za§ w,,y,, 2,
punktu m. Réwnania ruchu Newtona dla punktéow M i m bedsy
mialy postac:

. KmM x,—2x . KmMy,— . KmM z,—
(1) Mé=—z- = Mji=3 Y2—% | Mi="" _.z._r._%l_
no KmM zy—x EmMy,—y . KmMz—=z
(1) mey=— T 2r 5 M= - 27 E Ma="" " rwx’

S. Banach. Mechanika 15
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Poniewaz frodek ciezkosci ukladu M, m jest w poczatku ukladu
wspolrzednych, wige Mx, +mz,=0, My,+my,=0 i Mz +mz,=0,
8kad @p=—Mz,/m, Y,==—My,/m i 2y=—Mz [m. Zatem:

Mim M+m M+4m

(2) @p—zy=— m Ty  Yo—h=— m Y1y zz"‘zl:—-‘,m_"zr
A wiec
M
(3) r=l/(a:-._.——w1)2+(y2—y1)2+(z2—z1)2= ;m"v

gdzie r1=|/:5?+y§+z‘f oznacza odleglosé punktu M od srodka ciez-
kodci. Podstawiajgc w réwnania (1) wyrazenia ze wzoréw (2) i (3),
ofrzymamy:

Wi KmiM =z, Ui Km3M y,
) YhE T (M FmE 'y yl_“m'ﬁ
(4) - Km3M =z,
Al zl=

(M+m)Pr} r,
Poréwnujac te réwnania z réwnaniami (I), str.107, widzimy,

ze ruch punktu M bedzie taki, jak gdyby punkt ten byl przycisgany
przez mase nieruchomg m3/(M +m)?, umieszezong w poczatku ukladu.

A wige: jezelt dwa punkty M © m przyciqgaje si¢ wedle prawa
Newtona, to kaidy z mich, np. M, porusza si¢ wzgledem $rodka cigs-
koéci (obu punktéw) tak, jak gdyby w srodku cigtkosci umieszezona
byla masa nieruchoma m3/(M-+m)?, przyciagajaca punkt M wedle
prawa Newlona.

Badanie zatem ruchu wzgledem srodka masy dwu punktéw
sprowadza si¢ do przypadku rozpatrywanego na str.107.

Wynika stad, ze oba punkty poruszaja sie po krzywych rzedu
drugiego w ktérych ognisku znajduje si¢ srodek ciezkodci tych pun-
ktéw. Tory wiec obu punktéw sg torami plaskimi.

Zbadajmy jeszcze ruch punktu m wzgledem punktu M. Umiedémy
w punkcie M poczatek ukladu wspélkrzednych (2',y’,2'), poruszaja-
cego si¢ wraz z M ruchem postgpowym. Oznaczajge przez &, 7, {
wspoirzedne punktu m wzgledem tego ukladu wspéhrzednych, otrzy-
mamy

(5) =1y —;, n=Y:—Y% {=2,—2.
Mnozac rownania (1) przez m/M i odejmujac od (1) dostaniemy
z uwagi na (5)
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mE — _ K(MA+m)mé m.._____K(M+m)mg

r2 r’ = r? r’
(®) i KL m)me
T r2 r’

Poréwnujac réwnania (6) z réwnaniami (I), str. 107, widzimy, ze
punkt m porusza si¢ wzgledem punktu M tak, jak gdyby punkt M
byl nieruchomy, a masa jego byla zwiekszona o mase¢ punktu m.

A wige: jezeli dwa punkty M i m przyciagaja si¢ wedle prawa
Newtona, to ruch wazgledny punktu m wzgledem punkiu M jest taki,
jak gdyby punkt M byl nieruchomy, a masa jego byla zwigkszona
0 mase punktu m.

Takze i w tym przypadku badanie ruchu jednego punktu ma-
terialnego wzgledem drugiego sprowadza si¢ wige do przypadku
rozpatrzonego na str. 107.

Przyjmijmy, ze ruch wzgledny punktu m odbywa sie po elipsie
0 osi wielkiej 2a, przyczem czas obiegu niechaj bedzie T. Na mocy (10),
str. 109, otrzymamy a3/T2=K(M +m)[4nt. Widzimy zatem, ze w ru-
chu wzglednym stosunek a3/T? zaleiy od mas obu cial. Poniewaz
ruchy planet badamy wzgledem slorica, wige przyjmujae, ze M
oznacza mase slonca, a m mase planety, widzimy, Ze lrzecie prawo
Keplera (str. 89), ktére odnosi sie do ruchu wzglednego planety
wzgledem slonca, jest miedciste. Dla innej planety (przy odpowiednim
znakowaniu) jest

(7 ot/ Ti=K (M +m,)/4=?,
skad

/T _ M+m_ 1tk
a7} M+m 149

(8)

Poniewaz w ukladzie stlonecznym stosunek m/M wyraza sie
w tysigeznych, wiec ostatni ulamek malo rézni si¢ od jednodci.
Dokladne obserwacje ruchu planet wykazujg te odchylenia od trze-
ciego prawa Keplera.

Guiazdami podwdéjnymi nazywamy dwa ciala niebieskie, krazgce wokét
siebie (zdala od innych cial). Przyjmujac, e gwiazdy podwdjne przyciagaja
si¢ wedlug prawa Newtona, moiemy stosowaé do nich wnioski otrzymane
w tym §. Obserwacje potwierdzaja te wnioski, a tym samym prawo powszech-
nego cigfenia, z ktéregodmy je wyprowadzili.

15*



228 ROZDZIAL V. Uklady punktéw materialnych.

§ 7. Zagadnienie n cial. Niechaj n punktéw materialnych
przycigga si¢ wzajemnie z silami dzialajgeymi wedlug prawa po-
wezechnego cigzenia Newtona (str. 90). Badaniem ruchéw w takim
ukladzie punktéw zajmuje si¢ t.zw. zagadnienie n cial.

Zagadnienie to jest waine dla astronomii. Siofice wraz z planetami tworzy
taki uklad, jezeli pomingé dzialanie gwiazd staiych, bardzo mate wskutek wiel-
kiego ich oddalenia od ukladu stonecznego.

Zagadnienie dwdch cial, ktérym zajmowaliémy sie w § 6, jest szczegélnym
praypadkiem zagadnienia n ecial.

Zagadnienie n cial nie jest rozwigzane w calej ogélnodci. Nawet
w przypadku trzech cial jest jeszcze wiele spraw nierozstrzygnietych.
Przy pomocy jednak t.zw. feorii perturbacji (czyli zaburzen) mo-
zemy wyznaczy¢ ruchy ukladu stonecznego z zgdana dokladnodcia.

W zagadnieniu n ciat mamy do czynienia tylko z silami we-
wnetrznymi. Z twierdzenia o érodku masy (str. 200) wynika zatem,
Ze frodek masy ukladu jest w spoczynku lub w ruchu jednostajnym
prostolinijnym. Mozemy wiec poczatek ukladu inercjalnego wspdl-
rzednych obraé w drodku masy. Wzgledem tak obranego ukladu
wspolrzednych ped ukiadu n punktéw bedzie stale zerem (str. 199).

Z twierdzenia o krecie (str. 206) wynika, ze kret ukladu punk-
tow jest staly. Plaszezyzna przechodzaca przez §rodek masy i prosto-
padla do kretu nie zmienia zatem polozenia.

W przypadku ukladu slonecznego &rodek masy lezy w sloncu (ze wzgledu

na wielka mase slonca w stosunku do pozostalych planet).

Plaszczyzne przechodzjcy przez Srodek masy ukladu slonecznego i pro-
stopadla do kretu nazwat Laplace plaszczyzng niezmiennq.

Plaszezyzna ta nie zmienia swego polozenia w przestrzeni wzgledem ukladu
inercjalnego wspdlrzednych o poczatku w stoncu. Podlug obliczeir wykonanych
przez Laplace’a plaszczyzna niezmienna tworzy z ekliptyka kat e=1,7689°.

Zagadnienie trzech cial. Niechaj dane beda trzy punkty
materialne A4,,4, 4; o masach m,,mym;. Ozbdaczmy przez Py
sile, z jaky punkt m; przycigaga punkt m;; niech w; bedzie silg, z jakg
jednostka masy umieszczona w 4; przycigga jednostke masy umiesz-
czong w 4;, Wedhug prawa Newtona mamy zatem
(1) Pij——: mm; Wi .

Z prawa akcji i reakeji wynika, ze Py=—P;, wiec

(2) Wi =—Wj;.



§n Zagaduienie n scial. 229

Oznaczmy przez p; przyspieszenie punktu m; w ukladzie iner-
cjalnym wspélrzednych. A wiee m p,-~-P +P 37 M M, B, + Wiy T, 5

skad

(3) P, == m,W,, 4 m, W
Podobnie
(4) Py == M, Wy, + M, B,

Na moey (3)1 (4) otrzymamy z uwagi na 4
to, ze w myS§l (2) jest Wyy=—Wy 1 W=

— Uiy
(5) By P, = (3, 4 m,) B, -+ my (W), -+ ,,).

Réznica p, —p, przedstawia przyspieszenie wzgledne punktu 4,
wzgledem A,, t.j. przyspieszenie punktu 4, wzgledem ukladu wsp6l-
rz¢dnych o poczatku A,, poruszajacego si¢ ruchem postgpowym.
Polézmy Pp=p,—p,. Z réwnania (3) dostaniemy

(6) My P = My (1, +- M, W, -+ m,m (W, + B,,).

Prawa strona réwnosei (6) przedstawia sile wzgledng punktu 4,
w ruchu wzgledem A4,.

Pierwszy jej skladnik, t.j. my(m,+m,)W,, przedstawia silg
wzgledng, jaka dzialalaby na punkt 4,, gdyby nie bylo trzeciego
punktu A4, (t.j. gdyby byto m,=0). Sila ta mialaby (zgodnie z twier-
dzeniem podanym na str. 227) kierunek ku punktowi 4, i bylaby taka,
jak gdyby masa punktu A4, byla zwiekszona o mase¢ punktu A,.

Drugi skladnik sumy, t.j. m,my(W,;-1-Ws), nazywamy sile
perturbacyjng (lub zaburzajqeq); pochodzi ona z dziatania punktu A,.

Przyklad 1, Niech m, oznacza mase ziemi, m, mase ksiezyca,
a m, mase slonca.

W przyblizenin masa storica =3410% masy ziemi, odleglosé ziemi
od slonfica =400 odleglodcei ziemi od ksieiyca, wreszeie masa ksiezyca
=gy masy ziemi. A wiec:

(7) Mgy = 5’,]0""2»1, Ny == '8'"6'7”1, A1A3:400A1A2.
Z trojkata A, 4,4, otrzymnjemy
(8) 3994, 4, <{ A, 4; < 4014, 4.,
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Ze wizgledu na wielkg odleglodé storica od ziemi i od ksiezyca
(w stosunku do odleglosei ksiezyca od ziemi) wektory W, i W, bedg
mato réznily si¢ od siebie co do wielkodei i kierunku, a zwroty beds
mialy przeciwne. Suma Wy, jest wige mala co do wartosci bez-
wzglednej. Opierajac si¢ na danych (7) i (8), mozna okazaé, ze

(9) My Mg |Waq -+ Wy

“3l 1,510,
Mo {My+ M) [Wgy| 7

Widzimy stad na mocy (6), ze sila perturbacyjna, pochodzgca
od stonca, jest mata i mozemy ja w pierwszym przyblizeniu opuscié.

Zatem: w pierwszym przyblizeniu ruch wezgledny ksiesyca wzgle-
dem ziemi otrzymamy, pomijajgc dzialanie storica.

Przyblizone badanie ruchu wzglednego sprowadza sie wige
w danym przypadku do zagadnienia dwéch cial. Odnosi sie to row-
niez do innych planet majacych ksiezyce.

W, W, Przyktad 2, Niech A, bedzie érodkiem

A, 4, 4, ziemi, A, punktem na powierzchni ziemii 4,

§rodkiem ksiezyca. Niech m,;, m, i ms ozna-

¢zaja odpowiednio masy ziemi, punktu A,

W, W, %, 1 ksiezyca. Zalézmy ze punkty 4,, 4,1 4, leig
4 4 4, Da jednej prostej.

Wektory Wy, i @, majg zwroty przeciwne. Jezeli 4, lezy miedzy
Ay i A, wowezas. |[Wy|>|Wy|, zatem wektor @y, -+, ma zwrot
wektora 0,,. Jezeli za§ A4, lezy miedzy 4,1 A,, t0 |Wy <<|W,| 1 wektor
Wy +Wy ma woéwezas zwrot wektora w;. W obu przypadkach sila
purturbacyjna ksiezyca m,mg(Wys+ ;) jest skierowana wzgledem
ziemi pionowo w gére. Dzialaniem tej sily tlumaczg si¢ przy-
plywy i odplywy morza.

Przyktad 3, Niech m, oznacza mase¢ jakiej$ planety, m, mase
jei ksiezyca, a frednia odleglosé planety od jej ksiezyca, T czas
obiegu ksiezyca dokola planety w ruchu wzglednym (wzgledem
planety). Na moey (7), str. 227, mamy
(10) a®|T? = K (m; + m,) /4",

Jezeli m;, m,, a’ i T' oznaczajs odpowiednie wielkosci dla innej
planety i jej ksiezyca, woéwezas analogicznie do (10)

(11) a® |T? = K (my + my)/4x".
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Na mocy (10) i (11) jest (m,+-m,)/(m, +m,)=a*T%/a’3T?. Opusz-
czajac masy ksiezycow m, i m,, jako zazwyczaj male w stosunku
do mas planet, dostajemy

(12) myfmy = a1 o T,

Zatem: stosunek mas dwich planet moizemy otrzymaé z obserwacit
ruchow ich ksigiycow.

Uwaga. Mozemy réwniez przyjaé, ze m, oznacza mase slonca,
m,=m,, a drednig odlegloé¢ planety od slorica, za§ 7" jej czas obiegu.
Przy tych zalozeniach wzér (12) przedstawia stosunek masy danej
planety (posiadajacej ksigzye) do masy slonca.

§ 8. Ruch cial o masie zmiennej. Zbadajmy teraz ruch
ciata, kitorego masa si¢ zmienia wskutek odrywania si¢ od ciala
{(lub przylgczania sig nowyeh) czgstek podezas ruchu.

Przykladem takim jest poruszajacy sie wézek
do ktérego dosypujemy piasek (lub z ktérego piasek
si¢ wysypuje). Innym prszykladem jest rakieta.
Materialy pedne, spzlajac sie, wywoluja wyplyw
gazéw i sile popedowa rakiety. Masa rakiety
maleje zatem o mas¢ uchodzgcych gazéw.

Przyimijmy, ze cialo sklada si¢ z wielkiej liczby drobnych
czastek, ktére mozemy uwazalé za punkty materialne. Oznaczmy
przez m mase ciala, przez v predkosé frodka 8§ jego masy w chwili ¢,
za$ przez m-+Am i ¥4 4% mase i predkodé drodka 8 w chwili ¢+ 4t.
Niechaj wreszcie P oznacza sume sil dzialajgcych na cialo w chwili ¢.

Masa oderwanych czastek w czasie od ¢t do ¢+ A4t wynosi
{(—Am); niech % i #+A4% oznaczajg predkodei (w chwilach ¢ i ¢4 A¢)
frodka 8’ masy oderwanych czastek.

Wezmy pod uwage uklad U wszystkich czgstek, z ktérych sklada
sie dane ciato w chwili . Ped tego ukladu w chwili ¢ jest H=m3,
a w chwili ¢+ 4t bedzie H' = (m + Am) (% + A7)+ (— Am)(% + A47%).
Przyrost pedu wyniesie zatem

H — H = mAv—Am (4 + A% — %) + Am A%.
Dzielac przez At, otrzymamy w granicy dla At dgzgcego do zera

dA dv dm,_ _
) it I A
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Poniewaz pochodna pedu ukladu réwna si¢ sumie wszystkich
sil dzialajgcych (str. 200), wige dH/di=P. Na moecy (1) jest wiec

(2) - mb—m(i—7v) = P.

Réwnoéé powyzszg mozemy napisaé w postaci mo-+mv=mi+P
czyli

(3) d(mo)/dt = mu -+ P.

Wzory (2) i (3) stosuja si¢ rowniez do przypadku, gdy nowe
czgetki dolgczajg sig¢ do ciala. W réwnaniach (2) i (3) wektor @
przedstawia predkodé srodka 8’ masy czgstek odrywajacych sie
od ciata (lub dolaczajacych si¢ do ciala).

Kladac ¥ —9=% w réwnaniu (2), otrzymamy

(4) Mmy— M= P.
Wektor w przedstawia predkosé wzgledng drodka masy odry-
wajacych sie czastek wzgledem fdrodka masy ciala.

- . L
- .»\___
- . P ot ovsvos -
N ..t e
- . . - e L 2%eTT ¥
U o e e Tl
- LT e es¥n
"3 e
P . iy
. . R -
- o X e, T
- - .-
- -
-
P

Przylktad. Ruch rakiety. Oznaczmy przez m mase rakiety,
przez v jej predkoéé, przez @ predkodé wzgledng (wzgledem rakiety)
gazéw wyplywajgcych z rakiety, a przez P sume sil zewnetrznych
dzialajacych na rakiete (jak ciezar, opor powietrza it.d.). Przy
tych oznaczeniach zachodzi wzdr (4).

Przyjmijmy najpierw, ze rakieta porusza si¢ w plaszczyZnie
‘poziomej po linii prostej, ktora obierzemy za 0§ z-6w, nadajac je}
zwrot zgodny z kierunkiem ruchu rakiety. Polozmy v=7 i w=|i].
Zalézmy, ze P=0 (a wiee, ze sila ciezkosci znosi sie z reakcja. plasz-
czyzny, przyczem pomijamy opér powietrza i tarcie). Poniewaz
¥ 1 w maja zwroty przeciwne, wiec na mocy (4) md-+mw=0, skad

(5) '&=-—ﬁw.
m

Predkodé wzgledna w wyplywajacych gazéw mozemy uwazaé
za staly. Calkujac réwnanie (5), otrzymamy wiec

(6) v =-—w log m + e.
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Przyjmijmy, ze dla t=0 jest m=m, i v=0. Wedlug réwnania (6)
jest tedy 0-==—wlogm,+e¢, wiec c=wlogmg, a zatem na mocy (6)

m
7 _ My,
(7) v=wlog

skad mg/m=¢"" czyli

(8) m=mge ",

Przypuéémy, ze rakieta osiagnela szybkodé »=100km/godz=
= 27m/sek. Jako predko$¢ wyplywu gazu mozna przyjgé
w=1000m/sek. Zatem na mocy (8) m=mye "%¥=0,973m,, skad
Mg —m=0,03 m,.

Aby wiee uzyskaé predkodé rakiety 100 km/godz, trzeba spalié
materialdow pednych o masie réwnej 3% masy rakiety.

Niech teraz rakieta porusza si¢ pionowo w gére. Przyjmijmy of
skierowang pionowo ku gdrze i zachowajmy znakowanie poprzed-
nie. Otrzymamy z (4) (pomijajac opdor powietrza) mo - 1mw=——mg
ezyli

(9) V== —"-;———g.

Calkujgc i przyjmujac, ze dla t=0 jest v=0 i m=m,, otrzy-
mamy podobnie jak poprzednio

(10) v =wlog '%’-gt,
Aby rakieta nie spadla z powrotem na ziemie i oddalila si¢
w przestrzenie miedzyplanetarne, nalezaloby nadaé¢ jej predkodé
v>12km/sek (str. 111). Z réwnania (10) otrzymujemy v<<wlog %::,
skad " “<my/m czyli me’ < m,, a zatem
mo—m=m(e” " —1).
Kladge v=12km/sek i w=1000m/sek=1km/sek, dostaniemy

mg—m 2=160000 m.

W nieréwnodci tej m oznacza mase rakiety po uzyskaniu pred-
kodei v=12 km/sek, za§ my, —m mase spalonych materialow pednych.
Jezeli wiee przyjmiemy m=1kg, wowczas m,—m >160000kg.
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Trzebaby zatem spali¢ 160000 kg materialéw pednych, by 1kg
masy ulecial w przestworza.

Zeby wiec odbyé podréz miedzyplanetarng w wozie, majscym wraz % pod-
réznymi mas¢ 1 tony, nalezaloby zabraé z soba 160000 ton materialéw ped-
nych, co jest oczywiscie niemozliwe. Dowodzi to, ze przy dzisiejszym stanie tech-
niki podréz taka jest niewykonalna. Sprawa posunelaby si¢ naprzéd, gdybydmy
mogli wydatnie zwigkszyé w, t. j. predkosé wyplywu gazéw, ktéra dzisiaj, prak-
tycznie biorge, dochodzi do 2000 m/sek.
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