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ROZDZIAŁ I 

T.EORIA WEKTORÓW 

I. Działania na wektorach 

§ t. Określenia wstępne. Wielkości, które możemy określić 
przy pomocy jednej liczby rzeczywistej, nazywamy skalarami. Ska.· 
larem jest więc masa, praca, energia kinetyczna i t. p. 

Wektorem nazywamy odcinek, w którym wyróżniony jest po­
czątek i koniec. Do wektorów zaliczamy punkty i nazywamy je 
wekwrami zerowymi. 

Wielkości takie jak np. prędkość, przy śpieszenie, siła, może1ny 
przedstawić przy pomocy wektorów. Wektor oznaczamy bądź jedną 
literą z kreską u góry np. a, bądź symbolem AB, gdzie A oznacza 
początek, zaś B koniec (rys. 1). Na rysunku koniec wektora zazna­
czamy strzałką. Początek wektora nazywamy także punktem, !za­
czepienia. 

Długością lub wartością bezwzględną wektora AB nazywamy 
długość odcinka AB 1 oznaczamy ją przez IABI. 

Dwa wektory mające ten sam kierunek (t. zn. równoległe) mogą 
mi.eć zwroty zgodne lub przeciwne (rys. 2). 

a 

.i 
d 6 -

a-6 i!J•b 

1. 2. 3. 4. 

Wektory a i b mające równe długości, kierunki i zwroty nazy­
wamy równymi (rys. 3), pisząc 

a=b. 

Dwa wektory mające równe długości i kierunki, lecz zwroty 
przeciwne, nazywamy przeciwnymi. Wektor przeciwny do a ozna­
czamy przez -a (p„ str. 4, ry~. 3). 
S. Banach. Mechanika. 



2 ROZDZIAŁ I. Teoria wektorów. 

Pol-Ożeniem wektora nazywamy prostą, na której wektor leży~ 
Wektory a i b równe i mające to samo położenie (t. zn. leżą.ce 

na jednej prostej) nazywan1y wektorarrli równowa.żnymi (str. I, rys. 4): 

a== b. 

Dwa, wektory zerowe uważamy za równe i równoważne. 
Wektory równe oznaczać będziemy często jedną i tą, samą 

literą, (gdy nie będzie obawy pomyłki). 
Rzutem wektora a na prostą (lub płaszczyznę) nazywamy wek­

tor, którego początkiem jest rzut początku wektora a, zaś końcem 
rzut jego końca. 

Przypuśćmy, że mamy dany w przestrzeni układ ,vspółrzędnych 
O(x, y, z) prostokątny lub skośnokątny. Obróćmy oś x około O 

z z 
w płaszczyźnie ;-cy o kąt < n tak, 
by dodatnia część osi x padła 

na dodatnią część osi y. Jeżeli 

dla widza znajdującego się po 
tej stronie płaszczyzny xy, po 

J której leży dodatnia część osi z, 
ruch ten odbywa się zgodnie 
z ruchem wskazówek zegara, 

wówczas układ O (x, y, z) nazywamy lewoskrętnym, w przeciwnym razie 

X 

I. 2. 

prawoskrętnym. 

W książce tej używać będziemy stale układu prostokątnego 
lewoskrętnego (t. j. jak na rys. 1, a nie 2 ). 

Powiadamy, że układ wektorów (a, b, c) nie równoległych do 
jednej płaszczyzny ma zwrot lewy (wzgl. prawy), jeżeli prowadząc 
przez dowolny punkt O osie x, y, z równoległe do wektorów a, b, c 
i zgodnie z nimi skierowane, otrzymamy układ lewoskrętny ( wzgl. 
prawoskrętny}. 

I 2. Współrzędne wektora. Niechaj a będzie dowolnym 
wektorem, zaś li' rzutem jego na daną oś x. 

Współrzędną wektora a względem osi x nazywamy liczbę, którą 
oznaczamy przez ax, określoną jak następuje: ax = la'I, jeżeli a' ma 
zgodny kierunek z osią x, zaś ax= - la'I w przypadku przeciwnym. 

Mamy oczywiście 

(1) 4x = jal COB a, 

gdzie a oznacza bt między wektorem li a osią x (str. 3, rys. 2). 
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Przypuśćmy, że n1amy dany prostokątny układ współrzędnych 
(:r;, y, z). Oznaczając współrzędne wektora a względem osi układu 

przez ax, ay, nz, zaś kąty t jakie a tworzy z osiami przez a, fJ, y 
(rys. 1), otrzyman1y na, mocy (1): 

{I) ax =-: lal cosa, a9 = lal cos j3, az = lal cos y. 

A więc: wektory równe ma.ją równe współrzędne względem osi 
układu. 

Ponieważ według znanego wzoru z geometrii analitycznej 
jest cos2a+cos213 + cos2 y = I, więc na mocy (I) 

(II) lal= Va;+a~+a;, 
(III) cosa= ax I 1<1!, cos fJ = a9 / lal, cos r = az / lal, 

Z równań (II) i (III) wynika, że współrzędne wektora określają 
jego długość, kierunek i zwrot. 

A więc dwa wektory a i b, mające odpowiednio równe wsp&­
r~ne względem osi układu prostokątnego (t. zn. dla których ax= bx, 
tJg=by, Gz=bz), są równe. 

Jeżeli wektor a Jeży w płaszczyźnie xy (rys. 2), to 

(IV) ax= lal cosa, a9 = lal sin a, 
(V) lal=~a;+a;, cosa=ax/lal, sina=ay/lal. 

Często (gdy pomyłka jest z 
wykluczona) rzutami wektora 
a na osie układu nazywamy 
także współrzędne ax' ay' az. 

Łatwo można okazać, 

że jeżeli punkty .A i .A' ma­
ją współrzędne odpowiednio 
x, Y,_!_i x', y', z', to wektor 

I. 

y 

a 

2. 

a=AA' ma współrzędne: ax= x'-x, a,,=y' -y i az=Z'-z. 

I 3. Suma I róinlea wektorów. Sumą wektorów a i b na­
zywa.my każdy wektor, który daje się otrzymać w sposób następują.cy: 

Z dowolnego punktu O kreślimy wektor równy wektorowi a, 
z końca tego wektora drugi wektor równy wektorowi b; wektor, 
którego początkiem jest O, końcem zaś koniec drugiego wektora, 
nazywamy sumą wektorów a i. b (str. 4, rys. 1) i oznaczamy przez· 

a+b. 
1• 



4 ROZDZIAL I. Teona wektorów. 

Dla wektorów przeciwnych (rys. 3) otrzymamy więc w szcze-
gólności 

a+(-a)=O. 

Sumę kilku wektorów np. a + b +c otrzymujemy, tworząc sumę 
b+c, a następnie dodając otrzymaną, sumę do wektora a (rys. 2). 

b 
I 

I -
/d 

I 
I 

I 
__________ __, 

o 6 
I. 2. 

Do sumy wektorów sto­
suje się prawa przemienności 
i łączności. A więc: 

a+b=b+a, 
(a+b)+c =a+(b+c). 

Z praw tych wynika, że suma ilukolwiek wektorów nie zmieni 
się, jeżeli zmienimy porządek składników lub jeżeli kilka z nich 
zastąpimy ich sumą. Np.: 

a+b+c..J...d+e=a+c+e+b+d=(a+c)+e+(b+d). 

Różnicę a - b okre­
ślamy jako sumę a+ (-b). 
Zatem wedle definicji 

a-b=a+(-b). 

d 

-a 

3. ... 5. 

Rys. 4 i 5 przedstawiają,, jak wyznacza się różnicę. 
Ponieważ 

(a-b) +b=a+(-b) +b=a, 
więc różnica dodana do odjemnika daje w wyniku odjemną. 

§ 4. Iloczyn wektora przez liczbę. l'loczynem wektora a 
przez liczbę m nazywamy wektor, który ma ten sam kierunek co a, 
długość 1ml razy większą,1 a zwrot zgodny z a lub przeciwny, zależnie 
od tego czy m>O, czy m<O. Iloczyn a przez m oznaczamy przez 

ma. 
Jeżeli m=O lub <i=O, to ma=O. 
Mamy oczywiście (p. str. 5, rys. 1 dla m = 2): 

(-m)a=-ma. 
Wynika stąd, że 

(-l)a=-a. 
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Dla iloczynu łatwo dowieść prawa rozdzielności sumy wzglę­
dem iloczynu i prawa łączności: 

m(a+b)=ma+mb, (m+p)a=ma+pa, m(pa)=(mp)a, 

gdzie m i p oznaczają liczby (rys. 2 i 3). Z powyższych praw 
wynikają zwykłe reguły algebraiczne dodawania i mnożenia. 

f-2Ja ma pa 

a pa• I 

2a m(pa/.,.(mpJa 

I. 3. 

Dzielenie wektora przez liczbtJ (różną od zera) okreś1amy jako 
mnożenie przez odwrotność tej ]iczby. A więc: 

a 1 _ 
-=-a. m m 

§ 5. W spólrzędne sumy l Iloczynu. Łatwo można okazać, 
że rzut (na prostą, lub płaszczyznę) sumy wektorów równa się 

sumie rzutów tych wektorów (rys. 4). A więc: 

Rzut (a+b) = Rzut a+ Rzut b. 

Podobnie ·rzut iloczynu wektora przez liczbę równa się iloczy­
nowi rzutu wektora przez tę liczbę (rys. 5). A więc: 

Rzut (mii)=m Rzut a. 
Jeżeli wektor a ma współ­

rzędne ax, a0, az, a wektor b ma 
współrzędne bx, b,,, bz, wówczas 
wektor s =ii+ b ma współrzędne 

Wynika to z twierdzenia 
o rzucie sumy. 

I b' 

4. 
ma' 

5. 

Podobnie z twierdzenia o rzucie iloczynu wektora przez liczbę wy­
nika, że wektor C=mii ma współrzędne Cx=max, Cy=may, Cz=ma.i-, 

.Jeżeli.np. d=5a-3b-2c. to: 
dx=5ax-3bx-2cx, dg=5ag-3by-2cy, 
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§ 6. Rozkład wektora. Sumę wekt,orów ii i b o wspólnym 
początku, lecz różnym położeniu (tj. nie leżących na jednej prostej), 
przedstawia przekątna r6wnoległoboku zbudowanego na tych wek­
torach. Podobnfo sumę trzech wektorów a:, b, c, o wspólnym po~ 
czątku, lecz nie leżących na Jednej płaszczyźnie, przed.stawia, prze­
kątna równoległościanu zbudowanego na tych wektorach. 

N a powyższych twierdzeniach opiei·a się rozkład danego wek­
tora na sumę dwóch lub trzech wektorów o d.anyeh kierunkach. 

Przypuśćmy, że mamy dany wektor s i dwie. l)roste l i m, nie 
równoległe, leżące w pewnej płaszczyźnie równoległej d.o s . .JeżHli 
chcemy przeclst,awić wektor s jako sumę dwi:>ch wektorów ?i i b 
równoległych do lim., to tworzymy równoległobok o bokach równo­
ległych do l i rn, którego przekątną jest s. ·\\- tyn1 celu kreślimy 

z początku i końca wektora e proste równoległe do l i m. Roki 
otrzy1nanego równoległoboku wyznaczą wektor:r fi i T: (rys. 1). 

Łatwo zauważyć, że taki rozkład jest rnożli.wy w jeden tylko 
sposób. 

Podobnie, jezeli dany jest wektor ;§ i trzy proste l, m., n nie 
równoległe do jednej płaszczyzny i chcemy przed.stawić wektor s 
jako sumę trzech. wektorów a, b, c równoległych do l, m, n, to bu~ 
dujemy równoległościan o krawędziach równoległych do l, m, n, 

rr z 

a 

G 
I. 2. 3. 

!J""' 
' ' . •d' 

którego przekątną 

J• est s. Kreślirnv za-. .. 
tem z początku O 
wektora °B proste 
l • I I , l ł ·, m i n rowno eg e 
do l, m, n; następnie 
z końca wektora a 
prostą równoległą do 
n. aż do punktu G 

przecięcia tej prost.ej z płaszczyzną prostych l', m'; wreszcie z pun­
ktu G kreślimy proste równoległe do l i m. Punkty przecięcia tych 
prostych z prostymi l' i ni' są końcami wektor6w a i b, których 
początkiem jest O. Wektor c jest równy wektorowi łączącemu 

punkt G z końcem wektora s (rys. 2). 
Jeden tylko tak.i rozkład jest. możliwy, ponieważ istnieje 

jeden tylko równoległościan o krawędziach równoległych do l, rrt, n 
i o przekątnej s. 



[§7] T. Działania na wektorach. 7 

Szczególnym przypadkien1 ta.kiego rozkładu jest przedsta­
wienie wektora przy pornocy wektorów jednostkowych. 
Oznaczamy 1·zuty wektora. a na osie układu (x, y, z) przez a', a", a"'. 
l\Iamy oczywiście (str. 6, rys. 3): 

a=ii' +a" +a"'. 
Obierzmy na. osia.eh układu wektory :,,~ J, k o długości 1, skie­

rowane zgodnie z odpowiednin1i osiami. Z określenia współrzędnych 
a.x, a,,, a~ (§ 2, str. 2) wynika, że 

·-..-, '"-; 

a =::;ay 1~ 
Zatem 

(I) 

Vfektory It J, fe na,zywamy wektorami jednostkowyrni. Wzór (I) 
wyrn,ża wektor a przy pomocy współrzędnych i wektorów jedno­
st,kowyeh. 

§ 7. Iloczyn skalarowy. lloez;lJrwrn 8kaltiro1l'}tm. wektorów 
a: 1 6 tworzących kąt t.p (p. rys. obok), nazyw·amy liezbę !ii! ibi cos <p. 

Iloczyn skalarowy oznaczamy przez ii , f~ 
lub tib. Zaten1 

(I) ·-1.,.... 1-1 lb'··, a ; "-= 1a i I cos ,p. 

Ilorzyn ska,larowy je:.-!t. zerern nie tylko 
"" prZYI)adku i:,.dv il,,.-= O lnb b ,,:::, O. lecz takż~~ 

. '' ~ u ' 

gdy alb, wtedy bowi(~m q,:=~n/2~ więc cosrp=O . 

Rz;:t b.-., .. _ 
d 

. Jeżeli za.A a =ł= O i 1; ~-i= 05 to ilrwzyn t;kala.rowy może być dodatni lub 
ujemny zależnie od tego, ezy q; jest kątem ostrym czy rozwartym. 

llocz}tn nie zalezy od porządku. c.zynników. ~Iamy bowiem 

ha=== ibi lal cos q:· =-= !al lb! cos p = ab. 
\V)-rażenie 15: cos <p przedstawia rzut wektora b na oś wy­

znaezoną, przez wektor a i zgodnie z nim skierowaną. Rzut ten na­
zywamy rz,ute·m b na kierunek a i oznaczarr1y przez Rzuta b. Zatem: 

Rzuta ,; = !b! cos rp, R.zut& ii= la! cm; <f. 

:Na mocy więc (I): 

(1) ab=lai Rzuta b=lbl Rzutjj a. 
Zatem -ilocz11n t<kalarowy równa s-ię Uoezvnow-i długości jednego 

wektora przez rzut drugiego na kier·unek pierwszego. 
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Prawo rozdzielności. Na mocy okreśJenia iloczynu mamy 

(a+b)e=iei Rzutc (a+b). 

Ponieważ Rzut0 (a+b)=Rzutca+Rzutcb, więc 

(a+b)e=lel Rzut0a+lel Rzutcb. 

Lecz le/ Rzutc a=ae i je/ Rzutc b=be; zatem 

(II) (a+b)c=ac+bc. 

Podobnie postępując, otrzymamy 

(III) (a-b)e=ae-be. 

A więc dla sumy i różnicy zachodzi prawo rozdzielności wzglę­
dem iloczynu. Wynikają stąd zwyczajne prawa mnożenia sumy 
przez sumę. 

Np. (a+b) (c+d)=(a+b)c+(a+i>>d=ac+bc+iid+bd. 

Prawo łączności. Niechaj m oznacza jakąkolwiek liczbę. 

Zatem 

(ma)b=lblRzut 6(ma)=mb Rzuti,a, skąd (mii)b=m(ab). 
Niechaj teraz m, n oznaczają liczby. ~a mocy poprzedniego 

wzoru jest (ma) (nb)= m(a-(nb)} = m,n(ab)}, więe 

(IV) (ma) (nb)= (mn) (ab). 

Wynika.ją stąd zwykłe prawa mnożenia wielomianu przez 
wielomian. 

Np. (2a-3b) oo= 1oac- I5bc, (4a- 2b) (3c+d)0-= 12ac-6bc+4aJ--26ii. 

Kwadrat wektora. Kwadrat skalarowy a2 określamy jako 
iloczyn a-a. Zatem a2=a-a=lal jaj cos o, więc, a2=!al2, stąd lal=~'a2• 

Otrzymujemy stąd: 

(V) (a+b)2=(a+ i;> (<i+b)=a2-t-2ali+b2, 

(a-b)2=(a--b) (a..::...b)=a.2-2ab+b2, 

(a+b) (a- -b)=a2-b2. 

Dwa pierwsze wzory 1nożemy napisać w postaci: 

(VI) !a+bl2=-=lal 2+ 2 lai Ibi cos ,+lb;2
, 

!a-bJ2=lal2-2lal lb! cos ą,+!ii, 2 • 
Wzory te wyraża.ją, t. zw. twierdzenie Carnota, znane z trygono­

metrii. 
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Przedstawienie analityczne iloczynu skalarowego. 
Niech "l, J, k oznaczają wektory jednostkowe (str. 7). Z okreś­
lenia iloczynu skalarowego otrzyn1ujemy: 

(2) i2=12=k2=l, tJ=lk=Jk=O. 
Przedstawiając wektory a i b w postaci a=a.3+aul+azk, 

b.1:=b .. },+buJ+b/k (p. str. 7), możemy iloczyn ab napisać w postaci 

nb=(axt + auJ +azk) (bxI+buJ +bzk). 

,vymnażają<'. w myśl reguł mnożenia i opierając się na wzo­
ra,·h (2), dost,a.jPmy 

(VII) 

\Vzór powyższy pozwala obliczyć iloczyn skalarowy dwóch 
wektortlw, gdy znane są ich współrzędne . 

. Jt.~żeli wektory ii i b są do siebie prostopadłe, to ab=O, zatem 

{VIII) 

~ aod wrót, jeżeli lt · b :..-= o, to wektory a i b są do siebie prosto­
padłe, o ile są różne od zera. Zatem wzór ( \Tll) przedstawia warunek 
prostopa.dfo,fri wektorów ii i b (różnych o,t zera). 

§ 8. Iloczyn wektorowy. Jloczynem wektorow:IJrn wektorów 
a i h nazywam.v wt>ktior c Kpełniają.cy warunki następujące: 

1) Długo~<~. Jeżeli ((i oznacza kąt, jaki tworzą wektory a i b, to 

(I) lcl=lu: 15: sin <f'. 

:!) Kierunek. \tVektor c jest prostopadły do wektorów a i b. 

Jeżeli więc np. wektory a i b wychodzą z jednego pnnktu, to wektor c jest 
prostopadły do płaszczyzny, w której leżą w(•ktory 7i i h (p. rysunek). 

3) Zwrot. Zwrot układu wektorów (ii, !1, i') jt>st zgodny z przy­
jętym układen1 współrzędnych, t. zn. lPwy. 

Iloczyn wektorowy oznaczamy lJT'ZPJ, Ccaxb 

(i xb. 

Ze wzoru (I) wynika, że lej jest, ze­
rem wtedy i tylko wtedy, gdy. a=O lub b:.~ o 
lub <p= O lub <p = 11. 

Zatem: iloczyn ·wektorm.ł-'Y jest zerem. wtedy i tylko wterly, gdy je­
den z tzynników je.,t zerern, lub gd;lf czynniki .,;ą do ,"lieb·ie równolegle. 
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• Jeżeli iloczyn jest zerem, to odpadają oczywiście warunki 2) 
i 3 ). \-V szczególności n1amy 

(II) 

Uwag a.. ,vartość bezwzględna iloczynu wektorowego wynosi 
lai /b! sin. rp (p, wz6r (I)). \'Vyrażenie to przedstawia pole równoległo­
boku zbtulo-w,anego na, wektorach odpowiednio równych wektorom 
a i b i wychodzących z jednego punktu (1). rys. na str. 9). 

Zmia,na porządku cz;rnnikó,v. Jeżeli zmienin1y porządek 
czynników, to otrzymamy iloezyn 

b><fi. 

Iloezyu ii>< 6 rna (na mocy określenia iloczynu) dhigośe 1 kierunek 
tP sanu·, (O iloczyn D >< {i, 1H:'Z zwrot przeciwny. Zat;Nn 

(III) l .. --- z···. ti><a =-= -(ax ,1. 

A Yl·ięe; u:ra~ u .nn ia-ną porządku czynników :::ni/len w s1,ę znak 
-ih;cz-11-nu. wektorolrfqo. ,., '-" 

Prawo łąf·znośeL Opierając się na określeniu iloez~•nn ',H·kto-· 
nrwego, łatwo 1nożna wykaza.ć następująee związki (gdzie m i ii 

oznaczają liczby): 

m {ax b) = ( 1na) x t,.=-.,,a :x: {-rnb ), 

(ma)>< (nb)=(mm,)(i.i><h). 

- --
2izx 3h""".:-6(ii ,..:,f.,;, 

Pravi"<, r<.,zd.z1elno{iei \\"Zględern sumy, Dla \h,t';1,51p1 wek· 
tonY,n.·go zachotlzą wzory: 

,vypro\\ adzhny rntjpierw wzór pierwszy. Możerny oczywiście 

przyjąć, że Ei, 1; i c m.ają wspólny początek O. 
Załóżmy na razie, że ie; =1. Poprowadźmy przez O pła::;zezyznę 

l f i c. PoU1żmr 

(1) 

i oznaezmy przez a', b', s' rzuty wektorów a, b, s na płaszczyznę n 
(p. rys. na, str. 11) .. l\famy oczywiście 

-, -:-·f I b' s =a ·t· . 
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Niechaj q, będzie kątem zawartym między c i a. Zatem 
ja'l=l<il sin r, = jaj 1c! sin rp~ gdyż założyliśmy, że lej= 1. A więc 

<3) i podobnie lb·-,1 l·x r: 
I.=: ,C· ,. u,, 

Obróćmy teraz wektory a', b', ;§' o 90° w płaszezyźnie 11 około O 
od ręki lewej ku prawej, względen1 człowieka rna.jącego stopy w po· 
-czątku, zaś głowę w końcu wektora c. Otrzyn1a.1ny wektory a'', b1

\ s". 
Będzie na moey (2) 

{4) 

(5) .-l-"I .b-··, I ł --- li ! 
I -- : '7 " I ·-·- t" I I

-fi. !-·'' 
.. :, -·· ,ł~ • 

! ~ 

"'ektor li" jest prm~topadły do il i c; zwrot układu wektorów 
{!\ ii, a") jest lewy ... Ponieważ nadto na mocy (3) i (1) mruny 
la''I,= je x al, więc i"i'' =~0 c >< iY i r~odobnfo 
b" = ex b, i:/'=-= ex.;, N·a mocy więc 
(4) i (1) otrzymujemy 

cxUz+b)-=== cxri+c>::i. 

\vzór powyższy udowodniliśmy 
przy założeniu, że je! .,::-:L Fiiovfrnlnirny 

go tera.z w p1·zypadku og<Hnyrn. Nic·· 
chaj li będzie wektorem o długośr·i 1. 
zgodnie skierowany1n z wektf,r(ml e, 

Zaten1 

(6) !li!= l l 

sk.ąd na moey pra v;ra łą.e~ności 

·c· ....... I;;' h . -···~ ''-··! ' I . 

(7) •• ( c· . ';") •·-1 L . {' .. i-t···. ·-·1· 'h- ( ·- I , •.• )' t X .a+ O :-::: jC,n :x. _a ·· 1 I) -:c,~ iC, {_ ,·>'.'.a. t- >.,. 

Ale na moey wzoru udowodnionego dla przypadku :;;;, ,:=:;: l i na. 
mocy prawa łączności jest kolejno: 

!cl{hx h-f-h x b} ,= !c!(kxa)+!c:J (h.x b) ~s: {ie: k) xf± + ( :c' h) :< E, 
skąd na 1noey (fq i (7) otrzy1nujerny już w tałej ogóinoHti.: 

c>((a+b) =: ex ,1-+cxt;. 
Drugi ze wzor6w (VI) możemy otrzymać z pierwr-;zł'go 1 sto~rqąc 

wzór (III): 

(a+b}xc=-{i.i><(a+b}}=-{c><a+cxb}=-(cxa.)-(cxb)=axc-+-bxc. 

Ze wzoru ( VI) wynika la two wzór 

(VII} (a+ h) >( ( C ·+·· d) ·::::: a X C + il / il+ b X f + h X a. 
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Np. (2a-3b)x(5c+2d)= IOiixc+4ixd- I5bxc-6bxd. 
(a+b)x(a-b) =iixii-axb+bxii-bxb=-2axb. 
(3i+2b)x (5a-2b)= -I6axb. 

Współrzędne iloczynu wektorowego. Oznaczając przez 
,, j, k wektory jednostkowe (str. 7), mamy: 

(8) 

(9) ix1 = - (Jx,) = k, 

Kładąc 

otrzymamy 

axb = (axt+auJ+az k) X (bxt+buJ+bzk). 

Wykonując mnożenie, dostajemy na, mocy (8) i (9): 

axb = (aybz -azby)t+(azbx-a.\"bz) 1+(axbg-agbx)k. 

Dla ł=a x b jest więc 

(VIII) 

6f 9. Iloczyn kliku wektorów. 1° Weźmy najpierw pod 
uwagę iloczyn a(bxc). Kładąc r= bxc, otrzymamy 

a(bxc) =ar= axrx+ayry+azrz. 

Ponieważ rx = by Cz - bzCy i. t. d., więc 

a(b X c) = ax(byCz - bzCy)+ag(bzC.t - bxCz)+az(bxCg - Cyb.r)• 

Wzór powyższy możemy napisać w postaci 

(I) 

(Il) 

ax, ag, az 
i'i(bxc) = bx, by, bz 

C.q c11 , Cz 

Ze znanych własności wyznaczników wynika łatwo wzór 

a(bxc) = b(cxa) = c(axb). 

Przypuśćmy, że wektory a, b, c mają początek w początku 
układu. Z geometrii analitycznej wiadomo, że ohjętość V czworo­
ścianu o krawędziach a, b, c wynosi ł wartości wyznacznika (I). 
A więc V= -A-a(bxc). 
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Zatem: warunkiem koniecznym -i wystarczająr,11m na to, aby 
wektory a, b, c ( o wspólnym początku) leżał!/ w jednej plaszrz.11źnie, 
jest, by V =0, czyli by a(b x c)= o. 

Jeżeli zaś nie zakładamy, że a, b, c mają wspólny po<'.z ek, tu 
- jak łatwo widzieć - warunek a(b x c)= O jest warumkiem ko­
niecznym i wystarczającym na to, by wektory a, b, c byłJ/ równolegle 
do jednej płaszczyzny. 

2° Weźmy teraz pod uwagę iloczyn a x (b x c). Oznaczmy ten 
iloczyn przez u i połóżmy r= b x c. Zatem 

Ux=ayrz-azry=ay{bxCy-byex)-az(bzCx-bxCz). 

Dodając i odejmując składnik axbxcx, otrzymamy 

Ux= bx(axcx+ayCy+azbz)- Cx(axbx+ayby+azbz), 

skąd Ux= bx(ac)-cx(ab) i podobnie Uy= by(iic)-Cy(iib), Uz= bz{ac)-Cz(iib). 
Zatem 

{III) 

(IV) 

(V) 

ax(bxc) = b(ac)-c(ab). 

3° Ze wzorów (I), (Il) i (III) wynikają wzory następujące: 

(axb) (cxil) = (ac) (bil)-(ail) (be), 

(axb)x(cxil) = b[a(cxil)]-a[b(cxil)]. 

§ 10. Funkcje wektorowe. Jeżeli każdej liczbie t przedziału 
(t', t") przypisany jest wektor w, wówczas powiadamy, że w prze· 
dziale (t', t") określoną mamy funkcję wektorową i piszemy 

(1) w= F(t), 

Współrzędne Wx, Wu, Wz są również funkcjami (już w zwykłym 
sensie czyli liczbowymi) zmiennej t. Zatem: 

(2) Wx= f(t), Wy= <p (t), 

Powyższe trzy funkcje określają, dokładnie funkcję wektorową(!). 

Granica. Powiadamy, że funkcja wektorowa (1) ma granicę w0 

dla t dążącego do t0, co piszemy 

lim F(t) = w0 , 
t~to 

gdy 
lim/(t)=Wo,x, lim<p(t}=Wo,y l liml/,'(t)=Wo,z, 
t~t0 f-+lo l-+lu 
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Ciągłość. F'unkeja wektorowa (l) jest; ciągła dla t
0

, jeżeli 
lirn F(t) == fii0 , gdzie w0 = F(t0). 
H,,t,, 

Oczywiście zachodzą wówczas związki: 

lim f(t) == /(to), 
t~t0 

liin (/' (t) = <p (t0), 
t·+t,J 

lim ,p(t) =0 tp(t0). 
t~to 

Punkcje/, <f, l/J są więc wtedy ciągłe dla t=t0• Na odwrót, jeżeli 
f, cp, tJ; S~l ciągłe dla t0, t,o funkcja wektorowa w=F(t) jest również 
ciągła dla t0 • 

Poe hod n a. Oznaczamy przez .1t przyrost zmiennej t, a przez 
Jw odpowiedni przyrost wektora ii}. ,vięc w+Jw = F(t+Lit}, zatem 
Jw= F(t+.1t) - l"'(t), skąd 

.1w F(t+.dt)-.F(t) 
.1t = - --- Jt ----- . 

Granicę lim ~ut, nazywamy pochodną funkcji F(t) w punkcie t • 
.:lt-+O IJ 

dw --
Pochodną oznaczamy przez dt, w' lub F'(t). 

Ponieważ wektor Jw ma współrzędne 

Jwx = f(t+dt)-f(t), .dwy = <p (t+.dt)- <p(t), .1tcz = tJ,(t+Jt)- ł/J(t), 

więc 

W~=f'(t), w~= rp'(t), w~= tp'(t). 

Pochodne wyższych rzędów określamy w zwykły sposób: a, 

więc drugą pochodną jako pochodną pierwszej pochodnej, trzeciłt 
pochodną jako pochodną drugiej pochodnej i t. d. Wyższe pochod­
ne oznaczamy przez 

Łatwo wykazać, że 

w;= /"(t), 

lub 

" "(t) Wy= fF ' 

_,, _,,, 
w 'w. ' i t. d. 

w~= tp"(t) i t. d. 

Jeżeli funkcje w=F(t) i v= «J(t) mają pochodne, to zachodzą wzory: 
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d (w± ii) di"i; di; 
-- dr·---.;._ -·;ff± cit' (I) 

(Il) 

(III) 

(IV) 

d(mw) duJ 
--------- --m, -- (gdzie m jest łiczh!l), 

dt <lt ~ 

d ( wf) dm_ . __ dv 
--dt ___ = dt V-;- W dt' 

d, u.i x ii) du) ,F, ~F = dt·xv+wx d;. 
Wyprowadzimy wzór (III). )lamy .1(wv) = (w+.MF) {i;+JF)-u~f, 

więc 

J(wf} Jw_, ___ Ji:i __ Jv 
------- = --- V-t-W --- +Jw··----

Lit Jt . Jt . Jt ' 

skąd, przechodząc do granicy, otrzyrnujemy (IlI). 

Funkcje wektorowe wielu zmiennyeh. Jlożemy również 

rozpatrywać funkcje wektorowe wielu zn1iennych. :Sp. funkcja wek­
torowa 

w= F<;, fJ, t) 
jest funkcją trzech zmiennych ~' fi, t. Rzuty wektora w są wówczas 
określone pewnemi funkcjami 

Wx=f(g, 1}, ,), Wy=<p(~, 17; ;), Wr=--::tp(;, fi, n. 
Granicę, ciągłość i pochodńe cząstkowe funkcyj wektorowyeh 

kilku zmiennych łatwo już podać, wzorując się na przypadku jednej 
zmiennej. 

§ 11. Moment wektora. Moment wektora względe1n 

punktu. Przypuśćmy, że mamy dany wektor AB i J>unkt O. Jlo­
mentem wektora A.B względem punktu O nazywamy wektor .1.U, speł­

niający warunki następujące: 

(1) I.Mi równa się podwójnemu polu trój­
kąta O.AB czyli 

IMI = IABi·h, 

gdzie h oznacza odległość punktu O od AB. 

Mom AB o 

(2) Kierunek we~t~>ra M jest prostopadły do płaszczyzny prze­
chodzącej przez O i .AB. 

(3) Układ wektorów (.AB, O.A, M) ma zwrot zgodny z układem 
współrzędnych, t. j. zwrot lewy. 
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Moment wektora AB względem punktu O oznal'.Zat będziemy 
symbolem 

Mpn10AB. 

lloment jest zerem tylko w przypadkal~h, gdy AB= O lub gdy 
przedłużenie wektora AB przechodzi przez O. Jeżeli moment jest 
zerem, wówczas warunki (2) i (3) odpadają. 

Dla wektorów równoważnych (str. 2) zachodzi następujące 

Tu•ie1•tlzenie 1. Wektory równoważne mają względem tego sa­
mego punktu momenty równe. 

Dowód. Przyjmijmy, że ABasA'B'. Zatem wektory AB 
i A'B' są równe i leżą na tej samej prostej. Łatwo stwierdzić, że mo­
menty obu wektorów względem O mają ten sam kierunek i zwrot. 
Mają również tę samą długość, gdyż trójkąty OAB i OA'B' mają 
równe powierzchnie (równe podstawy i wspólną wysokość). A więc 

MomoAB = MomoA'B', c. b. d. d. 

Moment jako iloczyn wektorowy. Weźmy pod uwagę 
iloczyn wektorowy AB x OA. Zauważmy, że iloczyn powyższy ma 
ten sam kierunek i zwrot, co Mom0 AB. Mamy również IAB xOAJ= 
=IMomoABI. Bezwzględna bowiem wartość iloczynu równa się polu 
równoległoboku OABC (p. rys. na str. u;), zatem podwójnemu 
polu trójkąta OAB. A więc 

MomoAB=AB xOA. 

Gdybyśmy zamiast wektora AB wzięli wektor równoważny A' B', 
wówczas mielibyśmy 

MomoA'B'=A'B'xOA'. 

N a mocy więc poprzedniego twierdzenia 

MomoAB = A'B'xOA' = ABxOA'. 

A więc: jeżeli A' jest dowolnym punktem na prostej, na której 
leży wektor AB, wówczas 

MomoAB=ABxOA'. 
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Tu•ierdzenit' 2. J·eżeli dwa wektory równe ma1ą względtm1, 

pewnego punktu równe monunt:tJ, to są równoważne. 

Do wód. Zakładamy, że 

AB=A'B' l Momo AB= ·Morno A' B'. 

Zatem AB x OA = A' B' x 0 ... 4.', skąd AB X OA = ABxO.A', więc 

ABx(OA-0.A') = O. Ponieważ zaś O.A-O.A.'·= .A'A1 więc 

1BxA'A=0. 

Le(\Z ABxA'.A = MomA,AB, więc 

MomA' .AB= O. 

Wynika stąd, że punkt A' leży na przedłuźeniu wektora AB. 

Ponieważ nadto AB jest równoległy do A'B', więc .AB i A'B' leżą 
na tej samej prostej. 

Moment sun1y wektorów o wspólnym początku. Za­
łóżmy, że dane są wektory .AB i AC (t. j. oba o początku 

w punkcie A). Niechaj AD będzie ich sumą. 

Mamy 

Morno AD= ADxO.A = {AB+AC)xOA, 

zat,em MomoAD=ABxOA+ACxO.A, 

Morno.AD= MomaAB+MomoAC. 

więc 

Podobny wzór otrzymamy dla sumy kilku wektorów. A więc: 
suma mmnentów kilku wektot·ów o wspólnym początku równa B~ mo­
m,entowi ich sumy o tym samym początku. 

WMpółrzędne momentu. Położenie wektora a jest określone, 
jeśli dane są jego rzuty i współrzędne x, y, z dowolnego punktu ...4. 
prostej Z, rra której wektor a leży. Niechaj x0, Yo, z0 będą współrzęd­

nymi punktu O. Mamy 

Morno a= axOA. 

Rzuty wekt;ora O.A wynoszą x-;v0, y-y0, z-z0• Zatem, ozna­
czając przez M moment względem O, otrzymamy: 

Mx= ag(Z-Z9)-az(Y-J10), My= az(X-Xo)-ax(Z-Zo), 
(1) 

Mz= ax(y-y0 )-a11(x-x0). 

S. Banach. M„chanilta. 2 
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Jeżeli w szczególności punkt O jest początkiem układu, to 
a:0= O, Ye= O, ~0= O, a, więc 

(Il) Mx=agZ-azy, 

Przypuśćmy,że tJS!a'. Zatem,oznaczająoprzez Mi M' momenty 
wektorów względem dowolnego punktu, mamy ii=a', 11 =li' czyli 

N a odwrót, jeżeli zachodzą powyższe równości, to a=a' 
i M=M', zatem na mocy twierdzenia 2, str.17, wektory a i a' są 
równoważne. 

A więc: nut11 wektora a i rzuty momentu M wzg~ dowo'm6go 
płffłktu ""11~14 tllłl,fJOŚÓ, 1'i6runek, zwrot i polożfflie wektora a. 

Moment wektora względem prostej. Niech dane będą 
wektor a i prosta Z. Poprowadźmy przez dowolny punkt O prostej Z 
płaszczyznę U prostopadłą do l. Utwórzmy rzut a' wektora a na 
płaBzozyznę n. 

Moment wektora a' względem O nazywamy momentem wl:lora il 
,ny~ prostej l i oznaczamy symbolem Mom,a. 

Mom, a nie zależy oczywiście od obioru punktu O. 
Mom,a jest zerem tylko w następujących 

I d z ~ przypadkach: 
l ! 1° gdy ii=O, 

I I 

MorTJ~ )_ u 20 gdy al!ł, gdyż wtedy ii'=O, 
V a· 3° gdy przedłużenie a przecina Z, gdyż wtedy 

o przedłużenie a' przechodzi przez O. 
Jeżeli d oznacza odległość a od Z, zaś <p kąt między a i Z, 

to łatwo można okazać~ że 

(ID) !Mom,al = tł lal sin 'P· 

Obierzmy prostą Z za oś z, płaszczyznę II za płaszczyznę a,IJ. 

Połóżmy M = Morno a i L = Morn, a. Ponieważ a' ma rzuty a:= ax, 
ai,=a11, a~=O, więc Lx=O, L 11=0 i Lz=axy-a11 {1), gdzie {I)' y, z są 
współrzędnymi początku wektora a. Widzimy więc, że Mz=Lz. 

A zatem: Mom,a jut rzutem na prostą l momentu wektora a 
u,zg~m dowolnego pun-ktu tej prostej. 
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II. Układy wektorów 

łł 12. Moment ogólny układu wektorów. Niech dany 
będzie układ wektorów: 

Oznaczmy przez B sum@ układu (t. j. sumę wektorów układu). 
A więc 

S=tii +a1+ ... +an. 
Obierzmy dowolny punkt O. 
Momentem ogólnym lub krótko fflOfflfflUffl układu wglfum O 

nazywamy sumę momentów poszczególnych wektorów względem O. 
Oznaczamy go przez 

Ma.my więc 

Mo=Momoa1 +Momoii1 + ... + Momoiin. 

Moment ogólny cza.sem oznaczamy też przez 

Momo(ii1, iii, ... lin)• 

Obierzmy inny punkt O'. Mamy 

Mo' = MomO' iii+ MomO' "'2+ ... MomO' an. 

Ponieważ Momoa1 = a1 x O' A1, gdzie .A1 jest 
początkiem wektora. a1 i t. d., więc 

MO'= a1 x O'A + a. x O'.A1 + ..• 

Lecz O'A1=0'0+0A1 i t. d., zatem 

MO'= a1 X (0'0+0.A1) + ii1 X (O'O+O.A1) + ... 
Po wymnożeniu otrzymujemy: 

(1) MO'= (a1xO'O + a,xO'O + ... )+(a1x0.A1 + a1xO.A1 + ... ). 
Lecz li1XO'O + a,xO'O + ... =(a1 +a.+ ... )xO'O=ixO'O. 

Suma zawarta w drugim nawiasie równo,oi (1) przedstawia moment 
układu względem O. Zatem 

(I) MO'= axO'O+Mo. 

Iloczyn ixO'O jest momentem względem O' sumy układu 
wektorów o początku O. 
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A więc: jeżeli zmieniamy punkt, względem. którego wyznaczamy 
ogólny moment uklad·u, wówczas moment ten z·rnienia się o moment sumy 
układu zaczepionej w dawnym p1,nkcie, wziętej unględem n01.cego punktu. 

Z twierdzenia powyższego wynikają następujące wnioski: 

1. Jeżeli suma układu jest zerem, to moment ogól,ny jest stały 

{t. j. nie zależy od punktu, względem kt,órego się go wyznacza). 

Jeżeli bowiem s=O, wówczas ex0'0=0, więc M<Y= M0 • 

2. Jeżeli momenty ogólne względem trzech punktów nie leżq.cych 

na jednej prostej są równe, to suma układu, jest zerem. 

Załóżmy bowiem, że momenty ogólne względem punktów 
O, O', O" nie leżących na jednej prostej są równe. Zatem 

Mo=M<Y=M<Y,, skąd exO'O=O i sx0"0=0. 

Jeżeli więc s =ł= o, to· silOO,- i s;IO"O, co niemożliwe, gdy O, 0'1 O" 
nie leżą na jednej prostej. 

3. Jeśli p1tnkt, względeni którego wyznaczamy moment ogólny, 
przesuwa się wzillu.ż prostej równoległej do sumy układu, wówczas 
moment nie ulega zmianie. 

Jeśli bowiem sllO'O, to 8X0'0=0, więc M<Y=Mo. 

4. Iloczyn skalarowy momentu ogólnego przez sum@ układu jest 
wielkością stalą (t. j. nie zależy od punktu, względem którego mo­
ment jest wyznaczony). 

Pomnóżmy bowiem obustronnie równość (I) ska.larowo przez i. 

Otrzymamy sM<Y=s(sxO'O)+sMo, lecz sxO'Ola, zatem 

a(sxO'O) = o, skąd 
aMq=sMo. 

Iloczyn skalarowy momentu ogólnego przez sumę nazywa się 
parametrem układu. 

5. Rzut momentu na kierunek sumy jest wielkością stalą (przy· 
ozem zakłada się, że suma jest różna od zera). 

Mamy bowiem na mocy wniosku 4 i określenia iloczynu ska.­
Jarowego lsl Rzut8 M <Y = lsl Rzut; Mo, skąd 

Rzut8 M <Y = Bzut8 Jf o. 
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łł 13. Parametr. Wyznaczymy obecnie parametr (t. j. iloczyn 
skalarowy momentu ogólnego przez sumę) dla pewnych układów 
występujących często w mechanice. 

Układem środkowym lub centralnym nazywamy układ, w któ­
rym przedłużenia poszczególnych wektorów przechodzą przez pe­
wien stały punkt O, zwany środkiem (rys. 1). 

Moment układu względem środka jest zerem, gdyż moment 
każdego wektora jest zerem. Zatein i parametr jest zerem. 

A więc: parametr układu środkowego jest zerem. 
\1 

l f.t 

/a y s 5 

I " 
n 11 

, , 
I , o I , , fi I , c I "::: ____ 

M o 
I. 2. 3. 4. 

Układem plaski-m nazywamy układ, w którym wHzystkie wek­
tory leżą w jednej płaszczyźnie n (rys. 2). 

Mo1nent ogólny układu względem dowolnego purJrtu O płasz­

czyzny Il jest prostopadły do II, gdyż momenty poszczególnych 
wektorów względem O są prostopadłe do n. Ponieważ suma leży 
w pła,szczyźnie II, więc suma jest prostopadła do momentu ogólnego. 
,vynika stąd, że paran1etr jest zerem. 

A więc: parametr 1ukladu płaskiego jest zerem. 

l~kladem równoległym nazywamy układ, w którym wszystkie 
wektory są równoległe (rys. 3). 

Jeżeli suma s jest zerem, to parametr jest oczywiście równy zeru. 
Załóżmy więc, że s =f:: O. Obierzmy dowolny punkt O. Momenty 
voszczególnych wektorów względem O leżą w płaszczyźnie ll prosto­
padłej do wektorów układu i przechodzącej przez O. Zatem moment 
ogólny leży również w płaszczyźnie n. Ponieważ s l II, więc s jest 
prost,opaclłe do 1non1entu ogólnego, wobec czego parametr jest 
zerPrn. 

A więc: parametr układu równoległego jest zerem. 

Załóżmy teraz, że wektory a i b są skośne (t. j. nie leżące w je­
dnt>j pła.szezyźnie). Niechaj O będzie początkiem wektora b (rys, 4). 

Jloment J1 ukła.du (a, b) względem O równy jest oczywi-
1foie :\lom0 i:i. Parametr K wynosi K = ..1.lls = M(a+b) = lł,,fa+ ... Vb. 
Lecz JJ, ==--= Mom0 a jest prostopadły do płaszczyzny n przechodzącej 
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przez O i wektor a. Ponieważ w płaszczyźnie n leży wektor a, zu 
nie leży wektor ~' więc moment M jest prostopadły do a, nie jest 
natomiast prostopadły do o, skąd n.a mocy ostatniej równości 
K= Alb=f=O. . 

A więc: parametr układu zrożor,,ego z dwóch wektorów skośnych 
;ut różny od zera. 

§ tł. Układy równowaine. Dwa układy wektorów (iii, a1, ••• ) 

i (ii1, ii-2 ••. ) nazywamy równoważnymi, jeżeli mają równe sumy i równe 
momenty ogólne względem każdego punktu. 

Jeżeli mamy układ (a) złożony z jednego tylko wektord. ii 

i układ (a') złożony z jednego tylko wektora a', to - jak wynika 
z twierdzenia 2, str. 17 - warunkiem koniecznym i wystarcza­
jącym na to, by układy (a) i (a') były równoważne1 jest a-a'. 
A więc w tym przypadku pojęcie równoważności układ6w pokrywa 
się z pojęciem równoważności wektorów. 

W przypadku ogólnym mamy następujące twierdzenia: 

l. Jeżeli dwa układy mają równe s1,my i równe m<nnenty ogóme 
względem pewnego punktu, to układy te są -róum-0u,ażne. 

Wynika to ze wzoru (I), str. 19. \Jt,żeli bowiem mon1enty wzglę­
dem punktu O są równe i sumy są równe, to momenty względem 
każdego punk.tu O' będą równe, gdyż przy zas·tąpieniu punktu O 
przez O' ulegną one równym zmianom w obu układa.eh. 

2. Jeżeli dwa układy mają; wzg~de-m trzech punktów nie 'leiqcgcA 
na jednej prostej równe momenty, to układy te są rÓ'lmwważne. 

Jeżeli bowiem oznaczymy przez Ou 0 2, 0 3 punkty, względem 
których momenty ogólne obu układów są równe, zaś przez i i ii' sumy 

tych układów, to otrzymamy ze wzom (I), str. 19, sx010 1 =i'X010 1 

i iX010 8 =i'X010 8, skąd 

(i-i')X0101= 0 i (i-s')X010 3 = O. 

Gdyby było i-i' =ł= O, to mielibyśmy ii-i'll010 1 i i-i'il0101, 

co niemożliwe, bo Oi, 0 1, 0 8 nie leżą na jednej prostej. Jest zatem 
i-i' =0, czyli i=i!, skąd na mocy poprzedniego twierdzenia wy­
nika równoważno~ układów. 

Z okre,Ienia parametru wnosimy natychmiast, że układy równo­
wa.me maj4 równe parametry. 

Twierdzenie odwrotne jest oczywUcie fałszywe. 
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Układy równoważne zeru. Jeżeli suma układu jest zerem, 
to -jak wiemy- moment ogólny jest stały. Otóż jeżeli suma układu 
jest zerem i moment ogólny jest zerem, układ nazywamy układem 
równoważnym zeru. 

Układ równoważny zeru jest równoważny wektorowi zerowemu. 
Aby przekonać się, czy układ jest równoważny zeru, wystarczy 

zbadaó, czy jego suma i moment względem jakiegoś dowolnego 
punktu są równe zeru. 

Z twierdzenia 2, str. 20 wynika łatwo, te układ jest ·równo­
ważny zeru, jeżeli m-0me1it ogólny układu względem. trzech punktów 
nie leżącryoh na jednej p·roatej jest równy zeru. 

Układ trzech wektorów równoważnych zeru. ~Te.żeli 

ukfon. zlożtmy z trzech wekt-Orm.c, jest -rótcnmvażny zeru, to prze-dłużenia 
tyck. tJJektmów przechodzą przez jeden punkt (lub wektory iłą równoleg"le ). 

Przyjmijn1y, że układ wektorów arb, c jest równoważny zeru. 
Mornent ogólny względem A (poezątku wektora a) jest więc zeren1, 
skąd MomA 5 + MomA c ~=z O, a. więc Mon1A b = - M01n.,1 c. \Vynika 
stąd, że wekt-0ry b i l lezą w płaszczyźnie Il przechodzącej przez A. 
Ponieważ a+b+c=O, więc / = --5-c, za.ten1 a także leży w płasz· 
czyźnie Il. Ozn.a.ez1ny przez O punkt, w którym przecinają się wek­
tory a i b. Ponieważ moment ogblny ukła.da względen1 O redukuje 
się do momentu wektora c względem O, więc Momoc=O, zatem c 
przechodzi również przez O. Wreszcie, jeżeli a>!b, to również a;!c, 
bo c=-~b (p. str.21, rys.1). 

łt 15. Para wektorów. Parą wektorów nazywa.my układ zło· 
żony z dwu wektorów a i -a równoległych, lecz przeciwnie skiero­
wanych i równych co do długości. 

Ponieważ suma pary wektorów jest równa zeru, więc mo· 
ment pary jest stały. Or1iczając go wzglę-
dem początku wektora a, widzimy, że mo- M 

ment wektora. a jest zerem, mon1ent zaś 
wektora -a, jest prostopadły do płaszczyzny 
pary i równy polu równoległo vku zbudowa­
nego na wektorach wchodzących w skład pary. 

A. więo: mom.ent pa·ry wektorów jest równy polu równoległoboku 
zbudowanego na wektorach pary i jest prostopadły do płaszczyzny pary. 

Jeżeli wektory pary leżą na tej samej prostej, to oczywiśufo 
moment jest zerem. 
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Jeśli h oznacza odległość wektorów ii i-a za8 Jl moment pary, to 

(1) !.M: = lal·h. 
Do danego wektora 1W można zawsze znaleźć parę o momencie 

równym M. Wystarczy na płaszczyźnie prostopadłej do .iłl obrać 

dowolny równoległobok o polu równym IM!. Przeciwlegle boki, od­
powiednio skierowane, utworzą szukaną parę wektorów. Oczywiście, 
zadanie to możemy rozwiązać na nieskończenie wiele sposobów. 

Dwie pary o równych momentach tworzą układy równoważne. 
Jeżeli więc parę wektorów dowolnie przesuniemy lub skręcimy 
w płaszczyźnie pary, to otrzymamy parę równoważną. 

łł 18. Redukcja układu wektorów. Niech dany będzie 

układ S złożody z wektorów iiu a1, ••• , lin. Zajmiemy się wyzna­
czeniem najprostszego układu i·ównowaźnego układowi S. 

Obierzmy dowolny punkt O. Oznaczmy przez s sumę układu 8, 
przez M moment ogólny względem O. Weźmy pod uwagę układ R 
złożony z pary (a,-a) o momencie równym Mi z wektora s o po­
czątku O. Układy R i S są oczywiście równoważne, bo m8,ją sumy 
równe s i momenty względem O równe M. 

A więc: każdy układ wektorów równoważny jest układowi złożo­
nemu ze sumy o początku w dowolnym. punkcie O i par11 o momencie 
równym momentowi układu wzg~dem O. 

Jest to t. zw. twierdzenie o redukcji. Punkt O nazywamy 
środkiern 'tedukcji. 

Parę (ii,-a) możemy tak dobrać, by punkt O był początkiem wek­
tora -a. Zastąpmy wektory s i -a ich sumą b o początku O (rys. 1 ). 
Układ złożony z wektorów aib jest oczywiście równoważny układowi 8. 

Zatem: każdy układ wektorów równoważny jest u.kładowi dwu wek­
torów, z których jeden rna początek w punkde dowolnie obranym. 

(j 

\V szelki uklad wektorów jest więc równoważny pewnemu 

M 

1. 

układowi złożouenrn z wektora 
i pary, lub z dwóch wektorów. 
Zajn1ie1ny się teraz wyzna­
czeniem warunków, przy któ­
rych dany układ jest równo­
ważny jednen1u tylko wekto­
rowi lub jednej parze. 

Rozpatrzmy kolejno przypadki, w kt,órych parametr układu 
jest różny od. zera i r<>wny zeru. 
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1° Para.metr różny o<l zera. lJkład złożony z jednego 
wektora. lub jednej pary jest układem płaskim, ma zatem paran1etr 
K = O. ,Jeżeli więc parametr układu S jest różny ocl zera, to układ 8 
nie może być równoważny jednemu wektorowi ani parze wektorów, 
ponieważ układy równoważne mają równe parametry. 

Załóżmy teraz, że układ R o parametrze K =ł= O równoważny 
jest u.kładowi R złożonemu z dwu wektorów a i b. Paran1etr układu R 
jest zatem także różny od zera. Wynika stąd, że wektory a i b nie 
mogą leżeć w jednej płaszczyźnie, są więc skośne (p. § 13, str. 21 i 22). 

Zatem: jeżeli para,metr ,układu jest ró.t·ny od zera., to ·układ jest 
równoważny u kładowi dw,u wektorów skośn;11ch. 

:!0 Parametr równy zeru, suma różna od zera. Przy­
puśćmy, że parametr I{ układu R jest zeren1, zaś suma s=ł=O, Obierzmy 
dowolny punkt O i oznaczmy przez M moment układu S względem O. 
Ponieważ K=Ms-:=0, więc M la. Przeprowadźmy przez O płasz­
czyznę Il prostopadłą do M (str. 24, rys. 2). Na n możfm1y obrać 
wektor r równy wektorowi s, tak, by :M:omor=M. Odległość h 
wektora rod O dostaniemy z równości !Ml= h!ri, Latwo zauważyć, 
że układ l{ równoważny jest wektorowi r. 

A więc: jeżeU parametr uklad·u jest równy zeru~ za.<i suma ró.żna 
od zera, to układ równoważny jest jednem·M u.,ektorowi. 

\Vektor r, któremu równoważny jest cały układ S, nazywa się 
wektorem wypadkowym. lub krótiko wypadkową układu ft 

Nie należy n1ieszać su1ny z wypadkową. Suma ma tylko okre­
śloną długość, kierunek i zwrot,; wypadkowa ma ponadt,o określone 
położenie, t. ,j. prostą, na której leży. 

3° Parametr i s urna równe zeru. Załóżmy wreszcie, że 

zarówno parametr jak suma układu są równe zeru. N a mocy twierdze­
nia o redukcji wynika stąd~ że układ jest) równoważny parze wekto­
rów. Ponieważ su1rn1 j(~st zerem, więc mon1ent ogólny JJ jest stały . 

• Jeżeli .Jf =po, w6wczas para wektorów jest najprostszym ukła­
dem rc.'lwno,v12,żnym d.a,nemu. Jeżeli zaś ]1 = O, to ponieważ z za,ło„ 

żenia. :-mrna równa się zeru, więc ukła<l jest. równoważny zeru, czyli 
wektorowi zerowemu. 

A więc: ukł.ad o para,metrze ,i surnif ró·wnych zeru jest ró,wno­
ważny par.u wektoró·w l1.tb wektorowi zerou:;,mu, za,leJ:nfr orl tego CZ!/ rno­
·m.c,nt ogólny jest różny od zera czy równ.1J zeru. 
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Powyższe wyniki zebrane są w następującej tabelce: 

' 
Parametr! Suma Moment Najprostszy uklad. równoważny 

i 
I I 

I wektor i para lub 
I 

I 

K=f=O 
I - I - dwa wektory skośne I 

I i 
I 

s=ł= o - I wektor wypadkowy 

I - ł ·-------
I I K=O 

I_ 
8=0 l lf+o para wektorów 

I I ! -------- -
I ! I l I 

l I s=O j M=O I wektor zero-w-y I 
--·---- - ---- /··--~·---·------, ... ____ .. _______ 

vVynikają z nich łatwo twierdzenia. na.stępujące: 

1. (leżeli nwment układu jest zerem względem pewnego pt,nkt-u O, 
to uklad ma wypadkową o początku w O. 

2. Ukł.ad środkmv:11 ma wypadko·wą zaczepioną w środk·u .. 

Twierdzenia te wynikają, z twierdzenia o redukcji (str. 2,i), je-
źeli za, środek redukcji wziąó punkt O (wzgl. środek układu). 

3. Układ plaski ma wypadkou,ą albo jest r6w,wwazny parz~. 

4. Układ równoległy ma wypadkotcą albo jest r<.ńonoważny parze. 

Twierdzenia 3 i 4 otrzymujemy od razu z tabelki, gdyż w obu 
przypadkach parametr K jest zerem. 

117. Oś środkowa. Skrętnik.. Niech dany będzie układ 8 
o sumie różnej od zera. Wyznaczmy miejs(~e geometryczne punktów, 
względem których moment ogólny jest równoległy do s (lub =0 ). 

Obierzmy w tym celu dowolny punkt O. Niechaj Mo= OA 

będzie momentem ogólnym układu względem punktu O, zaś OB 
rzutem Jl. o na s. 

Wyznaczmy teraz punkt O', względem którego moment sumy i 

o początku w O, równa się AB. Punkt taki znajdziemy w odle­
głości d od O na prostej prostopadłej w punkcie O do AB i i, 
gdzie d spełnia warunek: 

d· Iii = IABj. 
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Mamy zatem MomO' i == AB czyli 

a x O'O=AB, 

więc na mocy (I), str. 19 

MO'= ax O'O+ Mo, 

M()'=AB+OA=OB. 

27 

es sr,dk.:wi 

A więc MO' jest równoległy do s (lub = o, gdy .:.li o l. s). 

Przeprowadimy przez O' prostą l równoległą do sumy s. Dla do· 

wolnego punktu O" prostej Z zachodzi związek sl!O'Ó", więc sx <YO';-__O, 
skąd M,y =MO'' (p. str. 20, wniosek 3) . 

. A więc: moment ogólny względem dowolnego punktu prostej l 
jest równoległy do s (lub = O). 

Punkty poza prostą l nie posia.d.ają powyższej własności. Jeżeli 
bowiem dla jakiegoś punktu 0 1 mon1ent .,.łf. o, jest równoległy do s 
lub równy zeru, to na mocy twierdzenia 5, str, 20, n1a.my 
Rzut;; Af 0 1 = Rzut8 .lfl o. Zatem .1.łf 0

1 
= .Al a·. ·", yn.ika, stąd na rnoey 

wzoru (I), str. 19, że sx 0'01 = O, czyli ze a\10'(:'>"1• Punkt 0 1 leży 
więe na, prostej l. 

Udowodniliśmy zatem, że szukanym miejscerr1 geometrycznym 
jest prosta równoległa do s. Prostą tę nazywamy osią śro,lkową u.kładu. 

Oś ś:rodkowa układ u jest to więc prosta, o tej własności, że 

moment ogólny względem dowolnego jej punktu jest równoległy do 
sumy lub równy zeru. 

A więc: układ, którego suma jest różna od zera, posiada jedną 
(i tylko jedną) oś środkową. 

lJklad złożony z wektora i pary o momencie równoległym do 
wektora nazywamy skrętnikiem. 

W szczególności skrętnikiem nazywamy jeden wektor lub parę. 
Obierając punkt na osi środkowej, widzimy, że na mocy tw. 

o redukcji, str. 24, układ redukuje się do skrętnika. Jeśli suma 
układu jest zerem, to układ redukuje się do pary wektorów, a więc 
również do skrętnika. 

Zatem: wszelki ukl,ad jut róumoważny pewnemu skrętnikowi. 
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§ 18, Środek wekt.orów równoległych. Niech dany będzie 
układ wektorów r6wnoległych (iii, a.2, ••• , i:in) o sumb różnej od zera.. 

Oznaczn1y przez w wektor o długości 1, równoległy do wektorów 
u.kładu. ,v ektory a17 a2, ... , an możen1y przedstawić w postaci 

... ' 
gdzie liczby ai, a2, ••• , a,;, są co do wartości bezwzględnej równe długo-

ściom wektorów ii11 ii2 ... , iin, Zatem s=, (a,.+a2+ ... +an)w. Ponie-

waż s =ł=O, więc a.:t +a2+ ... ·+-an J O. 

(1) 

(2) 

(3) 

Obierzmy dowolny punkt O' i ozna.czmy 
przez r,, r2, ... , Tn wektory O'.A.1, O'A2, ... , O'An, 
gdzie .A1, A2, •.. , An są początkami wektorów 
a1, a2, ... , lin. A więc 

.M ry = lli w X r1 + a2 w X r 2 + ... + an w X in 

czyli 

MO'= wx 1:a;r,. 
Obierz1ny punkt O tak, by 

- '"'a·r-· -- 0'0-..;... I l 
T- - '"' • ~a, 

Na mocy wzoru (I), str. 19, jest 

1fio= sxOO'+Mo,, 
Ponieważ 

sxOO' =- (l1

ai W)x(- r) = -wxr }:t•·1, 

więc według (2) jest sx 00' = -wx l"la,;'r,. Stąd na mocy (1) i (3) 

wynika, że Mo= O. 
Zatem wypadkowa, układu przechodzi przez O (str. 26, tw.1). 
Zauważmy, źe wedle (2) położenie punktu O nie zależy od kie· 

runku ·W wektorów a;. Jeżeli więc Rkręcimy wekt1ory a, około ich punk­

tów za.czepienia, to wypa,dkow;1 znowu przejdzie przez O. 

Punkt O nazywa się środkie-m 'u.kładu wektorów a1, ii2, ... , an . 

• Jeżeli współrzędne początków A, oznaczymy przez xi, y ;, z1, 

współrzędne zaś środka przez x0, Yo, z0, to obierając punkt O' w po­
,_;ząt.ku układu, otrzymamy na, mocy (2) 

(4) 
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f t 9. Przekształcenia elementarne układu. N astępująt~e 
przekszta,łcenia układu wektorów nazywamy elementarnymi: 

a) doda.nie do układu (lub usunięcie z, niego) dwóch wektorów 
leżących na je1inej prostt>j, równyeh eo do długości, lecz przeciwnie 
skierowanych, 

l,) dodanie do układu (lub usunięcie z n.i.ego) kilku wektorów 
o wsp6lny1n początku i o sumie równej zeru. 

Przekształeenia elementarne nje zmieniają oczywiście sumy ani 
momentu układu. Stosując zatem <lo układu przekształcenia elemen­
tarne, otrzymamy zawsze układy z nim równoważne. Przekształcenia 
elemoota.rne grają ważną rolę w teorii cia.ła sztywnego. 

Łatwo wy kazać, że przy pomocy przeks:l:tałceń elementarnych 
mGżemy: 

1) punkt zaczep-ienia wektora przesun.ą-0 tło dowolnie obranego 
punktu na prostej, na której ioektor "leży, 

2: kilka wektorótc o wspólny,m początku zastąpić ich sumą 

o ty-m sam.ym początku, 
3) jeden wektor zastąpić kilkoma wektorami o tym samym 

początku co wektor dany i o sumie rów·n.ej wekt.or011Ji da1iemv. 

Dowód: 1) Przypuśćmy, że wśród wektorów danego układu 
wystę1mje wektor a o początku A. 

Obierz1ny na prostej l, na której a leży, dowolny punkt B. Do­
dajmy do układu dwa wekt,ory a i - a o początku B. Wykona­
liśmy więc przekształcenie ele­
menta,rne (a). Usuńmy teraz 
z układu wektory: a (o po­
czątku A.) i - a. Będzie 

t.o przekształcenie elemen­
tarne (b). Operacje, jakie wy­

a. a 
-,ś a - . -----------:,----~-::.a__ A 811 

L 2. 

konaliśmy na układzie, sprowadzają się do przesunięcia punktu za„ 
czepienia wektora a z .A do B (p. rys. 1). 

i) Przypuśómy, że punkt A jest początkiem wektorów 
a1, a1, ... , a,,. Dodaj1ny do układu dwa wektory o początku .A: wektor 
s= a1 + a1+ ... +a11 i wektor -s (przekształcenie elementarne {a)). 
Usuńmy teraz wektory a1, a!, ... , iin, - s (przekształcenie elemen­
tarne {h) ). Operacje, jakie wykonaliśmy, sprowadzają się do zastą­
pienia wektorów a,, a2, ... , an ich sumą s (p. rys. 2). 

3) dowodzi się podobnie. 
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Udowodnimy teraz następujące twierdzenia: 

Tu•ierdzenie l. Wszelki układ wektorów można sprowadzić 
przy pomocy przekształceń elementarnych do układu z nim równoważ­
nego, złożonego z trzech wektorów. 

Dowód. Przypuśćmy, że mamy układ wektorów (a1, a2, ••• , an)­
zaczepionych odpowiednio w punktach A1, A2, ••. , An. Obierzemy trzy 
dowolne punkty L, 1ll, N nie leżące na jednej prostej i takie, by 
w płaszczyźnie przechodzącej przez L, M, .N nie leżał żaden z punktów 
A 1, At, ... , An. 

Ponieważ proste A 1L, .A.1 M i A 1N nie leżą w jednej płaszczyźnie, 
więc wektor a1 możemy zastąpić trzema wektorami ilu ii17 w1 o po­
czątku Au leżącymi na prostych A 1L, A1M, A1N, przyczem oczywiście 
a1 = u1 + v1 + w1 (rys. 1). Wektory ?Li, t\, w1 możemy przesunąć 
wzdłuż prostych, na których leżą, odpowiednio do punktów L, ""ll, N. 
,v ten sposób zastąpiliśmy wektor a1 wektorami u11 1\, w1 zaczepio­
nymi w punktach L, .1.ll, N. Podobnie zastąpimy każdy z wekto­
rów a2, ... , a" trzema wektorami zaczepionymi w L, M, N. 

Wektory o początku L zastąpmy teraz ich sumą u, zaczepioną 
również w L. Podobnie wektory o początkach .ill i N zastąpmy 

sumami v i w zaczepionymi odpowiednio w 2łf i N. 
W ten sposób przy pomocy przekształceń elementarnych 

sprowadziliśmy dany układ do układu złożonego z trzech wektorów, 
c. b. d. o. 

u, A, 
,-, --~·w. ~--_// \. 

L a. , v, , N 

l.~\1 i~ 
v. 

Il /L 

1 
w 

,/ i 
0 ,,/' ----~ L i' , N -i' M 

-. M {------.- ----- ----..----1 V - ' I ' lj ' I I I , , ' I ł ,, ,-
',, '~ ł I .,~ V 

.... ~- ---·u·, : ,~---
,... I , V 

// ',,: ,,,"' 
'"' 

l. •) .... 3 • 

Twie1•,lzenie 2. Układ ·równoważn.lJ zer,u można przy pomocy 
przeksztalce{i elementarnych ,'1prowadzić <lo wektora zerowego. 

Dowód. Zalóżiny, że układ (a1, a2, ... , a") jest równoważny 
zeru. Na mocy tw. 1 możemy go zastąpić przy pomocy przekształ­
ceń elementarnych układem złożonym z trzech wektorów u, v, w, 
zaczepionych odpowiednio w punktach L, Jl, .N. Układ (u, v, w) 

jest równoważny zeru, bo jest równoważny układowi danemu (prze­
kształcenia elementarne nie zmieniają bowien1 sun1y ani momentu). 
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Na mocy twierdzenia ze str. 23, wektory u, v, w są albo równo­
ległe albo ich przedłużenia przecinają się w jednym punkcie O (str. 30, 
rys. 2). W drogim przypadku możemy punk.ty zaczepienia wekto­
rów u, v, w przenieść do O, a następnie wektory 1,e usunąć, gdyż 
suma ich jest zerem. 

Załóżmy więc, że wektory u, v, w są równolegle (str. 30, rys. 3). 
Gdyby u+v=O, byłoby oQZywiście w=O. lJkład sprowadzałby się 
zatem do pary u, v. Ponieważ mon1ent jest zerem, więc wektory il i v 
leżałyby na tej samej prostej; ponieważ nadto u+v=O, więc mogli­
byśmy wektory u i v usunąć. Niech więc u+v=ł=O. Dodajn1y dwa 
wektory r i --i' leżące na prostej LM i zaczepione odpowiedlliO 
w Li M. Wektory u i r o początku L może1ny zastąpić ich sumą u' 
zaczepioną również w L. Podobnie wektory v i - r możemy za­
stąpić ich sumą v' zaczepioną w M. Wektory u' i v' nie są równo­
ległe, zatem wektory ii', ii', w możemy jak poprzednio usunąć. A więc 
układ równoważny zero sprowadziliśmy przy pomocy przekształ­
ceń elementarnych do wektor.a zerowego, c. b. d, o. 

Tu,,ierdzente :J. Jeżeli dwa układy wektorów są równoważne, 
to przy pom,ocy przeksdalceń elementarnych można jeden układ prze­
prowadzić 1D drugi. 

Dowód. Za,łóżmy, że układ wektorów (a,, a.z, ... , ii11) zaczepio­
nych w punktach At, A2, ••. , An jest równoważny układowi wekto­
rów (b1, b2, .•• , br) zaczepionych w punktach Bi, B2, ••. , Br. 

Dodajmy do pierwszego układu wektory bu--b1 o początku Bu 
wektory b1, --b1 o początku B 1 itd Ponieważ wektory ai, "2, ... , an, 
-bi, ~' ... , -br tworzą układ równoważny zeru, więc na mocy 
tw. 2 możemy układ ten przy pomocy przekształceń elementarnych 
usunąć, t. j. zastąpić wektorem zerowym. Po usunięciu zostanie 
układ ( b1, b2, ... , br). 



ROZDZIAŁ II 

KINEMA.1YKA PUNKTU 

I. Ruch względem układu odniesienia 

I 1. Czas. W kinematyce oprócz pojęć znanych z geometrii 
występuje pojęcie czasu. W rozważaniach kinematyki teoretycznej 
wystarczy przyjąć, że każdej chwili przypisana je.st pewna liczba t, 
przyczen1 chwili wcześniejszej przypisana jest mniejsza liczba niż 

późniejszej; ponadto przy tym przyporządkowaniu każdej liczbie t 
odpowiadać ma, na odwrót, pewna chwila: liczbie większej chwila 
późniejsza. 

Dla kinematyki teoretycznej jest zupełnie obojętne, w jaki spo­
sób powyższe przyporządkowanie zostało określone. W zagadnie­
niach konkretnych postępujemy w sposób następujący. Obieramy 
dowolną jt,dnostkę czasu, np. sekundę, i dowolną chwilę, którą nazy­
wamy chwilą początkową. Chwili początkowej przypisujemy liczbę O. 
Każdej innej chwili przyporządkowujemy liczbę t, której bezwzględna 
wartość równa się liczbie sekund, jakie upłynęły między chwilą po­
czątkową a daną; liczba t jest dodatnią dla chwil późniejszych od 
początkowej, ujemną zaś dla chwil wcześniejszych. 

łt 2. Układ odniesienia. W kinematyce przyjmujemy, że 

dany jest pewien układ współrzędnych zwany układem odniesienia. 
Ciało porusza się względem układu odniesienia, jeżeli zmie­

niają się współrzędne punktów ciała. Zadaniem kineinatyki jest opis 
ruchu ciała względem układu odniesienia, polegający na podaniu 
współrzędnych punktów tego ciała dla każdej chwili czasu. 

Dla kinematyki jest rzeczą obojętną, jak został obrany układ 
odniesienia. W zagadnieniach konkretnych obieramy układ odnie­
sienia związany z pewnymi ciałami jak np. z ziemią, słońcem, gwiaz­
dami stałymi i t. p. 
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Ruch ciała zależy od układu odniesienia. Względem jednego 
układu odniesienia ciało może być w spoczynku, względem innego 
zaś w ruchu. Podróżny siedzący w wagonie kolejowym jest wzglę­
dem wagonu (tj. układu odniesienia związanego z wagonem) w spo­
czynku, a względem ziemi jest w ruchu. 

Wylania się pyta.nie czy w zadaniach konkretnych nie można 
badać ruchu riala uiazależnie od innych ciał. Ruoh taki byłby t. zw. 
ruchem bezwzględnym (absolutnym). Okazuje się jednak (z uwagi 
na to, że punkty przestrzeni są nierozróżnialne), że przy pomocy po­
miarów odległości i twierdzeń geometrycznych niepodobna stwierdzić 
w żaden sposób, czy ciało badane w dwu chwilach zmieniło swoje 
położenie czy nie. Pojęcie ruchu absolutnego jest więc bezużyteczne. 
Musimy się zatem ograniczyć do badania ruchu względnego, t. j. ru­
chu ciała względem innych ciał. 

łł 8. Ruch punktu. Zajmiemy się na początku ruchem je­
dnego punktu. Opis ruchu ciała sprowadza się- bowiem do opis1i1 
ruchu jego punktów. Nadto w wielu przypadkach opis ruchu ciała 
sprowadza się praktycznie do podania ruchu jednego jego punktu, 
np. gdy wymiary ciała są drobne w stosunku do przebywanej drogi 
(ruch ziemi wkoło słońca, ruch kuli karabinowej) lub jeżeli ruch 
jednego punktu wyznacza ruch całego ciała (np. ruch wagonu). 

Oznaczmy współrzędne poruszającego s.ię punktu M względem 
pewnego układu odniesienia przez x, y, z. Współrzędne x, y, z zależą 
od czasu, są więc funkcjami zmiennej t: 

x=f(t), y=<p(t), Z=ł/J(t). 

Funkcje te dają nam opis ruchu punktu M względem przy­
jętego układu odniesienia. Znając je, możemy podać współrzędne 
x, y, z punktu M w każdej chwili t. 

O funkcjach f, <p i f/1 zakładamy, że są ciągłe wraz z pierwszą 
i drugą pochodną w pewnym przedziale <to, 0, w którym ruch badamy. 

Ruch punktu można określić. przy pomocy jednej funkcji wek­
torowej. Połóżmy r = OJ! (O początek układu). Zatem 

r= F(t). 

Powyższa funkcja wektorowa opisuje ruch w zupełności, po­
dając dla każdej chwili czasu wektor r, a więc położenie punktu M. 

Zauważmy, że funkcje f, <p i 'ł/J podają składowe wektora. r. 
S. Ran11ch. l\lechani kB. 3 
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Linię, jaką zakreśla punkt podczas ruchu nazywamy torem. lub 
trajektorią. 

Przypuśćmy, że torem punktu jest łuk L. Nadajmy łukowi 
temu pewien zwrot i obierzmy na nim dowolny punkt O, który 
nazwiemy początkiem (rys. 1). Położenie punktu Jl na łuku L będzie 

wyznaczone przez podanie liczby s, której bezwzględna wartość równa 
się długości łuku Ol~, przy czy1n liczba s jest dodatnia lub ujemna 
zależnie od tego, czy zwrot hlku OM jest zgodny ze zwrotem obra• 
nym na L czy nie. Liczbę s nazywa.1ny współrzędną litkową punktu M 
na łuku L. 

Ruch punktu Jl po łuku L będzie wyznaczony również funkcją 

8=/(t), 

podającą w każdej chwili t współrzędną łukową s punktu M. 

s 
D 

·r 
o t 

t 
A O to t, t' 

I. 2. 3. 

fi 4. Wykres ruchu. Niechaj ruch punktu po krzywej L 
określony będzie funkcją s=f (t). Obierzmy dwie osie prostopadłe sit. 

Wykres funkcji s= f (t) nazywamy wykresem lub diagramem ruchu 
(rys. 2). 

Na rys. 3 mamy wykres ruchu dwór.h pociągów, z których jeden 
biegnie od stacji .A. do stacji D (przez stacje B, 0), drugi zaś od 
stacji D do .A.. Z wykresu odczytujemy np., że w chwili O pociąg 

wyjechał ze stacji .A. i przybył do B w chwili t0• Stację B opuścił 
w chwili fi i t. d. Współrzędne (t', s') punktu przecięcia obu wykresów 
przedstawiają chwilę i miejsce spotkania obu pociągów. 

§ 5. Prędkość. Załóżmy, że punkt poruszający się po krzywej L 
znajdował się w chwili t w punkcie .A., a w chwili t +Lit w pullkcie B. 

Wektor AB nazywamy przesunitJciem poruszającego się punktu 
w czasie Jt. Iloraz 

(1) .AB/tJt = .A.O 
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przedstawia przesunięcie przypadające na jednostkę czasu. Iloraz 
powyższy nazywamy także wektorem prędkości średniej lub krótko 
prędkością średnią w czasie Jt. z 

Załóżmy, że istnieje granica ilo­
razu ( 1) gdy przyrost czasu .1t dąży do O. 
Oznaczmy tę granicę przez v. Zatem 

(I) 
__ 

1
. AB 

V= lID·-·• 
.11-1"6 Lit X 

Wektor v nazywamy wektorem pr(Jdkości lub krótko p·rędkościq 
w chwili t . 

. Jeżeli dt ~ o, steczna AB dąży do stycznej. A więc: wektor 
prędkości jest styczny do to·ru. 

Niechaj ruch określony będzie funkcjami x=f (t), y=<p(t), Z=1/J(t). 
Oznaczmy współrzędne punktu A przez x, y, z, a punktu B przez 
x+Jx, y+Jy, z+Jz. Wektor AB ma zatem rzuty Jx, Jy, Jz. Rzu-

t · il AB b d . il Jx Jy & ann orazu Jt ę ą Więc orazy . Ji, dt , Jt · 

Wynika stąd, że rzuty prędko,ci v wyrażają się wzorami: 

lim Jx dx f'( ) 
1'.r = .:1H-0.1t = dt = t ' 

dg '( ) ,,,,, = dt = <p t ' 'Dz=:= '/J'(t). 

W mechanice pochodną względem czasu przyjęte jest oznaczad 
kropką u góry. Zatem 

(II) 'Dx= x, ,,,,, = 1i, 'Dz=Ż. 

A więc: rzuty wektora pr~kości na osie układu równają si@ po­
chodnym ( wzg~dem cza,u) w,pólrzędnych poruazajqcego się punktu. 

Niech teraz ruch określony będzie funkcją wektorową r=F C,). 
Przyjmując .AB ~r, otrzymamy 

A więc 
(III) 

_ lim .AB lim Jr. dr :.. 
V= Jt-+-0 .dt = JHr,OJt = dt = r. 

v=i'. 
3• 
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Prędkość jako pochodna drogi. Niech wreszcie ruch 
punktu po torze L określony będzie funkcją B=/(t), gdzie s oznacza 
współrzędną łukową.. Ponieważ prędkość jest styczna do toru, więc 
dla wyznaczenia prędkości w punkcie .A wystarczy podać wielkość 
i zwrot prędkości. Z określenia prędkości wynika, że 

gdzie ilłsi 

lvl = lim .AB = lim .A.Bj . /t18 
, 

' M-+O Lit M-+O Js I jJt 

oznacza długość łuku .AB. Ponieważ lim /
1

~B\=l, 
Lls-+O . 1.J8 I 

1_1 lim 1.1s' 'ds' 1 „ V = 4t-+,0 !Jt = dt = .Bi, 

więc 

Wykreślmy w punk.cie .A styczną i nadajmy jej zwrot zgodny 
ze zwrotem obranym na krzywej L. Jeżeli s>-0, wówczas dla ma­
łych Jt>O jest lis>O; zatem punkt porusza się po torze w kierunku 
dodatnim, więc v ma zwrot zgodny ze zwrotem stycznej. Podobnie, 
jeżeli s<O, to v ma zwrot przeciwny do zwrotu stycznej. Jeżeli 

więc przez v oznaczymy współrzędną wektora prędkości względem 
stycznej, której nadaliśmy zwrot zgodny ze zwrotem toru, to 

( IV) v - ds - s -dt- . 

§ 6. Przyśpieszenie. Załóżmy, że w chwili t punkt był w .A 
i miał prędkość v, zaś w chwili t + lit był w B i miał prędkość v'. 
Połóżmy Jv= v'-v. 

v· 
Granicę lim ~t- = p nazywamy wekto-

4t-+O 1.J 

rem przyśpieszenia lub krótko przyśpie­

szeniem w chwili t. 

Niech ruch określony będzie funkcjami 

X=/(t), Y=f(t), Z=t/J(t). Mamy px=lim J:tx. 
M-+O u 

Ponieważ Vx = j'(t) i v~=f'(t+.1t), więc 

lłvx= v:-vx= j'(t+lłt)-f'(t). Zatem Px= lim j'(t+.11-/'(t) =f"(t); 
.1t-+0 t 

podobnie py=cp"(t) i Pz=t/J"(t). 
d2x d2y d2z 

Pochodne dt2' dt2 ' dt2 oznaczamy przez i, y, ż·. Stą,d: 

(I) Px=X, Pz=Z. 
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Zatem: rzuty przyśpieszenia na o,ie układu róumajq rif drugim 
pochodnym wspólrz~dnych poruszającego si~ punłtu. 

Jeżeli ruch określony jest funkcją wektorową 

r=F(t), 

to - jak wynika z definicji drugiej pochodnej - mamy: 

(II) 

Przykład 1. Punkt porusza się w płaszczyźnie w ten sposób, 
że jego współrzędne w chwili t wyrażają się wzorami: 

(1) X=a COS kt, y=b sinkt (a>O, b>O, k>O). 

Wyznaczyć prędkość i przyśpieszenie, oraz tor. 

Mamy tutaj 

i=- ak sinkt, fl=bk cos kt, 

i» = - akł cos kt, y = - bk2 sin kt, 

a więc wartość bezwzględna prędkości będzie lvł=k Va2sin21ct+b1oos11a, 
zaś wartość bezwzględna przyśpieszenia IPl=k1f a•cos2kt+bl·sin1 kt • 

.Aby otrzymać tor punktu, należy znaleźć związek między 

współrzędnymi x,y, t. zn. wyrugować czas t. Dzieląc równania (l) od­
powiednio przez a i b, podnosząc do kwadratu i dodając, otrzymujemy 

x2/a2 + y2ib2 = 1 . 

.A więc tor jest elipsą o osiach 2a, 2b. Wektor prędkości jest 
oczywiście styczny do elipsy. Współrzędne wektora przyśpieszenia 
można, z uwagi na równania (1), napisać w postaci: 

i= - k2 x, y = - k2 y, skąd !pl=k2 Vx2+y2, y /i=y/x. 

Wektor przyśpieszenia jest zatem proporcjonalny do odległości 
od początku układu i zawsze skierowa1ty ku początkowi układu. 

P1°%yklatl 2. Wyznaczyć prędkość, przyśpieszenie i tor punktu, 
którego ruch określony jest równaniami 

(2) 
a x=., (1 +cos t), 
~ 

a . 
Y--s1nt -2 ' 

. t 
z=asin-

2 
(a>O). 
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Różniczkując, otrzyn1ujemy 

. a . 
x=--s1nt, 

2 

.. a 
x=--cost, 

2 

. a 
y=-cost, 

2 

.. a . 
y=-2 smt, 

. a t 
Z= 2 cos 2, 

„ a . t 
Z=-

4 
s1n 2, 

skąd liil=; V 1+ cos• ! i !Pi=; V 1 + ! sin•~. 

Aby wyznaczyć tor punktu, należy z równań (2) wyrugować 
czas, co da na1n dwa związki między x_, y, z określające krzywą. prze­
strzenną, po której się punkt porusza. Rugowanie to w ogólności 
przedstawia duże trudności rachunkowe, w tym przykładzie jednak 
łatwo daje się przeprowadzić. Podnosząc równania (2) do kwadratu 
i dodając, otrzymujemy 

x2+y2+z2=a2. 

Podobnie, z pierwszych dwu równań (2) wynika, że 

(x- a/2)2+y2=(a/2)2• 

Z równań otrzymanych widzimy, że tor punktu jest, krzywą 
p1·zekroju kuli i walca kołowego. 

J>1·~yklad :-J. Ruch jednostajny prostolinijny. Punkt 
porusza się w ten sposób, że przyśpieszenie jest stale zerem. Zakła­
damy więc, że p=O. Zatern 

ii= o, y= o, i= o. 
Wynika stąd po scałkowaniu, że 

(3) X=Ci, fj=c2, Ż=Ca, 

gdzie ci, c2~ c3 oznaczają pewne stałe. Całkując jeszcze raz, otrzymamy 

(4) 

Tutaj di, d2, d3 oznaczają również pewne stałe. Równania (4) 
przedstawiają parametrycznie równanie linii prostej. Z równań (3) 
wynika, że wektor prędkości jest stały. Ruch więc oclbywa się po 
linii prostej z prędkością stałą. Ruch taki nazywamy ruchem jedno­
stajnym prostolinijnym. 

Zauważmy, że .c.ałożenie p=O równoważne jest z założeniem, 
że wektor prędkości jest stały. :Mamy bowiem fJ= ~- Jeżeli więc 
v=const., to p= o i na odwrót, jeżeli p= o, t,o v= O, zatem v=const. 
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Hodograf. Niechaj punkt porusza się po krzywej L (rys. 1). 
Obierzmy dowolny punkt O. Dla każdej chwili t wykreślmy 
z punktu O wektor prędkości, jaką punkt ruehorny n1a w danej 
chwili (rys. 2). Koiwe tych prędkości utworzą krzywą H zwaną 
hodograf em. 

1. 
.., 
""· 4. 

Sa. hodografie oznaczyliś1ny przez A .. , B', C'' końce prędkości, 
ja,kie punkt poruszający się po krzywej L ma w A, B, C. ,Jeż~li 

więc punkt porm~za. się po torze L, to koniec odpowiedniej pręd„ 
kośei porusza się po hodografie. 

Oznacz.my przez iiH prędkość punktu na hodografie w A'. Z okreś­
A' B-i 

lenfa, prędkośei marny v.,.,=lim -~---. Lecz A.' B' =Liv, więc 
M-+o .ut 

_ 1· Lif _ 
fJH= lID-=p. 

M40 Jt 

Zaten1: p·rtJJśpieszenie poruszającego się pu,nktu równa się p·ręd­

kości odpowiednfego p1unktu na hodografie. 

Pr:~ykla.tl 4. Jeżeli punkt porusza się po linii prostej, to kie­
runek prędkości jest stały. Zatem hodograf jest też linią, prostą. 

I'rzykla.d ,>. Załóżmy, że punkt porusza się po kole K z pręd­
kością stałą co do wartości bezwzględnej (rys. 3). 

Hodograf będzie kołem (rys. 4). Punkt po hodografie będzie po­
ruszał się również z prędkością stałą co do wart,ości bezwzględnej. 

Ponieważ prędkość punktu A1, na, hodografie jest, styczna do 
hodografu, zatem jest prostopadła do i\. Wynika stąd, że przyśpie­
szenie punktu poruszającego się po kole K jest skierowa,ne ku środ­
kowi koła i jest stałe co do wart.ości bezwzględnej. 
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§ 7. Rozkład przyśp'leszenla na styezne I normalne. 

Ruch po torze płaskim. Niech ruch punktu .A po torze L 
określony będzie funkcją s=f(t), gdzie, oznacza współrzędną łukową. 
Wykreślmy w punkcie .A styczną t i normalną n. Nadajmy stycznej 

zwrot zgodny ze zwrotem krzywej L, zaś 

(I) 

t normalnej zwrot ku środkowi krzywizny. 
Rzut przyśpieszenia p na styczną na-

L. zywamy przyśpieszeniem stycznym p„ Rzut 
przyśpieszenia na normalną nazywamy 

;ir.--,-.,.i.-o-----..-
0 

przyśpie1zeniem normalnym Pn· Jest oczy-
O wiście 

p= P,+Pn· 
}łając więc dane przyśpieszenie styczne i normalne, możemy . 

wyznaczyć przyśpieszenie p. Przyśpieszenie styczne będzie określone 
przez podanie współrzędnej p, względem stycznej. Podobnie, współ-
rzędna, Pn względem normalnej określa przyśpieszenie normalne. 

Oznaczmy przez Ja kąt ostry zawarty między stycznymi 
w punkcie .A o współrzędnej łukowej s w bliskim od .A punkcie B 
o współrzędnej łukowej s+J.,. Załóżmy, że Js>O. Mamy wówczas 

lim Ja_.!_ 
J,~ J, - e' 

dz. . ń k • J J • -- 1· J v t g 1e e oznacza promie -rzyw1zny. e,K .nemy~ p = 1m J t ; za em 
lt~ 

. Rzut,Jv 
P,=hm ..1t ' 

.:lt~ 

gdzie Rzut, J v oznacza współrzędną J v względem stycznej t. Lecz 
Bzut,Jv=Rzut,(v+Jv)-Rzut,v. A więc Rzut,Jv=(v+Jv)cosL1a-v. 
Stąd 

(1) li (v+Jv)cosJa-v 
1
. cos.da-1 +li .dv 4 P,= m At =v 1m At m At cos"a. 

JH-0 ~ Jt~ j,I Jt~ " 
Lecz 

(2) lim cos Ja -1 -- lim cos Ja -1 . Ja . J s 
Jt~ dt - Jt~ ja Js Jt" 

Ze znanej reguły na obliczanie symbolów nieoznaczonych 
otrzymujemy 

1. cos Ja-1 li cosJa-1 
1
. -sin Ja 0 1m J = n1 = 1m = . 

Jt~ a Ja-.-0 Ja Ja-i-O ] 
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. cosJa-1 1 
Zatem na mocy (2) hm --- = O·-v = o, skąd na mocy (1): 

Jt-+O Jt Q 

p1 = d,v/dt = i. 

Przejdźmy teraz do obliczenia Pn· Mamy 

__ 
1
. Rzutn li v 

p,, - 1m ''t . 
Jt-j-0 L.I 

Lecz Rzut„Jv = Rzut,,(v+.dv)-Rzut,, v = (v+&v) sin Ja. Więc 
. sin Ja . . . sin Ja . sin Ja i1 a J .~ 1 

p =hrn(v+.1v)---. Pon1ewaz lim---=hrn ·-· - - =l·-·v, 
" Jt-+0 J t Jt-.o J t Jt-+0 J a J s L1 t Q 

więc 

Zatem przyśpieszenia: styczne p, i normalne p„ wyrażają się 

wzorami 

(Il) P =v2/n 
li I I;'' 

gdzie f! jest promieniem krzywizny. 

Ponieważ przyśpieszenie styczne jest prostopadłe do przyśpie­
szenia normalnego, więc 

(III) 

Ze wzoru (1) wynika, że p
11
~0. Zatem przyśpieszenie normalne 

ma zawsze zwrot ku środkowi krzywizny. 
Zauważmy, że przyśpieszenie stycznA zależy tylko od zmiany 

wartości bezwzględnej prędkości, a nie zależy od zmiany jej kie­
runku. Przyśpieszenie styczne jest wtedy i. tylko wtedy stale zeren1, 
gdy v = const. 

Przyśpieszenie normalne zależy od promienia krzy\\'izny ą, 

zatem od zmiany kierunku prędkości. Przyśpieszenie normalne jest 
stale zerem, jeżeli stale v=O lub 1/Q=O. \V pierwszym przypadku 
punkt jest w spoczynku, w drugim ruch odbywa się po linii prostej. 

Pr z y kład. Punkt porusza się po kole o promieniu r z prędkoi'.:cią ·b 

stałą co do wartości bezwzględnej. Zatem na mocy (I) 

p1=tfo/dt=0, Pn=v1/r=const 

A więe przyśpieszenie jest w<>wezas stale skierowane ku ;rodkowi i stałe. 

oo do wartości bezwzględnej (por. str. 39, przykła1l fi). 
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Ruch po torze przestrzennym. Niech punkt porusza się 
po torze przestrzennym L. Oznaczmy przez v prędkość punktu w A, 
przez v+Llv prędkość jego w B. 

Przeprowadźmy przez · styczną w punkcie .A płaszezyznę Il 
równoległą do stycznej ,v punkcie B. Na tej płaszczyźnie leżą wek­
tory v i ·v+Liv wykreślone z punktu A. Zat,em w płaszczyźnie Il leży 
wektor L\v:'Llt. Gdy punkt B dąży do punktu A, pła.szczy zna Il 
zmierza do t. zw. płaszczyzny ściśle stycznej w punkcie .A.. vVynika 

stąd, że przyśpieszenie p = lim ~'tt' leży w płaszczyźnie ściśle stycznej. 
J/~O LJ 

A więc: wektor ptzy.ipieszenia lt:ży w plaszczJJźnie ściśle 8tycznej. 

N a płaszczyźnie ściśle stycznej leży styczna. Prostą prosto­
padłą do styeznej i leżącą ,...- płaszczyźnie ściśle stycznej nazywamy 
normalną glóumą. N a. normalnej głównej leży środek krzywizny. 
Tworząc rzuty przyśpieszenia, na styczną i normalną, otrzymamy 
a.ualogitznie do wzoru (Ij, otrzymanego przy ruchu płaskim: 

Nadając stycznej zwrot zgodny ze zv/rotem krzywej, zaś nor­
malnej zwrot ku środkowi krzywizny, otrzymamy postępując jak 
poprzednio 

1 

gdzie e oznacza prornień krzywizny. 
\Vzory powyższe są idt•ntyczne ze wzoranu (Il) w przypadku 

toru płaskiego. 

Prz11kl,u.l I. Ruch jednostajny. Niech punkt ....4. porusza się 
po krzywej L, na której obrany jest zwrot i początek O. Załóżmy 
że prędkość punkt,u A jest stała eo do wielkośd (t. j. eo do war­
tości bezwzględnej). R,ueh taki nazywamy ru.chem jednost(ijnym 

po krzywej L. 

Zakłada.my tedy, że r=.~:.=const. Calk11jąc, otrzymamy 

(3) s =·ot+ s0• 

Podstawiając t=O, dostajemy s=s0• A. więc stała s0 oznacza 
współrzędną łukową punktu A w chwili t= O. 
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Ruch jednostajny jest określony funkcją pierwszego stOJ)nia 
względem t. N a odwrót, tlowolna funkcja pierwszego stopnia s :::--=at+ b 
określa ruch jednostajny z prędkośeią 1,1=s=a. Ponadto s0=b. 

N a moey ( 3) n1an1y 

P, =-= v = s' = O, P -· ~,2/r. "--" ,v· 
Ponieważ przyśpieszenie styczne jest zerem, więc przyśpieszenie 

ma stale kierunek ku środkowi krzywizny. Wielkość przyśpieszenia 
wynosi p 

11
• Zatern przyśpieszenie jest, co do wielkośei odwrotnie 

proporcjonalne do promienia, krzywizny Q (czyli wprost proporcjo­
nalne do krzywizny K=l/Q). 

Jeżeli w szczególności punkt porusza się ruchen1 jednostajnym 
po kole o promieniu r, wówczas Q=cr, a więe 

Zatem: je.idi punkt porusza się po kole ruchem jednostajnyrn, 
to przyśpies.zenfr je8t stale co do wielkości i skierowane ku ,frodkow-i kola. 

l'rzyldtul .'t. Uueh jednostajnie przyśpiP~zons. Punkt 
poruszają.cy się po krzywej L ina stałe przyśpieszenie sty eznP. R. ueh 
taki nazywn:mr ruchnn jcdnosta,j-nie prz:y,4pie8zonJtrn po krzywej .L. 

Zakła,(lają,e, że p
1 
=p =·, eonst., dostajPn1y s· =Pr==p, więc 

. t . 
8 = 'l' =::: p +·(\, 8 - t pt2..Lc t+c ·- z· , 1 · 2· 

Rueh jt·duostajnie przyśpieszony jest określon:y funkcją s= f (t) 
drugiego st,opnia względern t. N a, od wrót, dowolna funkeja drugit~go 
stopnia s ,== a.t2 + bt + c określa ruch jednostajnie przyśpieszony. Mamy 
bo"\\-ien1, różniczkując: 

.. '> t P - ..... _. .., -- cons· t __ ,.,. -· ... ~, - .• 

Przyjmijmy, że w ruchu jednostajnie przyśpieszonyn1 określo­
nyrr1 funkcją (4) punkt w chwili t=O 1nia.l prędkość 1J='r0 i współ­
rzędną łukową S=lJ0• 

Kładąc t=O, otrzy1nujemy z (4) ·z, 0 =ci, s0 =C2• \Vstawiają,c 

w równania ( 4 ), otrzyman1y 

V= ]>t+ 'Vo, 

\V szczególności, jeżeli ·v0 = O i s0 = O, dostaniemy 

V=pt 1 8=Ą-pt2 • 
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Przykład :J. Ruch po cykloidzie. Niech koło o pro­
mieniu r toczy się po prostej. Zbadać ruch dowolnego punktu 
na obwodzie koła. 

Załóżmy, że dany punkt P obwodu koła jest początkowo 
punktem styczności koła i prostej. Obierzmy ten punkt za początek 
układu, zaś prostą za oś x-ów. Jeżeli koło obróci się o kąt rp, punkt 

zajmie nowe położenie P' (a,,y ). 

(-,{~ ~ ,r , Aby wyrazić współrzędne a:,y 
,Y ~ f'L ~ jako funkcje kąta rp, zauważ­

" my, że nowe położenie punktu 
możemy otrzymać, najpierw obracając koło dokoła środka o kąt q, w kie­
runku wskazów ki zegara, a następnie przesuwając je wzdłuż osi a,-ów 
o odcinek PQ równy łukowi P'Q należącemu do kąta q,, którego 
długość wynosi r<p. Zatem x=-rsinq,+r,r, y=r-rcosrp, czyli: 

x = r(rp-sin q.>), y = r(l-cos <p). 

Po wykonaniu przez koło pełnego obrotu, t.j. dla <p= 2n, punkt P 
znowu jest punktem styczności, poczem ruch powtarza się. Wyko­
nując wykres, otrzymujemy krzywą złożoną z przystających łuków, 
zwaną cy kl,oidq. 

Załóżmy, że koło obraca się jednostajnie, t. j. że kąt <p jest pre­
porcjonalny do czasu: <p= wt (gdzie ro stałe). Równania ruchu punktu 
P są wówczas 

x = r( ,.ot - sin wt), y= r(l-cos wt). 

Różniczkując je dwukrotnie względem czasu, otrzymujemy 
składowe prędkości i przyśpieszenia 

Stąd 

(5) 

i= rw(l - cos wt), 
i = rci,2 sin wt, 

iJ= rw sin wt 
y = rw2 cos wt. 

,~ - I ~' !vl=rr2w2 (2--2coswt)=2rw 
1
sin 2 j, IPl=rw2• 

Ze względu na, to, że po wykonaniu pełnego obrotu ruch po­
wtarza się, n1ożemy się ograniczyć do przedziału czasu O~ t, 2n/w. 
Ze wzorów powyższyc.h widzimy, że wielkość przyspieszenia punktu P 
jest stała, naton1iast wielkość prędkości zmienia się. Mianowicie 
w eh-wili t=O oraz t=2JJ/w, t. j. gdy punkt znajduje się na prostej, 
prędkość równa się zeru, zaś w chwili t = 11/w t. j. gdy punkt osiąga 
położenie najwyższe, prędkość jest największa i wynosi 2rw. 

5 adaj1ny cykloidzie zwrot zgociny z ruchem punktu. W czasie 
O~ t ~ 2n/w mamy v = !ii', zat,en1 na mocy (5) 
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2 
. c,,t 

v= rws1n-. 
2 

Przyśpieszenie styczne będzie więc 

. 2 wt 
p1=v=rw cos 2 . 

4:5 

Aby wyznaczyć przyśpieszenie normalne, obliczamy krzywiznę 
według znanego wzoru 

1 

e 
Zatem 

lxy-yil r 2w8(1- cos wt) 1 
3, - -

(x2+y2) 2 8r3w8 sin3 wt/2 4r sin wt/2 

Droga przebyta przez punkt do chwili t równa się, z uwagi 
na to, że ds= vdt, 

t t t t ( t 
s = J ds = J vdt = J 2rw sin : dt = 4r 1-cos ~ ) . 

o o o -

,v szczególności dla t = 2n /@ otrzyn1ujemy długość toru cykloidy 
przy pełnym obrocie koła. Długość ta wynosi 8r. 

§ 8. Prędkość I przyśpieszenie kątowe. Niech punkt .A. 
porusza się po kole o promieniu 1· i środku M. Obierzmy zwrot na 
kole i punkt początkowy O (rys. I). Oznaczmy przez <p kąt między 
promieniami MA i MO liczony zgodnie z obranym zwrotem. Mamy 
s=r<p, zatem 

(1) S=T<p I 
.. .. 
S = r<p. 

Pochodną, cp nazywamy prędkością kątową i oznaczamy zazwy­
czaj przez w. 

Pochodną ip 'nazywamy przy-
śpieszeniem kątowym i oznaczamy 
przez E. 

Mamy oczywiście <p = w i w= E. 

Na mocy (1) jest więc 

(I) v=rw i Pt=rE, 

a ponieważ Pn= v2/r, więc 

(II) 

z 

I 

1. 2. 
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Wektor prędkości kątowej. Niech punkt obraca się około 
pewnej osi l, t. zn. porusza się po kole leżącym w płaszczyźnie pro­
stopadłej do l, którego środkiem jest punkt przebicia tej płaszczyzny 
osią l (str. 45, rys. 2). 

Niechaj punkt w pewnej chwili t ma prędkość kątową ru. 
Oznaczmy przez w wektor położony na osi Z o długc,ści f.wf. Zwrot 
wektora w obierzmy tak, aby człowiek, mający głowę w końcu, 

a stopy w początku wektora, widział ruch od ręki prawej ku lewej. 

Wektor w nazywamy wektorem prędkości kątowej. 

Łatwo sprawdzić, że prędkość v punktu A równa się momen­
towi w względem A: 

(2) 

Jeżeli przez r oznaczymy wektor OA, gdzie O jest dowolnym 
punktem na prostej Z, to V=> wxAO, więc 

(III) 

Oznaczając przez wx, w11 , wz rzuty wektora -m na osie układu, 
przez x, y, z współrzędne punktu .A. i przez x0, Yo, z0 współrzędne 
punktu O, otrzymujemy 

Vx = Wz(Y--Yo)-wy(Z-Zo), 'Vy = CtJx(Z-Zo) - Wz(X-Xo), 

'Vz= Wy(X - Xo) - Wx(Y-Yo)• 
(IV) 

Jeżeli w szczególności Z przechodzi przez początek układu, to 
przyjmując x0= Ye= z0= O, otrzymamy 

(V) 'Vx= WzY - w9 z, 

tł 9. Ruch płaski w układzie biegunowym. Jeżeli punkt 
porusza się w płaszczyźnie wg, to położenie punktu wyznaczone 
jest w zupełności przez długość odcinka OA=r, zwanego pro­

y 

mieniem wodzącym, oraz kąt 'P, jaki 
odcinek O.A tworzy z osią x-ów. Ruch 
punktu określony więc będzie dwiema 
funkcjami 

r=F(t), <p = f(t). 
Ponieważ x=r cos cp, y=r sin q;, więc 

tworząc pochodne względem czasu t, do-
i staniemy: 



l§ 1(1] 

(1) 

(2) 

I. Ruch względem układu odniesienia. 

i== f cos <p - r<j; sin ,p, y = r sin <p+rcp cos <p, 

i=--= f cos <p - 2r<p sin <p - r<j,2 COB ff - rq> sin cp, 
jj = i sin 'P + 2 r<p cos <p - ref.,2 sin <p + r~:, cos <p. 

47 

Z równań (1) i (2) możerny wyznaczyć x, i, y, y, znając 
r, r, ip,_ ip i na odwrót. Z równania (1) otrzymamy 

(3) 

(4) 
. xx+y?i 
r=-.----, 

ł'x2+y2 

. xy-yi 
<p = ----·--' 

x2+y2 

Często wygodne1n jest rozkładać prędkość i przyśpieszenie nie 
w kierunkach osi współrzędnych, lecz w kierunku pro1nieni.a wo­
dzącego i kierunku do niego prostopadłym, przyczem zwrot do­
datni w tych kierunkach obieramy jak na rysunku. Składowe te 
nazywamy odpowiednio składową radialną i transwersalną. 

Jeżeli ax, ay są współrzędnymi dowolnego wektora a wycho­
dzącego z punktu A( r, <r, ), to rzutując ten wektor na oś AR oraz AL, 
otrzymujemy jako składową radialną ar i transwersalną acp: 

acp = -ax sin <p+a11 cos <p. 

Stosując te wzory do wektorów prędkości i przyśpieszenia, 

otrzymujemy na mocy równań (1) i (2): 

(I) 

(II) 

'V<p=r<p, 

.. 2.. 1 d ( 2 ") P<f! =r<p+ r<p = - - 'r <p • r dt 

Pr z y kład. Punkt porusza się po linii spiralnej r=a+b9' w ten sposób, 
że kąt <p jest proporcjonalny do czasu t. Jest więc 9'=wt, gdzie w jest współ­
czynnikiem proporcjonalności. Wówczas <p = w, ip = O, ; = b,;, = bw i r = O, skąd 

vr= bw, p,.=-(a+bwt)wl, v(J>=(a+bwt)w, Prp=2bw2• 

§ 10. Prędkość polowa. Niechaj ruch odbywa się w płasz­
czyźnie xy. Oznaczmy przez JS pole zakreślone przez promień 
wodzący r w czasie od t do t+Jt. Ze wzoru na obliczenie pola w ukła­
dzie biegunowym współrzędnych otrzymamy 

rp+.19' 

JS = ! f r2 d<p, 
9' 

skąd, na podstawie twierdzenia o wartoś·ci średniej, 

(1) JS=}r;Ją,, 
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gdzie r. oznacza wartość pośrednią między maximum a minimum 
promienia r w czasie od t do t +At. 

G · lim L1S dk ' . lo . . ramcę :;.t- nazywamy pr( oscią po wą 1 oznaczamy Ją 
M.....O '-' 

przez .A. Zatem na mocy ( 1) jest 

(I) A=łrłq,. 

Ze wzorów (4) str. 47 otrzymujemy lp=~(xy-yi). Zatem na 

mocy (I) 

(li) 

1 y 

L 2. 

A=ł(xy-yi). 

Przykład. Wyznaczyć 

prędkość i przyśpieszenie punk­
tu poruszającego się po kole 
x2-2ax+y2=0 ze stałą pręd­

kością polową h. 
" Równanie danego koła we 

współrzędnych biegunowych jest 
r= 2a cos <p. Warunek stałości 

prędkości polowej wyraża się 

równaniem 

(2) } r2ip=h, czyli ,p=2h/r2. 

Różniczkując równanie koła, otrzymujemy 

Zatem 

. 
2 

. . 4ah . 
r=- a<p sm q>=- -1'2 sm<p. 

. 4ah . 
'Vr=---2 sm <p, 

r 
2h 

'Vip=-· 
r 

Z uwagi na to, że prędkość polowa jest stała, wzór (li), str. 47, 

P = 1 !!.(r2<p·) pociąga pq,=0. Zatem przyśpieszenie ma zawsze kie-
'1' r dt ' 

runek promienia wodzącego. 
Różniczkując pierwsze z równań ( 2 ), otrzymujemy 2r r <i>+r2ip = Us 

. .. 2rq, 16ah2 . ó" . k . ś . d t . 
więc <p =--- = 5 sm q>; r znicz UJąc za r, os -a Jemy 

r r 
·· .. . .2 2 

. 16a.h2 . 
2 

4h2 
r = - 2 a<p sm m - 2 am CDS m = - a sin <p --·;;·- sin <p - a cos <p .....t. = "' • .., r·' .,--

32a2h2 . 
2 

4h2 lf a2h2 • 2 =- ------ s1n2 <p - 4a2 cos <p-
5 

=--- ---5 -(l+s1n <p). 
~ r r 
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. 4h2 
n 4h2 4h2 16a2h2 

Ponieważ r<p2=r -=r~ -=4 a2 cos2 'P - = cos2 m więc 
~ ~ ~ ~ T' 

ze wzoru Pr=r -rq,2 otrzymujemy 

Pr=-32a2h2/rs. 

§ 11. Wymiary wielkości kinematycznych. Miara pręd­
kości, przyśpieszenia i t. p. zależy od jednostek długości i czasu. Zaj­
miemy się pytaniem, jak zmieniają się te miary, gdy jednostki dłu­
gości i czasu będą ulegały zmianom. 

Obierzmy dowolnie jednostkę długości Li jednostkę czasu T. 
Przypuśćmy, że punkt w ruchu jednostajnym przebył drogę długo­
ści sL w czasie tT (jeżeli np. L oznacza cm, zaś T sek, to sL=scm, 
tT=t sek). Miara prędkości v przy jednostkachL i T wynosi 

v=s/t. 

Obierzmy teraz nowe jednostki długości i czasu L', T'. Załóżmy, 
że między nowymi jednostkami a poprzednimi zachodzą zwi~z1ti 

(1) L=lL', T=iT', 

gdzie l i T wskazują, ile jednostek nowych mieszczą jednostki stare. 
Oznaczając przez s', t', v' miary długości, czasu i prędkości w no­
wych jednostkach, otrzymamy 

, 'ft' V =S • 

Ponieważ sL=slL', zaś t1'=ti:T', więc s'=sl, t'=tr., 
, sł s l 

skg,d v =-=-·- a więc 
~ tr: t i' 

b / 'J -1 (lu V =V11.T ). 

Jednostkę prędkości ( t. j. prędkotć, której miara wynosi 1) przy 
jednostkach L i T oznaczamy przez 

L 
T 

lub 

Prędkość, której miara wynosi v, oznaczamy przez 

L v--
T 

lub 

Np. 5cm•sek-1 oznacza prędkość, której miara wynosi 5, jeżeli za jed­
nostkę długości przyjmiemy cm a za jednostkę czasu sek. 
S. Banach. Mechanika. 
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Załóżmy teraz, że obraliśmy nowe jednostki długości i czasu, 
L' i T', związane z dawnymi przez równania (1). Podstawmy 
w wyrażeniu vLT-1 zamiast Li T odpowiednio i..L' i iT', a następnie 
przekształćmy otrzymane wyrażenie tak, jak gdyby litery L' i T' 
oznaczały liczby. Otrzymamy: 

vLT-1 = vJ.L' i-1 T,--i = vJ.i-1L' T'-1
• 

Podstawmy v'=vl-i- 1
• Zatem 

, LT-1
- 'L'T'-1 

V --V • 

Zauważmy, że v' jest według definicji miarą prędkości przy 
jednostkach L' i T'; zatem wyrażenie v'L'T'-1 przedstawia pręd­
kość przy jednostkach długości i czasu L', T'. 

Widzimy stąd, że symbol LT-1 pozwala wyznaczyć rachunkiem 
formalnym miarę prędkości przy zmianie jednostki. 

Pr z y k ł ad. \Vyznaczyć miarę prędkości 12 cm. sek - t przy jednost­
kach m i min. 

Mamy cm=O·OI m, sek= 1/60 min. Rachując formalnie, otrzymamy 

12cm. sek-1= 12, O·OI m, ( l/60min)-1= 12 • O·OI, 60 m. min-1=7·2 m. min-1• 

A więc 7,2 jest miarą danej prędkości przy jednostkach m i min. 

Wyrażenie LT--1
, w którym L i T nie oznaczają szczególnych 

jednostek, lecz są symbolami dowolnych jednostek długości i czasu, 
nazywamy wym·iarem prędkości. 

Ogólne określenie wymiaru. Pojęcie wymiaru podane wy­
żej dla prędkości można uogólnić na inne wielkości, jak np. przy­
śpieszenie, prędkość i przyśpieszenie kątowe, etc. 

Wymiarem jakiejkolwiek wielkości A nazywać będziemy wy­
rażenie 

gdzie wykładniki a, {J są liczbami spełniającymi warunek: jeżeli a jest 
miarą wielkości A przy jednostkach długości i czasu L, T, zaś a' jej 
miarą przy jednostkach L', T' związanych z Li T równaniami (1), to 

(2) 
I 7 rt /ł a =a11. r·. 

,v ymiar wielkośei A oznaczamy przez [A]. Zatem 

[A]=L'(11
·'\ 
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Jednostkę wielkości .A przy jednostkach długości i czasu I,~ T 
oznaczamy przez La Tfł. ,Jeżeli więc a jest miarą wielkości A przy 
jednostce L"Tfł, to wielkość tę oznaczan1y przez 

aL" Tfl. 

Załóżmy teraz, że wprowadziliśmy nowe jednostki długości 
i czasuL', T' związane z poprzednimi przez równania (1), str. 49. Rachu~ 
jąc formalnie, otrzymujemy aLa Tfł =a,(lL't(,,.T't =aA.a_L'a IT'\ 
więc aL"TfJ=(al"-l)L'aT,fl. Stąd, oznaczając przez a' miarę danej 
wielkości przy jednostkach L',T', dostajemy na mocy (2) 

(3) L " Tfl = 'L·'« ·T'fl a . . a . . 

A więc rachunek formalny pozwala wyznaczyf miarę 
przy zmianie jednostek. 

Przykład. Wymiar przyśpieszenia jest LT- 2 (co można stwierdzić po~ 
dobnie jak przy prędkości). Przedstawić przyśpieszenie 5 cm. sek- 2 przy jednost­
kach m i min. 

Ponieważ cm=O,Olm. sek=Ji60m.in.,więc..t=O,Ol, r=l/60, a=l, 'P""'---2, 
skąd na mocy (3) 5 cm,sek--2=5(0,0l m) (l/60 min)-2=5, O,Ol·60ł m• min ·t. czyli 
,5 cm •sek-2= 180 m•min--2• 

A zatem 180 jest miarą danego przyśpieszenia w jeclnostkach m i min. 

Wyznaczanie wymiaru. Do wyznaczania wymiarów po­
mocnym jest następujące 

Twie1•dzenie. Niech dane będą wielko.foi A., B, dla których 

(4) [.A]=L" T, 
oraz trzecia wielkoś,J C uzależniona od .A i B w taki sposób, że ozna­
czając przez a, b, c miary wielkości .A, B, C wyrażone w dowoln.lJck 
jednostkach L i T, mamy zawsze 
(5) Pb</ C=ga , 

gdzie liczb.li g, p, q nie zależą od jednostek L I T. 
Przy tych założeniach jest 

{I) 

Wzór ten można napisać jeszcze inaczej. Wymiar [C] możemy 
otrzymać, rachując formalnie jak nastęJmje: 

[C]=(La T'J)P (L? p6)q=LP'' TpflLq;· T'ł,s=Lprf+,c T"·i+,,il; 

wzorowi (I) możemy więc również nadać postać 

[0]=[~4.f [B]ą. 
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Dowód. Obierzmy nowe jednostki L' i T' związane z po­
przednimi przez równania (1), str. 49. Oznaczmy przez a', b', c' 
miary wielkości .A, B, C przy nowych jednostkach. Mamy wedle 
założenia (5) c' = ga'Pb,q. Na mocy (4) jest a' =lał a i b' =).Y i b, 
zatem c' =g (lał at ( 17 i b )q =Apa+qy 1:P·i+ąó c, a stąd w myśl definicji 
wymiaru wynika wzór (I), c. b. d. d. 

Z twierdzenia powyższego wypływają .następujące wnioski: 

JfT niosek 1. 

C=ab, 

C=a/b, 
C=aP, 

Jeżeli wzór (5) ma postać 

to [C]=[.A] [B]=La+r Tfł+ó 

,, [0]=[.A]/[B]=La-y T'-ó 

" [0]=[.At=LapT~P. 

p,,.zyklady: 1. Prędkość wyraża się wzorem v=s/t. Zatem 

[v]=[s]/[t]=L/T=LT-1
• 

2. Przyśpieszenie p w ruchu jednostajnie przyśpieszonym wy­
raża się wzorem p=v/t. Zatem 

[p]=[v]/[t]=LT- 1/T=LT-2
• 

Podobny wynik otrzymamy, opierając się na wzorze s=}pt2• 

Obliczamy z niego p=2s/t2• Zatem 

[p]=[s]/[tf =L/T2=LT-2
• 

3. Prędkość kątowa jest ru=drp/dt. Wymiar kąta rp jest L 0 T 0, 

gdyż miara łukowa rp nie zależy od jednostek długości. Zatem 

[ru]=l/T=T-1
• 

4. Przyśpieszenie kątowe jest E=d2q,/dt2, więc 

[eJ=l/T2=~r-2
• 

Wniosek 2. Pewne stałe mogą zależtć od wyboru jednostek 
długości i czasu. Możemy wtedy mówić o wymiarze tych stałych. 

Pr z y kład. Np. w pewnym ruchu przyśpieszenie jef-t co do wartości 
proporcjonalne do kwadratu prędkości. Oznaczając współczy11nik proporcjonal­
ności przez k, mamy 

p=kV2 • 

Przy jednostkach cm, sek jest k=2. Obliczyć k przy jednostkach mi min. 
Mamy k=p/vl, zatem [k]=[p]/[v]•=LT-2/(LT-1f!, więc [k]=L-1, skąd 

2cm-1=2(1/l OOm)-1=200 m-1• 

W układzie jednostek m i min jest więc k=200. 
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II. Zmiana układu odniesienia 

łf 12. Związek między współrzędnymi. Prędkość i przy­
śpieszenie punktu zależą od układu odniesienia, względem którego 
badamy ruch punktu. Ruch tego samego punktu będzie więc opi­
sany odmiennie przez dwóch obserwatorów, którzy poruszają się 
względem siebie. 

Jeżeli np. jedziemy pociągiem, wówczas podróżni jadący 
z nami są względem nas w spoczynku. Dla obserwatora stojącego 
przy torze podróżni poruszają się z prędkością pociągu. Możemy to 
wypowiedzieć w ten sposób: względem układu odniesienia związa­
nego z pociągiem podróżni są w spoczynku, a względem układu od­
niesienia związanego z ziemią podróżni poruszają się z prędkością 
pociągu. 

Ruchy planet i słońca względem układu odniesienia związanego 
z ziemią są bardzo skomplikowane. Kopernik zrobił odkrycie, że 
ruchy planet przedstawiają się o wiele prościej, jeżeli jako układ 
odniesienia obierzemy układ związany ze słońcem. 

Niech dany będzie układ odniesienia 0(:.v, '!I: z) i drugi jeszcze 
układ M(g, 1/, ;) poruszający się względem poprzedniego (rys. 1). 
Dla odróżnienia układ (:.v, y, z) nazywać będziemy układem stałym, 
a układ (g, f/, ;) ruchomym. Ruch tego samego punktu będzie przed­
stawiał się rozmaicie w obu układach. 

Zajmiemy się zadaniem wyznaczenia ruchu punktu .A. względem 
jednego układu, gdy znany jest ten ruch względem innego układu. 

Zadanie powyższe jest bardzo ważne i spotykamy się z nim 
w wielu przypadkach. 

Oznaczmy przez :.v0 , '!Io, z0 współrzędne początku M w układzie 
O (x, y, z), a przez ; 0, 1'/o, ; 0 współrzędne początku O w układzie 
1JI (~, rJ, C). Niechaj a11 a2: ••• , y3 będą kątami między osiami obu 
układów, jak wskazuje tabelka: 

osiel g Tj ; ! 
I --1 

:.v ; at a2 j aa i 

1··11 ! 1; I P2- -/J: i 
I 

Lz ~ Y2 Ya I 1. 2. 
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Jeżeli z, y, z i !, 1J, { są współrzędnymi punktu A odpowiednio 
w układzie pierwszym i drugim, wówczas, jak wiadomo z geometrii 
analitycznej, 

(I) 

Z=x0+t oos a1 +11 cos a2+~ cos a3 

y= Yo+t cos {:J1 +rJ cos /12+' oos /13 

Z=Zo +; COS i'1 +1J COS Y2 +, COS ;'3 

;=~0 +x cos a 1 +y cos /31 +z cos y1 

(l') 1J=1Jo +a; cos a 2+y cos /J2 +z oos y2 

,=Co +z cos a,+Y cos /J3 +z cos y3• 

Ruch układu M(~, 'YJ,C) względem O(x, y, z) będzie znany, 
jeżeli dla każdej chwili t podane będą współrzędne z 0, y0, z0 i kąty 
a1, a 2, ••• , Ya· Zatem współrzędne x0, Yo, z0, i ką.ty a1, a2, ••• , y3 są 

funkcja1ni czasu t. łJ eżeli ruch punktu .A względem układu M( ;, 1J, ,) 
określony jest funkcjami ;=f (t), 1J=tp(t), ś=tJJ(t), wówczas ruch 
względem układu O(x, y, z) otrzymamy ze wzorów (I) 

X=z0 +/ (t) cos a1+,p(t) cos a2+tp(t) cos a3 

i podobnie dla y, z. 
Jeżeli ruch punktu A odbywa się w płaszczyźnie n·, to obie­

rając osie x, y i ~' fJ w tej płaszczyźnie i oznaczając przez q> kąt 
między osiami z a g (str. 53, rys. 2), otrzymamy: 

(Il) z=x0+~ cos q> - '1] sin q>, y= Yo+~ sin 'f>+'ł'J cos q> 

(II') ;=;0 +z cos q> + y sin tp, 1J=1Jo -a: sin 'f>+Y cos tp. 

Jeżeli kierunki osi układu ruchomego M (;, rJ, ś) nie zmieniają, 
się, powiadamy, że układ ten porusza się ruchem postępowym. 

W tym przypadku kąty a 1, a 2, ••• , y3 są stałe. 

Mówimy, że układ ruchomy obraca się około osi Z z prędkością 
kątową (t), jeżeli punkty położone na osiach ;, 1'J, ś obracają się 

około osi l z prędkością kątową w. 

Niech układ M{;, r;, ,) obraca się około osi ś z prędkością kąto­
wą (u. Przyjmijmy, że w chwili t=O układ stały O(z, y, z) pokrywał się 
z ukladt;m ruchomym M(;,17,ś). Mamy zatemx0-y0=Z0=;0=t]o=Śo=0. 
OznaDzmy przez q> kąt między osiami z, s. Oczywiście q>=wt. Po­
nieważ osie x, y i f, 1/ leżą stale w jednej płaszczyźnie, więc na 
mocy (Il i (II'): 

(Ili) x=; cos wt-11 sin wt, 

(III') E=z cos wt+ y sin wt, 

y=; sin wt+r; cos wt, 
n=-z sin wt+y cos 6Jt, 
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Pl"zyklad l. Ruc~h punktu względem układu stałego okre~lony 
jest równaniami 

(1) X= a cos wt, y= b sin wt, 

a więc tor punktu jest elipsą o równaniu x2/a2 + y2/b2 = 1. 

Jak przedstawia się ruch tego punktu w układzie ruchomym 
o tym samym początku, jt>żeli układ ten obra('a :-;ię w kierunku 
dodatnim z prędkością kąt.ową (!) '! 

Zakładamy przytem, żt• w chwili poezątkowej t = O oba układy 
się pokrywają .. 

Otóż oznaczając przez f, 'i wi-;pólrzędrn• dowolrwgo punktu 
względem układu ruchomego, mamy 

;°=x cos wt+ y sin wt, rJ= -x sin wt+ y cos mt~ 

gdyż na mocy założenia kąt <p zawarty między osiami .1·,; wynosi 
tu wt. Podstawiając po prawej stronie tych wzorów wyrażenia (I.i, 
otrzymujemy równania krzywej opisanej przez punkt w układzie 

ruchomym 

~=a cos2 wt+ b sin2 wt, r;=(b-- a) sin wt cos (l)t, 

czyli, z uwagi na związki 

1 sin wt cos wt= } sin 2 w t: 

2 t 
l + cos 2 wt 

cos (J) = ' 2 
• 2 t 1-cos 2 wt 

Sill w = ., 

skąd 

a+b a-b , 
~=-2-+ -2 cos 2 (l)t, 

.. 

b-u 
ri,= - - sin~ wt, 

') ' -

A więc: ze względu na układ ruchomy punkt opisuje koło. 

gdy a i= b, zaś znajduje się w spoczynku, gdy a= b. 

Przykład 2. Ruch po linii śrubowej. Ważnym przykła­
den1 ruchu punktu po krzywej przestrzennej jest nwh śrubowy, 
który powstaje w sposób następujący. Układ ruchomy (;, rJ, C) obraca 
się z prędkością kątową stałą uJ około osi C, zaś punkt porusza się 
względem układu ruchomego ruchem jednostajnym z prędkością c 
po prostej ~=r, r;=O (t. j. po prostej równoległej do osi Ci prze­
cinającej oś ~ w punkcie g=r). 
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Ruch taki powstaje np. gdy walec obraca się około swej osi 
z prędkością kątową w, zaś punkt porusza się po tworzącej walca 
ruchem jednostajnym. 

Niech w chwili t=O układ stały (x,y,z) pokrywa się z układem 
ruchomym (;, 1J,C), zaś punkt ruchomy ma współrzędne r, O, O. Na, 
mocy (Ili) 

(2) 

Zatem 

x = r cos wt, y = r sin wt, z= et. 

Równania powyższe możemy rówmez 
odczytać wprost z rysunku. Przedstawiająi 
one parametrycznie równania linii śru­

bowej. Ruch punktu odbywa, się więc po 
linii śrubowej. Różniczkując (2) otrzy­
mamy 

i=-rw sin wt, fl=rw cos wt, ż = c 
X=-rw2 coswt, y=-rw2 sinwt, z=O. 

vi=Vr2 w1+c2
, 

A więc: w ruchu śrubowym prędkmić i przy.4pieszenie są stale 
co do wartości bezwzględnej. 

!i 13. Związek między prędkościami. Prędkość punktu A 
względem układu stałego (x, y, z) nazywamy prędko.foią bezwzględną 
i oznaczamy przez vb. 

Prędkość punktu względem układu ruchomego nazywamy 
prędkością względną i oznaczamy przez 'vw. 

Wyobraźmy sobie, że punkt A, którego ruch badamy, zwią­
zany jest z układem ruchomym (~, 1J, !;) sztywnie, t. zn. że jego współ­
rzędne ~' 1J, !; nie zmieniają się. Przy tym zależeniu punkt A, złączony 
z układem ruchomym, posiadałby pewną prędkość względem układu 
stałego. Prędkość tę nazywamy pręrlko.foią unoszenia i oznaczamy 
przez 'vu. 

Możemy także powiedzieć, że prędkością unoszenia punktu A 
w chwili danej nazywamy prędkość punktu złączonego z układem 
ruchomym i pokrywającego się w chwili tej z punktem A. 



[§ J 31 I I. Zmiana układu odniesienia. 57 

Przypu~emy up., że po korytarzu pociągu biegnie podróżny. Za układ 
!ótały obierzmy układ związany z ziemią, za układ ruchomy - układ związany 
z poeiągiem. 

('złowiek stojący przy torze będzie obserwował ruch podróżnego względem 
układu stałego, a człowiek siedzący w wagonie - względem układu ruchomego. 

Prędkośii podróżnego, jaką zaobserwuje człowiek stojący przy torze, bę­
dzie prędko;.cią hezw::gledną. Prędkośc\ jaką zaobserwuje człowiek siedzący w po­
cii}gu, będzie prędkością wzgledną. Prędkością unoszenia będzie prędkość tego 
punktu podłogi korytarza, ktc,rego dotyka w danej chwili podróżny biegnący 
przez korytarz. 

Prl,'.tlkośr- uuo~zenia bętlzie więe w tym przypadku prędkośtią pociągu. 
Prędkośc~ bezwzględna będzie większa lub mniejsza od prędkości unoszenia za­
leżnie cui tego, cz.v podrc'.,żny hiegnie w kierunku ruchu pociągu, czy przeciwnie. 

Zajmiemy się teraz związkami zachodzącymi między prędkością 
bezwzględną, względną i unoszenia. 

Punkt A ma względem układu stałego współrzędne x, y, z. 
Zatem rzuty prędkości bezwzględnej na osie układu stałego będą: 

(l) 

PodobniP, rzuty pręclkośri względnej na osie układu rucho­
mego będą . 
( :! ) V - l: 

11'- - .. , 
~ 

VII' = IJ, 
1/ 

'Vll,,_ = (. 
~ 

Ahy porównać prędko~ć bezwzględną ze względną, utwórzmy 
rzuty prędko~ci względ1wj na, osie układu stałego. Otrzyrnamy 

. . 
v w = ~ eos a1 + tJ eos a2 +( eos r:<3 

• t· 
i t. d . 

~ a mocy (l), str. :;J, współrzędne x, y, z względem układu 
stałego wynosu~ 

i t. d. 

Różniczkując powyższy wzór, dostaniemy więc na mocy (1) 

Prędkość unoszenia otrzymamy, zak]adająe, że punkt A jest 
związany z układem ruchomym sztywnie, t. zn., że współrzędne?, r;,, 



58 ROZDZIAŁ II. Kinematyka punktu. 

są stałe, czyli że t=O, ~=O, t=O. Na mocy więc (4) rzuty pręd­
kości unoszenia na osie układu (x, y, z) wyniosą 

(5) v = x + t~~s~+Tldcosa2 _t-tdcosa3 

U X O 1 ~ dt 'I dt :, dt i t. d. 

Na mocy (3) i (5) otrzymujemy z (4-) ,v =V +v 1 podobnie 
bx Ux Wx 

vb =V +v , vb =·v +v , czvli 
y Uy 'IJ.'q z u, ·u·z • 

(I) 

Udowodniliśmy więc, że prędkość bezwzględna równa się swmie 
prędkości unoszenia i prędkości względnej. 

Gdy układ ruchomy porusza się ruchem postępowym, kąty 
dcosa1 dcosa2 dcosy3 a1, a2, ••• , y3 są stałe, zaten1 pochodne - dt , ~--, ··· , dt 

są zerami. Ze wzoru {5) otrzymujemy przeto 

Jeżeli więc v0 jest prędkością początku układu ruchomego, to 

Zatem: jeżeli układ porusza się ruchem postępowym, to prędkość 
unoszenia jest dla wszystkich p·unktów ta sama i równa ,'łię prędkości 

początku układu. 

Uwaga. O punkcie A moWimy, że wykonywa dwa ruchy 
równocześnie: jeden z prędkością względną, a drugi z prędkością 
unoszenia. Ruch względem układu stałego nazywamy ruchem złożo­
nym z obu ruchów składowych albo ich ruchem wypadkowym. 

Prędkość ruchu wypadkowego jest więc sumą prędkości ru­
chów składow-ych. Aby prędkość ruchu "'-ypadkowego była okre­
ślona, wystarczy podać prędkość ruchów składowych; nie potrzeba 
przy tym podawać, która z prędkości jest względna, a która jest 
prędkością unoszenia. 

Przy kład 1. Pociąg porusza się z prędkością u; po podłodze 
wagonu toczy się punkt A z prędkością v względem podłogi. Jaka 
jest prędkość punktu A. względem ziemi 1 
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Przyjmijmy, że osie układu (x, y, z) związane są z ziemią, zaś osie 
~' r1, ; z wagonem (rys. 1). 
Prędkością unoszenia pun­
ktu A jest więe Ti. Taką 

bowiem prędkość miałby 

punkt A względen1 zie1n-i, 
gdyby h~·ł w spoczynku 
względem wagonu. Pręd­

kość względna punktu A 
niechaj wynosi f. Zatem 

Fl 
I 

l. 2. 

jego prędkość bezwzględna i\ (t. j. prędkość względt•rn ziemi) wyniesie 

Pr:.·11/,·latl 2. \Valec obraca się około osi z prędkością kątową u>. 
Punkt A porusza się po tworzącej walca z prędkością v ( względem 
tworzącej). ,Taka. jest prędkość bezwzględna punktu A Y 

Prędkość względna wynosi v. Aby wyznaczyć prędkość uno­
szenia, zauważmy, że gdyby punkt A był z walcem związany, wów­
czas poruszałby się po kole K z prędkością kątową w (rys. 2). Jeżeli 
więc r oznacza promień podstawy walca, to prędkość unoszenia ii 
jest styczna do koła K i i u I= r w. Prędkość bezwzględna vb wynosi 
zate1n Vn=v +u, a ponieważ v lu, więc 

(v = lvl, u= juJ). 

łi 14. Związki między przyśpieszeniami. Zajmiemy się 

teraz związkami zachodzącymi między przyśpieszeniami punktu 
względem różnych układów. Przyjmijmy, że mamy dwa układy: 
stały (x, y, z) i ruchomy (;, 17, ;). 

Przyśpieszenie punktu A względem układu stałego nazywamy 
przyśpieszeniem bezwzględnym Pn· 

Przyśpieszenie punktu względem układu ruchon1ego nazywamy 
przyśpieszeniem, względnym Pw· 

Przyśpieszenie, jakie by punkt A posiadał (względem układu 

stałego), gdyby z układem ruchomym był związany sztywnie, na­
zywamy przyśpieszeniem unoszenia Pu· 

Możemy również powiedzieć, że przyśpieszeniem unoszenia na­
zywamy przyśpieszenie takiego punktu związanego z układem ru­
chomym, który w danei ch"ili pokrywa się z punktem A. 
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Jeżeli np. po korytarzu wagonu biegnie podróżny i za układ stały obie­
rzemy układ związany z ziemią, za ruchomy zaś - związany z wagonem, to: 
przyśpief.Jzeniem bezwględnym podróżnego będzie przyśpieszenie, jakie zaobser­
wuje człowiek stojący przy torze, przyśpieszeniem wzgJędnym będzie przyśpie­
szenie, jakie zauważą podróżni jadący tym wagonem, wreszcie przyśpieszeniem 
unoszenia będzie przyśpieszenie względem ziemi tego punktu podłogi, którego 
w danej chwili dotyka biegnący podróżny. 

Oznaczmy przez x, y, z współrzędne punktu .A względem układu 
stałego, zaś przez ~' r;,?; względem układu ruchomego. 

Rzuty przyśpieszenia bezwzględnego Pb na osie x, y, z są: 

(1) .. 
Pb =X, Pb =y, Pb= z. 

.r: y z 

Rzuty przyśpieszenia względnego Pw na osie ~' 'Y/, C są: 
p =;, Pw =1'J, Pw =f 

w# I' ; I 

(2) 

Utwórzmy rzuty wektora Pw na osie układu stałego. Otrzymamy 

(3) i t. d. 

Na mocy (I), str. 54, mamy 

(4) X= Xo + ;COS al+ ljCOSCC2 + ścos a3 i t. d. 

Przyśpieszenie unoszenia otrzymamy, zakładając, że punkt A 
jest sztywnie związany z układem ruchomym, czyli że ;, 11, ?; są 
stałe, a więc że pochodne f, ~' t, i~ ij, { są równe zeru. 

Rzuty wektora Pu na osie x, y, z otrzymamy, różniczkując 

dwukrotnie równanie (4) przy założeniu, że ;, 'I'/,?; są stałymi: 

(5) 
.. td2cosa1 _d2cosa2 +c;<l2cosa3 

Pux =Xo + ~ dt2 + ,, dt2 - <lt2 i t. d. 

Jeżeli a1, a 2, • • • są stałe, to Pu = i 0 • 
X 

A więc: jeżeli układ porusza się ruchem postępowym, to przy­
śpieszenie unoszenia jest dla wsz.1Jstkich punktów równe przyśpieszeniu 
początku układu. 

Zróżniczkujmy dwukrotnie równanie (-! ). Otrzymamy 

.. _ :· l:d2 cosa1 + . <l2cosa 2 + td2 cosa3 + 
.JJ - JJo + "' dt 2 r; dt2 · dt2 

(6) + [cosa1 + ijcosa2 + 'cosa3 + 
·> (~dcoscc1 . dcosa2 + i:.dcosa3) + .., ~ dt + 1J dt ~ <lt i t. d. 
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Wedle ( 3) i ( 5) wyrażenia w pierwszym i w drugim wierszu 
oznaczają rzuty Pu i Pw na osie w, y, z. 

Oznaczmy przez Pe wektor, którego rzuty na osie x, y, z wy­
rażają się wzorami 

(7) i t. d. 

Wektor Pe nazywamy przyśpieszeniem Coriolisa. 

Wzór (6) na mocy (1), (3), (5) i (7) możemy napisać w po­
staci Pb =Pu +Pw +Pe. Podobnie otrzymamy pb =p +P +Pe 

X X X .\ .:J Ug Wy y 

i Pb = Pu +Pw +Pe. Możemy więc napisać 
z z z z 

(I) 

A więc: przyśpieszenie bezwzględne równa się sum-ie przyśpiesze,ń: 
unoszenia, względnego i Coriolisa. 

Przyśpieszenie Coriolisa. Aby uzmysłowić sobie znaczenie 
przyśpieszenia C-0riolisa, wykreślmy z początku M układu ruchomego 
wektor prędkości względnej MB= Vw- Współrzędne punktu B wzglę­
dem układu (,;, f/, ~) wynoszą Vw., Vw , Vw„ czyli ł, ~' t. Wyobraźmy 

5 f'/ ~ 

sobie, że punkt B jest sztywnie związany z układem (,;, 17, ~). Pręd-
kość u punktu B względem układu stałego (x,y,z) równa się zatem 
jego prędkości unoszenia (bo jego prędkość względna jest zerem). 
Pisząc i,~' t zamiast ,;, 17, t, otrzymamy więc na mocy (5), str. 58: 

_ . + ~ d cos a1 + . d cos a 2 + ;. dcos a 3 
'ltx - Xo ~ dt rJ dt !:I dt 

Porównując ze wzorem (7), otrzymamy: 

- . + t Uu-Yo tPc, . y 

i t. d. 

Jeżeli więc przez v0 oznaczymy prędkość początku układu ru­
cho1nego, to u=v0 + }Pe, zatem 

(II) 

Różnica u-v0-jest to prędkość punktu B względem początku M 
układu ruchomego (,;, 11, ;) (por. § 14, str. 65, (I)). 
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A więc: aby otrzymać przyśpieszenie Coriolisa, wykreślamy z po­
czątku. układu ruchomego wektor prędkości względnej vw ·i wyobrażamy 
sobie, że wektor ten jest związany sztywnie z układem r,uchomym. 

Przyśpieszenie Coriolisa równa się podwojonej prędkości koiwa 
wektora vw względem jego początk,u. 

Wynika stąd, że przyśpieszenie Coriolisa jest zerem, jeżeli pręd• 
kość względna jest zerem lub jeżeli układ ruchomy porw;za się ruchem 
postępowym. 

W tych bowiem przypadkach początek i koniec wektora vw 
n1a tę samą prędkość. Można to również łatwo odczytać ze wzoru ( 7 ), 
kładą,c ~ =0, iJ=O, t=O lub a 1=const., a 2 =const., a 3=const. i t. d. 

(III) 

Niech układ (~, 17, n obraca się około pew­
t nej osi l z prędkością kątową w. Zachowując 

poprzednie znakowanie i obierając dowolny 
punkt O na osi l, otrzymamy 

U=OB X w, v0 = 0.;.l[ X w. 
Zatem Pe= 2(u - 'i\1}=2(0B- OM) x w. 

Lecz OB-Oli= v
111

• A więc 

Pe= 2vw X w. 

Widzimy więc, że przyśpieszenie Corfolisa równa się podwojonemu 
iloczynowi wektorowemu wektora prędko.foi względnej i prędkości kątowej. 

Przyśpieszenie Coriolisa jest tedy prostopadłe do osi obrotu 
i prędkości względnej i wynosi 

lficł = 2 lwl lv wł sin a, 

gdzie r1. jest kąten1 między osią obrotu a prędkością względną. Wynika 
stąd, że przyśpieszenie Coriolisa jest zerem (poza tym, gdy Vw= O), 
wówczas gdy r1.= O, t. j. gdy wektor Vw jest równoległy do w. 

'\\:rykażeray póżniej (w rozdzia]e VII), że w każdej chwili 
prędkości punktów związanych sztywnie z układem ruchomym 
(~, 1i', n są takie, jak gdyby układ wykonywał dwa ruchy równo­
cześnie: jeden ruch postępowy z prędkością początku układu, 

a drugi ohrotowy około pewnej osi, przechodzącej przez początek 
układu, z prędkością kątową w. 

Tę oH ohrotu nazywamy mrią chwilowego obrotu; w na,zywamy 
f'hwilową prę<lko.fo-ią kątową. 
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W każdym momencie czasu może być inna oś chwilowego 
obrotu i inne w. A więc, oznaczając przez v0 

prędkość początku układu M, otrzymamy na 
prędkość unoszenia Vu punktu A wzór 

Vu = v0 + .1lf A X w • 

. Jeżeli więc przez B oznaczymy koniec 
wektora prędkości względnej wykreślonej z po­
czątku układu, zaś przez u (jak poprzednio) 
prędkość unoszenia punktu B, to, u= v0 + .1.llB X w = v0 + vw X w, 
skąd na mocy (II), str. 61 

(IV) Pe= 2 vw X w. 

Wzór (IV) przedstawia przyśpieszenie Coriolisa w przypadku 
ogólnym. 

Przyśpieszenie Coriolisa jest więc zerem: 1° gdy w=O, (t. j. gdy 
układ porusza się ruchem postępowym), 2° gdy Vw= O, 3° gdy w I\ Vw •. 

Prz,yl,·lcul 1. Pociąg porusza po torze prostolinijnym z przy· 
śpieszeniem p. Po podłodze wagonu porusza się punkt z przyśpie­
szeniem a względem wagonu. Wyznaczyć przyśpieszenie punktu 
względem ziemi. 

Przyśpieszenie względne jest Pw=a, przyśpieszenie unoszenia 
Pu= p. Ponieważ układ odniesienia związany z wagonem porusza 
się ruchem postępowym, więc przyśpieszenie Coriolisa JJc=O. Zatem 
przyśpieszenie bezwzględne (t. j. przyśpieszenie względem ziemi) 
wynosi 

Pb =a+ p. 
J-',rzykla<l :t. Walec o promieniu r obraca się około osi z pręd­

kością, kątową w. Po tworzącej walca porusza się punkt A z pręd­
kością stałą v względem tworzącej. Wyznaczyć przyśpieszenie pun­
ktu A względem układu stałego. 

Obierzmy układ ruchomy związany z walcem, przyjmując oś 
walca za oś C. Gdyby punkt A był sztywnie związany z układem 
(~, YJ, C), wówczas posuwałby się po kole K z prędkością kątową w. 
Przyśpieszenie unoszenia p

11 
jest więc skierowane ku środkowi koła K 

i IP)= rw2
• Przyśpieszenie względne Pw = O, wedle założenia. Po ... 

nieważ prędkość względna Vw= v jest równoległa do osi obrotu, więe 
przyśpieszenie Coriolisa Pe= O. Zatem 

- -

P1, = P11 • 
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.l-'l'Z!Jklad :J, PłaHzezyzna pozioma ohruea si~ z prtdkośdą 
ką_tową w około osi pionowej. Po płaszcz:vźnie porusza się punkt A, 
mający w pewnej ehwili względem płaszczyzny prędkość v"' i przy­
śpieszenje JJw. ,vyznac·zyć przyśpieszenie względem układu stal4.'go 
w owej chwili. 

Oznaczmy prz'ez U 

-', /Je ', 
)'8 

xw .. 
~------ ----- - ---"""""'l o /5., 

punkt przehida osi ohrotu z plasz<-z~·zną 

ruehomą.. Gdyby punkt A hyl z pla:,;z­
czyzną rurhomą związany, wówczas 
posuwałby sit po kole o śr°'lku O 
i promieniu OA = r z prędkością 
kątową w. Zatem przyśpieszl'nie 

unoszenia Pu skierowam• jest do 
punktu O i HJ„I = rw2• 

Aby wyznaezyć przyśpieszenie Coriolisa Pe, ohierzmy punkt O 
za początek układu ruchomego, związanego z płaszczyzną ruchomą 
i wykreślmy z punktu O wektor OB= v"'. Ponieważ prędkość punktu O 
jest zerem, więc } Pe równa sif; prędkości punktu B. Zatem jJrl v,,. 
i IPcl = 2 OB W= 2 lvwl (J). 

To samo oczywiście otrzymalibyśmy, opierająe się na wzorze 
p c= 2 v w X w i na tym, że wektor prę,lkości kątowej w ma kierunek 
osi obrotu, jest więe do płaszczyzny ruehomej prostopadły. 

Przyśpieszenie hezwzględne otrzymamy, dodająe do siebie 
wektory Pw, Vu i f"Jc· 

Pl'zyklad 4. Kula o promieniu r obraca sie dokoła stałej osi 
ze stałą prędkością kątową w. Po wielkim kole, przechodzącym 
przez oś ohrotu, porusza się punkt P ze stałą prędkością c. Wy­
znaczyć prędkość 1 przyśpieszenie tego punktu względem układu 
stałego (x, y, z). 

NiPch !, ri, C oznacza układ ru­
chomy, którego oś C jest ta sama eo 
dla układu stałego, zaś płaszczyzna ~ C 
jest płaszczyzną południka, po którym 
porusza się punkt P. Układ ten obraca 
się wraz z kulą dokoła osi z ze stałą 

prędkością kątową (JJ (którą na rysunku 
przedstawia wektor narysowany na osi z). 
Prędkość punktu P względem układu ruchomego, t. j. prędkość 
względna vw, jest wektorem o długości c, stycznym do południka (po 
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którym porusza się P). Prędkość unoszenia vu równa się prędkości 
punktu równoleżnika przechodzącego przez P. Ponieważ punkt ten 
porusza się po kole o promieniu e= ·r cos 'P, gdzie <p oznacza sze­
rokość geograficzną tego równoleżnika (t. j. kąt zawarty między 
promieniem OP a płaszczyzną równika), więc prędkość Vu jest styczna 
do równoleżnika i wynosi ew= r we.os <p. Prędkości Vw i Vu są do sie-
bie prostopadłe, zatem lvbl = V c2 + r2w2 cos2 <p. Prędkość bezwzględna -vb 

tworzy z południkami kąt {} określony wzorem tg{}·= 
1
1!ull = r w cos 'P· 
Vw C 

Ponieważ punkt P porusza się po południku ze stałą prędkością, c, 
więc przyśpieszenie względne p w jest skierowane ku środkowi 

kuli i IPwl = c2/r. Podobnie, przyśpieszenie unoszenia Pu jest skie­
rowane ku środkowi równoleżnika (przechodzącego przez P) i 
1Pul=ew2 = rw2 cos <p. Przyśpieszenie Coriolisa Pc=2vwx w jest pro­
stopadłe do w i v w' za,tjem jest prostopadłe do płaszczyzny południka 
i ma ten sam zwrot co t'u· Ponieważ, jak łatwo widzie6, kąt zawarty 
n1iędzy w a vw wynosi n-<p, więc IPcl = 2lvwJlrulsinq,=2cwsinrp. 
Dodając wektory Pw, Pu i Pe, otrzymamy przyśpieszenie bez­
względne pb. 

M 15. Wyznaczanie ruchu względnego. Dotychcza.s zaj­
n1owaliśmy się wyznaczaniem ruchu względem układu stałego, mając 
dany ruch względe1n układu ruchomego. Często spotykamy się 

z zagadnieniem odwrotnym, t. zn. mamy znaleźć ruch względem 
układu ruchomego, znając ten ruch względem układu stałego. 

Ze wzorów (I), str. 58 i 61, otrzynmjemy na prędkość względną 
i przyśpieszenie względne: 

(I) v = v -v w b u' 
A więc: prędkość względną otrzymamy, dodając do prędkości bez­

wzgl€dnej prędko.46 unoszenia ze zwrotem przeciwnym. Przyśpieszenie 
wzgl€dne otrzyniamy, doda.jąc do przyśpieszenia bezwzględnego przy­
śpieszen·ie unoszenia i Coriolisa ze zwrotami przeciwn-ymi. 

Ruch względen1 punktu. Niech punkty A1 i A 2 poruszają 

się względem pewnego układu stałego (x, y, z) z prędkościami ''i i v2• 

Umieśćmy w .A.2 początek układu ruchomego (~, 'YJ, C) i załóżmy, 

że układ ten porusza się ruchem postępowym. 
Ruch punktu ...4 1 względem układu (E, 'YJ, C} nazywać będziemy 

ruchem względnym wzglęclem punktu A 2• 

S. Banach. Mechanika 5 
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Taki ruch zauważyłby obserwator poruszający się ruchem po­
stępowym "\\'Taz z punktem ...4. 2• 

Oznaczmy przez v1,2 prędkość punktu ...4.1 względem punktu ...4.1, 

t. zn. względem układu (~, '1/, C). Ponieważ prędkość unoszenia równa 
się prędkości v2 punktu .A2, zaś prędkość bezwzględna wynosi vu 
więc v1 =v1,2 +v2, skąd v1.2=v1- v2 lub 

(II) ii1,2=v1 +(- ii2). 

Oznaczając przez P1,2 przyśpieszenie punktu ...4.1 względem ...4. 1, 

t. j. względem układu (~, TJ, C), otrzymamy z uwagi na to, że przy­
jpieszenie Coriolisa jest zerem, p1•2=p1-p2 lub 

(III) P1,2=P1 +(-P2>· 

A więc: prędkość (p1rzyipieszenie) punktu ...4.1 wzgl@dem A.2 otrzy­
mamy, dodając do prędkości(przyśpieBzenia)punktu .A.1 pr~kość (przy­
ipieszenie) punktu .A2 ze zwrotem przeciwnym • 

.Przy kład 1. Punkty .A.1 i A-1 poruszają się odpowiednio po 
osiach z i y ruchem jednostajnym z prędkościami Ci i c2• Wyzna­
czyć prędkość punktu ...4.1 względem ...4.9• 

Szukana prędkość ii1.2 jest różnicą prędkości punktu .A.1 

i punktu .A2• A więc ii1,2=ii1-v2• Rzuty prędkości v1.2 na osie x i y 
wynoszą Ci i - c2• Zatem 

lv1,2! = t C: +~. 
Przykład 2. Punkt ...4.1 porusza się po kole o promieniu r 

ruchem jednostajnym, zaś punkt ...4. 11 porusza się w ten sposób, że 
znajduje się zawsze na drugim końcu średnicy przechodzącej przez .A.1• 

Wyznaczyć prędkość i przyśpieszenie punktu .A.1 względem ..4. 11• 

Oczywiście prędkości i przyśpieszenia obu punktów są równe 
co do wartości i mają zwroty przeciwne. Oznaczając przez v i p 
prędkość i przyśpieszenie punktu A 17 otrzymamy 

v1,2=v--(-v)=2v i p1•2=p-(-p)=2p. 
Ponieważ lv1.2l=const., więc przyśpieszenie styczne ruchu względ­

nego jest zerem; zatem P1.2 jest przyśpieszeniem normalnym. Stą,d 
IP1,2! = lv1.l Ie= 4 Jv:2 

/ e, a ponieważ IP1,2l = 2 ·pl= 2 !v1
2 / r, więc 

4·1v12 / e = 2 :vl2 /r czyli ()=2r. 

A więc ruch punktu ...4.1 względem ...4. 2 odbywa się po kole 
o środku A 8 o promieniu 2 r, z prędkością, dwa razy większą od 
prędkości punktu .A.2• 
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p,,,z,yJ.·lad 3. Po osi x porusza się ciało A z prędkością stalą u, 
wyrzucając co T sekund drobne ciałka, biegnące po osi a; ruchem 
jednostajnym z prędkością c. Niechaj „ oznacza częstość emisji 
(t. j. ilość ciałek wyrzucanych na st.,kundę,), zaś ). odległość dwóch 
po sobie wyrzuconych ciałek. l\lan1y oczywiście P=l / T. 

Ponieważ prędkość względna ciałka wyrzuoonego jest względem .A. 
c - u, więc po czasie T odległość cie.łka od A wynosi l=( c- u )T'. Zatem 

(1) v= (c-u)/).. 

Przypuśćmy teraz, że po osi a; porusza się obserwator B z pręd­
kością sta,lą v. Oznaczmy przez ,,, częstość względną emisji (t. j. ilość 
ciałek na sekundę, napotykanych przez obserwatora), a. przez T' czas 
między spotkaniami dwu kolejnych ciałek. Ponieważ prędkość ciałek 
względem B wynosi c-v, więc l=(c-v)T'. Zatem 

(2) 11' = (c- ·v)/ ).. 

Na mocy (1) i (2) otrzymujemy 

(3) v'= v(c- v)/(c- u)= v(l-v/c)/(1-u/c). 

Załóżmy, że prędkość c jest wielka w porównaniu z prędko­
ściami u i v. 

Ponieważ dla małych a; mamy 1/(1- x)=l+x, więcnamocy(3) 
jest v' = v(l-v/c)(l +u/c)= P[l- (v- u)/c-vu/c2]. Opuszczając 
ostatni wyraz w nawiasie jako bardzo mały w porównaniu z pozosta­
łymi, otrzymujemy w końcu 

(4) 

(5) 

v'= P[l-(v- u)/c]. 

W szczególności, jeżeli u= O, dostaniemy 

,,, = v(l-v/c). 

P1•zyk-lad 4. W przestrzeni porusza się rój drobnych ciałek 
z prędkością, stałą, v. Poprzez rój porusza się ciało .A z prędkością, u. 
Prędkość względna ciałek względem .A wynosi więc w=v-u. 
Oznaczmy przez w, v i u bezwzględne wartości tych prędkości, 
przez cp ką,t między w i v, a przez a kąt między w i u. ~ trójkąta. 
o bokach v, - u, w otrzymujemy 

(6) 
. u . 

Slll ro= -- sin a. 
T V 
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Podamy zastosowanie powyższego wzoru. 

r G' 
G' ' ' I 

', I 
Vm1 'r, 'I 

Jako układ stały obierzmy układ związany ze 
słońcem i gwiazdami stałymi. Pewna gwiazda G 
wysyła ku ziemi promienie światła biegnące 

z prędkością ·v (v=300.000 km/sek). Ziemia 
porusza się z prędkością u (u= 30 km/sek). Pro­
mienie światła mają więc względe1n ziemi pręd­
k.ość względną w. Obserwator na ziemi, chcąc 
zobaczyć gwiazdę G, musi ustawić lunetę w kie-

v runku prędkości względnej w. Będzie więc wi­
dział G pozornie w miejscu G'. Kąt <p, wska­

zujący odchylenie od prawdziwego kierunku, możemy wyliczyć z (6). 
Ponieważ v jest wielkie w porównaniu z u, więc kąt <p jest 

bardzo mały. Ze wzoru (6) otrzymamy 

. sina 
sin 'P =IO.OOO. 

Dla a=n/2 (t. j. sina=l) otrzymujemy dla kąta <p jako wartość 
maksymalną <p=22''. 

Przy kład ó. Po okręgu koła o środku O poruszają się punkty 
A1 i A 2 z prędkościami kątowymi w1 i co2 względem pewnego ukła(lu 
stałego. Obierzmy osie ~' rJ układu ruchomego w płaszczyźnie koła, 
przyjmując O za początek, zaś prostą O.A 2 za oś ~. 

Prędkość kątową punktu A1 względem obranego układu ru­
chomego nazywamy prtJdkością kątową (względną) pu.nktu A1 wzgltJ­
ilem punktu A 8 ; oznaczamy ją przez ro1,2, 

Łatwo można okazać, że 

(7) 

Przypuśćmy, że punkty A 1 i A 2 poruszają, się z prędkościami 
kątowymi stałymi. Oznaczając przez Tu T 2 odpowiednio czasy obie­
gów punktów Au A 2 w układzie stałym, zaś przez T1.2 czas obiegu 
punktu A.1 względem A 2 (t. j. czas obiegu punktu A1 w układzie ru­
chomym}, otrzymamy: T1 = 2 n/ ruu 1.'2 = 2 ;i/ w2, T1,2 = 2 n/ ro1.2• 

Zatem na mocy ( 7) 

(8) 
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Czas obiegu dużej wskazówki na zegarku wynosi T1=1 godz, 
małej T2=12godz. Ze wzoru (8) dostajemy: l/T1.-1=1--r'2 , skąd 
T1,2 = łl godz= 1 godz 5 min 27 sek. Zatem wskazówki pokrrwają 
się co 1 godz 5 min 2 7 sek.. 

Podróżnikowi odbywającemu podróż naokoło ziemi w kierunku 
z zachodu na wschód wydaje się, że podróż jefo trwała n dób, po­
nieważ w ciągu podróży miał n dni i n nocy. Wróciwszy jednak 
do miejsca, z którego podróż rozpoczął, stwierdza, że podróż trwała 
nie n, lecz n' dób. ,Jaki jest związek między ·n a n'! 

Oznaczmy przez T1 okres podróży, a przez T 2 czas pozornego 
obiegu słońca naokoło ziemi. Zatem T1=n' i T2=-1 {gdyż słońce 
obraca się pozornie dokoła ziemi ze wschodu na zachód t. j. w kie­
runku przeciwnym do kierunku podróży). Podróżnik przyjmo,vał 
za dobę pozorną okres czasu między jednym a drugim przejścien1 
słońca przez południk zmienny, na, którym się znajdował. Ponieważ 
w ciągu n dni pozornych było n' dni prawdziwych, więc doba. po­
zorna wynosi n' /n prawdziwych. Stąd T1,2=n'/n. Na n1ocy więc (8) 

nj-n'=l/n'+l czyli n'=n-l. 

Zatem prawdziwych dni upłynęło o 1 mniej niż pozornych. 
Gdyby podróżnik szedł ze wschodu na zachód, to (jak łatwo 

widzie6) prawdziwych clni upłynęłoby o 1 więcej niż pozornych. 



ROZDZIAŁ III 

DYNAMIKA PUNKTU MATEIDALNEGO 

I. Dynamika punktu swobodnego 

łł t. Podstawowe pojęcia dynamiki. Przedmiotem badań 
dynamiki jest ruch ciał pod wpływem sil, które ruch ten wywołują. 

\V kinematyce wszystkie układy odniesienia są, jak już wiemy, 
równouprawnione; jest rzeczą obojętną, jak mierzymy czas (t. j. jakie 
przedziały czasu uważamy za równe). Prawa dynamiki natomiast, 
wypowiedziane przez Newtona, ważne są nie dla każdego układu 
odniesienia i nie dla każdego pomiaru czasu. 

Układ inercjalny, czas bezwzględny. Układ odniesienia, 
dla. którego przy pewnym pomiarze czasu zachodzą prawa dynamiki. 
newtonowskiej, nazywamy układem inercjalnym, odpowiedni zaś po­
miar czasu - pomiare1n czasu absolutnego, a ruch ciała względem 
układu inercjalnego - ruchem absolutnym. 

Śd.ś]e biorąc, nie znamy dotychczas przykładu ani układu inercjalnego ani 
czasu absolutnego. W wielkiej liczbie zagadnień możemy jednak obraó takie 
układy odniesienia i takie metody mierzenia czasu, że stosowanie praw dyna­
miki doprowadza do wyników dość mało różniących się od doświadczenia, aby 
błędy można było praktycznie pominąć. 

Jeżeli np. badamy ruch drobnych ciał w pobliżu ziemi w krótkim prze­
ciągu cza.su, to wyniki będą naogół wystarczająco dokładne, gdy za układ 
inercjalny przyjmiemy układ odniesienia. .związany z ziemią, zaś mierzenie czasu 
absolutnego oprzemy na za.łożeniu, że zfomia względem gwiazd stałych obraca 
si~ około swej oei w równych czasach o równe kąty. 

·w innych jednak 1.agadnieniach (jak np. wahadło Foucaulta, giroskop, 
ruch planet) stosowanie praw dynamiki do układu odniesienia związanego z zie­
mią nie prowadzi już do równie dobrych wyników. Znacznie lepsze wyniki otrzy­
mamy tu, przyjmując za układ inercjalny układ odniesienia, którego początek 
znajduje się w słońcu, osie zaś skierowane są ku gwiazdom stałym. 

Prócz poprzednio wspomnianego mierzenia czasu, opartego na jednostaj · 
nośoi ruchu obrotowego ziemi około swej osi, istnieją jeszcze inne metody mie­
rzenia czasu, które poda.je astronomia. 

\V dynanrlce zakładamy, ze dany m,a1ny układ inercjalny 
i czas absolutny. 
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~lasa i siła. W dynamice występują nowe pojęcia, jak np. 
masa i siła. Przyjmujemy, że są one czytelnikowi znane z fizyki 
i nie będziemy bliżej wchodzili w ich określenia. Podamy tylko 
te ich własności, jakie zakładamy o nich w dynamice. 

Masa ciała wyraża si@ liczbą dodatnią, zależną od obioru je­
dnostki masy t. j. od obioru dowolnego ciała, którego masę ozna­
czamy liczbą. 1. 

Stosunek mas dwóch ciał nie zależy od obioru jednostki. 

Jeżeli więc przez mi i m2 oznaczymy masy dwóch ciał przy 
pewnej jednostće, zaś przez mi i m-i masy tych ciał przy innej 
jednostce, to 

1ni/m2 = mi /ffl2. 
Niech np. masa pewnego ciała .A wynosi m, jeżeli za jednostkę 

obierzemy masę ciała B. Przyjmijmy ponadto, że masa ciała A 
wynosi m', ciała zaś B wynosi m", jeżeli za jednostkę obierzemy 
masę innego ciała C. Stosunek mas ciał .A i B wynosi zatem m/1, 
gdy jednostką jest masa ciała B, zaś m' /m", gdy jednostką jest 
masa ciała C. Jest więc na mocy założenia m/l=m'/m", skąd 

m'=mm". 
Możemy zatem, znając masy ciał przy pewnej jednostce, obli­

czyć je przy innej jednostce. 

Masa ciała jest niezależna od czasu, t. zn. że dane ciało ma w każ­
dej chwili tę samą masę. 

Silę uważamy za wyznaczoną, jeżeli podana jest jej wielkość 
(wartość bezwzględna), kierunek, ffl»'Ot i punkł zaczepienia. Siłę, 
działającą na ciało, może nam uzmysłowić nitka napięta lub sprę­
żyna rozciągnięta, przyczepiona do ciała (p. rysunek). 

Siły, których wielkość wyraża się liczbą O, 
nazywamy silami zerowymi. Przy siłach zero-~ 
wvch nie rozróżniamv kierunku ani zwrotu. 

~ ~ 

Wielkość siły niezerowej wyraża się liczbą dodatnią, zależrn~ 
od jednostki siły, t. j. od obioru dowolnej siły (niezerowej), której 
wielkość oznaczamy liczbą 1. 

Stosu.nek wielkości dwóch sil (niezerowych) nie zależy od obioru 
jednostki. 

Opierając się na tym, możemy z wielkości siły przy pewnej 
jednostce wyznaczyć jej wielkość przy innej jednostce. 



72 ROZDZIAŁ III. Dynamika punktu materialnego. 

Siłę, działającą na ciało, przedstawiamy jako wektor. Obieramy 
w tym celu dowolną jednostkę długości i dowolną je<lnostkę siły. 

Siłę daną przedstawia "Wektor, którego długość wyraża się tą samą 
liczbą co wielkość siły, zaś początek, kierunek i zwrot są te sa111e, 
co początek, kierunek i zwrot siły. '\,Yektor mający ny>. 5 jednostek 
długości przedstawia siłę mającą 5 jednostek siły. Siłę zerową przed­
stawia wektor zerowy. 

Działania na silach określamy jako działania na wektorach, 
które przedstawiają te siły. Jeżeli np. wektory Pi, ·15t, ... , P„ J)rzetl­
stawiają pewne siły, wówczas sumą tych- sił nazywamy silę, kt.órą 

przedstawia wektor P=.P1+P2+ ... +P,,. 
Mo1nentern siły (przedstawionej przez ,vektor P) względt-nn 

punktu O nazywamy mo1nent wektora P względem O. 

Punkt materialny. \V dynamice zajmiPmy się najpierw 
ruchem punktów, a następnie ruchem eiał. Prnlohnie ja,k w kine­
lllatyce, punkt będziemy niekiedy uważali za model ciała (np. w przy­
padku, gdy rozmiary ciała są '1roh1w w stosunku cło toru) . 

.i.llasą punktu, nazywamy masę ciała, kt6rP elany punkt, prze{l­
stawia; sa1n punkt nazywamy wównza:i punkte,n mataialnym. 

Jeżeli siła działa na ciało, kt<>rPgo ohrazem jest punkt ma .. -
terialny A, wówczas siłę tę przedstawiamy w prn~taci wektora o po­
czątku w A .. 

Siła, działająca na punkt rnaterfo.lny, może 8ię_ zm.ilm.ia,J w c:a.,-ie 
zarówno co do wielkości, jak co do kierunku i z\\-ri·otu. 

§ 2. Prawa dynamiki Newtona. Prawa dynamiki, w;n,o­
wiedziane przez Newtona, podają związki, jakie zachodzą w ruchu 
absolutnym między masą, przyśpieszeniem i sila1ni, działają<~ymi na 
punkt materialny. 

Prawa ruchu. Niech układ odnieHienia (x,y,.z) będzie ukła.<lem 
inercjalnym, zaś t niech oznacza czas ab~olutny. Przy tych założe­
niach prawa ruchu możemy wypowiedzieć jak nast,ę1>uJe: 

I. Jeżeli m oznacza masę pu„nktu materialnego, p prz;yśp·iesze.n.ie 

w chwili t, P sumę sU działających na p·unkt matetialny w chwili t, to 

(1) mp=KP, 
gdzie K oznacza pewną liczbę ( dodatnią), zależną tylko od obfotit 

jednostek długości, czasu, n1asy i siły ( a ·więc niezależną, od <izasu, 
masy i siły). 
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Z równości (1) wynika, że 

(2) 'łl'l, iPI = K 11>1. 

Jeżeli więc ze wspomnianych jednostek trzy obierzemy do­
woln.ie, to czwartą możemy zawsze tak dobrać, by K=l. Obierzmy 
np. <lowolnie jednostki czasu, długości i n1u,sy, a za jednostkę siły 
obierzmy taką xilę, która, punktowi o masie 1 nadaje przyśpieszenie 1. 
Przy tych jednostkach dla m=l i .Pl=l mamy IPl=l, zaten1 ze 
wzoru (2) otrzymamy 1( =l. Związek (1) przyjmie wtedy postać 

(I) mp=P. 

N a. przyszłmić będziPmy stale zakładać, że jednostki są. tak 
dobrane, hy J{ =l. Pra,wo ~ewtona będziemy więc zawsze przyj­
mowali w postaci (I). 

'l'worząc rzuty nu. osie układu ot;rzymamy na mocy (I): 

(Il) mp =P, 
.1; X 

mp· =P, 
y !I 

mp =P. 
l l 

Równośei (I) i (II) 8ą oezywiśeie równoważne. 

Ponieważ JJ=df:/dt, zaR m jest liczbą stałą, więt? ,m.p = d(niv}/dt. 

Zatem związek (J) 1noż({my napisać również w pos~wi 

(III) rl(mv}/dt=i3. 

Wektor ·niv ua.zy·w·amy pę<lem. (iloścf,i nwlrn). 

A więc: poclwdna pędu (względem cza.su) równa Ni{} .~umu' sil 
d.zialająeyoh ·n.a punkt m.ater-ialn11. 

Niech na punkt materia.lny o masie m działają siły, których 
suma P w Jlewny1n okresie czasu stale jest ze1·e.m. \Ytedy mi>= o, 
więc przyśpieszenie p= O, i punkt 1>orusza. 8ię Wthvczas rucht.•m 
jed.nost.ajnyn1 JH'Ol:itolinijnym (lnh jest w spoezynkn). )lamy więe 

na.stępujące prawo, zwan.e prawem, bezwladno.foi S ewtona: 

II. Je.żeli na punkt -rn.aterialn,lJ w pcu·nym okresie czasu dz:ia­
la.ją s-ily o sum·ie O, t<J punkt jest w spoezynkn albo w rudw, jr·r1no­
sta.jny-m pro,"łt<>lin.ijnym. 

Na odwrót, jeżeli punkt jest w ~pm.·zynku lub w ruehrt jednc)­
stajnym prostolinijnym, to }Jrzyśph~szeufo Jj== O, a ponie.\nlż na 
1nocy p1·awa (I) jest ;np=P, więc suma sil działających P jest, zerem. 



74 ROZDZIAŁ III. Dynamika punktu materialnego. 

Siły działające na punkt materialny pochodzą zazwyczaj z dzia­
łania innych punktów materialnych na dany punkt. Dla sił tych 
Newton podał prawo następujące, zwane prawem akcji i reakcji: 

III. Jeżeli punkt material'łły A działa na punkt materioJ/n,y B 
z pewną silą, to również punkt B działa wówczas na punkt A z silą 
równą co do wielkości i kierunku, ale o zwrocie pruciwnym; siły 
z jakimi punkty A i B działają na siebie są zawsze skierowane 
wzdl1,ż prostej AB, łączącej te punkty. 

Jeżeli siła z jaką, punkt .A. działa na punkt B ma zwrot ku .A 
(a więc siła, z jaką punkt B działa na A, ma zwrot ku B), to mó­
wimy, że punkty A i B przyciągają si~; w przypadku przeciwnym 
mówimy, że punkty te się odpychają. 

Równowaga punktu i sił. Jeżeli punkt materialny jest 
w spoczynku, to powiadamy, że jest w równ01cadu. O silach 
P1, P2, ... , Pn mówimy, że są, w równowadze lub że si~ równoważą, 
jeżeli ich suma jest zerem, t. zn. jeżeli P1+P2+ ... +Pn=O. 

Jeżeli więc punkt materialny jest w równowadze, to siły dzia­
łające na ten punkt również są w równowadze. Jeżeli natomiast 
siły działające na punkt materialny w pewnym okresie czasu są 

w równowadze, to w tym okresie czasu przyśpieszenie p= O, za­
ten1 punkt jest bądź w równowadze, bądź w ruchu jednostajnym 
prostolinijnym. 

Siła bezwładności. Zasada d'Alemberta. Prawo (I) mo­
żemy napisać również w postaci 

(IV) P+(-mp)=O. 
Wektor -m.p o początku w punkcie m nazywamy silą bez­

u;ladności. 

Nie należy sądzić, że wektor -m.p przedstawia siłę działają.cą 
na punkt materialny m. Tylko dla wygody nazywamy ten wektor 
siłą (bezwładności). Na punkt m. działają tylko siły, których suma 
wynosi P . . 

Związek (IV) możemy wypowiedzieć jak nast,ępuje: 

Siły działające na punkt materialn~l/ są w równowadze z s-ilą 

bezwładności. 

Powyższe sformułowanie jest równoważne I prawu Newtona 
i nosi nazwę zasady d' Alemberta. Zasada ta daje duże usługi przy 
badaniu ruchu punktów t. zw. nieswobodnych. 
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§ 3. Układy Jednostek dynamicznych. Zasadniczymi 
jednostkami, jakie przyjmujemy w dynamice, są jednostki długości 
czasu i masy. Przy pomocy tych jednostek określamy jednostkę 
siły. Za jednostkę siły obieramy mianowicie siłę, która masie 1 na­
daje przyśpieszenie 1. 

Układ fizyczny cg s. Otóż za jednostkę długości przyjmuje 
się centymetr (cm), masy gram (g), za jednostkę czasu sekundę (sek) 
i siły dyn( (dyn). 

Pierwotnie metr (m=lOO cm) miał przedstawiać jedną czter­
dziestomilionową część południka ziemskiego. Przy obliczeniach je­
dnak popełniono pewien niewielki błąd. Dzisiaj metr określamy 
przy pomocy długości wzorca przechowywanego w Paryżu. Podobnie 
jednostka masy 1 g miała być pierwotnie masą 1 cm3 wody che­
micznie czystej przy 4° C pod ciśnieniem 760 mm rtęci. Obecnie 
jednak przyjmujemy za 1 kilogram (kg=lOOO g) masę wzorca pla­
tynowego, przechowywanego w Paryżu. 

Jednostkę czasu 1 sek określamy z pomocą t. zw. średniej doby 
słonecznej, której wyznaczeniem zajmuje się astronomia. Średnia 
doba słoneczna= 24 godzin (godz), godzina= 60 minut (min), mi­
nuta= 60 sek. 

Jednostką siły 1 dyn jest siła, która masie 1 g nadaje przy­
śpieszenie 1 cm . sek-2• 

Układ zasadniczych jednostek (centymetr, gram, sekunda) na­
zywamy krótko układem fizycznym, cgs. 

łiierzenie mas i sił. Drobne ciała w pobliżu ziemi, pusz­
·Czone swobodnie, spadają ku ziemi pionowo ruchem jednostajnie 
przyśpieszonyn1 (jeżeli pominiemy opór powietrza). Przyśpieszenie 

to ( zwane zie·mskim) jest w danym miejscu na ziemi dla wszyst­
kich cia.ł jednakowe, zmienia się jednak wraz z szerokością geo­
graficzną. Oznacza się je przez g. U nas przyśpieszenie ziemskie 
wynosi w przybliżeniu g=981 cm · sek-2• 

Niechaj m oznacza masę drobnego ciała. Siłę skierowaną pio­
nowo w dół, o wielkości Q=mg, nazywamy ciężarem tego ciała. 

Ciężar jest więc proporcjonalny do masy ciała; ciała mające 
równe ciężary (w tym samym miejscu na ziemi) mają równe masy 
i na odwrót. 

Przy pomocy przyrządu zwanego wagą (którego zasadę po­
znamy w rozdz. VI), możemy porównywać ciężary dwóch ciał. Ponieważ 
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z równości ciężarów wynika równość mas, więc przy pomocy wagi 
możemy pośrednio porównywać masy ciał. Wynika stąd, że przy 
pomocy wagi możemy mierzyć, t. j. wyznacza,ć masy ciał. 

Siły mierzymy sposobem dynamicznym lub statycznym. 
Sposób dynamiczny opiera się na I prawie Newtona (P=mp). 

Ze wzoru tego możemy wyznaczyć. siłę P, gdy znamy masę ciała m 
i przyśpieszenie p, jakie mu siła P nadaje. 

Sposób statyczny opiera się na tym, że pod działaniem sił 
ciała zmieniają swój kształt (odkształcają się). Ze znajomości od­
kształceń możemy w pewnych przypadkach wnioskować o wielkości 
sił, wywołujących te odkształcenia. Jeżeli np. na sprężynkę, zawie­
szoną pionowo, działa w dolnym jej końe.u siła skierowana pionowo 
w dół, wówczas s1,rężynka się wydłuża. Wydłużenie jest (przy ma­
łych siłach) proporcjonalne do wielkości siły działającej. Przyrządy 
służące do statycznego mierzenia sił nazywamy dynamo·mHrami. 

Układ techniczny jednostek. W tec.hnice rozpowszech­
niony jest t. zw. układ techn-iczny jednostek. W układzie technicznym 
przyjmuje się za jednostki zasadnicze jednostki długości, czasu i siły. 
Jednostkę długości jest 1 m, czasu 1 sek, a siły 1 kilogram (kg) . 
• Jest to ciężar 1 dcrn3 wody (w normalnych warunkach) pod 45° 
szerokości geograficznej północnej (gdzie przyśpieszenie ziemskie 
g=981 cm,sek-· 2=9,81 m·sek--2

) • 

. Jeżeli we wzorze IPI= mlpl położymy :Pl= 1 i jjil = I, dosta­
niemy m=l. A zatem jednostką masy będzie masa, której siła 1 kg 
nadaje przyśpieszenie 1 m · sek--2

• 

Niech m będzie n1asą ciała, Q jego ciężarem (pod 45° szer. 
geogr. płn.) i połóżmy g=9,81 m·sek--t. Zatem Q=mg, więc 

(J) m=Q/g=Q/9,81. 
Ze wzoru powyższego możemy wyznaczyć masę cia.ła w je­

dnostkach układu technicznego, gdy znamy ciężar ciała. Ponieważ 
ciężar 9,81 dcm3 wody (pod 4;3o szer. geogr. płn.) wynosi 9,81 kg, 
więc jednostkę masy w układzie technicznym przedstawia ma.sa. 
9,81 dcm3 wody. 

'\\T układzie cg.~ n1asa. 9,81 dcm3 wody wynosi 9,81 kg (masy)= 
= 9810 g (masy). Zatem: 

(2) Jedn. masy w ukł. techn.= 9,81 kg (masy)== 9810 g (masy) . 

.Aby znaleźć związek między jednostką siły (kg) w układzie 
technicznym a jednostką sHy (dyną) w ukłallzh~ cys~ zauwa.żmy, że 
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1 dcm8 wody (t. j. masa 1000 g) spada na ziemię pod wpływem swego 
ciężaru 1 kg z J)rzyśpieszeniem 981 cm,sek-2

• Zatem 1 kg(siły) = 
= 1000·981 dyn, skąd 

(3) 1 kg (siły)= 981.000 dyn. 

Wymiary wielkości dynamicznych. W dynamice wystę­
pują jeszcze inne wielkości (np. praca, energia kinetyczna i t. p. ), któ­
rych jednostki określamy, podobnie jak jednostkę siły, przy po­
mocy jednostek zasadniczych, t. j. długości, masy i czasu. Podobnie 
jak dla wielkości kinematycznych (por. Rozdz. II, § 11), można 
wprowadzić dla wielkości dynamicznych pojęcie wymiaru. Znajomość 
wymiaru danej wielkości pozwala w łatwy sposób wyznaczyć miarę 
tej wielkości przy zmianie zasadniczych jednostek. 

Przypuśćmy, że obraliśmy dwa układy jednostek długości, masy 
i czasu, które oznaczymy odpowiednio przez L, M, T i L', M', T' 
i że między tymi jednostkami zachodzą .związki 

(4) L = i.L', M=µM', T= T.T'. 

Niechaj miara, jakiejś wielkości dynamicznej A wynosi a przy 
jednostkach L, 11{, T, zaś a' przy jednostkach L', M', T'. 

Jeżeli mozna dobrać takie liczby a, {J, y, żeby dla każdych 
dwóch układów jednostek L, M, T i L', M', T' spełniających 
związki ( 4) zachodził związek 

(5) 

to wymia1·em wielkości .A. nazywamy wyrażenie 

(6) Lu Mfł pi·. 

\Vyrniar wielkości A oznaczamy przez [A], a jednostkę wiel­
kości A przy jednostkach L, .M, T przedstawiamy symbolem La MfłT". 

\Vielkość .A. wynosi za.tern a L" MfłT1 przy jednostkach L, M, T, 
ft /1 ~, I 

zaś a'L' M' T'' przy Jednostkach L', M', T', ską,d 

(7) 

Opierając się na wzoraeh (•i) i rachując formalnie, dostaniemy 
aL" Jt11r;· = a (AL't (,rt M'i1 

(T 1."f'', skąd 

(8) 

Ze wzorów (7) i (8) otrzymujemy przez przyrównanie wzór (5). 
W ten sposób przy pomocy rachunku formalnego możemy, znając 
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wymiar wielkości .A, otrzymać jej miarę przy zn1ianie jednostek 
długości, masy i czasu. 

Czytelnik łatwo uogólni twierdzenie podane na str. 51, które 
daje duże usługi przy wyznaczaniu wymiaru. 

Przykład 1. Siła o wielkości (wartości bezwzględnej) P, dzia­
łając na punkt materialny o masie m, nadaje mu przyśpieszenie 
o wielkości p. Zatem P=mp, skąd [P]=-[m]·[p]. Ponieważ [m]=~ll 
i [p]=LT--2, więc 

(I) [siła] =LM r·\ 

(li) 

Jednostką siły w układzie cgs jest dyna. Zatem 

dyn= cm· g. sek-2
• 

Przykład 2. Siłę o wielkości 6 m kg min-2 przedstawić w ulda­
dzie cgs. 

Mamy 

6 m ·kg· min-2 = 6 (100 cm). (1000 g). (60 sek)-2 = 
= (6 · 100 · 1000 · 60-2

) • (cmg sek-2
) = 1662/ 3 dyn. 

I 4. Równania ruchu. Jednym z głównych zagadnień dy­
namiki jest wyznaczenie ruchu punktu materialnego, gdy dana jest 
masa m tego punktu i siła P, działająca na ten punkt. W najprostszym 
przypadku siła P może być podana, jako funkcja czasu, t. zn. że 
dane są funkcje: 

(1) Px=F(t), Pn= '1> (t), 

określające w każdej chwili t (pewnego okresu czasu) rzuty siły P 
na osie układu. 

Spotykamy się jednak z przypadkami bardziej skomplikowa­
nymi. Zdarzyć się może, że jakiś obszar D ma tę własność, że nar 
dany punkt materialny, umieszczony gdziekolwiek w obszarze D, 
działa pewna siła P. 

Jeżeli siła P zależy tylko od położenia punktu, a nie zależy 
od niczego więcej (np. prędkości), to obszar D nazywamy polem sil. 

Przykładem pola sił jest pole grawitacyjne ziemskie: na dany bowiem 
punkt materialny umieszczony w pobliżu ziemi, działa siła ciężkości zależna tylko 
od położenia tego punktu (a niezależna od prędkości). 
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W polu sił jest więc siła P funkcją współrzędnych .x, y, z da­
nego punktu. Pole jest określone, jeżeli są dane funkcje: 

(2) Px=F(x,y,z), Pu= <l>(x,y,z), 

wyznaczające w każdym punkcie pola rzuty siły P. Jeżeli więc ba­
damy ruch punktu w polu sił, to mamy do czynienia z siłą, która 
zależy od położenia punktu. 

Jeżeli punkt materialny porusza się w pewnym ośrodku (np. 
w powietrzu), wówczas na punkt materialny oprócz innych sił działa 
również siła oporu, jaki ośrodek przeciwstawia ruchowi. Siła ta za­
leży między innymi od prędkości punktu materialnego. W tym 
przypadku mamy więc siłę zależną również od prędkości punktu. 

W najogólniejszym przypadku przyjmować będziemy, że siła P za­
leży od czasu, położenia i prędkości punktu. Zakładać więc będziemy, 
że siła P działająca na punkt materialny określona jest funkcjami: 

(3) P x=F (x,y,z, i, 'fi, ż, t), Pu= <l>(x,y,z,i, y,ż,t), P:i= 'P(x,y, z,i, y,ż, t), 

których wartościami są rzuty tej siły, zależne od współrzędnych 
położenia punktu (x, y, z) i jego prędkości i, 'fi, ż, oraz od czasu t. 

O funkcjach (3) zakładamy zazwyczaj, że są ciągle i majq po­
chodne cząstkowe ciągle w pewnym obszarze zmiennych x, y, z, i, 'fi, ż, i. 

Oczywiście, że w poszczególnych zagadnieniach siła Pnie musi 
zależeć od wszystkich zmiennych x, y, ... , t, lecz od niektórych może 
być niezależna. 

Teoretycznie jest do pomyślenia, że siła P może zależeć od 
wyższych pochodnych (np. od drugich, trzecich, i t. d.) zmiennych 
w, y, z. Z przypadkami takimi nie spotykamy się jednak w zagad­
nieniach praktycznych i nie będziemy ich tu rozważać. 

:Siechaj ruch punktu materialnego dany będzie przez funkcje: 

(4) x = f(t), .tł= <p(t), z= 'f'(t). 
:Sa mocy równości (II), str. 73, otrzymujemy: 

(I) my= P,,, 

Jeżeli założymy, że Px, P,,, Pz są funkcjami kształtu (3), rów­
nania (I) przyjmą postać 

(II) 
mx = F' (x, y, z, x, y, ż, t), 
my = <l>(x, y, z, i, fi, ż, t), 
-nii = P(x, y, z, i, y, ż~ t). 
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Powyższe równania przedstawiają układ równai1 różniczkowych 
rzędu drugiego, przyczem szukanymi funkcjami ~ą funkcje ( 4 ). 

Przypuśćmy, że badamy ruch w otoczeniu pewnej chwili t0• 

Załóżn1y, że w chwili t0 punkt miał wspólrzę<lne x0, y 0, z0 , zaś pręd­

kość jego miała rzuty i 0, y0, ż0• Załóżmy nadto, że funkcje (3) są 
funkcjami ciągłymi, posiadającymi ciągłe pochodne cząstkowe w oto­
czeniu wartości x 0 , Yo, z0, i 0 , Yo, ż0, to. 

Z teorii równań różniczkowych wiadomo, że przy powyższych 
założeniach istnieje jeden i tylko jeden układ funkcyj (4) <~iągłych 
wraz z pierwszymi i drugimi pochodnymi w otoczenin chwili t0, 

spełniających równania (II} oraz związki: 

(5) / (to)= Xo, cp (to)= Yo, tp(to)= zo; f'(to)=io, q/(to)=ilo, tp'(to) = Żo· 
Układ ten, jako jedyny ukła<l funkcyj ( 4) czyniący za,dość 

wszystkim żądanym warunkom, wyznacza więc, ruch punktu ma­
terialnego, mającego w chwili t0 ws1>ółrzędne x0, Yo, z0 i prędkość 
o rzutach i 0 , Yo, ż0• 

Widzimy stąd, że ru,:h punktu jest w zupełności wyznacz()1ł,y 

przez podanie masy punktu, sil dzialając;,1ch na niego i t. zw. waru.nków 
początkowych (t. j. jego położenia i prędkości w chwili początkowej t0 ). 

Równania (IT) noszą nazwę równa„ń ruchu Newtona. 

P1•zykłotl. Siła zależna tylko od czasu. Niech siła P 
zależy tylko od czasu i dana będzie przez funkcje (1). Równania 
ruchu (II) będą więc miały postać: 

mi = F(t), my = <P (t), mi = ł/'·(t). 

Dzieląc przez m i całkując obustronnie, otrzymamy dla. t0 =0: 

t I t 

x= l_j.F(t)dt+cu 
m, ?i= ~1, 1·</>(t)dt + c2, 11· Ż = - łJl(t)dt + C3. 

m 
o o o 

Przyjmijmy, że dla t=O mamy x=i:0, y=y0, ż=ż0 {warunki 
początkowe). Podstawiając w powyższych 1·ównaniach t= O, dosta­
niemy c1 =i0, c2 =Yo, c3 = ż0• Zatem: 

(6) 

t 

gdzie l!\ (t) = ! f F{t)dt i t. d. Całkując równania (6), otrzymamy: 
o 
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I t t 

(7) x·=/F1(t) dt+x0t+c;, y=f <l>1(t) dt+y0t+c2, z=f '1J'1(t) dt+ż0t+c3• 
o o o 

Przyjmijmy teraz, że dla t=O jest x=x0, y=y0, z=z0• Zatem 
z równań (7), kładąc t=O, dostaniemy C1=x0, c2=Yo, ca=z0• A więc 

(8) X= F 2(t) + i 0t + x0, y = <1>2(t) + y0t + Yo, z= 'IJ'2(t) + ż0t + z0, 

t 

gdziP F 2{t) =fF1(t)<lt i t. d. Z równań (8) wynika, że ruch będzie 
o 

określony, jeżeli w chwili początkowej t = O podamy położenie punktu 

(t. j. x0, Yo, z0) i prędkość początkową (t. j. i 0, y0, ż0). 

§ 5. Ruch pod wpływem siły clęikoścl. Niech na punkt 
materialny o masie m działa siła P stała co do wielkości, kierunku 
i zwrotu. 

Z tym przypadkiem mamy do czynienia, badając ruch drobnych ciał 
w pobliżu ziemi i przyjmując za układ inercjalny układ związany z ziemią. Je­
żeli pominiemy opór powietrza, to na ciało wyrzucone działać będzie tylko siła 
ciężkości, którą na malej przestrzeni uważać możemy za stałą. 

Niech P oznacza siłę ciężkości. Zatem I.Pl=mg (g przyśpie­
szenie ziemskie). Obierzmy układ (x, y, z) w ten sposób, by oś z była 
zwrócona pionowo ku górze. Zatem: 

Px=O, P 11 =0, Pz=-mg. 

Równania ruchu Newtona (str. 79, wzory (II)) przyjmą więc 
postać: mi=O, my=O, mz=-mg czyli: 

(I) x = O, y = o, i =-g. 

Całkując powyższe równania, otrzymamy: 

(2) i= Ci, Ż = -gt+ C3, 

Całkując jeszcze raz, dostaniemy: 

(3) ·-
1 t2 + t+' z - crU c3 C3. 

Liczby c1, c2, c3, c;, c~, ci oznaczają stałe całkowania, które wy­
znaczymy, znając warunki początkowe, t. j. współrzędne x0, Yo, z0 
i rzuty x0, y0 , ż0 prędkości v0 punktu ruchomego w chwili początko­
wej t0• Bez szkody dla ogólności możemy założyć, że t0=0; ponadto 
(dobierając odpowiednio układ współrzędnych) możemy przyjąć, że 
w chwili t0= O punkt znajdował się w początku układu, zaś prędkość v0 

leżała w płaszczyźnie pionowej zx. 
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Z<tkla<lamy więl', że dla t= O jfJ;t .,·,l= O, y0= O, z0= O 1 y0=0. 

\V stawiając t= O w równania (~) i (:J), otrzymamy: 

c1 = i 0 , c2 = ,1j0 = O, r·a= z11 ; c; =J:'0 = O, c~=y0=0, c:;=z0=0. 

Równania (2) i (:l) J)l'zyjmują więc po:-.tać: 

(!!') i=i0 , .iJ=O, Ż=-gt+ż0, 

(3') X=i0t1 :t/=0, Z=-~ gt2 +ż0t. 

Ponieważ jeKt stale :'/=o, więc ruch odbywa się w płaszczyźnie 
Jlionowej zx. 

Uozpatrzymy dwa prz,vpaclki: t. zw. rzut pionowy i rzut ukośny. 

Hzut piouow~'. Załóżmy, że w ehwili t=O prędkość v0 n1iała 

kit•nmt>k pionowy (Juh hyła. zerem), a więc· że i 0= O. l{ładąc ż= v 
i .:0 = ,,0 , otI'Z}lllamy z (:Y) i (~J'): 

( 4) .i·= o, .1= o, J:= o, !/=---= o, 
(f>) f=- gt+ t 0, Z=-} gt2 -t- o0t. 

Ponit.•waż j(':.;t, ~tale .r= O i .'f = O, więe punkt porusza się po osi z 
t. j. J>O pionie. )lamy naclt.o v=p=-g. 

A wię<·: jdl'li prcdko.~,: początkowa 'IIUt kiermu'k pionowy (lub 

j<·,'tt zf'l'em). w,11f'<'Z<t,'( punkt pod wpł.11wem ,'t-il!J cieikośd porusza się 

rw·lu:m jt•dum;ta,jufr pr.::.,t,~pit','t;;·on.'Jm po pionie. 

Prz~·jmijmy, że t 0 > O, t. j. żt• w cln,ili początkowej JJrędkość 
miała zwrot ku górzt• (up. że wy1·zuciliśmy punkt Jlionowo w górę 
z ))rę<lkością ,,0 ). Oznaczn1y przez lt W~'sokość rzutu, t. j. wzniesienie 

maksymalne, jakie punkt md~}gnie. Ahy ()trzynmć h, należy obli­
czyć 1naksimnm funkcji ::=- J gt2 + r0t. Dostanit•iny 

(6) h=l'~/'!.g w <·hwili t=t\,/y. 

l{.zut ukośny. Zalc>żmy, że 1n·tclko~ć t\,(t- O) tworz~T z osią, JJ 

kąt (L =ł= + n /'2. J{ladąe z:,0 = t 0 , dost,anit:'my .i·.,= r0 c·os ,1, Ż0 =--= t 0 sin a. 

Na. n1oey wifc ('2') i (:3'): 

(7) 
(8) 

nań 

(9) 

.i:= l'o cos u, 

.I'= v0t co~ a., .'I= O, 

Ponieważ cos a =ł= O i r0 =ł= O, 

(8) t=x /v0 cosa, skąd 

.:= - !Jf + r0 siną 

.: = -- ~ yt2 + t 0# siltr,. 

wit;<' na mo(·y JJierwszpgo z r6w-

Z= - __ JL_~ ,.2 +- l' t O' (_l 
) •> .... .. l ~ • 

;., Vi1 cos- a 

Równanie powyższe jest równaniem 1mra holi. 

A więc: punkt w rzucie ,uko.foym porus.~a, się po prtuiboli. 
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Parabola ta przecina oś x w punktach O i D. Długość odcinka 
OD=d nazywamy odległością rzutu. z 

Aby wyliczyć d, podstawiamy z=O w (9). 
Otrzymamy 

(10) 
·v2 

d= _.! sin 2a. 
g 

D 
I 

A więc: maksymal,na od'leglość rzutu przy danej pr(Jdkości po­
czątkowej v0 wypada dla kąta a= n/ 4 = 45°. 

Aby otrzymać wysokość rzutu h, należy obliczyć maximum 
funkcji (9). Dostaniemy 

(11) h=v~sin2 a/2g dla .x=v~sin2a/2g. 

§ 6. Ruch w ośrodku stawiającym opór. Punkt ma­
terialny, poruszający się w ośrodku takim jak np. powietrze, napo­
tyka na opór. Doświadczenie okazuje, że opór powietrza daje się 
wyrazić przez siłę zależną tylko od prędkości punktu (przy ciałach 
opór zależy jeszcze od kształtu ciała). Opór ma kierunek prędkości, 
ale zwrot przeciwny. Wielkość oporu zależy od wielkości prędkości, 
a nie zależy od jej kierunku. Oznaczmy wielkość oporu przez r, 
a wielkość prędkości przez v. Możemy więc napisać 

I'=f(·v). 

Funkcja f jest rosnącą, przyczem /(0)=0. Dla prędkości mn1eJ­
szych od prędkości głosu (wynoszącej w powietrzu 333 m/sek) mo­
żemy z dużą dokładnością przyjąć, że 

(1) I'=).v2, 

gdzie ). jest współczynnikiem zależnym od temperatury i gęstości 
powietrza. 

Rzut pionowy. Rozpatrzymy przypadek spadania punktu. 
Załóżmy, że punkt spada po osi z, której nadajmy zwrot pionowo 
w dół. Zatem współrzędna prędkości ż=v >O. Opór jest skierowany 
ku górze, więc 1·zut jego na oś z jest ujemny. Przyj in ując, że wielkość 
oporu wyraża się wzorem (1), otrzymujemy, kładąc A= fm: 

(2) 

Stąd 

(3) 

.. dv k 2 mz=m- · =mg- mv. 
dt 

dv d . 
k 2 = t, a Więc g- V 

f _d"!_ __ =fdt= t. 
g-kv2 
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Klad.ąc "= = Vt, dostaniemy 

j ·~-=lf dv =-1-lo Voo+V+c 
g- kv?. k V~- V2 2kVoo g Voo-V ' 

gdzie c jest stałą całkowania. N a mocy więc ( 3) 

1 Voo+v 
--log--+c=t. 
2 kVoo Voo-V (4) 

Załóżmy, że w chwili początkowej t=O prędkość wynosiła v=O. 
Podstawiając v=O i t=O we wzorze (4), dostaniemy c=O. Zatem 

(5) 
e2kvoot -1 ( 2 ) 

V = ;2kvoot + 1 Voo = 1 - e2kvoot + l Voo. 

Ze wzoru ( 5) wynika, że stale ,v < Voo, 

A więc: pr(Jdkość punktu spadającego pionowo w ośrodku stawia­

jącym opór nie wzrasta nieograniczenie, lecz jest stale mniejsza od 

prędkości granicznej Voo, 

Po pewnym czasie prędkość v mało się różni od Voo i punkt 
spada ruchem prawie jednostajnym. Zaobserwować to możemy na 
kroplach deszczu. 

Rzut ukośny. Załóżmy obecnie, że punkt porusza się w płasz­
czyźnie pionowej xz. Przyjmijmy ogólnie, że wielkość oporu wynosi 

I'=f(v). Oznaczając opór przez I', otrzymamy więc I' - f_(v) v, 
V 

skąd 
f (v) . f (v) • 

I'x=- --Vx 1 I'z=- --Vz, Zatem. 
V V 

Równania ruchu będą więc miały postać 

.. I (v) . 
mx=---x, 

V 
mz=mg-f(v) ż, 

V 
v=Vx2+ż2. 

Rozwiązaniem powyższych równań zajmuje się t. zw. balistyka 
zewnętrzna. Zadanie to jest bardzo trudne, gdyż wartości funkcji 
f(v) znamy tylko z pomiarów. 



[§ 7] I. Dynamika punktu swobodnego. 85 

§ 7. Moment ilości ruchu. Niech punkt materialny .A. o n1a­
sie m porusza się z prędkością ii. Wektor mv o początku w A na­
zwaliśmy pędem albo iwścią ruchu (str. 73). Jeżeli x, y, z są współ­
rzędnymi punktu A, to rzuty pędu na osie układu wynoszą odpo­
wiednio mi, rwy, mż. 

Oznaczmy przez K moment ilości ruchu mv względem początku 
układu. Zatem (str.18, wzór (II)): 

(1) Kx=m(yz-ży), Ky=m(żx-xz), Kz=m(xy-yx). 

Utwórzmy pochodną (względem czasu) momentu ilości ruchu. 
Otrzyman1y: 

(2) Kx=m(jjz-zy), Ky=m(zx-xz), Kz=m(xy-yx). 

Załóżmy, że układ odniesienia jest układem inercjalnym, a na 
punkt A działa siła P. Wówczas mx=Px, mfl=Pm mi =Pz, skąd 
na mocy (2) 

(3) Kx=Pyz-Pzy, Ky=Pzx-Pxz, Kz=Pxy-Pyx, 

Wyrażenia, stojące po prawych stronach równań (3), przed­
stawiają momenty siły P względem osi układu. Oznaczając więc 
przez M moment siły P względem początku układu, mamy na mocy ( 3 ): 

(4) 

Równania powyższe możemy napisać w postaci jednego rów­
nania wektorowego: 

(5) K = 1lf. 

Za początek układu mogliśmy obrać punkt dowolny. 

A więc: pochodna momentu ilości ruchu względem dowolnego 
punktu stałego równa się momentowi 8iły działającej względem tego 
p,unktu. 

Z równa11 ( 4) wynika również, że pochodna momentu ilości 

rueh u względem dowolnej osi stałej równa się momentowi siły względem 
tej osi. 

Zasada zachowania pól. Przypuśćmy, że moment siły P 
względem pewnej osi l jest stale zerem; albo więc kierunek siły P 
przecina oś l, alho l'liła P jest do osi l równol~gła. Obierzmy oś l za 
oś,~. )[am.v zatem Jfz.=0. :Sa mocy (:!)jest więc Kz=O. czyli Kz=const. 
Ktąd na mo1·y ( 1) otrzymujemy 

W) m (.i'y- (J.c) = const. czyli iy- fjx = const. 
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Xiechaj A' będzie rzutem punktu A na plat-zczrznt ,ł"!I • 
Punkt A' ma współrzędne x, y. Zaten1 pręrlkośĆ' polowa (~tr. t;) 
punktu A' wynosi -ł (iy-iJ.r). Ze wzoru (6) wynika, żt• prfclko,ir 
polowa punktu A' jest stała. 

A więc: jeżeli mom.ent siły względe1n peu:nej osi jettf stafr :fl"nn, 

to moment ilości ruchu względem tej osi jest stały i prędko.~,: polo1N1. 

rzutu ruchu na płaszczyznę prostopadłą do tej osi jest stała. 

Twierdzenie powyższe nosi nazwę zasad.I/ zachowania womfntu 
ilości ruch'll- lub zasady zachowania pól. 

§ 8. Rueh środkowy. Jeżeli punkt materialny poru~za, Kię 

w ten sposób, że jego przyśpieszenie w każdej ch~ili ma kierunek 
przechodzący przez pewien stały punkt O, to ruch punktu nazy­
wamy ruchem środkowym, punkt zaś O środkiem ruchu.. 

Np. ruch jednostajny punktu po okr~au koła jest ruchem środkowym, 
gdyż przyśpieszenie jest stale skierowane ku środkowi kola, będącemu w tym 
przypadku śro,lkiem ruchu (str. 43). 

Ponieważ pl'zyśpieszenie ma kierunek siły działającej na punkt 
materialny, więc w ruchu środkowym kierunek siły przechodzi prze?. 
środek ruch u. 

Pole sił w którym kierunki sił przechodzą przez pewien stały 
punkt O nazywamy polem środkowym, a punkt O środkiem pola. 

Punkt o masie M umieszczony nieruchomo w stałym punkcie O 
i przyciągający inny punkt o masie ni z siłą, która zależy tylko od 
wzajemnej odległości tych punktów, wytwarza pole sil. Pole to jest 
polem środkowym, gdyż siła działająca na punkt m ma - wedle prawa 
akcji i reakcji (str. 74, III)- kierunek przechodzący przez punkt Jl. 

Punkt materialny porusza się w polu środkowym ruchem 
środkowym; środ·ek ruchu leży oczywiście w środku pola. 

Obierzmy początek układu współrzędnych w środku pola. Po­
nieważ kierunek siły przechodzi stale przez początek układu, więc 
jej moment względem każdej osi jest zerem. N a mocy zasady za­
chowania pól ruch rzutu punktu na każdą płasz<>zyznę układu 

ma wówczas prędkość polową stalą, zatem: 

(1) iJz-ży=a, żx-iz=b, iy-fjx=c, 

gdzie a, b, c są pewnymi stałymi. Mnożąc równanie pierwsze obu­
stronnie przez .x, drugie przez Jl, trzecie przez z i dodając stronami, 
otrzymamy 
(2) ax+by+cz=O. 
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Widzimy więc, że współrzędne punktu spełniają stale równanie(2). 
Jest ono równaniem płaszczyzny, przechodzącej przez początek 

układu (t. j. przez środek pola). Zatem punkt porusza się w płal'łz· 

czyźnie, przechodzącej przez początek układu. 
Jeżeli na tej płaszczyźnie obierzemy osie x, y, wówczas z (l} 

wynika, że prędkość polowa w płaszczyźnie ruchu jest stała; pro­
mienie wodzące zakreślają więc w równych czasach równe pola. 

A zatem: tor ruchu środkowego jest torem. płaskim, leżt1ry1n 

w płaszczyźnie przechodzącej przez .frodek; promienie wotlząre, WJ/­
chodzące ze środka, zakreślają w równych czasach równe pola. 

Udowodnimy teraz twierdzenie od wrotne: 

Jeżeli tor punktu jest plaski, a promienie ivotlzt{l!e, wychodząne 
z pewnego stałego punktu O (leżącego w plasz<iz.lJŹnie toru), zakreślają 
w równych czasach równe polo, wówczas kier·unek sil.I/ działającej 

przechodzi stale przez punkt O. 

Dowód. Obierzmy początek układu w O, zaś rn,ie x, N w pla8Z­
czyźnie ruchu. Punkt porusza się więc w płaszczyźnie xy. Ponieważ 
prędkość polowa jest stała, więc iy- yx= const. Różniczkując obu­
stronnie, dostaniemy i:IJ-YX=O, więc (mz)y-(my)x=O, skąd 

(3) 

Ponieważ z=O, więc P,1=mi=O. Siła P leży zatem w płasz­
ezyźnie xy; na mocy (3) moment siły P względein O jest zerem, 
więc kierunek siły P przechodzi przez O, c. b. d. d. 

Uwa.ga. Załóżmy, że prędkość polowa w ruchu Ńro,lkowym 
jest zerem. Wtedy iy-yx= O lub (we współrzędnych biegunowy~h) 
rq,=0. Wynika stąd, że albo jest stale r=O, t. zn. że punkt jest 
w spoczynku, albo jest stale qJ=O czyli <p=<p0 =const, t. zn., żt~ punkt 
porusza się po prostej przechodzącej przez środek ( i nu.chylonej do 
osi ;JJ pod kątem <p0 ). 

A więc: jeżeli w ruchu środkowym prędkość polowa jest zerem,, 
to punkt porusza się po prostej przechodzącej przez środek. 

Jeżeli zaś założymy, że prędkość polowa jest różną od zera, 
to 'rqJ =ł= O, czyli r =ł= O. 

A więc: jeżeli w ruchu środkowyr,i prędkość polowa jest różna 
od zera, to punkt nigdy nie przechodzi przez środek. 
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Wzór Bineta. Punkt A o masie m porusza się w środkowym 

polu sił w płaszczyźnie xy z prędkością polową różną od zera.. \Vpro­
wadźmy współrzędne biegunowe r, <p. Oznaczmy przez P rzut siły P 
na promień wodzący OA. Zatem P x=P cos <p i P y=P sin <p, wjęc 

Pxcos<p+Pysin <p=P, skąd 

(4) P= m(ic cos q; + y sin <p). 

Ponieważ x=r cos <p i y=r siny, więc (por. str. 47, wzór (2}) 

skąd na mocy ( 4) 

(5) 

Oznaczmy prędkość polową przez .~ c. Z założenia jest } c i= O. 

Ponieważ we współrzędnych biegunowych prędkość polowa wynosi 
}r2<p (str. 47), więc 

(6) 

(7) 

więc 

(8) 

r2ip= r: czyli ip = c/r2• 

Przypuśćmy, że tor ma równanie r= f ( <p ). Zatem 

. dr dr d<p dr <: d (1/r) 
r = r- = -- -- --= -- - - = - C , 

dt d<p dt <l<p r2 d <p 

r = dr= dr ~<f = _ c2 d2(1/r) !. 
dt d<p dt ,z <p2 r2 

Ze wzoru (5) na mocy (6) i (8) otrzymujemy: 

p = m (- c• d
2
(1/r) _ c2), 

, r2 dp2 ra 

zatem 

(I) 

Wzór powyższy nosi nazwę wzoru Bineta. 

Wzór ten z kształtu toru pozwala wyznaczyć siłę, działającą 

w ruchu środkowym. :N a od wrót, znając siłę P jako funkcję 
zmiennych r i <p, możemy wyznaczyć tor. 
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§ 9. Ruchy planet. Praw a Keplera. Opierając się na obser­
wacjach, podał Kepler następujące trzy prawa odnoszące się do 
ruchów planet: 

1) Planety krążą po elipsach, w których ognisku znajduje się 

słońce. 

:!) Promienie wodzące, wychodzące ze słońca zakreślają w rów­
nych czasach równe pola. 

3) K,vadraty czasów obiegu dwóch planet są do siebie w sto„ 
sunku takim, jak trzecie potęgi ich średnich odległości od słońca 
(przyczem przez średnią odległość rozumie się połowę wielkiej osi 
elipsy, po której krąży planeta). 

Trzecie prawo nie jest zupełnie ścisłe. Przyczynę tego poznamy 
później. Zauważmy jeszcze, że prawa Keplera mają charakter ściśle 
kinematyczny. 

\Vnioski z praw Keplera. Z praw Keplera wyprowadził Xew­
ton (1nzy pomocy dynamiki) prawo, określające siły, które wywołują 
ruch planet. Z pierwszych dwóch praw Keplera wynika mianowicie, że 
planety krążą po torach płaskich z prędkością polową stałą. N a mocy 
więc twierdzenia odwrotnego ze str. 87, siły działające na planety 
są siłami środkowymi, których kierunki przechodzą przez słońce. 

Obierzmy w płaszczyźnie ruchu planety osie x, y, umieszczając 
JJOczątek układu w słońcu jako ognisku elipsy, po której planeta 
krąży. Za kierunek osi JJ obierzmy kierunek wielkiej osi elipsy i na­
dajmy osi x taki zwrot, by środek elipsy leżał w części ujemnej 
osi x. Oznaczmy oś wielką elipsy przez 2 a, oś małą przez 2 b, a mi­
mośród przez 2 e. Równanie elipsy we wspólrzęllnych biegunowych 
będzie wówczas miało postać ) 

a(l-e2) :i 
r = -·---, t~, 

1 +ecos<p 1: 
V 

(2) e = e - Va• - b2. 
a a 

d ' 

(1) 

gdzie 

Ze wzoru Bineta (str. 88, (I)) możemy otrzy1nać siłę, działającą 
1 I+eeOS<p 

na planetę. Mamy mianowicie na n10cy ( 1) - = - - skąd 
• r a(l-e2)' 

<P( 1 / r) e cos <p . ( i)) · B · t -- --= - a więc na mocy :. 1 wzoru 1ne a 
d<p2 a (l-c2)' 

mc2a 
(3) P=- b2r2-· 
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Pole elipsy wynosi abn; oznaczając przez T czas obiegu pla­
nety, otrzymamy z uwagi na to, że l c jest prędkością polową, 

ł r = abni1', czyli c = 2abn/T. Na mocy zatem (3) dostaniemy 

(-ł) 

Ponieważ P < O, więc siła jest skierowana ku słońcu. 

Xa mocy trzeciego prawa Keplera mamy dla dwóch planet 
'1Y· 11Y·= a·11'a:-1 c·zvli a:1/T!. = a311T!. Iloraz a3 IT2 ma zatem stał!:L , I J' ~ I 1· I 2 "t: 

wartość dla wszystkich planet. Kładąc 

( r,) 

otrzymamy z (-ł) 

(6) 
4n2 µm 

p =- -·;;,:--· 

A więc: siła, pod której wpl:l/wem planeta się porusza, jest skie­
rowana ku ,fJlofwu i wprost proporcjonalna ( co do wielkośri) do masy 
planet.11, a odwrotnie do kwadratu odleglośri od slot1ea. 

Prawo ogólnego ciążenia. Wynik powyższy, wyprowadzony 
z praw Kt-plera, nasunął Newtonowi przypuszczenie, że siła działa­
jąca na planetf 1>ochodzi ze wzajemnego przyciągania się planety 
i slmi(·a. 1\lyśl tę uogólnił Newton w postaci prawa powszecihnej 
grau·itarji c.·zyli ogóluego r·iążenia: 

Du·a jakiekolil'iek punkt,11 materialne prz,11ciągają się z siłami, 

kt<>r.11cl1 ·wielkoś,= jest wprost proporcjonalna d{) mas, a- {)d-wrotnie do 

ku•ad rah, odle!Jlo,~ri t11clt punktów. 

Według vrawa. ak<'ji i 1·eakcji, siły, z jakin1i się pm1kty 1na­
terialnt- przyciągają, są eo do wielkości równe, przeciwni(• ski<>ro­
wane i działają wzdłuż prostej łączącej te punkty. Oznaczając przez 
m1 1 m 2 masy punktów, przez r ich odległość, a przez P wielkość 

siły, z jaką Kit 1nzyciągają, otrzymamy więc 

(l) 1) Jr Jłl11#12 = 1.. -. ł'2 

gdzie K j(~st pewną stalą, t. zw. stalą rit!żenia, zależną, t.ylko od jeclno­
stek dlugoś(·i, masy i ('zasu. 

Z równania (I) mamy l{=Pr2/1n1m2, zatem [K]=[P][r]2/[m1][m2], 

więe [J(] = L:' .lłl 1 'T 2
• Pomiary okazały, że w układzie cgs: 

I{=-: H,H.1 o-Mc·n13 g-·1 i,;ek :. 
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Stalą ciążenia można zmierzyć przy pomocy t.zw. wagi JoZZy'ego. 
Jest to waga, która po jednej stronie ma dwie szalki, górną i dolną, 
a po drugiej jedną. Ciało a o masie m 
kładziemy na szalce górnej i równoważymy 
je na szali przeciwnej ciężarkiem o masie m. 
Ciało a przenosimy następnie na szalkę m•p 
dolną; równowaga nie zostanie przez to 
zachwiana. Jeżeli jednak pod szalkę dolną 
podstawimy ciało b o masie M, waga się 
przechyli. Żeby równowagę przywrócić, 
musimy do ciężarka m dołożyć ciężarek o masie µ. 

W doświadczeniu ciało b było kulą ołowianą. Ponieważ, jak 
można okazać, kula jednorodna przyciąga punkt materialny poło­
żony zewnątrz tak, jak gdyby jej całkowita masa była, skupiona 
w środku, więc oznaczając przez r odległość środka kuli od ciała a, 
mamy K mM fr= µg czyli 

K = µgr2/m.M. 

Masa ziemi. Można okazać, że kula złożona z warstw współ­
środkowych o gęstości stałej przyciąga punkt położony zewnątrz 
tak, jak gdyby cała jej masa skupiona była w środku kuli. Przyj­
mując, że ziemia spełnia powyższe założenie. i oznaczając przez M 
masę ziemi, przez R jej promień, a przez Q ciężar ciała o masie m 
(na powierzchni ziemi), otrzymamy Q=KmM/R2. Ponieważ Q=mg, 
więc mg=K mM /R2, czyli 

(7) M =glł2/K. 

Przyjmując g=9,8lm-sek-2 , R=6300km, K=6,6.I0-8cm3g- 1 sek-2, 

otrzymamy (po zamianie m i km na cm) 

Jl= 6.101i g. 

Gęstość ziemi otrzymujemy ze wzoru 

(! = Mfł R3x= 3g/4 KR7l= 5,6 g cm-3 • 

Równanie Keplera. Zajmiemy się teraz wyznaczanit.>n1 po­
łożenia planety w dttnej chwili czasu. Obierzmy układ wiipólrzędny<·h 
w płaszczyźnie ruchu planety, jak na str. 89. ł~lipsa, 110 kt.f'n·ej 
krąży planeta, ma we współrzędnych prostokątnych r{)\niani(~ 

(x+ e)2/a2+1,2/b2= 1. 
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Wprowadźmy kąt pomocniczy u, określony przez równania: 

(II) (x+e.)/a = cos u, y/b = sin u. 

(8) 

Kąt u nazywamy anomalią mimośrodową. 

Równania (li) określają kąt u jednoznacznie. Z (li) dostajemy: 

x = a(cos u- ef a), y = b sin u. 

Podstawiając e=e/a, b=aVl-e2
, otrzymujemy stąd: 

x=a(cos u-e), 

Promień r otrzymujemy z równania 

r2 = x2 + y2 = a2(1-e cos u)2• 

Zatem 
(III) r = a(l-e cos u). 

Kąt q;, jaki r tworzy z osią x, nazywamy anomalią prawdziwą. 

Z równania elipsy we współrzędnych biegunowych (str. 89, (1)) 
dostaniemy re cos <p = a(l-e2)- r, więc 

re(l + cos <p) = (1-e) [a(l + e)-·r], 

skąd na mocy (III), r(l + cos q;) = a(l-e) (1 + cos u). Ponieważ 

1 + cos q; = 2 cos2 f i 1+ cos u= 2 cos2i, więc 
(IV) Vr cos ~ = Va(l- e) cos; i podobnie rrsin{ = Va(I+ e) sin ;; 

stąd 

(V) tg·'P =V~+ etg u. 
2 1-e 2 

Wzory (IV) i (V) wyznaczają jednoznacznie <p przy pomocy u. 

Przypuśćmy, że w chwili t=O jest u=O, a więc <p=O. Pole 
elipsy wynosi abn. Jeżeli T oznacza czas obiegu planety, wówczas 
prędkość polowa wynosi abn/T. Promień wodzący zakreśli więc 

w czasie od O dot pole a~7! t. Pole to możemy również przedstawić 
w postaci całki 

'f 

(9) abn lf T. t = 2. r2 <lą;. 
o 
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Różniczkując (V), otrzymamy ~p___ = l/1 + E di,_ Na 
cos2 p_ ' 1 - E cos2 ~ • 

2 ~ 

. ~+ea(l-E) aVl-E2 .. 
mocy więc (IV) d<p = 

1 
· du= du. Podstaw1a.Jąc 

-E r r 
u 

aT~n t -- a V12 e2.f r du, w (9) otrzymamy skąd na mocy (III), 
o 

abn a2 Vl-e2 

Tt= --
2
--(u-E sin u). Stąd z uwagi na to, że a2 V1-e2= ab, 

dostaniemy 

(VI) u - E sin u = 2nt / T. 

Wyrażenie 2nt/T nazywamy anomalią średnią. 

Równanie (VI) nosi nazwę równania Keplera. 

Przy pomocy równania Keplera możemy dla każdej chwili t 
wyznaczyć u, a następnie przy pomocy równań (III), (IV), (V) pro­
mień r i kąt <p, Astronomia podaje liczne metody rozwiązywania 
równania Keplera. 

W astronomii anomalię mimośrodową u oznacza się zazwyczaj literą E, 
anomalię prawdziwą rp literą V, a anomalię średnią 211t/T literą M. 

§ 10. Praca. Przypuśćmy, że punkt materialny przesunął się 
z punktu A do B i że podczas tego przesunięcia działała nań 

( oprócz być może innych sił) siła P. 

Siła stała. Załóżmy, że siła P, działająca na punkt materialny 
podczas jego ruchu od A do B, była stała co do wielkości, kierunku 
i z"rrotu ( choć ruch mógł się odbywać po linii krzywej). 

Pracą siły P na przesunięciu AB nazywamy iloczyn skalarowy 

P,AB. 

Jeżeli więc pracę oznaczymy przez L, to 

(I) L = P, AB. 

(II) 

Niechaj a będzie kątem zawartym między P i AB. Zatem 

L = IPI · IABj cos a. 
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Praca może być liczbą dodatnią, ujemną lub zerem. Praca 
siły P jest zerem, jeżeli P=O lub AB=O (t. zn. gdy nie ma prze­
sunięcia) lub jeżeli a= n/2 (t. zn. gdy siła jest prostopadła do prze­
sunięcia). Je.zeli P=f=O, .AB=f=O i cos a=ł=O to praca jest liczbą do­
datnią lub ujemną, zależnie od tego czy a jest kątem ostrym czy 
rozwartym. 

Jeżeli a= O lub a= n (t. zn. jeżeli siła ma kierunek przesunię­
cia), mamy 

L = ± IPl-1.ABI, 
przyczem znak zależy od tego, czy siła i przesunięcie mają zwroty 
zgodne czy przeciwne. 

Z twierdzeń o iloczynie skalarowym (rozdz. I, str. 7) wynika, że 
praca siły P na przesunięciu .AB równa się iloczynowi przesunięcia 
i rzutu siły na kierunek przesunięcia lub iloczynowi siły i rzutu 
przesunięcia na kierunek siły. 

Należy zwrócić uwagę, że - według określenia - praca nie zależy 
od czasu, w jakim p'u,nkt materialny przesunął się od .A do B. 

Oznaczmy rzuty przesunięcia .AB na osie układu przez Liz, Lly, Liz. 
Na mocy więc (I) 

(1) 

Jeżeli pµnkt .A ma współrzędne x0, y0, z0 , zaś B Xi, Yu Zi, to 
Ax = x1 - x0 i t. d. Zatem 

(2) 

Siła zmienna. Załóż1ny teraz, że punkt porusza się po krzy­
wej C określonej parametrycznie przez funkcje: 

(3) :D = /(a), y = <p(a), z= tp(a) (a'~ a~ a"). 

Przypuśćmy przytem, że jeżeli a1 < a2, to położenie punktu 
odpowiadające wartości a1 jest wcześniejsze od położenia odpowia­
dającego wartości a2• 

Załóżmy dalej, że na punkt działa siła zmienna P, której 
rzuty w dowolnym punkcie toru o współrzędnych x, y, z dane są 
przez funkcje: 

(4) Px=F(x, y, z), Py= (l)(x, y, z), Pz= V'(x, Y, z). 
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O funkcjach F, <P, 'P zakładamy oczywi­
ście, że są określone w każdyn1 punkcie toru. 
Utwórzmy dowolny podział IJ odcinka a' a" 

nkt , , " przy pomocy pu ow a =a0 , a 17 ••• , u,,=a . 
Niechaj tym wartościom parametru a odpo­
wiadają na krzywej l' punkty: 

95 

A'= Ao(Xo, Yo, Zo), 

Na mocy (3) jest: 

... , A,,(.c,,, y,,, z,,)= A" . 

(5) X;= /(<1;), !J;= p(a;), Z;= łp(<I;) dla i=O, 1, ... , n. 

Połóżmy: 

(6) Llx;=X;+i-x;, Lly;=Yi+ 1-!I;, L1z;=zi+ 1-z; (i=0,1, ... ,n-1). 

Oznaczmy wreszcie przez P 0 , P17 ••• , P„ siły działające w 1mnk­
tach A 0, A 17 ••• , A,,. .X a n1ocy (-1) jest: 

(7) Pi.-c=F(x;, Y;, z;), P;u= <P(x;, !J;, z), P;z= łf'(x;, !J;, z;). 

Gdyby siła P na przeimnięciach A0 A17 A 1 A 2, ••• hyla stała 
i odpowie,lnio równa P 0, P17 ••• , to prace na poszczt>g6Inych przc-
1mnięciach wyrażałyby się wzorami: 

L,,=PoxL1.c,, + PouL1Yo + PozL1zo, 

L1=P1xL1.r1 + PiuL1!/l + l-'1zL1z,, 

Kładąc L" = L 0 + L1 + ... , otrzymamy więc 
„ 1 

(8) L' = I' (PixLJ.ci + P;,,L1!J; + PizL1z;). 
i o ., 

Wyrażenie stojące J)O J)rawej stronie powyżi,;zpj równości zależy 
oczywiście 0<l podziału IJ odcinka u' d". 

Jeżeli L' dąży do pewnej granicy dla każdego ciągu norn1al­
nego 1 ) podziałów {bk} odcinka a' u", to granicę tę nazywamy prac<i 
siły P po krzywej (J (albo wzdłuż krz:,1wej V). 

Wyrażenie (8) możemy więc uważać za wa1·tość przybliżoną 
pracy L siły P. 

Granicą wyrażenia ( 8) jest tak zwana całka krzywolinijna 2) 

po krzywej C: 

(III) L =f(Pxdx+ P,1 dy+ Pzdz). 
C 

1 ) t. j. takiego, w którym długf•ŚĆ naj więk~zego odcinka potlzialu cląży do 
zera. Por. S. Ban ach, Rachunek różniczkowy i calkm11y, T. II, I..-w,,w, str. 69. 

2) tamże, str. 187 i 196. 
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Całkę krzywolinijną możemy zamienić na zwyczajną całkę 

oznaczoną, wyrażając zmienne x, y, z funkcjami (3) przy pomocy 
parametru <1. Otrzymamy wówczas 

a" 

L = .{[Px/'(<1) + P 11 ,p'(<1)+ Pztp'(<1)] da, 
a' 

gdzie .Px = F(f (a), <p{<1),,p{a)), P 11 = </>(f (a), <p{a), tp{a)) i t. d. Jeżeli 

w szczególności a oznacza czas t, wówczas f'(<1)=i, ,p'(a)=y, tp'(a)=ż. 
Zatem 

t" 

(IV) L = .{[Pxi+P„y+Piż]dt. 
f 

Ponieważ i,y,ż są rzutaJlli prędkości v, więc Pxi+P„y+Pzż=Pv. 
Zatem 

f' 

(V) L = f (Pv) dt. 
f 

Uwaga. Wzór (III) jest słuszny, gdy położenia punktu rucho­
mego na krzywej następują po sobie w porządku, który odpowiada 
wzrostowi parametru a. Jeżeli jednak jest przeciwnie, t. zn. jeżeli 
a1 > a2, to położenie odpowiadające a1 jest późniejsze od położenia 
odpowiadającego a2 i wówczas należy we wzorze {III) zamiast 
dx, dy, dz podstawić -dx, -dy, -dz. Otrzymamy wtedy 

L =-f(Pxdx+P11 dy+Pzdz). 
C 

Jeżeli więc punkt materialny poruszał się po krzywej O od A' 
do A" i siła P wykonała pracę L, to gdy punkt poruszać się bę­
dzie po krzywej O od A" do A' (przyczem położenia będą nastę­
powały po sobie w porządku odwrotnym niż poprzednio), ta sama 
siła P wykona pracę -L. 

Praca sumy sił. Przypuśćmy, że punkt materia,lny, poru­
szając się po krzywej O, był pod działaniem dwóch sił P i Q. Po­
łóżmy R=P + Q. Oznaczmy przez L pracę siły R, przez L' pracę 

siły Pi przez L" pracę siły Q. Wówczas L=.{(Rxdx+R11dy+Rzdz)= 
C 

= j'[(Px+Qx)dx+(P11+Q11 )dy+ (Pz+Qz)dz] = .{(Pxdx+P11 dy+Pzdz)+ 
C C 

+ f (Qxdx+Qydy+QzdZ)=L'+L", a więc 
C 

(VI) L =L' +L". 
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.Możemy zatem powiedzieć, że praca sumy dwóch (lub kilku) 
sil na pewnej krzywej równa się sumie prac poszczególnych sil na tej 
krzywej. 

Wymiar i jednostki pracy. Na mocy (II), str. 93, mamy 
[praca]= [siła],[<lroga] = LJJfT -2L, a więc 

[praca] =L2_1lf T-2
• 

J ełlnostką pracy w układzie cgs jest erg. Jest to praca, jaką 
wykona siła 1 dyn na drodze 1 cm. Zatem 

erg =cm2 ·g·sek 2 • 

Większą jednostką jest Joule (J)=lO· erg. W układzie technicz­
nym jednostką pracy jest kilogramometr (kgm). Jest to praca siły 
1kg na drodze 1 m. Ponieważ 1 kg (siły)=981000 dyn, a lm=lOOcm, 
więc 

kgm = 9,81· 10; erg= 9,81 J. 

* 11. Pole sił potencjalne. Obszar D nazwaliśmy (str. 78) 
polem sil, jeżeli na punkt materialny, gdziekolwiek w obszarze D 
umit>szczon~·, działa siła zależna tylko od położenia tego punktu. 

Pol<' sil jest okrPślone przez podanie funkcyj: 

(1) P.r= F(,1_·, y, z), Py= <P(x, y, z), Pz= 'P(x, y, z), 

które wyznaczają rzut.v silr działającej P w punkcie o współrzę­
dnych ;r, :lf, z. 

:Natężenie pola. lioże się zdarzyć, że siła P jest proporcjo­
nalna do masy m punktu materialnego. Wówczas siłę działającą na 
jednostkę niasy (t. j. siłę P/m) w pewnym punkcie pola nazywamy 
natężeniem pola w tym punkcie. 

Przykładem takiego pola jest pole grawitacyjne ziemskie. 
Ciężar ciała jest proporcjonalny do masy ciała. N a powierzchni 
ziemi natężenie pola jest co do wielkości równe g (przyśpieszeniu 
ziemskiemu). 

Linie sil. Na specjalną uwagę zasługują pewne krzywe w polu 
sił, zwane Unlami sU. Są to krzywe o tej własności, że styczna w do­
wolnym punkcie ma kierunek siły działającej w tym punkcie. 
Np. w polu grawitacyjnym ziemskim liniami sił są linie pionowe. 
Linie sił są określone układem równań różniczkowych: 

(2) dx/P.i: = dy/P11 = dz/Pz. 
S. Banach. ~lt•d1a11ika. 7 
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Określenie pola potencjalnego. Gdy w polu sil punkt 
materialny przesunie się od punktu A do punktu B po jakimś luku AB, 
wówczas praca siły działającej P (str. 95, (III)) wynosi 

(I) L = j(Pxdx+Pydy+Pzdz). 
Ałł 

Praca zależeć będzie na ogól nie tylko od punktów A i B, lecz 
także od przebytej drogi, t. j. od łuku AB. W mechanice ważną rolę 
odgrywają pola, w których praca zależy tylko od punktów A i B, 
a nie zależy od łuku AB. Jeżeli więc w takim polu punkt materialny 
przesuwać się będzie od A do B po rozmaitych torach, to siła P 
wykona zawsze tę samą pracę. Pola takie nazywamy polam,i po­
ten,~jalnymi lub zachowawczymi (konserwatywnymi). 

A więc: polem potencjalnym jest tak-ie pole sil, w którym praca nie 
zależ.lf od drogi przejścia, lecz tylko od punktu początkowego i końcowego. 

Jeżeli w polu potencjalnym punkt odbył drogę zamkniętą 

(czyli wyszedł z punktu A i powrócił do A), to praca wykonana 
wzdłuż tej drogi jest zerem. Praca howien1 w polu potencjalnym 
.zależy tylko od punkt,u początkowego i końcowego, więc jeśli się 

one pokrywają, to praca jest taka, jak gdyby punkt wogóle się 

nie poruszył. 
Na odwrót, jeżeli pole sił ma tę własność, że praca po każdej dro­

dze zamkniętej jest zerem, to pole jest polem potencjalnym. Obierzmy 
bowiem dwa dowolne punkty .A, B i łuki .A.1IB, ANB. 

0
8 Oznaczmy przez L' pracę na luku AJIB, a przpz L" 

na luku ANB. Praca po linii zamkniętej AJ!BNA 
jest wedle założenia zerem. Pracę tą, można. przedsLawić 
jako sumę prac: od A do B po luku A~MB i od B 

A do A po łuku BN A. Ponieważ praca po luku BN A 
równa się -L" więc L'+(-L")=O, skąd L'-L". Zatem praca 
po obu łukach jest ta sama. 

Możemy więc powiedzieć, że na to aby pole sil było polem po­
tencjalnym, potrzeba i wystarcza, by pra<'a po wszelkiej linii zamkniętęj 
była w n·im zerem. 

Potencjał. Obierzmy dowolny układ ,vspólrzędnych (x,y,z) 

i punkt A w polu potencjalnym. Jeżeli hędziemy uważać punkt A. 
za stały, to prac.a LAn, gdzie B jest dowolnym punkt.em pola, będzie 
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zależeć tylko od współrzędnych x, y, z punktu B. Zatem praca LAB 
będzie funkcją współrzędnych x, y, z. Oznaczając tę funkcję przez 
V (,:r,!/. z), otrzymamy 

(3) LAB= V (x, y, z). 

Funkcję V (x, y, z) nazywamy funkcją sil albo 
potencjałem. 

\Veźmy pod uwagę jakiś punkt B' o współ­
rzędnych .c', y', z'. Praca po dowolnej linii A.BB'A 
jest zeren1. Zatem LAB + LBB' + .LB' A = O. Le

1
o~ 

LB1A= - .LAB'= -V(x', y', z'). Więc na mocy (3) 
V(x, y, z)+LBB1-V(x', y', z')=O, skąd 

(II) LBB'= V(x', y', z')-V(x, :'I, z). 

A 

\V zór (II) możemy wypowiedzieć, jak następuje: 

Przy przejściu od jednego punktu do drugiego praca równa si~ 

ró.żn·ic.11 potencjałów w tych punktach. 

Potencjał określiliśmy w zależności od obioru punktu .A. Gdy­
byśmy obrali inny punkt .A'(x', y', z'), to potencjał wyraziłby się 

inną funkcją V '(x, y, z). Ponieważ na mocy określenia potencjału 
mamy dla dowolnego punktu B (x, y, z) 

V'(x, .l/, z)=LA'B= V(x, y, z)- V(x', y', z'), 
więc 

V (x, y, z)- V' (x, y, z) = V (x', y,' z')= const. 

A więc różnica obu funkcyj V i V' jest stała. Widzimy stąd, 
że w polu sił potencjał jest funkcją określoną tylko po za pewną 
stalą (podobnie jak całka nieoznaczona). Stała ta jednak, jak wska­
zuje wzór (II), nie gra roli, ponieważ na wielkość pracy wpływa 
jedynie różnica potencjałów w dwóch punktach. 

,vymiar potencjału. Ponieważ na mocy określenia potencjał 
1·ówna się pracy, więc wymiar potencjału jest taki, jak wymiar 
pracy. Zatem 

[potencjał] = L2 1ll T--2 • 

,Jednostki pracy są również jednostkami potencjału. 
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Związek między siłą a potencjałem. Przesuńmy punkt 
materialny z punktu A(x0, y, z) do punktu B(x, y, z) po prostej 
równoległej do osi x. Praca wynosi więc na mocy (I) i (li): 

lub LAB= f (Pxdx+Pydy+Pzdz). 
AB 

Ponieważ punkt przesunął się po prostej równoległej do osi x, 
X 

więc dy=O i dz=O. Zatem LAB=f Pxdx =f Pxdx, skąd 
AB X0 

X 

V(x, y, z)-V(x0, y, z) =f Px<l,x. 
Xo 

Tworząc pochodną cząstkową względem x, dostaniemy 2V/ 2x=Px; 
analogiczne wzory otrzymamy dla pozostałych pochodnych cząst­

kowych. 

A więc: pochodne cząstkowe potencjału równają się odpowiednio 
rzutom siły na osie układu, t. j. 

(Ili) 
av 
----P 
ay - "' 

Na odwrót, jeżeli założymy, że w danym polu sił istnieje funk­
cja V spełniająca związki (III), wówczas pole jest polem potencjal­
nym. Niech bowiem pewna funkcja V spełnia związki (III). Zatem, 
praca od punktu A (xi, Yu z1) do punktu B (x2, y2, z2) po dowoln~rm 
łuku AB wynosi: 

Ponieważ wyrażenie zawarte w nawiasie ostatniej całki jest 
różniczką zupełną dV, więo otrzymujemy wzór 

(4) LAB= {dV = V (x2, Y2, Z2) - Y(:cu Yu Z1}, 
A°B 

wyrażający, że praca nie zależy od drogi, lecz tylko od punktu po­
czątkowego i końcowego. N a mocy ( 4) funkcja V jest tedy potencjałem. 

A więc: jeżeli dla pola sil istnieje funkcja V spel·niająca równa-
11,ia (III), wówczas to pole sil jest polem potencjalnym, za .. ~ funkcja V 
jest potencjałem. 
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Powierzchnie potencjalne. Gdy c jest dowolną stałą, po· 
wierzchnię określoną równaniem 

(5) V(x,y,z)=c 

nazywamy powierzchnią potencjalną. 

A więc: powierzchnia potencjalna jest to taka powierzchnia, ,na 
której potencjał ma wartość stalą. 

W geometrii różniczkowej dowodzi się, że dostawy kierunkowe 
cosa, cos{J, cosy normalnej do powierzchni (5) w punkcie (x,y,z) 
spełniają warunki: 

rJV c?V S'V 
cosa : cos {J: cos y = T" : ---;;- : "' 

c;X cy oz 

skąd na mocy (Ili) str. 100, 

COS a : COS {J : COS y = P x : P y : P z• 

Ponieważ dostawy kierunkowe cosa', cos {l', cos y' siły P speł­
niają podobne warunki: cosa': cos{J': cosy' = P x: Pu: Pz, więc siła P 
ma kierunek normalny do powierzchni potencja.In ej. 

A zatem: w każdym punkcie powierzchni potencjalnej siła dzia· 
łająca jest prostopadła do tej powierzchni. Wynika stąd, że linie sil 
są pro.'Jtopadle do powierzchni potencjalnych. 

Obierzmy dwie powierzchnie potencjalne S i 
o potencjałach c i c', gdzie c' > c. Z dowolnego 
punktu A powierzchni S wy kreślmy normalną do 
tej powierzchni aż do przecięcia A' z powierz­
chnią S'. 

Praca przy przesunięciu od A do A' wynosi 
L.4A' = c' - c > O. Ponieważ praca jest dodatnia, 
więc siła P ma ,zwrot przesunięcia AA'. 

S', dość bliskie, 

r, 

A więc: r;ila zwrócona jest względem powierzchni potencjalnej 
·w 1,lronę wzrostu potencjału. 

\V przy hliżeniu mamy LAA'=) PJ AA'= c'-c czyli I.Pl= ( c'- c) /AA' • 

.A więc: na jednej i tej samej powienchni potencjalnej siła jest 
w przybliżeniu odwrotnie proporcjonalna do odcinka normalnej, za­
wartego między tą prn1 ierzchnią a powierzchnią potencjalną dość bliską. 
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ł 12. Przykłady pól potencjalnycll. Rozpatrzymy ohernie 

kilka rodzajów pól potencjalnych, z którymi często man1y do rzy­
nienia w praktyce. 

Pole stałe. Jeżeli siła p· jest w pewnym polu stała ro do 

wielkości, kierunku i zwrotu, to pole takie nazywamy polem stal,11111,. 

Pole grawitacyjne ziemskie w małym otoczeniu danego punktu 
n.a ziemi jest polem stałym. 

Obierzmy układ współrzędnych (x, y, z), nadająr osi z kierunek 

siły P, zwrot zaś przeciwny. Kładąc I.Pl= mg, otrzymamy 

Px= O, Pu =0, Pz= -mg. 

Łatwo sprawdzić, że funkcja 

V= -mgz 

jest potencjałem. Mamy bowiem 

a V I daJ = o = p Jt' a V Jay = o = p g' a V /a.z = - mg = p z• 

A więc: pole stale jest polem potencjalnym. 

Praca od punktu A.(x1, y1, z1 ) do punktu B (x2, y2, z2 ) po do­

wolnej drodze wynosi Lu= - mgz2 - ( - mgz1 ), więr 

(1) 

Przy założeniu, że siła P jest siłą ciężkości, jasnym jest, że 

z1-z2 = h jest różnicą poziomów, na których znajdują się punkty .A 

i B. Kładąc więc IPI =Q=mg, otrzymamy 

LAB=Qh. 

Powierzchnia potencjalna ma równanie V= const., zatem 

- mgz = const. czy.li z= const. A więc powierzchniami potencjal­

nymi są płaszczyzny poziome (t. j. prostopadłe do kierunku siły). 

Ponieważ linie sił są prostopadłe do powierzchni potencjalnych, więc 

liniami sił są p-roste równoległe do osi z, t. j. linie pionowe. 

Pole środkowe czyli centralne. Jeżeli w polu sił kierunek 

siły przechodzi zawsze przez pewien stały punkt O, to pole nazywa 
się środkowym lub centralnym, a sam punkt O środkiem pola (str. 86). 

Załóżmy, że w danym polu środkowym wielkość. siły w do­

wolnym punkcie .A zależy tylko od odległości r punktu .A od 

środka O. Oznaczmy przez P rzut siły P działającej w .A na 

kierunek O .A. Zatem P jest funkcją 1-. Połóżmy 
p = /(r). 
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Obierzm~· początek układu wspMrzc:<lnych w O. _yznaezając 
przez ;:c, y, z współrzędne punktu A, a J)fZt>Z (J. kąt, jaki OA tworzy 
z osią :r, otrzymam~· c·o~a=.r'r. Zakm 

(2) 
.f' 

P.\· = P eos a = P -­
r 

i p0<lohnit· I> - }' ]!_ 
11- . ' . r 

Połóżmy V =f Pdr=ff (r)dr. PoniPważ 
ćlr/2x=x/r, 2r/2y=y/r i 2rj2z=z/r. Zatem 

a V dV 2r x· ;t· 
-- - - · - -f(r)- -P- -P CaJ - dr ćlx - r - 1' - - X 

Ą 

P,=p.:_. 
r 

y 
1 . . ć)V p ćll' p I . łL__ 

1 ana ogiezme ~ = y, ~ = z· Poe nai,;ze .wst /j-- ---, 
cy · cz Y 

więc polem potencjalnym i funkeja Jl .iPHt potenl"jall'rn. 

A więe: pole środkowe, u: którym .{lila zafrży t,11lko od odległości 
punktu od środka, jN.t polem poten<'jalnlJtn i potnu·jrtl wyra.ża się wzore1Th 

(3) V=f Pdr. 

Ponieważ potencjał w punkcie A jest funkcją, odległości rr 

punktu A od środka O, więc na kulach o środku O potenejał nrn, 

wartość stałą. Powierzchniami potencjalnymi hędą więc tutaj kule 
o środku O. Liniami sił są oczywiście prost.P przechodzące przt>z 
punkt O. 

Pole grawitacyjne Newtonowskie. Przypuśćmy, że punkt 
o 1nasie rn jest przyciągany z i,;iłą P przez stały punkt o masiP lłl 
według prawa ciążenia Newtona (str. 90, (I)), t. zn. że 

IPI= K mlłl /r2
• 

Ponieważ siła skierowana jest ku punktowi lłf, więe i,ol<> jest 
polem środkowym, kt6rego środkiem jPst punkt ilf. ZatPm, wedle 
określenia liczhy P, P= - Kmlłf /r2• 

Mamy V=fPdr=-fKmlłldr/r2• Zatem 

(4) V= Km,lłf /r. 

A więepraca po dowolnym łuku A 'A wynosi LA' A -ce K tnJl(l /r-1/r'), 
gdzie r i r' oznaczają odległości punktów A i A' od środka. ,feżeli 

w szczególności punkt A' obierzemy w nieskoi1czoności czyli po­
łożymy r'= .X), to otrzyma1ny 

(5) LrnA = 1( 'l>t.Al jr = V. 
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A więc: w polu grawitacyjnym Newtonowskim potencjał w punk­
cie A równa się pracy, jaką wykonałaby siła P, sprowadzając punkt 
materialny z nieskończorwśc·i do A. 

Pole osiowe. Pole sił o tej własności, że w każdym punkcie 
pola kierunek siły przecina pod kątem prostym pewną stałą prostą l, 
nazywamy polem osiowym, a prostą l nazywamy osią pola. 

Załóżmy, że wielkość siły P, działającej w dowolnym punkcie A, 
zależy tylko od odległości r punktu A od osi pola. Połóżmy P=-IPI 
lub P= IPI zależnie od tego, czy siła P ma zwrot ku osi l- czy prze­
ciwnie. Ponieważ wielkość siły P jest funkcją r (t. j. odległości 
punktu A od osi l), więc możemy napisać 

P= /(r). 

Obierzmy układ współrzędnych, przyjmując oś pola za oś z. 
Łatwo zauważyć, że rzuty siły P działającej w punkcie A (x, y, z) 

2 
wynoszą Px- Px, Pu= pY i Pz= O, gdzie 

r r 

r = t x2+ y2• Połóżmy 

o I V =f Pd-r = ff(r)dr. 
j 

dV dV ;r x ćJV 
Zaten1 ..- = - · ~ = P- = Px. Podobnie ~ =P,,. Ponie-

c'x dr ex r c'y " 

waż V nie zależy od z (gdyż r nie zależy od z), więc ~ć): = O = Pz. 

Wynika stąd, że pole dane jest polem potencjalnym, zaś V 
jest potencjałem. 

A więc: pole osiowe, w którym wielkość siły zależy tylko od odleg­
wści punktu od osi, jest polem potencjo,lnym i potencjał wyno.~i 

(6) V =fPdr. 

Łatwo zauważyć, że powierzchniami potencjalnymi są tutaj 
walce, których wspólną osią jest oś pola. Liniami sił są proste prze­
cinające oś pola pod kątem prostym. 

Jeżeli np. P=mw2r (w stałe) wówczas V=f Pdr=fmw2rdr, 

więc V=~ mw2r2= }mc.t•2(x2+y2). Powierzchnie potencjalne otrzy­
mamy, kładąc V= const., zatem }mw2(x2 + y2) = const., więc 

x2 + y2 = const.; jest to równanie walca o osi z. 
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Suma pól potencjalnych. Niechaj w pewnym obszarze D 
danych będzie kilka pól o siłach 'J\, P 2, ••• • Pole w obszarze D 
o i.,ilp P=P1+P2+ ... nazywa się sumą pól sil P1, P2 •••• 

Jeżeli pola sil P11 P2, ••• są potencjalne, to-jak łatwo okazać­
,1/uma pól jest również polem potencjalnym, którego potencjał V równa 
,'lię ."lumie potencjałów V11 V 2 ••• poszczególnych pól. 

P ł , . b . V V V M ć) V '9 V1 ć) V 2 o ozmy ow1em = 1+ 2+ .... l amy -"- = -~- +-~-+ ... = 
ex ex ex 

P P P . 1 . . av P = 1_,. + 2_,. + ... = .,· 1 ana og1czme By = u, 

Y jest potencjałem sumy danych pól. 

av 
-=Pz- A więc 
~z 

Przypuśćmy np., że punkt o masie m przyciągany jest wedle 
1n·awa :N'ewtona 1nzez dwa stałe punkty o masach m1 i m1 z si­
łami P1 i J\. Siła więc wypadkowa będzie P=P1+P2• Na str. 103 
wykazaliśmy, że siły P1 i P 2 mają potencjał. 1'", 

Zatem wedle (4), str. 103, oznaczając przez ru r2 

odJeglości punktu rn od m1 i m2, otrzymamy: 

l V .• = Kmm2. 
w r2 

HiJa P ma więc potencjał V= V1+ V 2• Zatem V=Km(m1 + m2
)· 

r1 "2 
Podobnie, jeżeli J)unkt o masie m przyciągany jest wedle prawa 
Newtona przez n punktów stałych o masach m1 , m2, ••• , m11, wówczas 

(7) V K (m1 +m2 + + ·m") , = rn- - ... --, 
r1 r 2 r„ 

gdzie r11 r2, ••• , r„ oznaczają odpowiednio odległości punktu m od 
punktów m1, ·m2 , ••• , m". 

§ 13. Energia kinetyczna I potencjalna. Niech na punkt 
materialny A (.x:, li, z) o masie m działa siła P. Zatem (str. 79, (I)): 

mi:= P.,·, 

Pomnóżmy obie strony pierwszego równania przez i, drugiego 
przez !i, trzeciego przez ż i dodajn1y następnie równania stronami. 
Otrzymamy 

(1) 

Oznaczmy przez v wartość bezwzględną prędkości punktu A.. 
Zatem v2 = .i2 + !i2 + ż2, i,;kąd d( 1;2)/dt = 2 (.ii+ .iJ.ij +:i), a więc 
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d(}mi~2)/dt = m(ii +iii, +żz). \Vstawiając to w równanie (1), 

otrzymamy 
d(}mv2 )/dt = Pxx + Pyfj + Pzż. 

Całkując obustronnie (względe1n t) od chwili początkowej t0 

do chwili t, dostaniem)· 
t t 

(2) J·d(l ,2) 1· ~~i dt =.c [Pxi -t-Pyy +PzŻ]dt. 
t„ ~,. 

Niechaj v0 będzie wartością bezwzględną prędkości w chwili 
początkowej t0 ; lewa strona równania (2) wynosi więc łmr2- }mvi 
a prawa strona równa się (str. 96, (IV)) pracy, jaką wykonała siła P 
w czasie od t0 do t. Oznaczmy tę pracę przez L1„1• Równanie (2) 

możemy wię<> napisać w postaci 

(3) 1 m,,.2 1 m,,,2 _L ., ,._. - ., 'l/o- 1 t• 
~ ~ u 

Wyrażeni~ !-m-t2 nazywamy energią kinetyczną punktu. 

Kładąc· 

(4) 

otrz"·mamv: ., . 
(I) E-E0 =L1„t· 

A więc: przyrost energii kinetycznej w pewnym. ezasie równa się 

pra<.:y siły dzialajw:ej w tym czasie. 

Twierdzenie to nosi nazwę zasad]/ równowartośd pr«<".11 i energf,j. 

kinet11cznej. 

W szczególności, jeżeli praca siły P jest stale zerem, to E-E0=0 

czyli E=E0, więc na mocy (4) V=V0• Punkt ma zatem wówczas 
prędkość stałą co do wielkości. Jeżeli więc siła jest np. stale prosto­
padła do toru, to punkt porusza się ruchem jednostajnym. Przy­
kładem jest ruch jednostajny punktu po kole pod wpływem siły 
stałej co do wielkości i skierowanej ku środkowi kola. 

Niech teraz punkt porusza się w polu potencjalnym. Oznaczmy 
przez V i V0 potencjały jakie punkt posiada odpowiednio w chwi­
lach t i t0• Zatem L,,,e=Y-l„0 , skąd na mocy (I) E-E0=r-l"'0 

czyli 

(5) E-l'=E0 -l""0• 

Wyrażenie - 1· nazywamy energią potnwjalną. 
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Kładąr - "V= F i - l"" 0= U 0 , otrzyma1ny 

(li) E +U= E 0 + V 0 = const. 

Sunię energii kinetycznej i potencjalnej t. j. wyrażenie E + U 
nazywamy energią calkoititą. 

A więc: jeżeU punkt porusza się w polu potencjaln.lfrn, wówcza,s 
jego energia całkowita jest stała .. 

Twierdzenie powyższe nosi nazwę zasadJ/ zachowania energii 
całkowitej. 

,vymiar energii kinetycznej i potencjalnej Namoey (4) 
jest [E]=[m] [v2], więc 

[energia kinetyczna]= L'!. Jf T-2
• 

A zatem energia kinetyczna ma wymiar pracy. Jednostki pracy 
są, \\ięr również jednostkami energii kinetycznej. 

Energia potencjalna ma n.a mocy określenia wyn1iar potPnc·jału, 
zatem ma również wyn1iar pracy (str. 99): 

M 14. Ruch punktu przyciąganego przez masę nieru­
chomą. Ruch po krzywej rzędu drugiego. Niech punkt ma­
terialny A o masie m przyciągany będzie przez punkt nieruchomy 
o masie M z siłą P, działającą według prawa Newtona. Umieśćmy 
w punkcie 1lf początek O układu współrzędnych. Oznaezając (jak na 
str. 103) przez P rzut siły na kierunek OA, otrzymamy 

(1) P=-KmJf. 
r2 

Oznaezająe przez :r, Jl, z w:-;pólrzęd1w punkt.u A, otrzymamy 

{str.103): P-=-px = _ Km...ll_._r 1· t l R' · l kt A . , . . ownama rm· m 1mn u 
x „ r2 r 

są więe 

{I) 
.,.. 111,JlJ X 

mx=-K---, „2 r 
.. K rn1.ll lf 

'1111/= - ---, 
• 1·2 r 

.. KmJI z mz= - ---· r2 ,,. 

\V naszym przypadku i,;ila P ma potl•nejal r,. =/{ut Jl/r 
{str. 103), za.tern energia potenejalna C=-Kw.11/r. ~a mo<·y 
zasady zachowania energn e.ałkowitej }1nr2 - Km Jl · r = c·onst.. skijtl 
kładąc /l=K Jl, 

(2) 
2u 

v2 = -·- + h, gclzi<· h = const. .,. 
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Ponieważ w rozważanym przypadku ruch jest ruchem środko­
wym (str. 86), więc tor jest płaski. Przyjmijmy więc, że ruch odbywa 
się w płaszczyźnie xy i że prędkość polowa jest różna od zera. 

Ze wzoru Bineta (str. 88, (I)) otrzymamy na mocy (1) 

(3) _KmM =- mc2 [d2(1/r) + 1] 
r 2 r 2 d<p2 r ' 

a ponieważ KM=µ, więc 

(4) 

(5) 

d2(1/r) + 1 = µ • 
dr r & 

Podstawmy u=l/r. Otrzymujemy 

<Pu+u=µ· dr & 

Rozwiązaniem szczególnym powyższego równania jest u=µ/&. 

Rozwi~ame ogólne równania jednorodnego :~ + u= O jest -jak 

łatwo stwierdzić - postaci u= a cos <p + b sin <p. Ogólnym więc roz­
wiązaniem równania ( 5) będzie 

u=µ/&+ a cos <p + b sin <p, 

gdzie a i b są dowolnymi stałymi. Kładąc a=(! cos 'Po, b = e sin 'Po 
(gdzie e i 'Po są dowolnymi stałymi) i podstawiając z powrotem 
1/r= u, otrzyma1ny rozwiązanie ogólne równania ( 4) 

(6) 1/r = µ/&+ e cos (<p-<p0). 

Otóż ogólne równanie krzywej rzędu drugiego, gdy biegun jest 
w ognisku, ma kształt 

1 1 e 
=- +-cos (<p-<p0 ), 

r p p 

gdzie p jest parametrem, e mimośrodem, zaś 'Po kątem, jaki oś 
krzywej tworzy z osią układu. Równanie więc ( 6) jest równaniem 
krzywej rzędu drugiego. Z przyrównania dostajemy 

(7) p = &/µ l e = ec2!,t. 

Krzywa taka jest elipsą, hyperbolą lub parabolą, zależnie od 
tego czy e < I, e > l lub e=l. Aby rozpoznać rodzaj krzywej, 
musimy obliczyć stałą !!· Wyznaczymy ją ze wzoru (2). lfamy 
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v2=r+r2972• Ponieważ Ąc jest prędkością polową, ";ęc }r=}r2,j, rzyli 

fP=C/r2; zatem (str. 88, wzór (7)) v2 =c2 (d~~r)r +~-Na mocy (fi) 

otrzymujemy tedy 
2 

(8) v2 = ~ + 2µe cos (q,-q,0 ) + c2e2• 

Wyrażając r przez 9' przy pomocy wzoru (6) i wstawiając we 
wzór (2), otrzymujemy v2=2µ2/&+2µe cos (q,-q,0)+ h. skąd przez 
przyrównanie ze wzorem ( 8) 

(9) Vµ2 h 
(!= ci+&' 

a więc na mocy (7) 

·= vi+ ~~-
Zatem e %: 1 zależnie od tego czy h; O. Kładąc t= t0, i,= v0, r=r0, 

otrzymujemy ze wzoru (2) h='l'~- 2µ/r0 ; zatem: 

h ~-~ O zależnie od tego czy vfj 2µ/r0 • 

Wynika stąd, że rodzaj krzywej nie zależy od kierunku pręd­
koici, lecz tylko od jej wielkości. 

Rodzaj krzywej możemy więc wyznaczyć, znając jedno poło­
żenie punktu i szybkość jego w tym położeniu. 

Komety np. poruszają t1ię w obrębie układu słonecznego pod wplywmn 
przyciągania przez słońce, krążą więc (względem słońca) po krzywych rzędu 
drugiego. 

Załóżmy obecnie, że punkt porusza się po elipsie o rów-

naniu 
1 = 1 

+!..cos (<p-q,0). Ze wzoru Bineta (3) dostaniemy 
r p p 

KMm = - & m czyli KM= & · Niech a i b będą osiam.i 
r2 p r2 p 

elipsy, zaś T czasem obiegu. Prędkość polowa będzie wówcza~ 

}c=abn/T. Ponieważ p= b2/a, więc KM= 4n2a3/T2, skąd 

(10) o,3f T 2 = KM /4n2• 

Wynika stąd, że stosunek a3/T2 zależy tylko od masy ciała przy­
ciągającego, a nie od masy poruszającego się punktu. 

Gdyby słońce było w spoczynku, to stosunek a3/T2 byłby dla planet wiłć:l­
kością stalą (tak jak tego wymaga trzecie prawo Keplera). Słońce nie jest jednak 
w spoczynku, ponieważ jest przyciągane przez planety. Stąd pochodzą odchylenia. 
ocl prawa Keplera. 

Sprawą tą zajmiemy się później przy t. zw. zagadnieniu dwóch ciał (rozdz. V). 
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Ruch po linii prostej. Zbadajmy jeszcze przypadek szcze­
gólny, gdy prędkość polowa jest zeren1. Ruch wtedy odbywa się 

po prostej przechodzącej p1·zez środek pola, t. j. przez punkt M 
(str. 87). Ponieważ ·v oznacza wartość bezwzględną prędkości, więc 

(11) ,,, = lrl. 
Przypuśćmy, że dla t=O jest r=r0 , v=v0• Z równości (2), str. 107, 

wynika 

{12) v2 = '2,ur- 1 + h, 

skąd 

(13) h 2 9 -1 = ·vo- .... ,uru . 

Załóżmy, że w chwili początkowej t = O prędkość poruszającego 
się punktu zwrócona była od punktu Jl, czyli że punkt się oddalał. 
Dla t= O jest więc r > O. 

Rozpatrzymy dwa przypadki zależnie od tego, czy k ~ O, 
czy h< O. 

1°. h;;::, O. Na mocy (12) jest stale t 2 ~2µr-1, więc v2 >0; zatem 
stale v > O. Wynika stąd, że punkt nigdy się nie zatrzyma i ciągle 
będzie oddalał się od M. Będzie więc stale f>O, skąd na mocy (11) 
v=r przez cały czas ruchu. Z (12) otrzymujemy 

(14) i'= v = V2 µr-1 + h czyli <lr I ~·2 ,ur-1 + h = dt. 

Zatem 

(l:,) f
„ dr 

t2µr- 1 + h =-=t. 
,~, 

Z równości powyższej wynika, że gdy t dąży do oo, r także 

dąży tło oo, a więc punkt oddala się do nieskończoności. 

:!0• h<O. ,v tym przypadku istnieje takie r= ri, dla którego v= O. 
\Yartość r1 otrzymamy z (12), kładąc v==O i r -= r1• Dostaniemy 

(16) r1 = - 2µ/h. 

Łatwo okaza<-, że r1 > r0• )lamy bowiem 2µ >2µ-r0v~= 
= r

11
(:!,ur0 1 -t1t) = r0(-h). Ponieważ h<O, więc - 2µ/h>r0, zatem 

na mocy (16) jest r1> re. 
Xa początku ruchu, dopóki r<ri, punkt będzie się więc od­

dalał od .J'l. \V tym okresie będzie więc stale r> O, zatem na 
mocy (11) r=v i wskutek tego będą zachodziły wzory (14) i (15). 
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Po<lstawiając we wzorze ( 15) zamiast górnej granicy całkowa­
nia r wartość r17 otrzymamy chwilę t 11 dla której r= r1 • ZatPm 

Dla t= t1 będziemy mieli r = O, a clla t> t1 punkt hę,lziP się 

z powroten1 zbliżał do 1.ll. 

Przyjmując, że ziemia jest kulą złożoną z warstw jednorod­
nych (t. j. o stałej gęstości), współśrodkowyeh, można okazać, że 

ziemia 11rzyciąga punkt materialny ze­
wnętrzny tak, jak gdyby cala masa ziPmi 
skupiona była w je,j środku O. Otrzymane 
wyniki możemy więc stosować do ruchu 
ciał przyciąganych przez ziemię, oznaczając 

S p -·---·---· (J r 'l'1 

przez Jf masę ziemi (skupioną w jej środku 0) i zakładając, że vo­
czątek układu znajduje się w punkcie O, zaś poruszający się punkt 
materialny nad powierzchnią ziemi, t. zn. że r;?: H, gdziP I( jest 
promieniem ziemi. 

Przyklatl. Załóżmy, że 1>unkt materialny został wyrzucony 
z powierzchni ziemi pionowo do g6ry z prędkością 1Jo.: Zatem r 0=R 
i na mocy (13) h=v~-'JµR,~ 1• Ze wzoru (7) str. Hl, wynika, że 

p,=K Jl= gR2, gdzie fi oznacza przyśpieszenie ziemskie. Zatem 

h=v;,-2gR . 

. Jeżeli Vo< v2-gR, to h < o, a więc punkt spadnie z powrotem 
na ziemię. .Jeżeli natomiast 'li~;?: V~friR' to h ~ o, a więc punkt nie 
powróci więcej na ziemię. 

Przyjmując R=6300km, f/=9,81 m•imk-2, otrzy111a111,y t2gR..,==l2k111·sck- 1• 

Zatem, jeżeli ciało wyrzucimy w g(,rę z prędkością 1J0 ~ 12 km •sek 1 , to nie i,;paclnie 
nigdy z powrotem na ziemię. \Vynik ten nie uwzględnia jednak opom powietrza. 

§ 15. Ruch harmoniczny. Ruch harmoniczny prosty. 
:Kiech w polu środkowym na punkt materialny o masie m działa 

siła P, skierowana stale ku Hrodkowi O i której wielkość jest pro­
porcjonalna ,lo odległości punktu od O. 

8iłę P nazywamy wówczas ,'filą .{Jprężystą. 

Załóżmy na razie, że punkt porusza się po osi .c, której O 
jest }}Oczątkiem. < )znaczając przez J; współrzędną punktu m, zaś 
przez P współrzędną siły, będziemy więc mieli 
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(1) P=-ł2x, 

gdzie ł2 jest współczynnikiem proporcjonalności. Zatem mx = - l 2x. 
Kładąc k2=ł2/m, otrzymamy x = - k2 x czyli 

(2) x+ k2x = o. 
Z równania (2) wynika, że przyśpieszenie punktu ma wielkość 

proporcjonalną do odległości punktu od początku O i zwrot stale 
ku O. 

Ruch, mający tę własność nazywamy ruchem harmonicznym 
(lub drgającym) prostym. 

Równanie różniczkowe (2) jest równaniem liniowym drugiego 
rzędu o współczynnikach stałych. Pierwiastki równania charaktery­
stycznego r2+k2=0 są r1,2= ±ki. Ogólnym więc rozwiązaniem rów­
nania (2) jest 
(3) x=c1 sin kt+c2 cos kt. 

Pisząc stałe Ci, c2 w postaci c1 = a, cos kt0 , c2=- a sin kt0 , (gdzie 
a i t0 są dowolnymi stałymi, przyczem a~ O), otrzymamy 

(4) w= a sin k (t- t0 ), 

skąd, zaczynając rachubę czasu od chwili t0, 

(I) x=a sinkt. 

Stałą a nazywamy amplitudą. 

Ponieważ I sin ktl ~ 1, więc amplituda a wyraża największe od­
chylenie punktu od O. Dla t=± n/2 k dostajemy x=± a. Torem 
punktu jest więc odcinek od -a do a. Połóżmy 

(5) T = 2n/k. 

Wówczas asink(t + T) =a sin (kt+ 2n) = asinkt. Na mocy 
więc (I) punkt zajmie to samo położenie w czasie t i t+ T Ruch 
jest zatem okresowy (czyli periodyczny) o okresie T. 

Wstawiając w (I) zamiast k wartość wyznaczoną z (5 ). otrzy-
mamy 

(II) . 2 n 
x=asin-t. 

T 

Jeżeli n oznacza ilość okresów na 1 sek, to n=l/1..'. Na mocy 
więc (II) 

(Ili) x = a sin 2nnt. 
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Hbżni{·zkują(' (II), otrzymanty: 

. !!an 2:r .. 4a:r2 • 2n 
( 6) .r = r = ·· T - c·os T t, x = p = -- 112 sin T t. 

Xa mo<'y (Il) i (6) możen1y ułożyr następują('ą tabelkę, 

pO(lają('ą i)Olożtmie, prędkość i przyśpieszenie punktu dla t = O, i T; 
1 7.' a 1' · ''1'.· 2 ·, ·4 I 

t o 

:J.' o 

'· ".' :! ..I.. fT 

I I 

T 

' O : -a ! O 
[ _____ ; __ -----------1----
i ·p: I 

a 
·------·---

I 

I I 
r •)(l ;'1! I - .'Jl : 

I 

o , --- 2an/ . i O I 2an/T 
I : • • ·-··---··---- i ---· -·------- - -

' I 
---! 

p o o 4 an2/ 1'2 I o 

Z t.aht>lki tej widzimy, żt• w eiągu okresu 1' punkt porusza się od 
J.t0(·zątku nkhulu O do punktu :r= a, następnie wraea przez punkt O 
i ć}O(·hodzi do punkt.u .t· = -- a,, następnie powraca do O i t. d. N aj­
wi(;k:,;za pr-:<lkoM jt>st w O, natomiast na krań('ach toru (t. j. w pun­
ktac·h .r= + ,, ) prędkość jest z<•r<•m. Przyśpieszenie zaś jest naj­
więk:,;zp na krat'wad1, t. j. dla .1·= + a; w O przyśpieszenie jest zerern. 

Pr:::!Jldfltl. VV dolnym końcu sprężyny zawieszonej pionowo 
prz.,·,·zt'piona jt>sł kulka o masi(• m. Nie:>eh O oznarza punkt w kt,ó­

rym jt·st ona w sp<)('zrnku ( w równowadze). ~Jeżł"li kulkę odrhylimy 
wzdłuż linii pionow(•j ocl polozPnia r6wnowagi, to kulka zaf'znie się 
walmi- pionowo. ,JPżPli ma:m Hprężyn,v jest mała., t,o możem)- w przy­
hliżPniu przyj~łĆ', żt~ 1-1prężyna działa ua kulkę z siłą P proporrjonalną, 
do wydłużenia (wzgl. i,;kr<'•<·enia.) i skierowaną stalP ku punktowi A 0 , 

w kt6r~'m znajdownl i,;ię kouiN· sprężyny nierozeiągnięt.Pj przed za­

wi(•szt>nil'ln kulki. 
Ohit•rzmy w punkeil' <) poc.~zątek o:,;i .,·, skierowa­

m.>j pionowo w dM. Khuląe A 0 0 -= ,I, ot,rz~·nuuny 

P-== - -A.2 (;r·+-d), 

gclzit• A j(•:-;1 lil·zhą stalą, zall•żną od sprężyny. Ponieważ 
w O kulka j<•st w równowadze i P= --A2d (ho .r=O), 
zatem --· 1i.2d +mg= o, ską.d )."!·= mg/d. Potlezas ru('hu 
jest n, .. i:=--=P+ 'ftl!/=---l2(.t·-t-d)+ my, wi~<· m.,·+ i.2 .t ,=O 

r·zyli ;r. + k2 .t =.: O. g:tlzi(• . -

I? ,.,, I 
h·- =-==- 1.-;m = f/,'t 

J, 

a 
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Na mocy (I), str. 112, rozwiązaniem powyższego równania jest 
a:= a sin kt, zatem 

J) = a sin V~ l. 
Kulka będzie więc odbywała ruch harmoniczny prosty około 

punktu O. Na n1ocy (5) okres ruchu wynosi 

T = 2n/k = 2nV d/ g = 2n J'm/l. 

Okres ruchu zależy więc od masy punktu. 

Ruch harmoniczny płaski. Niechaj punkt porusza się 

w polu sił środkowym, w którym siła P ma zwrot ku środkowi pola 
i jest (co do wielkości) pro1>orcjonalna do odległości punktu od środka. 

Obierzmy w środku pola początek O układu współrzędnych. 

Ponieważ ruch środkowy jest ruchem płaskim, więc możemy przy­
jąć, że odbywa się w płaszczyźnie xy. 

Według prawa Newtona jest mp=P, gdzie p oznacza przyśpie­
szenie punktu. Przyśpieszenie ma więc zwrot ku środkowi pola 
i jeRt ( co do wielkości) proporcjonalne do odległości punktu od 
środka. 

Ruch mający tę własność nazywamy ruchen1 h.armonir.znym 
płaskim, a siłę P siłą, sprężystą (por. str. 111). 

N a. mocy założenia mamy 

i 

gdzie ). jest współczynnikiem proporcjonalności. Równania ruchu 
będą, miały postać 

rnjj = - ).2y. 

Kłac.lą,c, jak poprzednio k2. = A2 /m, otrzymamy 

(7) i= -k2x, jj = ---k2y. 

Na str. 112, wzór (-ł), wykazaliśmy, że rozwiązaniem powyż­

szych równa11 jest: 

(8) y = a" siu k(t - ~), 

gdzie a', <t", tó, t;; są, dowolny1ni stałymi. 
Jak łatwo sprawdzić, ruch ten ,jest również rndwm okresowym 

w okresie 1' = 2 n/k. 
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Z równań ( 8) otrzymuje1ny: 

a" x cos k' - a' y eos któ = a' a" cos kt sin k( i:; - tó ), 
a"x sin kto- a'y sin któ = a'a" sin kt sin k(t;- tó). 

Podnosząc do kwadratu i dodając stronami, otrzymamy 

(9) a"2x2 + o,'2y2 - 2 a'a"xy cos k(to- tó) = [a'a" sin k(,- tó)]2• 
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Jeżeli a'=O, lub a"=O, lub to-io=nn/k (gdzie n całkowite), 
to równanie (9) jest równaniem linii prostej. W pozostałych przy­
padkach (9) jest równaniem elipsy, której środek leży w początku 
układu. 

A więc: ·ruch. harmoniczny plaski odbywa się po prostej, przecho­
dzącej przez środek pola, lub po elipsie, której środek leży w środku pola. 

Ruch harmoniczny płaski, odbywający się po prostej, jest oczy­
wiście ruchem harmonicznym prostym. 

Ruch harmoniczny tłumiony. Niech na punkt mate­
rialny, poruszający się po osi x, działa oprócz siły sprężystej P 
(t. j. proporcjonalnej do odległości od środka i skierowanej ku środ­
kowi), jeszcze siła Q (tłumiąca czyli hamująca ruch), co do wielkości 
proporcjonalna do prędkości, lecz wprost przeciwnie skierowana niż 
prędkość. 

Ruch, jaki punkt będzie wówczas wykonywał, nazywamy ru­
chem harmon-icznyrn tlut'niion.ym. 

Oznaczając przez P i Q współrzędne sił P i Q, możen1y napisać: 
(10) P= -).2.c i (~= - 2 µx, 
gdzie 12 i ,u>O są współczynnikan1i proporcjonaJno~ci. Zatem 
mx= - ).2.c- :! ,ux. Kładąc 
(11) i ,u/rn = e, 

otrzymamy więc 

(IV) ii+ :!e.i-t k2 .c = O. 

Równanie (IV) jest równaniein liniowym o w~pólezynnikach 
stałych rzędu drugiego. .Jego równaniem ehara.ktt>ry~ty(·znym jest 

(12) r2 +2 er+ k2 = O, 

skąd 

(13) ·r1,2 = - e ± ł1 e2 --- k2• 
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Rozpatrzymy tu trzy przypadki, zależnie od tego czy wyróżnik 
e2 - k2 jest ujemny, dodatni czy równy zeru. 

1 °. et - k2 < O. Przypadek ten występuje, gdy e jest małe, t,. j. 
gdy siła hamująca Q jest mała. Połóżmy 

(14) Vk2 -- e2 = kr 

Zatem, na 1nocy (13) r1,i = --e + ik1t. Rozwiązanie1n ogól­
nym równania {IV) jest więc w t.ym przypadku 

x = e-"1(c1 sin k1 t + c2 cos k 2 t). 

Pisząc stałe c1, c2, w postaci (Ji. =0 A cos k1t0 i ,~2=-= -- A sin k1t0 , 

gdzie A > O i t0 są dowolnymi stałyn1i~ otrzymamy 

(15) w= A e-Et sin k 1 (t -t0). 

Obierzmy, jako nowy po­
czątek czasu, chwilę t0 ; pod­
stawmy zaten1 t-t0 = t'. Do­
staniemy X = _A e -· E (t' +10> sin k1 t'; 
pisząc z powrotem t zamiast t' 
i kładąc .A.e-"1"=a, otrzymamy 

(V) :V= ae--e1sin k1t, gdzie a> O. 

'f --;;; 
,,, 

x~e-et ,,,., 

Wykres powyższej funkcji podany jest na rysunku. Aby wy­
znaczyć ekstren1a tej funkcji, należy o.hliczyć· miejsea. zerowe po­
chodnej i= ae·"1(k1 cosk1f--esink1t). Rędzie więc~ .r=-0 dla tyeh 
wartośc·i t, <lla których 

(16) 

Jeżeli t0 jest najmniejszym pierwiastkiem dodatnim r{nniania (16), 
to pozostałe pierwiastki mają postać 

(17) 

gdzie n jest dowolną liczbą c·alkowitą. Badają<· znak drugiPj p0<·ho­
dnej, stwierdzamy, że rnaxinnun występuje dla n parzystyeh, a mi­
nimum dla n nieparzystyc·h. \Vynika stąd, żP w chwila<'h t" po­
chodna i zmienia znak, n więc- pręrlkość- zmit>uia zwrot. 

Chwile t.-, nazywamy rhu,ilami zu•rotu, octpowiP,lniP za~ polożP­
nia poruszającego się punktu --- punkta.-mi zwrotu. 

Punkty zwrotu wypadają okn„sowo <·o :r,_ k1 l'Wk. i. to kolt>jno. 
raz na prawo, raz na lt>wo ml pm·z~!tkn O. 
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Czas T 1=21e/k1 nazywamy jak wprzódy okresem ruch-u. 
Czas 4-T1 = 1e/k1 między dwiema chwilami zwrotu naz~·wa się 

okresem drgania. 

Na mocy (17) mamy więc 

(18) 

\Veźmy pod uwagę dwa po sobie następujące punkty zwrotu 
a:,,, X11+1, odpowiadające chwilom tn, t,,+1- Na mocy (V) i (18) jest: 

I 1/l ' -lET 1X,,+1 x,,I = e 2 '. 

\Vynika stąd, że współrzędne x„ maleją do zera (co do modułu) 
według postępu geometrycznego. 

A więc: jeżeli .(Jiła hamująca jest mała, to maksymalne odchylenia 
punktu następują po sobie w ·równych odsttJpach czas·u (okres drgania) 
i maleją do zera według postępu geometrycznego. 

20. e2-k2 > O. Przypadek ten występuje gdy siła tłumiąca 

jest duża. Łatwo stwierdzić, że pierwiastki równania charakterystycz­
nego (13) są w tym przypadku ujemne. Oznaczając je przez - fh 
i - g2, otrzymujemy rozwiązanie ogólne równania (IV) w postaci 

(VI) 

gdzie A i B są stałymi dowolnymi oraz e1 > O i f!t. > O. 
Gdy czas t wzrasta, to x szybko dąży do zera. Nie trudno, 

sprawdzić, że istnieje co najwyżej jeden punkt zwrotu. Prędkośó 

jest więc co najwyżej raz tylko zerem. 

;30, e2-k2 = O. Przy tym założeniu równanie charaktery­
styczne (13) ma pierwiastek podwójny - e. Rozwiązanie ogólne rów­
nania (IV) ma postać 

(VII) x = e··-ft (At + B), 

gdzie A i B są stałymi dowolnymi. 
Gdy czas wzrasta, x dąży szybko do zera. Podobnie jak po· 

przednio, istnieje co najwyżej jeden punkt zwrotu, a więc pręd.kośó 
staje się zerem co najwyżej raz tylko. 
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Ruch harmoniczny wymuszony. Nieeh na punkt mate­
rialny, poruszający się po osi z, działa oprócz siły S}lrężystej P 
i tłumiącej (J jeszcze siła Jl, skierowana wzdłuż osi x i zależna tylko 
od czasu. 

Współrzędna siły R będzie więc 
R = mw/(t), 

gdzie w jest stałe. 
Przypuśćmy, że siła il jest periodyczna, np. że 

(19) R = mw sin (at+ {J), 

gdzie a i /J są stałe. Równanie ruchu ma więc postać (por. (IV), 
str. 115): 

(20) ie+ 2 ei-ł-k2x = w sin (at+ {J), 

gdzie znaczenie stałych e i k jest takie sanie jak poprzednio. Aby 
otrzymać rozwiązanie ogólne równania (20 ), wyznaczamy jedno szcze­
gólne postaci 

(21) z= b sin (at+y). 

W celu wyznaczenia stałych b i r, podstawmy (21) w (20). Do­
staniemy 

(22) (k2-a2)b sin (at+ r) + 2asb cos (at+ y) = w sin (at+ /J). 

Kładąc raz at+ y= O, drugi raz at+ y= n /2, dostaniemy 

(23) 2aeb = w sin ({J-y), (kl-al)b = w cos (/J-r), 
skąd 

(24) 2ae 
tg({J-y) = ---, 

k1-a1 

a z równości tych wyznaczamy już b i y. 
Opierając się na (24), łatwo stwierdzić, że funkcja (21) spełnia 

równanie (20) tożsamościowo dla każdego t. 

Rozpatrzmy przypadek e2 --k2<0. Rozwiązanie ogólne równa­
nia jednorodnego ie+ 2 ei+ k2:x = O podaje wzór (15), str. 116. Za­
tem ogólnym rozwiązaniem równania (20) jest 

(25) x=Ae-Elsink1(t-t0)+bsin(at+r), gdzie k1 = Vk2-e1• 

Gdy t wzrasta, pierwszy składnik dąży szybko do zera i ruch 
staje się w przybliżeniu harmonicznym o równaniu 

x = b sin (at+;,). 
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Amplitudą tego ruchu jest • b. Siła R jest siłą periodyczną 
o okresie T' = 2 n/a. Okres ruchu harmonicznego tłumionego wy­
nosi T1= 2n/k1• Przypuśćmy, że okresy T' i 7'1 mało się różnią od 
siebie, czyli że a mało się różni od k1• Jeżeli siła tłumiąca jest mała, 
to e jest małe, więc k1 = f k2 - e2 mało się różni 0tl k. Zatem i k 
mało się będzie różniło od a. Na 1nocy więc (24) może być b wielkie 
nawet wówczas, gdy w jest małe (t. zn. gdy siła R jest mała). 

Widzimy stąd, że małą silą periodycmtf, o okresie zbliżonym 
do okresu ruchu, możemy wywołać wielkie odehylenia punktu od środka, 
gdy siła tłumiąca jest mała. 

Oddział żołnierzy, przechodzących przez m<M5t krokiem miarowym, wy. 
wołuje drgania (własne) mostu. Jeżeli okresy kroków i drgania mostu mało się 
różnią od siebie, to odchylenia mostu mogą stać się szybko tak duże, że most 
się załamie. Podobnie gdy automobil doznaje na złej drodze wstrząsów, drob­
nych nawet, ale których okres jest zbliżony do okresu drga11 (wła.mych) jego 
resorów, to wahania mogą stać się tak wielkie, że resor pęknie. 

Krzywe Lissajous. Niech na punkt materiah1y działa siła P, 
której rzuty na osie układu Rą (co do wielkości) proporcjonalne do 
współrzędnych punktu i skierowane ku poc~zątkowi układu. Możemy 
więc przyjąć, że: 

2 Px=-l, x, i P11=-A'l.y, l! Pz=-laz, 

gdzie A.1, 12, A.3 Ką stale. Równania ruchu mają postać: 
• . i.,1-mx=- ,x, 

.. 2 
my= -l2Y, 

.. '}. 

mz = -A:iZ. 

Kładąc 
2 ~ lt/m = k,, 'I. '}. 

A1./m=ki i 2 'I. 
la/m=ka, otrzymamy więc: 

(26) .. k'l 
X=- 1X, .. ~ 11=- '!I, 

.. k'}. 
Z=-- 3Z. 

Rozwiązaniami 1>0wyższych równań (por. str.112, wzór (4)) są 
funkcje: 

(27) X= aa sin k, (t - t~), Y= a2 sin kl{t - to), Z= aa sin ka (t -t;'). 

Okresy tych funkcji wynoszą (str. 112, wzór (5)): 

(28) 

Jeżeli ruch jest okresowy o okresie T, to ilorazy T: T1, 1': 1'2, 1': T'J 
muszą być liczbami całkowitymi. Zatem ilorazy 1.\: T 2, T1 : T3 i T2 : T3 

(lub ze względu na (2~) ilorazy k2: k1, k3 : k1 i k3:k2) muszą być 

liczbami wymiernymi. Jeże.li więc nie wszystkie te ilorazy są 

liczbami wymiernymi, to ruch nie jest ruchem okresowy1n. 
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W przypadku ruchu na płaszczyźnie, tory ru(•hu określonego 
równaniami (27) noszą nazwę krzyw.vch Lissajous; odgrywają one 
ważną rolę w akustyce. 

P1•z11kłrul. Ruch odbywa się w płaszczyźnie .r.,,. ~ieeh k2 : k1 = 2 
• ł'... t'' o l"U=o=. 

Kładąc k1 = k i k2 = '.!,k, otrzymamy zatt>m na moey ( :! 7 ): 

.,; = a1 sin kt i . •)kt !I = a2 :;1n - . 

Ponieważ g=2a 2 sinktcoskt, więc sinkt=J!/a1 i t·o:J,kt=at.11/'2a~, 

skąd (x/a1 )2 + (a1.11/2ai:c)2 = 1, czyli 

ł •• I ł ., •J •J + • •> ~) -. a" x - -. a· a- x· a~,,- =, 2 I i I ,1 • 

Tor będzie więc krzywą rzędu czwartego. 

§ 16. Warunki równowagi w polu sił . . Jeżeli w pewnym 
polu sił punkt materialny jest w punkcie A w równowadze, to oczy­
wiście siła P działająca w A równa się zeru. Na od\\Tót, jeżeli w pew­
nym punkcie A (x0, Yo, z0 ) }JOia, 1-(iła P = o, to punkt materialny 
umieszczony w A w chwili t= t0 bez prędkości _początkowej (t. zn. 
v0 =0) pozostanie stale w spoczynku t. j. w równo\\'adze. Wynika 
to stąd~ że warunki początkowe wyzna.czają ruch jednoznacznie, 
a spoczynek (t.j. ruch określony równaniami .:c=x0, //=Yo, Z=-'Zo) 
spełnia warunki początkowe i równanie mp=P; mamy bowiem Ktale 
p=O i P=O. 

\V polu potencjalnym pochodne cząstkowe potencjału V rć>wne 
są, jak wiemy, rzutom siły na osie układu (§ 11, str. 100) .• Jeżeli 
więc punkt A jest położeniem równowagi, w6wez~ts w punkeie A: 

(] ) ~1r;.:i .... _ 0 vt' ,.,,...,-· ' ~V·,'~z=-0~ 

Równania, powyższe zachodzą w szczególności w tych punktach, 
w których występują maxima lub n1inima, potencjału. 

A więc: punkty, w których występują ekstrema potencjału, .i;ą 

położeniami równowagi. 

Położenia równowagi mogą jednak występować również w ta­
kich punktach, w których potencjał nie ma ekstremum; równania (1) 
przedstawiają bowiem tylko warunki konieczne istnienia ekstremum. 
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Równo waga stała. Niech w polu sił punkt materialny znaj­
duje się w równowadze w punkcie A. 

Powiadamy, że równowaga jest stała, jeżeli punkt materialny 
po małym przesunięciu z punktu A i po otrzymaniu małej energii 
kinetycznej początkowej, będzie poruszał się stale w niewielkiej od­
ległości od A i posiadał stale małą energię kinetyczną. Ściślej mówiąc, 
równowaga w A jest stała, jeżeli do każdych dwu liczb R>O i E>O 
można dobrać takił~ liczhy R 0 > O i e0> O, że punkt materialny, znaj­
dujący się gdziekolwiek w odległości mniejszej niż R0 od A., będzie 

po otrzymaniu energii kinetycznej początkowej mniejszej niż e0 po­
ruszał się w odległości od A stale mniejszej niż R i posiadał energię 
kinetyczną stale mniejszą niż e • 

. Jeżeli równowaga w punkcie .A. nie jest stała, n1ówimy, że 

w punk(•ie tyn1 jest równowa.ga niestała. 

Twiel'tlzenie J)i1·ichlef(I. W polu potencjaln;IJm punkt, ·w któ­
r,11111 potencjał o.y-iąga maximum u,foAciwe, jest polożen-iem równo-wagi 
stałej. 

Dowód. Niech w pewnyrn polu potencjalnym potencjał V 
osiąga maximum właściwe w punkcie A (mówi się, że funkcja 
osią,ga w punkcie A. max1:m.um właściwe, jeżeli w pewnym otoczeniu 
t.t>go punktu największą wartość przyjrnuje tylko w punkcie A.). 

Załóżmy, że w punkcie A potencjał n1a wartość O; możemy 
to zawsze uzyskać przez dodanie odpowiedniej stałej, ponieważ po­
tencjał określony jest tylko z dokła.dnośeią do pewnej stałej (str. 99). 

\Veźmy dowolne R>O i e>O. Bez szkody dla ogólności do­
wotlu możemy też obrać R tak małe, by w kuli K o środku A i pro­
mieniu R potencjał był wszędzie po za A ujernny. Oznaczmy przez L 
maksimum potencjału na powierzchni kuli K; zatem L<O. 

Niech teraz Eo będzie dowolną liezbą, spełniającą nierówności: 

(2) e0 >0, 

Ponieważ w A. potencjał jest zerem, więe istnieje taka ku1a K 0 

o środku A i promieniu R0 < R, że 

( 3) -- e0 < Y ~ O w kuJi K 0• 

Umieśćn1y punkt materialny gdziekolwiek w odległości < R0 od A 
(t. j. w kuli K 0) i nadajn1y n1u energię kinetyczną poezątkową 

(4) E 0 < E0• 
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(5) 

(6) 

Na moey (5), str. 106, jest podezas ruchu stale 

E-V=E0 -V0• 

Ponieważ na moey (3) jest -e0<V0, więe wobec (5) i (4) jest 

E-V<2e0• 

Z uwagi na to, że E~O, otrzymujemy -V~2e0, skąd na 
mo(·y (2) -V< -L, czyli V>L. A więc punkt materialny nigdy 
nie przekroczy l)owierzchni kuli K (bo potencjał na niej jest ~L); 
ruch jego będzie się tedy odbywał wewnątrz kuli K, t. j. w odle­
głości od Li mniejszej niż R. Ponieważ ponadto w kuli K jest stale 
r ~ o, ezyli -·V~ o, więc na mocy (6) jest E<2e0, skąd na mocy (1) 
E < E. A więc w A jest równowaga stała, c. b. d. d. 

/11rz11J.ln,l. Weźmy pod uwagę pole sił, w którym Px=-k2:e, 
P 11 = -- k2;11, P 7 == -- k2z. Pole to jest więc polem potencjalnym o po­
tencjale V= - ~- k2r2, gdzie .,2 = x2 + y2 + z2. 

Punkt A (O,O,O) jest polożeniern równowagi stałej, bo w punkcie 
tym pott.~ncjał osiąga wartość największą O, a poza tym jest ujemny. 

Stałość równowagi w A udowodnimy teraz bezpośrednio. 
Niech dane hędą dowolne liczby R>O i e>O. Umieśćmy punkt 

materialny w odległości r0 od A i nadajmy mu ent1-rgię kinetyczną E. 
Zatem E +} k!r'!. = E0 +} k·i~, skąd 

(7) 

(8) r..;;V;, E0 + r?,· 

,Jeżeli wię(· dobierzemy e0 i R0 tak, by było równocześnie 

+ I k''R') eo 2 •• · ó < e 

to otrzyman1y dla wszelkif'h E0 <e0 i r0 < R0 na mocy (7) i (8) 
E < e i r < R. IT dowodniliśmy więc, że równowaga w A jest stała. 
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U Dynamika punktu nieswobodnego. 

łł t 7. s,wnanla ruehu. Dotychczas badaliśmy ruch punktu 
materialnego swobodnego, t. j. takiego, który mógł wykonywać llo­
wolne ruchy przy odpowiednich siłach. Spotykamy się jednak rów­
nież z zagadnienia.mi, w których ruchy punktu podlegają pewnym 
ograniczeniom, takim np., że punkt musi stale pozostawać na pewnej 
linii, powierzchni i t. p. 

Przy kład. Wyobraźmy sobie, że drobna kulka nawleczona jest na sztywny 
drut (np. w kształcie kola). Jakimikolwiek siłami <lziałalibyśmy na kulkę. l~­
dzie ona mogła wykonywać jedynie takie ruchy, przy których pozostanie stale 
na drucie. Zagadnienie sprowadza się więc w tym przypadku do badania 1·1whu 
punktu materialnego, który ma pozostawać stale na pewnej linii. 

Punkt taki nazywamy nieswobodnym, a warunki ograniezają(.''-~, 
jakim muszą czynić zadość ruchy punktu nieswobodnego, nazywamy 
wi,zami. 

Reakcja. Przy rozpatrywaniu ruchu punktów nieswobodnych 
będziemy zakładali, że na punkt nieswobodny działa ( oprócz danych 
sił) pewna dodatkowa siła, która sprawia, że punkt zachowu,ie więzy. 
Tę dodatkową siłę nazywamy reakcją (oddziaływaniem). 

Reakcję przypisujemy działaniu na punkt materialny ciał wywołujących 
więzy. Reakcją drutu jest więc np. siła, z jaką drut przeeiwstawia się porzuceniu 
go przez nawleczoną na niego kulk~. 

A 

1. 2. 3. 

Niech punkt materialny nieswobodny A ma pozostawać stale 
na krzywej C (rys. 1). Niech reakcja w pewnym położeniu punktu A 
będzie Jl. Składową N reakcji, prostopadłą do styeznej, nazywamy 
reakcją no·rmalną, składową T st:vc·zną nazywamy reakcją st11cznq 
lub tarciem. 

Podobnie, jeżeli punkt ma fJOzoi,tawać stale na pew1wj po­
wierzchni S (rys. 2), to składową reakeji prostopadłą. do powierz(.'hni 8 
nazywamy reakcją normalną, składową zaś styrzną reakrją Htyrzną 
lub tarciem. 
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Ilekroć więc zakfatlamy, że nie nm tarci-a, to przy.im ujemy 
ty111 samym, że reakt.Yja jest prostopadła do krzywej (powierzchni). 
Gcly nie ma t,arcia, 1nówimy też, że krzywa (powierzchnia) jest gładka . 

• Jeżeli o punkcie A, leżącym po pewnej stronfo powierzchnit 
zakładamy tylko, że nie może przejść na drugą jej stronę (chor. 
możt~ porzucić tę powierzchnię), to reakcję uważan1y za skierowaną 
w tę stronę }lowie.rzchni, z której znajduje się punkt (str. 12:3, rys. 3). 

Gdy np. kulka leży na. 8tole, wówczas reakcja stołu ~kforowann jest 
ku g«>rze. 

Równania ruchu. Reakej~ określiliśmy jako siłę dodatkową,, 
która spra,wia, że punkt nieswobodny zachowuje więzy .• Jeżeli więc 
do siły działającej P dodamy reakcję R, to będziemy mogli uważać 
punkt materialny za punkt swobodny. Oznaczając przez m masę, 
a przez p })rzyśpieszenie punktu, otrzymamy więc 

(I) ·1np=P+lł. 

\,V ten sposób badanie rut'hu punktu nieswobodnego sprowa­
dzan1y do badania rur.hu puuktu swobodnego. ,Jeżeli o reakcji R 
przyjn1iemy jes~cze pewne założenia specjalne, np. że nie ma tarcia, 
to(jak okażemy później)równanie (I) wystarcza do wyznaczenia l'uehu. 

żaru 

P1•zyklcul. Niech punkt o masit~ m :,;pada. pod wpływem <'ię­

Q= 1n11 po płaszczyźnie, nachylonej do poziomu pod kątem a. 
Załóżmy, żt> nie ma tarc'.ia. Reakt'ja tł 

jest zatem prostopadła do płaszczyzny. 
Oznac·zając przPz JJ przyśpieszenie punktu, 

mamy na mocy (1) mji=Q+R. Twm·ząe rzuty 
na płaszrzyznę pochyłą i kładąc· p=IJJI, otrzy­
mamy mp=·mgsinr1, ską,cl 

p = y :-1in ,1. 
ł:nergia kinet,yczna. Przyrost energii kiuetyt.·znPj punktu 

nieswobodnego równa się su1nie prac siły działając·ej P i 1·eakcji. Ił. 
Przy założeniu hraku tarcia rea.keja jest prostopadła do toru, zatem 
praca reakcji równa się zeru. \Y~'nikn stąd, że gdy nie ma tarcia, 
przyrost energii kilwt,ycznf'j równa sit: jedynie pracy wykonanej 
przez siłę P. 

\V szczególności, jeżeli nie nut tarriti, to .vuma e„1erg'li kinet.lJcznej 
i potencjalnej punkt1t porttszają<>ego lłię u, polu p()tnwjaln.l/m jest sttala. 
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łf 18. Ruch punktu nieswobodnego po krzywej. 
Ruch po krz;vwt>.i plai-:kit.>j. Zał6żmy, żt--' punkt .A o nia­

sie m ma pozostawać na krzywej plai.-ikiej (' i żt> siła P (lziałająca, 
na punkt h ... ży w płai:;zrzyźnit.> krz~·wej C. PrZ)'JJU8t~my, że nie ma 
tarcia, t. zn. że 1·eakC'ja R jPst prostopa,Ua do krz.nnaj. 

Oznaezając przt•z p przyśpieszt:>nit1 punktu. nuuny ,\;ęc (por. 
wzór (I), str. 1~4) 

(1) 

N atlajmy stycznej t zwrot zgodny ZP zwrott1m krzywej, a nor­
malnej n zwrot ku śro<lko,,vi krzywizny (ryK. 1). S°iPeha.i pi, P11, P,, P„ 
będą rzutami przyśpfoszenia p i 1-1ily P na styt·zną i norn1aJną zaś R 
rzutem reakcji R na normalną. Z rówuauia ( 1) otrzymamy, tworząc 
rzuty na styc·zną i normalną: 

(~) 1n7>":::===P,,+ R. 

Nieeh r oz1mc·zu rzut prędkrnki nu styc~zną, za,ś (} promit•11 
krzy\vizny. \Vówcza:,.; (str. 41 ): 

P1=v, 
skąd na moty (2): 

(1) 1mi=P,, 

2 Pn='łi /(!, 

Pie1·wKzt:> z równai1 (I) 
luh jej rzut P,. Hównanie 
to możemy także napisać 
w innej jeszezP post.ac·i. 
mianowic·ie: 

pozwala wyznaczyć ruch, znając siłę P 

(3) 

g<lzit:> ·" oznacza współrzęd­
ną łukową na krzywej C. 

Drugie z rllwna1i (I) pozwala 
kość 1~. 

b 

C 
C 

,. 2. 

ohli(·z~-~ reakcję Ił, znając pręd· 

Rueh po krzywej tJrzestrzennej. Załóżmy, że tor jest. 
krzywą przestrzenną C i że nie ma tarcia . 

.Nadajmy stycznej t zwrot zgodny ze zwrotem krzywej, nor1nal­
nej głównej n zwrot ku środkowi krzywizny, wreszcie binormalnej b 
zwrot taki, by układ (t. n~ b) miał zwrot zgodny z układem współ­
rzędnych (rys. :! ). 
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Utwó1·zmy rzuty na st,yczną, na normalną główną i na binor­
malną. Ponieważ rzut przyśpieszenia na binorn1alną, (str. 42) i rzut R 
na styczną są zerami, więc otrzymamy z równania tnp= P +ił: 

skąd 

(II) 

mp,=P,, mpn=P,,+R11, O=Ph+Rb; 

·mv=P,, mv2/(!=P,,+R11, Ph+Rb=O. 

Pierwsze z równań (II) pozwala wyznaczyć ruch, z dwóch zaś 
pozostałych równań (II) możemy obliczyć składowe Rn i Rh, a więc 
rea.keję R. 

Ruch punktu nieswobodnego ciężkiego. Niech na punkt 
ntaterialny nieswobodny o masie m działa siła ciężkości. Załóżmy, 
że nie ma tarcia. Potencjał siły ciężkości wynosi V =-mgz (oś z 
skierowana, pionowo w górę). N a mocy zasady zachowania energii 
całkowitej otrzymamy więc { mv2+ mgz= const. lub po uproszczeniu 

(III) v2 +2gz=h. 

Stałą h możemy wyznaczyć, znając prędkość 1J0 i współrzędną, z0 

w pewnej chwili t0• Dostaniemy 

( 4) h. = IJ~ + 2gz0, skąd ·n2 + 2gz= v~ + 2gz0• 

Z (Ili) wynika '2gz~ h, zat~m z~h/2g. ·Maksymalna więc wy­
sokość, na jaką punkt może się wznieść, wynosi 

Zmax = _!_ h = _!_ v'
0
! + Z • 

2g 2g 0 

.Jeżeli punkt w eiągu ruehu znajduje się kilka razy na tym 
sarnym poziomił~ z=z', wówczai,; na mocy (III) mamy ·v2=h-2gz'. 

A więc: nlł, je<ln.11m. i tym ~amJ/m r)()ziom-ie punkt ma jedną i tę 
lU.trl'ttl prędkmM. 

P1·.~11J.·lutl I. Punkt Rpada po krzywej () o równaniu z=i(x), 
J>ołożmwj w płaszczyźnie pionowej xz. Załóżmy, że w czasie t=O 
punkt znaj,luje się w punkcie A (x0, z0 ) i ma prędkość v0= O. 

Ozna{·zając przez ,'l ws1>ółrzędną łukową, dostaniemy więc na 
mo{·~· ( -1- ), z u wagi na to, że n= 8 7 

.::2 + •>g"'- ''g"' •:t „ ,w-- .... o czy li 

Ohit>rzmy na krzywej C zwrot; zgodny z początkowym ruchem 
·,mnktu (t. j. z" rot ku dołowi). Aż do ehwili, gdy punkt mate-
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rialny dojdzie do punktu R, położonego na tej samej wysokości co 
punkt A (rys. I), mamy ·'ł=t2g(z.,-z), więc ,Is l':!g(.:0 ---.:)=,lt. 
Ponieważ t.ls=tl + f' 2(x)dx, więc 

(6) j ~I I l+/'t(x) 
/ g(/(.ro)-/(x)) <lx=t. 

x„ 

Wzór powyższy podaje czas, w którl·m punkt materialny 
osiągnie punkt D o współrzędnych .r:=~, y=/(~) .. Jeżeli .c1 oznacza 
odciętą punktu B, to dla x0 ~f<x1 eałka (6) ma wartość skończoną, 
więc czas t jest skończony. Dla ; = x1 funkcja J)Odcałkowa Ktaje się 
nieskończoną, bo z założenia z0 =/(x0)= /(.x1 ). W tym przypa<lku 
wartość całki może być więc Rkończona luh nieKkończona. Wynika 
stąd, że punkt materialny może dojść do punktu B lub nie: zależeć 
to będzie od kształtu krzywej ('. J.;atwo okazać, że jeżeli styczna 
w punkcie B nie jest llozioma (t. zn. jeżeli f'(.ci)-=ł=O). w,,wczas war­
tość całki ( 6) jest, skoń­
czona, więc punkt mate­
rialny osiągnie punkt B. z. 

P ,. :: y kl tt ,I .'!. 

Niech punkt zsuwa się 
w płaszczyźnie pionowej 
po krzywej C, której 
czę8Ć BEDF jest kołem 
o środku O i promie­

z. 

.f, I 

I. 2. 

niu r. Załóżmy, że nie ina tarcia. Załóżmy też, że punkt nie musi 
stale pozostawać na krzywej C, hy1ehy tylko nie prz«>szcdł na drugą 
jej stronę; rea.keja hędzie więc 8kie1·0,vana w tę i,t,ronę, po kt{,rej 
punkt S1(' znajduje (rys. :! ). 

Zapytajmy się, z jakfoj wysokrnfoi z0 nalt~ż.v punkt opu1-1cić bez 
prędko~ei początkowej, ażch.v ohi<•gl okrąg kola. BRDP. 

Obforzmy na ko Je punkt E dowolnie. ( )zna,~zmy przez t: JH'('d ~ 
kość punktu w E, przez lJ kąt, jaki tworzy z pionem promie11 UE. 
Zatem na moey (T), str. 12.:;, jest mn2/r= nt!} t·os {J +R, ezy li 

'In 
U= -;(n2 --yr eos fJ ). 

Ponieważ H ~ O (gdyż reakcja musi hyć skierowana w stronę 
punktu, t. j. ku środkowi koła), więc 

(7) -v2 - !Jl' CO:i ,7 ~ O. 
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Ponieważ punkt opuścił wysokośt z0 bez predkośd początko­
wej, więc oznaczając· przez z współrzędną punktu E, będziemy 

mieli v2+ 2gz= 2gz0 • Wyznaezając· 8tącl l'2 i wstawiają<.· w (; t otrzy­
manlJ 2gz0 -2gz-r11· cos {)~o, ską,l 

(8) 

Nierówność (8) jest warunkiem koniecznym i w~·star<:zając·ym, 

jaki musi spełniać wysokość z0 , ahy punkt obiegł okrąg BDEP. Prawa 
strona tej nierówności oMiąga maksymalną warto!it w najwyższym 

punkcie koła, w którym z=2r i 17 =0. \\'j,{tawiając· te warto~r·i 
w ( 8 ), dostaniemy 

Jeżeli wię<: i;puŚC'im~· punkt materialn)· z w~·i,;okmiC'i z0 ~:-.,. :!, 

to 1n1nkt obiegnie koło. 
Jeżeli zaś z0 <5r/'2, to w pewnym punkcit:• koła nasz punkt, 

materialny opuś~i koło, mianowicie w tym punkcit>, w kt6r~·m, 
z0 =z+}rcos,?. Gdyby bowiem ,lalej porm;zał się po kult>, to, jak 
łatwo stwierdzić, mielihyśn1y R<O, c.~o jeKt niemożliwP. gdyż to hy 
oznaczało, że punkt jest przydskan.v do krzywej. Po opui,;z<·z(•niu 
kola punkt hę(lZiE- spadał o<·z.vwiK<·i<" tylko potl wpł~·wprn swt-go 
ciężaru. 

l'1·z11J.-lrul :1. Punkt o masi(-' "" poru1-1za SI\' }HHl działa11iPm 

siły eit:żkośc~i po linii ~1·nhowt>j 

(9) {1'= r cos <p, ]/=1' Sill</, Z=k<j. 

Marny 

i=-rip sin <t, !i=--= 1'<f <·os,,, 1 Ż=-= kif, 

więc· v2=i2+y2+ż2= (r2+ k2)ip2, skąd na n10c)· (Ili), str. t:W, otl'zy­

mujemy (r2+k2 )ip2 +'2ukq,=h, a zatem dt/t1q,=±Vfr2+k2 j,V(11--:!f1k,p) 

i wreszeit• 

Znak po prawej Ktronie i ~tała <· zależą rnl warunków począt­
kowych. Wyrażając· <f przez t i wstawiając~ w (9), otrzymamy 
równania ruch11. 
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I 19. Ruch punktu nieswobodnego po powierzchni. 
Niec~h na punkt matPrialny o masie 1ń działa siła P. Załóżmy, że 
punkt ma pozostawać stale na powierzchni f( o równaniu 

(1) F (x, Jl, z)= O 

i że nit• ma tan~ia. Reakeja R jest wie<· prostopadła do S. 
Z geometrii różni<~zkowej wiadomo, że współczynniki kierunkowe 
normalnej rlo powierzchni są proporcjonalne do pochodnych cząst­
kowych a·J,'/2:x, ~F/311, ~1/'j:~z. Ponieważ reakcja il ma kierunek 
normahwj, wi(._'<·: 

(2) Hx=A~ ·1;,J.;1a:, H11=i..2J;'J~?I, Rz=).~JP/az, 

gdzie ). jest współczynnikiem proporejona.lnrnki zależnym od czasu. 
Zatem ).=J.(t). 

Z równania mp=P +Ił ot1·zymam,v na mocy (2): 

.. p 1 JF „ J> . 7 aJp 
(I) mx= ·'"+11.~, my= ,,-1-·11.~, 

uX • · c:11 

„ P 'l ap 
mz= z+A dt. 

Równania (1) i (I) wyznaczają łącznie nieznane funkcje czasu 
x=0 /(t), Y='P(t), z=v,(t) i A==A(t). Po wyznaczeniu tych funkcyj 
możemy reakcje Ji. obliczyć z równań (2). 

p„z11klad 1. Punkt ciężki o masie m porusza się po powierz­
chni walca kołowego (oś z skierowana pionowo w górę) 

;:r2 + ;1/2 = j.2. 

Mamy tutaj F.'(x, !I, z)== .:r2 + ;ł/2 - r2 = O, Px = O, Py = O 
1 P1 =- mg, więc· na mocy (I): 

(3) mx=2Lr, my='2J.y, mz=-mg. 

rrrzecie z równa11 (3) daje po scałkowaniu 

(4) Z=-J-gt2 +at+b, 

gdzie a i b są stałe. Przyjmijmy warunki początkowe dla t=O: 

(5) :r0=r, ;,10=0, z0=0, x0=0, y0=u, ż0=w, 

gdzie u i w oznaczają, pewne stałe (i·0=0, gdyż w chwili t=O 
prędkość v0 jest styczna do walca, więc~ prostopadła rlo osi x). Na 
mocy (4) i (5) ,lostaje1ny b=O i a=w, zat,en1 

2 
(6) Z=-}gt +wt. 

Ponieważ i12+2gz= vt+~gz0 , więc x2+ti2+ż2+2f/Z='u2+w2, skąd 
na mocy (6) :i:2 -t-fl2+(-gt+ 1w)2 --t,/1-t2 +2wgt=u2 +w2

, a zatem 

(7) ·2+ ·2 " x· y =·W. 

S. Banach. Mechanika. 9 
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A więc rzut punktu na płaszczyznę poziomą porusza się po 

kole x2+y2= r2 z 1nędkością stałą. u; J)rędkość kątowa wynosi 

więc w=u/r. Stąd :v=rcos(ut/r+q;0 ) i y=rsin(ut/r+<p0). Ponieważ 

dla t=O jest według (5) .c0=r i y0=0, więc możemy przyjąć <p0=0. 
Dostaniemy zatem: 

(8) 
it 

x=rcos-t, 
r 

• lt 
y= r SI.Il--· t. 

r 

Równania (t>) i (8) określają rueh punkt.u. Czynnik). otrzymamy 

z równań (3), wstawiając zamiast x 1 .c wartości z (8). Dostaniemy 
A=--,mu2/2r2, l'lkąd na mocy (2): 

mu2 

R.,· = - -·2 .r, 
r 

mu2 

Ry = -- - ... - 11, . ,.. ., 

J 'W1'€:śZ('ie 
1,----.> ---,, mu2 I,·---- mn2 

R=r R; + Ru= --,2 - t .1~2 + y2= ---,:_ .. 

A więc: reakcja jest stała co do wielkości i zawsze prosto­
JJa<lla do osi walca. 

P1•:::!Jkl<ul :!. Punkt o masie -m porusza się pod działaniem 

siły ciężkości po kuli (oś z skierowana pionowo w górę) 

(9) x2+y2+z2-r2=0. 

Na mocy więc (I), str. 1'29: 

(10) m,:;. --- •> ,X ... , -- _,. ' my= '2J.y, .. •) 1.., mz= ... ,.,., -nig . 

Równania (10) nie dadzą się rozwiązać przy pomoey funkeyj 

elementarnyc•h. )lożemy jednak wyprowa.,lzić pmvne wnioski, nie 

rozwiązując tyeh równań. 
Zauważmy, że reakcja R jei,t stale skierowana ku środkowi 

kuli, a więc, że jej rzut .ił' na płaszczyznę poziomą jest sta.le skie­

rowany kn początkowi O układu. Rzut ił' jest w"ięc Hiłą, środkową. 
Poniewa,ż rzut siły ciężkości na płaszezyznę vozionw jest ze-

1·em, więe oznaczająe przez p' rzut przyśpiesz„nia pnuktu na 

pJa.szczyznę poziomą,, otrzyniamy mp':=:=-R'. 
\Vynika stąd (str. 86 }, ż<~ ruch rzutu będzie ruchem ~rodkowym. 

Tor rzutu będzie więc albo linią prostą l, prze<'lwdzącą vrzez po­

czątek O, albo krzywą C, która nigdy przez początek nie przejdzie 

(str. 87). 
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W przypadku pierwszym ruch samego punktu będzie odbywał 
się w płaszczyźnie pionowej, której śladen1 jest l; punkt będzie 
więc poruszał się po południku. Przypadek ten zajdzie, jeżeli punktowi 
nadamy prędkość :początkową styczną do południka, wtedy bowiem 
rzut prędkości (na płaszczyznę ::cy) będzie skierowany ku początkowi O, 
prędkość polowa rzutu będzie zerem i tor rzutu będzie linią prostą 

przechodzącą przez środek O. 

W przypadku clrugim, gdy tor rzutu jest krzywą O nigdy nie 
przechodzącą przez O, będzien1y n1ieli, oznaczając przez r 0 i 1·1 naj­
mniejszą i największą odległość rzutu od O, r~ ~ x2+y2 ~ ri. 

Na mocy (9) jest z2=r2--(x2+y2 ), więc r2- r}~z2~r2·--r~ czyli 

Vr2- 'i~ lzl ~ Vi-2- r~. 

'\Vynika stąd, że punkt będzie krążył po kuli między dwiema 
płaszczyznami pozion1ymi. Przypadek ten zajdzie, jeżeli prędkość 

początkowa v0 punktu nie będzie styczna do południka; wtedy bo­
wiem rzut prędkości ·v0 na płaszczyznę xy nie będzie skierowany 
ku O i prędkość poJowa rzutu będzie różna od zera. 

§ 20. Wahadło matematyczne. W ahadlem mate·rnatycznym 
nazywamy punkt materialny m zawieszony w polu ciężkości na 
nici niematerialnej i nierozciągliwej, utwierdzonej jednym końcem 
w punkcie 8. 

Nić działa na punkt n1aterialny tylko wówczas, gdy jest na­
pięta; reakcja Jl jest skierowana wzdłuż nici ku punktowi 8. Od· 
ległość punktu m od punktu 8 jest stale niewiększa od długości 

nici l. Punkt może się zatem poruszać wewnątrz i na powierzchni 
kuli .K o środku 8 i promieniu Z. 

,Jeżeli przy napiętej nici, tworzącej z pionem BO kąt < n/2 
J)UŚchny wolno punkt m (t. j. bez prędkości początkowej), to punkt 
będzie się poruszał w płaszczyźnie pionowej, przechodzącej przez 8, 
po kole o środku O i promieniu l. 

Przyjąwszy na kole dowolny zwrot, oznaczn1y położenie pun­
ktu A (leżącego na dolnej połowie koła) przy pomocy współrzędnęj 
łukowej s, liczonej od najniższego punktu koła O. Oznaczmy przez 
q; kąt między OS i OA, przycze1n znak ką,ta <p niechaj będzie 

zgodny ze zwrotem łuku O.A. Zatem 

(1' 8= lrp. 
9* 
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Tworząc rzuty siły ciężkości i reakcji ił 
na styczną w punkcie A, otrzymamy ms= 
= - m,g sin <p, a ponieważ na mocy ( 1) jest 
ii=lip, więc mlip=-mg sin cp, a więr 

(I) .. g . 
<p= -i- Slll<p . 

o ~ \ 
~ 

.Przyjmijmy, że w chwili początkowej Q 

t= O mieliśmy tp=cp0 >0. W ciągu całego ruchu hędzie oczywiście 
-<p0~<p~ 'Po, gdyż punkt nie może się wznieść do położenia wyż­
szego niż początkowe . 

Jeżeli 'Po jest dość małe, wówczas z wielkim przybliżeniem mo­

żerny przyjąć <p=sincp. Zatem na mocy (I) otrzymarny 

a ponieważ według (1) jest <p=s/l, więc 

(2) 
„ g 
s+f s=O. 

... g 
'P-t-z'P= o, 

Porównując równanie (2) z równaniem ,ruchu harmonicznego 
(str. 112 ), widzimy, że punkt będzie poruszał się ruchem harmonicz­
nym. Okres ruchu w myśl (5), str. 112, i z uwagi, że k=Vg/l, wynosi 

(3) T= 2n Vf/g. 
Wzór (3) jest wzorem przybliżonym, wyprowadzonym przy 

założeniu, że kąt 'Po jest mały. Ciekawem jest, że okres T nie zal.eży 
od kąta wychylenia 'Po· 

Odrzućmy teraz założenie, że kąt 'Po jest mały. Pomnóżmy 
obie strony równania (I) p1·zez <p i scałkujmy. Otrzymamy: 

(4) ! m2 - ~ cos q;-'-c 2 T - z • I •, 

Dla t=O jest <p=<fJo i s=O; zatem na mocy (1) jest cp=O. Z rów­

nania (4) dla t=O dostaniemy O=f cos 'Po+c czyli c=-f cos<p0, 

a więc J cp 2 = f (cos<p-cos970 ) czyli 

(5) 
l/2g 1.-·-q:,= ±r T i c·osq,- cosą:,0 • 

Przypuśćmy, że badamy ruch punktu ocl <~hwili początko­

wej t=O do chwili, w której osiągnął on to samo wzniesienie po 
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przeciwnej stronie prostej OS. Zatem 'P~ O, a więc wobec (5) h\~dzie 

I /2g I! <p=-r TJ' cos,p-COSfPo, VT d<p * - - -~ ąd 2gl'costp-COS<p0 - • 

Oznaczając przez T okres wahania, otrzymamy 
- -·-f{lo -VJ_! d<p -!1, 
2g Vcosq.i-cosq;i0 - 2 ' 

'Po 
zatem 

(6) T=V2i r ~ 2V2z JV:" d<p . 
9 v Vcosq;i-cosq;i0 g Vcosq;i-cosq,0 -q,., o 

\Vprowadźmy nową zmienną, u~ :podstawiają,c sin~q>=sinusinJ'fo· 
Ponieważ cos <p ·- cos q>0 =2(sin1 ł q>0-sin2 ł <p ), otrzymamy 

V
- n/2 
l du 

T=
4 g f h - Min• u sin• ł <p; 

o 

(7) 

Obliczając całkę przy pomocy rozwinięcia w szereg 1 ), dosta­
nieiny: 

T=2„n[ i+(~rain•(~'Po) + (!:!f sm• (~'Po)+ (!:!:!)'sin•(~'Po) + .. .]. 
Dla małych 'Po otrzymujemy wzór (3), pon1ijając wyrazy sze­

regu począwszy od drugiego. 

łł 21. Równowaga punktu nieswobodnego. ,Jeżeli 1mnkt 
nieswobodny jest w równowadze, znaczy to, że siła, działająca P 
równoważy się z reakcją R. Zatem 

(I) 

Równanit.• powyższe przedstawia 11,arune.k kon-ieczny równmc<1,g-i. 

Gdy punkt ma pozostawać na powierzchni i nie n1a tarcia, to 
- jak wiemy·-·- reakcja jest prostopadła do powierzchni. \iV przy-
padku więc równowagi siła działająea P musi być równfoż prosto­
pn,Ua łlo powierzchni. 

X a 0(1 w1·ót, jeżeli w p(~wncj chwili t siła P jPRt prm,to1>adła 
,lo powierzchni s. a punkt ma prędkość v=O, wówr•zas P+R=O, 
---·------· 
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czyli punkt pozostanie w spoczynku. Przypuśćmy bowiem, że P+R=ł= O; 
punkt posuwałby się więc po pewnej krzywej C, położonej na im­
wierzchni S. Zauważmy, że w chwili t przyśpieszenie norn1alne jest 
Pn=V2/e=O. Z równania mp=P+R, tworząc rzuty na styczną do C, 
otrzymamy mp,=O, gdyż P i ił, są prostopadłe do stycznej. Po­
nieważ pn=O i p,=0,więcp=O. Zatem byłoby P+R=mp=O wbr~w 
założeniu. 

A więc: warunkiem koniecznym i wystarczającym 1·óu·not(•agi 
punktu nieswobodnego, mającego pozostawać (bez tarcia-) na pew11ej po­
wierzchni, jest to, by siła działająca P była prostopadła do powierzehni. 

To samo odnosi się do linii krzywej. 

Równowaga stała. Równowagę stałą określamy dla punktu 
nieswobodnego podobnie jak dla punktu swobodnego (str. 120), z tą 
różnicą, że wychylenie z położenia równowagi ma być zgodne z "ię­
zami. Punkt będzie więc w równowadze stałej, jeżeli przy małym 
(i zgodnym z więzami) wychyleniu z położenia równowagi i przy 
małej energii kinetycznej początkowej punkt ten będzie poruszał się 
stale w pobliżu położenia równowagi i stale z małą energią kinetyczną. 

Równowaga w polu potencjalnym. Niech w polu sił 
potencjalnym punkt materialny ma pozostawać na pewnej powierz­
chni S o równaniu F(x, y, z)=O. Załór.my, że nie ma tarcia. 

Jeżeli w pewnym punkcie A (x, y, z) powierzchni S potencjał V 
osiąga ekstremum ze względit na p1unkty tej powierzchni, to p'Unkt A 
jest położeniem równowagi. 

W punkcie A występuje bowiem ekstremum funkcji r· z wa­
runkiem ubocznyn1 F(x, y, z)=O. Na n10cy więc twierdzenia z teorii 
maximów i minimów istnieje taka liczba ł, że: 

ó'V +;.ć'~=O av +;.~F =0 a1-'+i8F =0. 
ó'x dX ' dy ~y ' dZ 8z 

aF p , rJ:F p ~2F O p . . ś Zatem Px+l~ =0, u+"'~ =0, z+11,"-= . omewaz za ex c11 cz 
ó'F aF ~F · 1n d 'ł .k' k" k h .:r, ~-, ~ są proporcJona e o wspo czynm ow 1erun owyc nor-
t:1X c-y cz 
malnej w A, wife siła P ma kierunek normalnej, czyli punkt A jest 
istotnie położeniem równowagi. 

Jeżeli w A występuje maxim1tm 1cla.foiwe potencjału .ze względu 
na punkty powierzchni 8, to punkt A jest położeniem. równowagi stałej. 

Dowód przebiega podobnie jak na str. 121. 
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Uwagi powyższe odnoszą się również do prz~·pa<lku, gdy punkt 
materialny ma pozostawać na krzywej. 

Niech np. punkt ma pozostawać w polu siły ciężkości na po· 
wierzchni S o równaniu z= /(x, y) (oś z skierowana pionowo do 
góry). Położeniami równowagi są te punkty, w których siła cięż· 

kości jest prostopadła do powierzchni, t. j. w których płaszczyzna 
styczna jest pozioma. lfogą to być punkty 
najwyższe lub najniższe (ze względu na oto­
czenie) lub t. zw. punkty siodłowe. lfaximum 
właściwe potencjału V=- mgz występuje w tych 

\_/'y 
' ' 

punktach, w których funkcja z= /(x, y) osiąga minimnm właściwe. 
W punktach najni;szych występuje więc równowaga stała. Punkty 
.A, B są tedy położeniami równowagi stałej; punkt zaś C 11oloże­
niem równowagi niestałej (p. rysunek). 

Jeżeli punkt wychylimy z położenia A, np. do A', i nadamy 
mu małą prędkość, to będzie on krążył w zagłębieniu koło punktu A 
z małą prędkością. ,Jeżeli natomiast punkt wychylimy z położenia O 
(choćby nieznacznie nawet) do położenia C', to oczywiście oddali się 
on od C pod wpływem ciężaru. 

Prz11klad 1. Punkt materialny ciężki, zawieszony na nici 
tworzącej z pionem kąt a, jest w równowadze pod wpływem siły 
poziomej P (rys. 1). Na punkt działa reakcja nici 1ł skierowana 

I 
I 
ł 

ł 

p 

I , ,,, 
I, -~---- o 

I. 

C 

l 

' 

2. 

wzdłuż nici (ku punktowi zaWie· 
szenia), ciężar Q i siła P. Zatem 

R+Q+P=O. 

Kładąc IRl=R, IPl=P i iQl=mg, 
otrzymujemy z trójkąta utworzo­
nego przez siły R, Q i P 

P=mgtga, R=·mg/c~os a. 

P1·%tJklatl ~- :Ka krzywej C o równaniu z= f (x), leżącej 

w płaszczyźnie :cz, znajduje się punkt ciężki, przyciągany ku po­
czątkowi układu O z siłą P, o wielkości proporcjonalnej do odle­
głości punktu od O. W jakim położeniu punkt będzie w równowadze, 
przy założeniu, że nie ma tarcia ! 

W położeniu równowagi siła P, ciężar Q i reakcja Jł równo· 
wa.żą się (rys. 2), więc 
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(1) P+iJ+ił=O. 

Rzuty :,-;iły P n;l m;ip ukhttlu wynm;zą: 

(2) P ••) 
X= - A,•.}:, 

gdzie ;t jest współczynnikit~m proporcjonalności. Niechaj 11. oznacza 
kąt, jaki w 1}0łożeniu równowagi styezna tworzy z osią x. Rzutując 
na styczną, otrzymamy z ( 1) i (2) --}.2;x; ,~os a -ł2z 1iin ,1 -mg Rin ,1= O. 
Dzieląc przez cos ,i, dm;taniemy z uwagi nu to, żt> tgr1= z' 

(3) 

Znając funk('ję z=/(.-c), możemy z r6wnania (:1) wyznaczyć 
w,;półrzędną x położenia równowagi. 

.Jeżeli np. krzywa (J je:,;t pa.raholą z=J,~ . .,....a, to na moey (3) 
mamy ).2 x+2.l2 (x2-a)J~+2mg:r,= o, 1-1kąd 

X..2 .. = ± vjl2(2a-:.!l-::-2mg_ 
•• -. :_?).2 

Roz\\iązania Xt,:-ł istnieją Jlrzy założ,•niu. ŻP wyraż~nit• JłOd 1uer­
wia:,;tkiem jest dodatnie. 

Zapytajmy teraz: jaka to jest krz1rwa, na której punkt jest w ka.ż­
dJ111t polożen'iU w równowadze! 

DJa krzywej tej rbwnanie (:i) musi hyć Hpełnimw toi8amoxciowo. 
Całkują,· je, otrzymamy ~ ;t2:.,:2+ J l 2z2 + myz = conxt., :,;kąd 

( mg)'2 
.r;'l + 2 +- 12 = cmnst.. 
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III. Dynamika ruchu względnego. 

I 22. Prawa rucltu. Przypuśćmy, że badamy ruch punktu 
matnialnego w układzie.~ ( . .c, y, z), poruszającym się względem układu 
inercjalnego. Uważając układ inercjalny (p. str. 70) za stały, zaś 
układ (;e, .'/,z) za ruchomy, otrzymamy (str. 61): 

(1) J>b = Pw +Pu+ Pe czyli Pw = Pb -pu -· Pe, 
gdzie ph, Pm, p

11
, Pe oznaczają llrzyśpieszenia: hezwzględne, względne, 

unoszenia. i Coriolir.;a. Mnożąc (l) ohuRtronnie przez n1asę m danego 
punktu, doRtanfom.v 

(~) 

Połóżmy: 

(I) ·1\ =mph, p =--mp-u ,, , 

Ponieważ pb jest przyśpieszeniem punktu względem układu 

inercjalnego, więc Pb j~st wedJe prawa Newtona siłą działającą na 
tlany punkt materialny; nazywamy ją silą bez·względną. Wektor Pu 
nazywamy R-ilą unoszenia lub silą odśrodkową, a wektor Pe siłą Corio­
liH<i lnh silą odll-rodkową zło.żoną. 

:Należy zwrócić uwagę mt to, że wektory ·-mpu i -·mpc nie 
pl'zedstawiają żatlnycll sił, lecz nazwaliśmy je tylko z•~ względów 
vraktycznych siłami unoszm1ia i Coriolisa. 

Na n10cy (~) i (1) jest 

(li) ·mp,,,= Pb+ P" -1- P c· 

\Vedlug prn.wa Nuwtona mamy w ukla.dzit-' irwrejalnym mP=P; 
widzimy, żt> równanie (li) ma postni podohną. 

A więc: prawa ru<ilw. w ukl,u.lzfr ruchom;ttm W,'lpólrzędn!/<.ih są 
takfr, jak !1d.11by układ b.11l układem inen•jalny1n, pod warwnkiern. jciJ1w,k, 
fr <Io ,'lil dz-ialająr;l/dt dodarn.11 .~Ut, 'll.no,'<zen-ia i wiłę Corfolhw. .. 

8umę sił: hezwzględnej, unm1zrnia i Coriolisa nazywamy .'1-ilą 

wzglę<lną i ozmwz~tmy JH'ZP7. P, .. 

(III) 

Pw =Pb+ pil+ Pe. 

Równa.nit> ( l I) możPmy wiQ<' napisać w poi-;taei 

m1:-> = P . ,,, ,,, 
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Obserwat,or, będący "~ spoczynku względem układu ruchomego i przyjmu­
jący go za układ inercjalny, będzie sądził, że siłą c.lziałającą na punkt mate­
rialny jest właśnie siła wzgl~dna P w· Jeżeli układ rozpoczął ruch w pewnej 
chwili t0, to obserwatorowi będzie się wydawało, że oprócz siły Pb' działającej 

poprzednio, zaczęła działać od cbwili t0 nowa siła P u+P c· Np. człowiek jadący 
na karuzeli sądzi, że oprócz siły ciężkości działa na niego jeszcze nowa siła, 
skiE:rowana od i'.rodka ruchu i starająca się zrzucić go z karuzeli (siła odśrodkowa). 
Dla obserwatora .zaś będącego w spoczynku względem układu inercjalnego siły 
unoszenia i Coriolisa oczywi~cie nie istnieją. 

;Jeżeli układ ruchomy porusza się względem pewnego układu 
inercjalnego ruchen1 postępowym z prędkością stałą, to-.pu=O i Pc=O 
(p. str. 62); woheC' tego i\=0 i Pc=O i na mocy (li) 

mfiw=Pb. 

Do takiego układu ruchomego stosują się zate1n prawa Newtona.. 

A więc·: każd:11 1uklad wspólrz(dnych~ który porusza si( wzgl(dem 
ukla<lu inercjalneg<> ruch.em. posttJpowym z prtJdkością stalą, jest ró1.o­
nież 1tkladem inercjalnym. 

\Vidzimy stąd, że prawa mechaniki nigdy nie pozwolą roz­
strzygnąć, czy dany układ inercjalny jest w spoczynku ezy nie. 

,Jeżeli ruch punktu materialnego badamy w pewnym układzie 
odniesienia (.r, y, z), to z równania (III) możemy otrzyn1ać silę 

względną Pw, J'eżeli znamy przytem skądinąd siłę bezwzględną Pb 
i zauważymy, że Ph-=ł=Pw, to wówczas będziemy mogli stwierdzić, 
że układ (x, y, z) nie jest układem inercjalnym, więr że porusza się 
wzgl~tl(•m każdego układu inercjalnego. 

§ 2S. Przykłady ruchu. Ruch postępowy układu. 

Gdy układ porusza się ruchem postępowym, przyśpieszenie 

Coriolisa jest Pc=O (str. 62), więc siła Coriolisa l\:=0. Przyśpiesze­
nie unoszenia jest dla wszy~tkich punktów stałe i równa się IJrzy­
śpieszeniu początku układu (względem układu inercjalnego). Zatem 
siła unoszenia jest stałą. Wynika stąd, że siła unoszenia tworzy pole 
potencja!ne (str. 102). Na moc·y (II), str. 137, ma1ny wówczal', 

(I) 

P1·z11klatl 1. Płaszczyzna JJOchyła porusza sit: ze stal~·m przy­
śpiesieniem poziomym a. Na płaszczyźnie poc-hyłej znajduje się 

punkt ciężki o masie m. Tarcia nie nwzględnia1nr. Jakil' przy­
gpieszenie względem płasz<'zyzny poch:vłej będzit:> miał punkt m ~ 
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Siłami bezwzględnymi są,: ciężar Q i reakcja ił, prostopadła 
do płaszczyzny pochyłej. Siła unoszenia wynosi -ma. Obierzn1y za 
oś x-ów prostą przecięcia płaszczyzny pochyłej z płaszczyzną pionową, 
przechodzącą przez m, i nadajmy jej zwrot ku dołowi (rys. 1). 
Oznaczając przez a kąt, jaki płaszczyzna pochyla tworzy z pozi01ne1n, 
i tworząc rzuty na oś x-ów, otrzymamy z {I) 

(1) p = g sin a - a. c~os a, 

gdzie P=Pwx, zaś a= lal. \Vi­
dzimy stąd, że p>O lub p<O, 
zależnie od tego czy a <g tga 
czy a >gtga. 

l'rzykla,l 2. Układ 

(x, y, z) porusza się w polu 
siły ciężkości ruchem postę­
powym ze stałym przy~pie­

}. 

7 

ma 

I 

2. 

szeniem poziomym a. Przyjmijmy, że oś z skierowana jest pionowo 
w górę, zaś oś x ma kierunek przyśpieszenia a, zwrot zaś przeciwny. 

Siła unoszenia jest Pu= - ma; kładąc a= lal otrzymamy 
Pu.-c=ma, Pu

11
=0 i Puz=O. Łatwo zauważyć, że siła unoszenia 

wytwarza pole potencjalne o potencjale V u= max; potencjał siły 

ciężkości wynosi V,,= - mgz. Siła względna wytwarza więc pole 
o potencjale 

(2) r = ·max - mgz. 

Jeżeli na punkt materialny działa tylko siła ciężkości Q, to sto­
sując zasadę zachowania energii całkowitej i kładąc'. r= lvw!, otrzy­
mamy na n1ocy (2) }mv2 -V= const. ezyli 

(3) v2 -2ax + 2gz = Ił, 

gdzie h jest pewną stałą. 

Przypuśćn1y teraz, że ba<lamy rueh punktu nieswobodnego, 
mającego pozostawać na krzywej leżącej w płaszezyźnie ;cz o rów­
naniu z=x2 (rys. 2). 

Załóżmy, że dla t=O jest x=O i v=O. Jeżeli nie uwzglę,Lnian1y 
tarcia, to reakcja jest prostopadła do toru i nie wykonuje praey. 
Do ruchu stosuje się więc ~zór (3). Z warunków pol'zątkowyth wy­
nika, że h=O, więc- ~2 -2ax+2g.v2=0 cz,vli 

(4) i·2 = ~.c(a - g.r). 
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Ponieważ v2~0, więc 2x(ti-gx)~O; wynika stąd, że O~x~a/g. 
Ruch odbywać się więc będzie po łuku zawartym nriędzy odciętymi 

O . p . . ds d,a dx . v1 ('dz)2 
•• ;:;1 4x2 a,,= a x2=a/g. on1ewaz ·v= dt=dx· dt=x + dx =XrJ+ , 

więc na mocy ( 4) będzie i'(l +4.v')= 2x( a - gx), skąd v;~ ~:,; dx= dt, 

a więc 
X 

IV 1+4x2 - dx- t 
• 2x(a- gx) - · 
o 

Wzór powyższy ważny jest od chwili t=O aż do chwili gdy 
punkt osiągnie odciętą x,.=a/g. Dla x2=a/g na mocy (4) mamy v=O. 
Następnie odbywać się będzie ruch powrotny aż do chwili, gdy 
punkt osiągnie odciętą x=O i t. d. 

Ruch obrotowy układ n. Nieeh układ (x, y, z) obraca się około 
osi z z prędkością kątową <u stałą. Przyśpieszenie unoszenia ma rzuty: 

(5) 

z Pux=-xw2
, P1iu=-yw2 i Pt.1,z=O. Zatem dla 

',, siły unoszenia mamy: 
··,. /l.JJJ 

!':~· Pux = mxw2
, Pu,,= myw2

, Puz = O. 
I I 
I .( I 

Łatwo zauważyć, że siła unosumia wytwa­
rza pole o potelicjale 

PrzyśpieszenieCoriolisa będzie P<,='2vwxw(str. 63). Ponieważ rzuty 
J)rędkości względnej na osie X,!/, z wynoszą i, fJ, ż, zaś w."= O, w11 = O 
1 w .. =w, więc będzie Pe= 2.~w, p,, = - 2xw i Pe= o, skąd 

.'< I 'I/ 'l 

Pc.:c = -- '2myw, P •) .· . c = .1n:cw, ,, Pr :;,-::O • . v: 

Równa,nia ruelm będą więc miały poxtal (Rtr.1:37, wzór(U)): 

(6) mli:=Pbx+mxw2--2rnyw, my =Phy +m.lJ<i,2 +2mxw, mi =Pb:· 

Pracę siły w rudm względnym nazywamy praN( ·względną. 

Ponieważ Pe jei-:t prostopadle <lo v,,, wię(' J\ _jt>st prostopatlłe 
do Va,; zatem siła Coriolhm. nie wykonywa. praey względnej. Praca 
względna siły względnt->j sprowadza się wi~r· do pra,·~· :-1il~· hez­
względnej i siły unoi,;zenia. 
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Jeżeli siłą bezwzględną jest siła ciężkości, to przyjmująe, że oś ;; 
jest skierowana pionowo w górę, otrzyn1amy jako potencjał siły 
ciężkości V g= - mgz. Siła ciężkości wraz z siłą unoszPnia wytwarza 
pole potencjalne o potencjale 

v· = - mgz + !mw2 (x2 ·+ y2). 

Jeżeli więc położyn1y 1,=liiwl, to na mocy zasady równowartości 
pracy i energii kinetycznej (str. 106) dostaniemy 

łmi,2-V = oonst., więc 4-niv2 + 1ngz - łmw2 (x2 + y2) = eonst.. 

czyli 

(7) 

gdzie h jest stałą. 
Jeżeli badamy ruch punktu nieswobodnego po krzywej (lub 

powierzchni) nieruchomej względem układu (x, Jl, z), to przy zało­
żeniu, że nie ma tarcia, reakcja nie wykonywa pracy względnej; 
wzór ( 7) zachodzi więc również i w tym przypadku. 

I~rzyklad :1. Krzywa C plaska obraca się około osi pionowej, 
leżąicej w jej płaszczyźnie, ze stałą prędkością kątową w. Wyznaczyć 
ruch punktu nieswobodnego poruszającego się po krzywej C pod 
wpływem siły ciężkości. 

Obierzmy za oś obrotu oś z skierowaną pionowo ku górze; za 
płaszczyznę krzywej C obierzmy płaszczyznę xz. Niechaj krzywa O 
ma równanie z= /(x). Na mocy (7), wobec y=O, dostaniemy 
v2+2gz-w2x2=h. Zakładając, że dla t=O jest X=Xo, Z=Z0=f(x0 ) 

i v=O, otrzymamy h,=2gz0-w2x~. Ponieważ ds=dxV1+f'2(x), więc 
v=s=xVI+f'.!(x); zatem 

(8) i 2(1+f'2(x)) + 2g/(x)-w2x2= h. 

Z równania powyższego możemy wyznaczyć x jako funkcję 
czasu t. 

l'l'Z!lld<ul 4. Niech w szczególności C 
{z przykładu poprzedniego) będzie prostą l prze­
chodzącą przez początek układu O i nachyloną 
do osi z pod kątem <p. ;J ' J 

Aby wyznaczyć ruch punktu po prostej Z, możnaby zastosować 
wzór (8), podstawiając z=/(;JJ)=xctgq,. \Vyprowadzimy jednak rów­
nania ruchu hezpośrednio. 
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Siła unoszenia jest prostopadła do osi z i wynosi m.cwi. 
Oznaezn1y przez s długość odcinka O .11. Ponieważ siła Coriolisa 
i reakcja są prostopadle do prostej l, więc rzut siły względnej na Z 
wynosi - mgcos<p+mxw2 sin<p. Z uwagi na to że .r=.~ sin 'P, ot.l'zy­
mamy więc 

.. 
nis = -- ·mg cos <p + m.~ w2 sin2 q; 

czyli 

(9) ii - .~ w2 sin2 q; = - g co8 <p. 

Równanie jednorodne ii - ,Ho2 sin2 <p == O ma rozwiązanie ogólne 
postaci ,Y=ae'"1sin<p+ be-•M-,,inffi. Ponieważ rozwiązaniem szczególnym 

równania ( 9) . t g cos <p • • • , 1 t Jes ,'ł = -- . , w1ęc roz"\\,ą,zaruen1 ogo nyn1 :ego ~m~p . 
równania będzie 

(10) 
. . ncosm .o;=ae•,•t,111q; -+- be····•·,1"1,,,1 ·+. ;J·-;··-· ___ T __ • 

' w2 s1n2 rp 

Stale (t i b wyznaczyn1y z warunków początkowych .. Jeżeli 
w 8zczególności <p=n/2, czyli prosta l jest osią x-ów, to 

(.11) 

§ 24. Równowaga względna. .Jeżeli llunkt materialny jest 
w równowadze (czyli spoczynku) względem układu ruchomego, to 
przyśpieszenie względne jest Pw= O, a prędkość względna i\,= O. 
Wynika stąd, że również przyśpieszenie Coriolisa jest Pe= O, a zatem 
i siła Coriolisa Pc=O. Z równania (II), str. 137, otrzymamy więc 

(I) 

A więc: gdy punkt jest w równowadze względnej, s-ila bezwzględna 
równo-u,aży .~-ię z silą ·unoszenia. 

Hówno,vaga względna w układzie poruszającym się 

r u ehe rn postęp o w y m. Gdy układ porusza się ruchern postępo~ 
w~'m, przyśpieszenie unoszenia ma. wartość stałą dla wszystkich 
p1mktó,v; stąd i siła unoszenia musi być jednakowa w każdym 
punkcie. 

Jeżeli w szczególności układ ruchomy porusza się ruchem po-
8tępfnvy m z prędkością stałą, to p

11
=0, skąd l\==:0 i r6wnanie (I), 

wyrażające ,varunek równowagi 1 8prowadza się do postaci Pb= O. 
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Przykład I. \V windzie, poruszając(Aj się z przyśpieszeniem p, 
zawieszony jest na nici nierozeiągliwej punkt ciężki o masie ·m. 
Nieehaj nić ma kierunek pionov.-·y i niech punkt pozostaje w równo­
wadze wzg)ęden1 windy (t. j. układu związanego z winclą). Siły 

działające, mianowicie ciężar Q i napięcie nici T znoszą. się więc 
z siłą unoszenia (rys. 1). Połóżmy p=ljJ i 11=:T. 

' .:-
I 

pl 
m 

rn:,:, ) 
r, 

'/__ / 
~ 

mn ,::., !' 
'i, rr1ą 

l. 2. 3. 

Przyśpieszenie unoszenia jest p. Załóżmy, że jest skiero­
wane w górę. Zatem siła unnszeni.a jest skierowana w dół i wynosi mp. 
Tworząc rzuty sił na oś skierowaną pionowo w górę, otrzymamy 
T- mg-mp=O czyli T=ing+mp. ~apięcie nici jest, więc ·większe 
niż ciężar. Gdybyśmy trzymali dało w ręce, uczulibyśmy J)Ozorny 
wzrost ciężaru. 

5 a odwrót, jeżeli 1,rzy~pieszenie jest skierowane w dół, to 
T=mg--mp; napięcie nici jest więc mniejAze niż ciężar i ciało 

w tyn1 przypadku wydaje się lżejsze. 
\Vre~zcie, jeżeli p=O, to '1.'=mg. A więc podczas ruchu jedno­

~tajnego windy napięeie nici równe jest ciężarowi. 

Przykla,l 2. vVagon kolejki zębatej porusza się z przyśpie­
szeniem p po torze nachylonym do poziomu pod ką,tem a. Punkt 
rnaterialny, zawieszony na nici nierozciągliwej, znajduje się w równowa­
dze względem wa.gonu . .Niech fi oznacza kąt odchylenia nici od pionu. 

Cięż:u· punktu Q i napięcie nici T równoważą się z siłą, uno­
szt~nia Pu f rvs. 2). zatem ' ~ , 

T -+- Q + P,, = o. 
Przyśpieszenit~ unoszenia je8t, p. Załóż111y, że jest skierowane 

w gfJrę. P,1 jest więc skierowane w dół i il\ = mjpi, Tworząc rzuty 
na oJ poziomą i pionową, otrzy1namy z ( 1 ): 

T sin fi ·- ·mp COi'\ r1. = O, T cos fJ -- mp sin ,i - .. - -rng = o, 
d · 11 1'I' 1 

• ;--; Z ' ' () . g z1e =i- I 1 p=:
1
p1. '..J rownan :..) otrzymuJmny: 
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T = mJ'p2 + g2 + '2pg sina, 
p ('OS <l 

tg('J=---·-. -·· 
g + p Slll <.l 

Gdy w szczególności u.= o, t. zn. gd~· tor jest poziom~· t hfdzie 
T = 1n I p2-+ g2 i tg{J = p/g. Możem~· więc· w wagonie kolejow)·m 
wyznaczyć z kąta wychylenia nitki od pionu przyśpieszenit• wa­
gonu: 1namy bowiem p=gtgfJ . 

.J.>1•zy/dod :1. Po torze poziomym, zakrzywionym, porusza sit 
wagon z prędkością stałą i·. Mo.żerny więc· przyjąć, że wagon ohra<·a 
się około pewnej prostej pionowej l. Ni(>eh punkt c·ieżki o maxie 1n, 

zawieszony na nic ni(~rozciągliw<>j, 1,ędzi(• w r<'>wnowadze wzglę,tem 
wagonu (str. 143, rys. 3). 

Oznaczmy przez a kąt, jaki nić tworzy z pimwm, przez r °'l­
ległość punktu zawieszenia ni<·i od prostej l. OdległoM punktu m 

od osi l wynosi więc r'=r+:c=r+<1sinu (gdzie <I długość nic·i). 
Przyśpieszenie unoszenia p

11 
punktu m jest prostopadle do l i jN1t 

skierowane ku l, przyezem lv
11

1=-=v2/(r+;I·). Siła unoszenia, ma­
jąca zwrot przeciwny, wynosi zatem IP11! = mr2/( ł'+x). Ponieważ 
ciężar Q i napięc·ie nic·i T równoważą l'\ię z 8iłą unoszenia, wię<· 
z trójkąta sił otrzymamy 

tga = IPu!/IQI = v2/g(r + :c). 

Gdy x jest małe w stosunku flo r, to tgu=v2/gr. 

l'rzyklful ..J. Punkt nieswohodn,v ciężki o masfo m ma pozo­
stawać na krzywej O, ohraeającej się z prędkością kątową w około 

stałej prostej pionowej l. Tarcia nie uwzględniamy. \V jakim poło­
żeniu punkt będzie w równowadze względem krzywej C ! 

Obierzmy układ ruchomy (x:y,z) obracający się wraz z krzywą. C 
około osi l z prędkością kątową w, przyjmując l za oś z-ów skiero­
waną ku górze. Niech krzywa C, będąca w spoczynku względein 
układu (:c, li, z), <lana bęclzie parametrycznie przy pmnocy funkcyj: 

x = f (a), y = 'P(u), Z=1p(u). 

\i\T położeniu rbwnowagi względnej ciężar Q, reakcja R i siła 
unoszenia Pu równoważą się. Zatem suma Q+.A, jest, prostopadła 
do krzywej O. Oznaczając przez x, y, z współrzędne punktu w po­
łożeniu równowagi względnej, otrzyman1y więc Pux=-Xw2, Pu

11
= -;11w2 

i Puz=O, skąd Pux=1nxw2, Pu
11
=myw2 i Puz=O. Suma Au +Q ma 

zatem rzuty: -mxw2, myw2 i - mg. 
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Współczynniki kierunkowe stycznej są proporcjonalne do po­
chodnych x'=f'(u), y'=<p'(<1), z'=tp'(<1). Z warunku prostopadłości 
1\+Q do stycznej wynika tedy (po skróceniu przez m ), że 

(4) xx'w2 + yy'w2 - gz' = O. 

Z równania powyższego n1ożemy wyznaczyć wartość para ... 
metru a, odpowiadającą położeniu równo­
wagi względnej. 

Jeżeli w szczególności krzywa O jest 
krzywą płaską o równaniu z==tp{x), leżącą 
w płaszczyźnie xz, wówczas dla położenia 
równowagi otrzymamy z równania ( 4) 
(kładąc x=u, y= O i Z=tp{<1)) lub bezpo· 
,red ni o z rysunku: 
(5) tga= tp'(x) = xw2/g. 

z 

Jeżeli np. krzywa C ina równanie z=-Yr-x2 (czyli jest 
dolną częścią koła xl+zl=rl), to z (5) dostaniemy xiVr•- x2 =xw2/g, 

skąd a:,= O i x,.,= ± V 1'"-!. · Rozwiązania ,v,,,s istniej, tylko wtedy, 
g2 .,~ 

gdy ,4 - t ~ O, t. zn. gdy w;?;, g /',., 
w 

Zapytajmy teraz, jakie to są krzywe, na których ptmkt jest w każ­
dym położeni 1, w równowadze wzgl(Jdnej. 

Dla krzywych tych równanie ( 4) musi być spełnione tożsamo,. 
ciowo, t. j. dla każdej wartości parametru a. Otrzymamy tedy z (4) 
1 d[x2+y2] dz 
2 da w2-g d<1=0. Całkując, dostajemy (x2+y2)w2/2-gz=const. 

czyli 

(6) 

gdzie c=const. 
Równanie (6) przedstawia zbiór paraboloid obrotowych, po-

2 

wstałych przez obrót paraboli z=;
9
x2+c dokoła osi z. Na mocy (6) 

krzywa, leżąca na którejkolwiek z tych paraboloid, spełnia równa­
nie ( 4) tożsamościowo. Krzywe płaskie, spełniające równanie ( 4 ), 
otrzymamy, tworząc przekrój paraboloidy dowolną płaszczyzną. 

Jako przekroje dostaniemy elipsy i parabole. W szczególności, prze-
2 

krój płaszczyzną pionową y= O będzie parabolą o równaniu z=;gx2+c. 
S. Ranach • .Mechanika. 10 
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§ 25. Ruch względem ziemi. Siła ciężkości. Przyjmijn1y 
za układ inercjalny układ, którego początek znajduje się w słońcu, 
a m;ie skierowane są ku gwiazdom stałym. Ziemia nie jest w spo­
czynku względem tego układu. Badając ruch punktu w ciągu krót­
kiego czasu, możemy się ograniczyć do ruchu obrotowego ziemi 
tylko około pewnej osi. 

~iech punkt zawieszony na nici w pewnym miejscu powierzchni 
ziemi będzie względen1 ziemi w spoczynku. Siłami bezwzględnymi są: 
przyciąganie ziemi A i napięcie nici T (równe co do wielkości i kie­
runku ciężarowi, lecz o zwrocie przeciwnym). 

Przyciąganie ziemi nie jest 1·ówne ciężarowi, bo w przeciwnym 
razie równoważyłoby się ono z napięciem nici i punkt byłby w spo­
czynku lub w ruchu jednostajnym prostolinijnym. To jednak nie 
zachodzi, gdyż punkt obraca się wraz z ziemią około jej osi. 

Stosując warunki równowagi względnej (§ 24, str. 142) do 
układu związarn~go z ziemią, może1ny powiedzieć, że przyciąganie 
ziemi _:r i napięcie nici T równoważą się z silą unoszenia P,,. A więc 

_J +T+Pu=O. 
Poniewa.ż ei~żar ciałn Q=-T, więc ... 4-Q+P11 = O, skąd 

(I) 

A więc: ciężar jest wypadkową siły od:łrodkowej (siły unoszenia) 
i .'$-il.I/ prz:vclągan-ia z-iem-i. 

"\Vielkość i kierunek przyciągania ziemi. Załóżmy, że 
ziemia ma, kształt bryły obrotowej, której osią jest oś obrotu ziemi. 
ZaMżmy ponadto, że gęstość ziemi jest rozłożona symetrycznie 
względem środka. nutsy. lVIożna udowodnić wówczas, że siła przy­
ciągania jest skierowana 8tale ku środkowi masy ziemi. 

Niechaj a będzie ką.tein, jaki siła A tworzy 
z pionem~ t. j. z ciężarem Q. Oznaezmy przeze 
promień równoleżnika, na któr)'lll znajduje się 
punkt materialny, przez <p szerokość geogra­
ficzną tego punktu (t. j. kąt n1iędzy prze­
chodzącyn1 przeze1i pione1n a płaszczyzną 

równika), wreszcie przez w prędkość kątową 
obrotu zie1ni. 

Siła unoszenia leży w płaszczyźnie równoleżnika. i jest skiero­
wana od osi obrotu, przyezem IP ul= ,mew2

• U twórzmy rzuty sił 
A, Q i Pu na oś z zwróconą pionowo w górę ornz na oś !I poziomą, (t. j. 
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prostopadłą do pionowej), leżącą w płaszczyźnie południka (t. j. 
w płaszczyźnie sił) i zwróconą na południe. Kładąc .A.=!Ai i Q=IQ-l, 
otrzymamy na moe.y (I) 

-Q=-A cos a+mew2 cos <p, 

Zatem: 

-A sina+mew2 sin,p=O. 

(1) .A. cos a=Q +mew2 cos rp, .A.. sin a= mew2 sin <p. 

Stąd, znając Q, e, w i <p, n1ożemy obliczyć A i a. Na równiku 
mamy <p= O; zatem na mocy (1) dostajemy a= O. Oznaczając przez 
A 0, Q0 i eo odpowiednie wartości na równiku, otrzyma.my 

(2) Ao=Qo+meow2
• 

(3) 

Znając Q0 i !!o, możen1y więc obliczyć A 0• Znając A 0 , otrzyman1y 

me0w2 / .A.0=1/289= l /172• 

Gdyby prędkość ziemi wynosiła o)1=17 w, byłoby więc ,me0ruif .A.0=.l 
czyli .A.0--me0ru~. Na mocy {2) otrzymujemy stąd Q0-.A.0 -meo<·?i=O; 
gdyby więc ziemia obracała się l'l razy szybciej, wówczas ciała na 
r6wniku pozba,wione były by ciężaru. 

Załóżmy teraz, że zien1ia jest kulą, złożoną z warstw współ­
środkowych o stałej gęstości. \Vówcza.s, jak można wykazać, ...4. musi 
być stałe na powierzchni ziemi. Zatem A =.A.0• Oznaczając przez R 
promień ziemi, otrzyma1ny 

(4) e=R cos (cp- ri). 

'7;· ( ) • • utR w2 
) • .l." a 1nocy 1 Jest sm a=----- cos ( g' - a sin 'P, 

Ao 
a, poni(~waż 

(!0=Rt więc na mory (a) 

. 1 ( ) . sm a= 
289 

eos <p-u sm 'f· 

Kąt a jest bardzo mały; l)rzyjmując więe w 1uzybliżeniu 
sina=a i cos (gi--a)=ro~ cp, dostauien1y 

ri---
1
-- "'l

0

Il •) '" -2,289" ""r 

\Vidzimy stąd, że 11. ma największą wartość dla rp== -t5°. 
Kładąc <1=0, dostanie1ny na mory (l) i (.t) 

(
. niR<,)2 ) 

Q=A0 -mRol-cos2 rp=.A. 0 1- - A--coA2 ,"f , 
. li 
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skąd na mocy (3), wobec eo=R, otrzymamy 

Q=A0 ( 1-c;:~'P). 
Siła Coriolisa. Badając ruch punktu względem ziemi, należy 

do sił bezwzględnych dodać siły unoszenia i Coriolisa. Załóżmy, że 
oprócz siły przyciągania A działa na punkt materialny jeszcze pewna 
siła P. Oznaczając przez p przyśpieszenie względem ziemi, otrzymamy 
mp=.P+A+Pa+Pc, a ponieważ A+Pu równa się ciężarowi Q, więc 
(5) mp=P+ Q+Pc. 

Za.tern: przy badaniu ruchu p·unkt,u wzgl,ędem z·iemi należy do 
siły P i ciężaru Q dodać sil~ Corioli8a P c. 

Obierzmy w danym miejscu na ziemi oś z 
skierowaną pionowo w górę, oś x poziomo 

,r skierowaną na wschód i oś y poziomo skie­
rowaną na południe. Oś obrotu będzie leżała 
w płaszczyźnie yz i utworzy z osią z kąt 
906 -<p (porównaj rysunek na str. 146). 
Ponieważ ziemia obraca się z zachodu na 
wschód, więc wektor prędkości kątowej ro, 
położony na osi obrotu, ma zwrot od bieguna 

południowego ku północnemu. Kładąc l(l)l=ro, otrzyman1y na pół­
kuli północnej: 

(N) Wx= o, Wy= - w cos <p, Wz=W sin 'P, 

a na południowej: 

(S) w11=-W COS <p, Wz=-WSin <p, 

Oznaczając przez v prędkość punktu względem ziemi, otrzy­
mamy pc=2vxw, zatem Pc=-mpc=-2mvxw czyli 

(6) Pc=2·mwxv, 

skąd na n1ocy (N), dla półkuli 1>ółnocnej: 

Pcx=- 2mw(vy sin <p + v
2 
cos <p), Pe,.,= 2mwi·x sin <p, 

(II) 
Pe = 2mwv cos <p. z .t 

Jeżeli punkt ma tylko prędkość pionową, t. j. gdy Vx=O i Vy=O, 
otrzymamy Pcx=-2mw?)zcos<p, Pc,.,=0 i Pc.!..=0. Przy wzno­
szeniu się punktu jest Vz>O, a więc Pcx <0 i Pe jest skierowane 
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poziomo na zachód; przy opadaniu zaś punktu ·vz <O, Pcx>O, 
a zatem P c jest skierowane poziomo na wschód. 

Wynika stąd, że ciało spadające zbacza na wschód pod wpływem 
siły CorioZi8a. 

Jeżeli punkt porusza się stale w płaszczyźnie poziomej, czyli 
gdy Vz=O, to Pex=-2moJt,llsinq, i Pe =2mcovxsinq,. Składowa, 
pozioma siły Coriolisa jest więc wtedy 

O prostopadła do prędkości 
i ma w stosunku do niej zwrot na prawo. 

A zatem: p·unkt poruszający się w płaszczyźnie poziomej na 
półkuli północnej dąży (pod wpływem siły Coriolisa) do zbaczania 
w p1·awo od kierunku p·rędkości. 

Z tego powodu np. prawa szyna jest bardziej uciskana przy biegu po­
ciągów niż lewa. 

Efekty siły Coriolisa są małe, bo siła jest mała. N a mocy ( 6) 
mamy bowiem IPcl=2mrolvlsin e, gdzie e oznacza kąt między v 
a osią obrotu. Ponieważ 

2n k-1 2n k-1 o· 0000"" k-1 
co= T se = 24,60,60 se = ' • se ' 

gdzie T oznacza czas obrotu ziemi dookoła osi, więc Pe jest małe. 
Utwórzmy rzuty (5) na osie x, y, z. Na mocy (Il) otrzymamy: 

(III) mm=Px-2mro(ysiną, +ż cos ą,), my =Pu+2mcoa:sin ą,, 
mz =Pz-mg+2mcoaJCOB 9'· 

Zboczenie na wschód przy spadku. Zajmiemy się wy­
znaczeniem zboczenia od pionu dla punktu materialnego spadają· 
cego swobodnie. 

Załóżmy, że dla t=O mamy: 

(7) X=O, z=O, v=O. 
:S-a mocy (III), otrzymamy przy założeniu, że P=O: 

(8) jj =-2ro(ysin ą;,+ż cos ą,), ii= 2coa: siną;,, Ż·=-g+2roa:cos q,. 

Całkując, dostaniemy z uwagi na warunki początkowe (7): 

(9) i=-2ro(ysiną;,+zcosą,), y=2roxsinq.,, ż=-gt+2romcosq,. 

\Vstawiając w (8) wartości 1i i ż, otrzymamy 

i=- 4w2x+2rogt cos <p. 
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Równanie powyższe można.by było scałkować, a następnie, pod­
stawiając w (9), moglibyśmy wyznaczyć y i z. Rozwiązanie przy­
bliżone otrzymamy, opuszczając wyraz -4w2a.·, bardzo mały w po­
równaniu z 2wgt cos cp. Dostaniemy x=2wgt cos cp, skąd 

(10) X =aro gt3 COS cp. 

Opuszczając w trzecim z równań ( 9) wyraz 2ro x cos <p, jako 
mały w porównaniu z -gt, otrzymamy ż=-gt, skąd z=-{gts. 
Gdy punkt spadnie do poziomu z=-h, będzie --h=-Ągt2, zatem 
t=V2hfg. Na mocy więc (10) 

(11) X=łro h cos cp V2h/g. 

'\Vzór powyższy przedstawia zboczenie na wschód (gdyż x>O) 
ciała spadającego z wysokości h. 

W Harvard (Stany Zjednoczone) wykonano doświadczenia., przyjmując 

h=23 m i ,p=420. Z około tysiąca doświadczeń otrzymano zboczenie za.warte mię­
dzy 1,3m a 1,7m. Ze wzoru przybliżonego (11) wypada natomiast x=l,Scm. 
Różnica jest więc niewielka. 

Wahadło Foucaulta. Zbadajmy wpływ siły Coriolisa na 
ruch wahadła. Umieśćmy początek układu (x, y, z) w punkcie za­
wieszenia, nici nierozciągliwej, na której końcu umocowany jest 
punkt ciężki o masie m. Niechaj l będzie długością wahadła. (t. j. nici). 
Ponieważ reakcja P ze strony nici działa na punkt wzdłuż nici, 
więc, oznaczając przez w, y, z współrzędne punktu m, ot,rzymamy: 

P,..=Amx, Py=).my, Pz=).mz, 

gdzie ). jest współczynnikiem proporcjonalności, zależnym od czasu. 
Na mocy (III}, str. 149, otrzymamy, dzieląc przez m: 

(12) x=lx-2ro(ysin cp+ż cos 97), y =).y+2ro x sin q,, 

(13) i =lz-g+2roxcos q;. 

Zajmiemy ,się tylko przybliżonym rozwiązaniem równań (12) 
i (13). Załóżmy, że kąt wychylenia jest dostatecznie mały, by można 
było przyjąć w przybliżeniu 

(14) Z=-l, ż=O, i=O. 

Z równania (13) otrzymamy zatem 0=-Al-g+2wxcos cp, skąd 

., -g+2wxcoscp O . 1· 'k d · · k ł ,. =-- l . puszczaJąc w 1czn1 u rugi wyraz Ja o ma y 

w porównaniu z pierwszym, dostaniemy 

(15) A=-g/l. 
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"Tspółezynnik i.. możemy więc uważać w przybliżeniu za stały. 
Równania (12) przyjmą na mocy (14) i (15) postać: 

(16) .. g 2 .. x =-,; x- w ys1n <p, 
.. g .. 
y = -i y + 2(/) x sin 'f'· 

:Mnożąc pierwsze z równań (16) przez x, a drugie przez y, i do~ 

dając, otrzymamy ix +iril =-f (x:i: +yy), skąd po scałkowaniu 

(17) x2 + y2 = -J ( x2 + y2) +a' 

gdzie a jest pewną stałą. 1\ilnożąc pierwsze z równań (16) przez y, 
a drugie przez x i odejmując, dostaniemy yi -xy = - 2w(yy +xx) sin p, 
sk~ po scałkowaniu 

(18) yi-xfl=- w (x2+y2) sin rp+b. 

gdzie b jest pewną stałą. \Vprowadźmy współrzfdne biegunowe: 

X=TCOS'ł/J, y=r sin V'· 

Na mocy (17 i (18) otrzymamy: 

(19) ·2+ 2. 2 g 9 • r r 'ł/J =-zr·,-a, 

(20) r2w = r2 w sin rp-b. 

Wprowadźrny nowy układ współrzędnych (.x:17 y17 z1)! mający 

z układe1n poprzednim (x, y, z) wspólny początek oraz wspólną oś z 
i obracający się dookoła. osi z z prędko~cią kątową w sin 'P w kie­
runku od wschodu na południe, t. j. od x ku y. Dla współrzędnych 
biegunowych ri, 'Pi otrzymamy w nowym układzie wzory: 

(21) r=ru f/J='Pi +wt sin <p. 

Przez podstawienie (21) w (20) otrzymamy w nowych współ­

rzędnych ri, f/J1 równanie fr( VJ1 + W Sin p)=TiW sin <p-b, ską,d 

(22} riw.=-b, 
a przez podstawienie (21) w równanie (19) dostaniemy 

·2 + 2 . l! + 2 2 . • +-'l. l! • l! g 2 + r1 r 1v,1 r 1f/J1COS1Il<p r 1co sin <p=--zr1 a, 

skąd opuszczając wyraz rr (})2 sin2 (fJ jako bardzo mały i stosując rów­
na.nie (22), otrzyn1amy 

(23) ;,2+r2.;"2_ - ~r2+a 
I i Tl- l I 1, 

gdzie ai = a + 2b (J) sin <p=const. 
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Łatwo sprawdzić, że (22) i {23) są równaniami ruchu, który 
we współrzędnych Xi, Yu z1 ma równania: 

(24) 

Istotnie, równania {16) przyjmują te właśnie postać dla w=O. 
A więc, wprowadzając współrzędne biegunowe, otrzymamy, jak 
widać z równań (19) i (20) dla w= o, równania (22) i (23). 

Równania (24) wyznaczają ruch punktu pod wpływem siły P, 
której rzuty wynoszą: 

(25) g 
P11,=-,;mY1· 

Jest to siła sprężysta t. j. skierowana stale ku początkowi 
układu współrzędnych i wprost proporcjonalna do odległości punktu 
od początku układu. N a str. 114 wykazaliśmy, że ruch pod wpły­
wem siły sprężystej odbywa się po elipsie. A więc punkt materialny 
będzie odbywał ruch w układzie (xi, Yu z1) po elipsie. Że zaś ten 
układ obraca się około osi z z prędkością kątową w sin <p, więc oś 
tej elipsy będzie obracała się z prędkością kątową w sin <p ze wschodu 
na południe. Czas obrotu wynosi 

T= 2n/w sin 1· 

Poniewat obrót ziemi trwa 24 godz, więc 2:r /w= 24 godz, skąd T = 24/sill(p godz. 
Dla 9'=450 dostajemy T=34 godz. 

Zjawisko powyższe pierwszy stwierdził doświadczalnie L. F o u ca ul t. 
Stanowi ono dowód obrotu ziemi naokoło osi. 



ROZDZIAŁ IV 

GEOMETRIA MAS 

I. Układy punktów 

§1. Momenty statyczne. Moment statyczny punktu. 
Weźmy pod uwagę dowolną płaszczyznę Il. Dzieli ona przestrzeń 
na dwie części; jedną z tych części uważajmy za dodatnią, a drugą 
za ujemną. Niech A. oznacza pewien punkt materialny, a d jego 
odległość od płaszczyzny Il. Będziemy pisali a=+ d lub a= -d, 
zależnie od tego, czy punkt A leży w dodatniej części przestrzeni 
czy w ujen1nej. 

Oznaczając masę punktu A przez m, wyrażenie 

Mn=·ma 

nazywać będziemy momentem statycznym punktu materialnego .A. 
względem płaszczyzny II. 

Moment statyczny punktu może więc być liczbą dodatnią, 

ujemną lub zerem (jest on zerem dla każdego punktu .A. leżącego 
na płaszczyźnie Il). 

Jeżeli za płaszczyznę li obierzemy jedną z płaszczyzn rzuto­
wych xy, yz, zx, to za część dodatnią przestrzeni uważać będziemy 
tę część, w której znajduje się część dodatnia osi prostopadłej do 
obranej płaszczyzny rzutowej. Ody punkt .A. o masie m ma współ­
rzędne x, y, z, mamy na mocy powyższej umowy: 

..:.llxy=mz, Myz=mx, .1.lI zx = my, 

gdzie ..i.ll:i·y, Myz, 1łlzx oznaczają odpowiednio momenty statyczne 
punktu A względem płaszczyzn xy, yz i zx. 
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'.łlement etat:raezn1· uk:fa,du punktów. Zbiór punktów 
materialnych nazywam.y układem p·unktów, sumę zaś momentów 
statycznych poszczególnych jego punktów nazywamy momentem 
statycznym (ogólnym) układu, punktó·w. 

Jeżeli więc punkty materialne o rnasach mi, m2, ••• , m,,, mają, 

odpowiednio względem płaszczyzny Il momenty statyczne: m,. u11 

m2 a2, ••• m11u,1, to momentem statycznym ogólnym układu tych 
punktów będzie 

li 

.J.łl. u = m1 a1 + m, 0'2 + ... +mil C111= 2m; <11, 
i=l 

Jeżeli punkty materialne danego układu punktów mają odpo­
wiednio współrzędne x11 y 1, z1, x2, y2, z2, ... , x

11
, y 

11
, z 11, to momenty 

statyczne ogólne tego układu punktów względem odpowiednich 
płaszczyzn rzutowych wyrażają, się wzorami: 

n 

.1.llxy=ffi1 Z1 +m2 Z2 + ... + ffin Zn=~m; Zi, 
i=l 

11 
~łl,.,z= m1 x1 + m2 x2 + ... +· m11X11=l"'m;x;, 

1=1 

li 

J.llzx = m1 Y1 + 1n2 Y2 + ... + m,1 Y,, ;;mi Y;. 

Momenty statyczne nazy·wamy także momentami stopnia. 
pierwszego. 

§ 2. Środek masy. Niech będzie dany układ U punktów 
materialnych m1{x17 Yp z1), m2 (.v2t y

2
, z2), ••• , m,

1
(x

11
, y

11
, z,,). \\i.,.eźmy 

pod uwagę punkt S o współrzędnych: 

(I) 
m1 z1 + m2 z2 + ... + m„z,, Zo- ---- -- ------·-·-·--·---· - • 

m1 + m2 + ... + m11 

Punkt & nazywam~· środkiem masy lub środkiem cię_żkości 

danego układu punktów U. 
Sumę mas poszczególnych punktów ( występującą w miano­

wniku ułamków (I)) nazywać będziemy masą całkowitą układu 

punktów. 
Jakkolwiek określiliśmy środek masy przy pomocy układu 

współrzędnych, to jednak wykażemy, że położenie środka 1nasy jest 
od układu współrzędnych nie zależne, lecz że zależ~- ono tylko od 
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mas punktów i ich wzajemnego rozmieszczenia. Wyniknie to łatwo 
z następującego twierdzenia: 

T11•ierdzeni.e 1. Moment statyczny układu. punktó'lc wzglę<le·m 

dou,olnej płaszczyzny równa się m.omentowi statycznemu masy calko­
w-itej, umieszczonej w środku. ciężkości. 

Dowód. Niechaj II będzie dowolną płaszczyzną, kt,órej rów­
nanie normalne ma kształt 

xcosa+y cos /J+zcos y-p= O. 

Przyjmijmy za dodatnią tę z d wĆ>eh części J)rzestrzeni, dla 
której x cos a+y cos fJ+z cos y--p>O, gdy za x, y i z podstawić 
współrzędne dowob1ego punktu tej części. Jeżeli więc A. (x, y, z) 
jest dowolnym punkt,em przestrzeni, to ponieważ odległość punktu 
A od płaszczyzny II wyraża się wzorem 

d=lx cos a+y cos fJ+z cos y-pl, 

zatem możemy w myśl naszej umowy położyć: 

a=a; cos a+y cos fJ+z cos y-p. 

Moment statyczny punktu A. o masie 111, względem płaszczyzny II 
wynosi więc 

(1) ~I11=ma=ma; cos a+my cos fJ+mz cos y-mp. 

Niech dany będzie układ punktów materialnych m1(~'i, y 1, z1), 

m2(x2, Y2, z2), ••• , mn(a;n, y", zn>· Moment statyczny tego układu pun4 

któw względem płaszczyzny ll będzie na mocy ( 1) 

M u=(mi.a:1 cos a+m1 y1 cos fJ+m 1 z1 cos y-m1 p)+ ... 
... +(m11 a;n COS a+mnyn COS f:J+mnzn COB y-mnp) 

czyli 

M rI=(m1x1 +m2x2+ ... +mnx11 ) cosa+ (m1y1 + ... +m11 y n> cos /J+ 
(2) 

+<mi Zi_ + ... mn zn) cos r-(mi + ... +1nn) p. 

Kładąc mi+m2+ ... mn=m, mamy na mocy (I): 

(li) mx0=2mic;, my0=2m1y1, m.z0 =.2"'m1z1 i=l, 2, ... ,n, 

skąd na mocy (2) 

(3) M u=m:x:0 cos a+my0 cos P+mz0 cos r-mp. 

Ponieważ prawa strona równości (3) przedstawia na mocy (1) 
moment statyczny masy m, umieszczonej w środku ciężkości S o współ­
rzędnych x0, y0, z0, więc t\\ierdzenie zostało udowodnione. 



156 ROZDZIAŁ IV. Geometria mas . 

.Aby wykazać teraz, że środek masy układu punktów nie za­
leży od wyboru układu. współrzędnych, przypuśćmy, że własnośó 
środka ciężkości S, wypowiedzianą w twierdzeniu, posiada, prócz 
punktu 8, jeszcze jakiś inny punkt 8'. Udowodnimy, że to jest 
nie możliwe. 

Poprowadźmy w tym celu przez punkt 8 dowolną płaszczyznę II, 
nie przechodzącą przez 8'. Zatem 

(4) M n=1na i M n=ma', 

gdzie a i o' oznaczają odpowiednio odległości (ze znakami) punktów 
S i 8' od płaszczyzny II. Z (4) wynika, że a=a'. Lecz a=O, po­
nieważ Il przechodzi przez S. Zatem musiałoby być również a'=O, 
co jednak nie możliwe, gdyż B' nie leży w płaszczyźnie II. 

Widzimy więc, że położenie środka masy układu punktów nie 
zależy od układu wspófrzędnych. 

Środek masy dwóch układów punktów. Niech układ U 
złożony będzie z punktów materialnych 

m;(x~, y~, zJ, m;(x;, y;, z;), ... , 
Środek 8' masy układu 

określenia współrzędne: 

punktów m;, m; .. . ma na mocy 

(5) 
x~=(m~ m; +m~x; + ... )fm', 

' ( ' , + , , + )/ , •o= m1 Z1 m2 Z2 • •• m , 

gdzie m'=m; +m;+ .... Dla środka 8 masy całego układu U będzie za.i 

skąd na mocy { 5) 
m' a:~+( m~ $;· +m~ x; + ... ) 

Xo= '+( "+ "+· ) • m m1 m2 ••• 
(6) 

Podobne wzory otrzymamy na :110 i z0• Wzór (6) przedstawia 
odciętą środka masy układu, jaki otrzymamy z układu danego U, 
jeżeli część jego, mianowicie punkty o masach m;, m;, ... zastąpimy 
jednym punktem n1aterialnym o masie m' = m~ +m~+ ... , umieszczo-
nym w środku masy tej części. Otrzymaliśmy zatem 

Twi e,rdzenie 2. Środek masy układu punktów nie zmieni si~, 
jeżeli jego część zastąpimy punktem materialnym o masie równej ma.sit 
tej części i umieszczonym w środku jej masy. 
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Jeżeli więc w szczególności mamy dwa układy punktów u· 
i TJ" o masach całkowitych m' i m" i o środkach ciężkości S' i 8'', 
to środek masy układu U'+ U" otrzymamy, wyznaczając· środPk 

masy układu dwu punktów materialnych o masach rn' i m", un1iesz­
czonych odpowiednio w punktach S' i S". Układy U' i U" możPmy 
bowiem uważać za części układu U'+ U". 

Układ płaski punktów. Układ punktów materialnych na· 
zywamy płaskim, jeżeli wszystkie jego punkty leżą w jednej płasz­
czyźnie. Obierając tę płaszczyznę za płaszczyznę xy ( co \1t·olno nain 
uczynić, ponieważ środek masy nie zależy od wyboru układu współ­
rzędnych), będziemy mieli dla punktów układu: z1=0, z2=0, ... , z,,=0, 
skąd na mocy wzorów {I), str. 154, dostaniemy z0 =0. 

Środek ciężkości układu płaskiego leży zate1n w płaszczyźnie 
układu. 

Momenten1 statycznym układu płaskiego względen1 dowolnej 
prostej l leżącej w płaszczyźnie układu nazywamy wyrażenie 

n 
(7) M,= ,2m1a;, 

i=t 

gdzie lu1I jest odległością, punktu o masie od prostej l, zaś znak 
przy a, zależy od tego, czy m1 znajduje się w dodatniej czy ujenlilej 
części płaszczyzny, na które dzieli płaszczyznę prosta Z. Widzimy stąd, 
że moment statyczny układu płaskiego względen1 prostej l jest to 
n1oment statyczny tego llkładu względem płaszczyzny prostopadłej 
do płaszczyzny układu i przecinającej ją wzdłuż prostej l. W szcze­
gólności więc momenty względem osi w i y wyrażają się wzorami: 

(8) Mx=~m;y,, Mu=2'm,;W1. 

Układ liniowy punktów. Jeżeli punkty układu leżą na 
jednej prostej Z, to środek masy układu leży również na tej prostej. 
Obierając bowiem prostą Z za oś x-ów, mamy y1=0, Y2=0, ... 
i z1 = O, z2= O, ... , skąd na mocy wzorów {I), str. 154, dostaniemy 
y

0
=0, z0=0. Środek 1nasy będzie więc także leżał na osi ro. 

Środek masy dwóch punktów. Niech punkty materialne 
o masach m1 i m2 będą od siebie w odległości d. środek masy leży 
oczywiście na prostej łącząc~j te punkty. Umieśćmy w m1 początek 

osi ro-ów, zaś dodatnią jej część przeprowadźmy przez m2• Punkty 
m1 i m2 będą więc miały współrzędne odpowiednio x1 = O i x2= d, 
a środek masy współrzędną 

(9) x0=m2d/(m1 +m2). 
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Ponieważ O<x0 <d, więc środek masy leży n1iędzy punkta1ni. 
Oznaczając przez d1 i d2 odległości środka n1asy od punktów 1ni i m2, 

otrzymujemy di=m0=m2d/(m1 +-m2) i d2=d·-di=m,1d/(m1+m2), 

skąd 

(1 O) d1 jd2= m2/m1 • 

}lamy więc następujące 

T·wle1•(lzenie :1. Ś·rodek masy układu dw·upwnktowego leży mi,­
dzy punktami uklad1u, i dzieli odcinek, lącząc;l/ te punkty, w stositnku 
odwrotnym do ich mas. 

011ierając się na twierdzeniu 2, str. 156, n1ożemy w następujący 

s 

sposób wyznaczyć środek masy skończonego 

układu punktów, .Ai, .A. 2, A 3,... o 1nasach 
mJ m1, m2, ••• (rys. 1): wyznaczamy najpierw środek 

1nasy 8 1 układu punktów .A1 i A. 2; wyzna.czarny 
następnie środek masy 8 2 układu dwu punktów, 
złożonego z punktu o masie m1 + m2, umiesz-

1. czonego w 8 1, i z punktu A. 3 o 111asie m3; 

postępując tak dalP.j~ otrzymamy środek n1asy całego danego układu. 

Układy punktów symetryczne. Punkt O (prostą l, płasz­
czyznę Il) nazywa.my .fr,)dkie-m ( prostą, płaszczyzną) sy,net-rii układu 
punkitJw n1ateria,h1ych, jeżeli do każdego punktu m, istnieje w ukła­
dzie punkt; o tej samej n1asie m,, symetrycznie względem O 
(prostej l, płaszczyzny li) położony . 

. Jeżeli środkiem symetrii jest porzątek układu współrzędnych 
(rys. 2), to wraz z każdym punkten1 ·rn)xu Y;, z) układ punktów za-

z 

m,IJ,,Y..ZJ 

,t 

2. 3. 4-. 

wiera punkt m;( -JJ;, -·!J;, ~-zi). Jeżeli płaszczyzną symetrii jest płasz­
czyzna xy (rys. 3), to wraz z każdyn1 punkt.em -mt<:v;, y0 z;) układ 
zawiera punkt m

1
(x;, !J;, -z). Jeżeli osią symetrii jest oś z (rys. 4), 

to ,vraz z każdyn1 JJunktem m1(x;, Y;, z;) układ zawiera punkt 
m;( -·,X\, --Y;, z). 
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Łatwo okazać, że zawsze .frodek symetri-i jest .frodkiem nwlły. 

Środek 1nasy pary punktów syn1etryeznych leży bowiem na 
n. i:,cy twierdzenia 3, str. Lj8, w środku symetrii. Na mocy twier­
dzenia 2, str. 156, możem.y więe taką parę zastąpić przez punkt 
materialny umieszczony w środku sy1netrii. Robiąe to z każdą. parą, 
przekonywamy się, że środek symetrii jest środkien1 masy eałko­

witej układu. 

Podobnie, ,frodek mas.lJ leży na prostej 8,ll:rnetr-ii (i na pła,fJzczyźn-ie 
symetr-ii). 

Z tych san1ych bowien1 powodów środek pary punktów Hyme­
trycznych leży na, prost;ej (i na płaszczyźnie) syn1etrii. 

§.3 Momenty stopnia drugiego. Jloment hezwła,clno8ci. 
Niech będzie dany punkt materialny .A. o masie m, i pewna płasz­
czyzna Il. Oznaczmy przez r odległość punktu A od płasz­

czyzny Jl. ,,ryrażenie 

(1 ) l=mr2 

nazywamy monunte·m bezidadnmfoi punktu A wzglętlen1 płasz­

czyzny ll. ;reżeli przez r oznaczymy odległość punktu matt>rial­
nego A od pewnej prostej l (lub od J}ewnego punktu O), to (1) 
będzie momentien1 hezw.ładności punktu .A wzglęclt•m prostej l (lub 
względe1n punktu O). 

_JJ·omentem bezwladnmfoi ogólnym ukła,du punktów na,zyw~uny 
sumę momentów bezwładności poHzczególny(~h pun'kt6w tego układu. 

J[oment zboezenia (d.ewiacji). :Niech dane hę<lą dwie 
płaszez;yzny /71 i ll21 prostopadłe do siebie. Połó7.my a1 -== ± d1, gdzie 
d1 oznacza. odległość punktu n1aterialnego A od Fiu przyezern znak 
zależP,Ć nia otl tego, czy Jlunkt znajduje się w dodatniej c>zy ujem­
nej z dwu części, na jakie dzieli przestrzeń płaszczyzna 111• Po­
dobnie określamy a2 względem ph11izezyzny fi 2• \\~yrażenie 

(2) D=rn<11a2 

nazywamy rnumentern zholize-ti-ia (łub tle·1.da<1ji) punktu materialnego A 
względem płaszczyzn fl1 i ll2, 

.Zł!·omentem zboczenia ogólnJpn układu punkt6w Au A 2, ••• wzglę­

dem płaszczyzn ll1 i n 2 nazywamy sumę rnon1entów zboczenia 
poszczególnych punkt6w. A więe 

(3) 
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gdzie m1, uV', u~n oznaczają odpowiednio n1asę punktu .A; i jego od­
legł01foi od płaszczyzn /11 i ll2 (opatrzone właściwymi znakami). 

:Momenty bezwładności i momenty zboczenia nazywamy mo­
mentami stopnia drugiego. 

Ramię bezwładności. Niech I oznacza ogólny moment bez­
władności układu punktów U względem pewnej płaszczyzny [[ 
(prostej Z, punktu 0). Liczbę 

(4) k=Vl/m, gdzie m=m1 +m2 + ... 

nazywamy ramieniem, bezwładności układu punktów U względem 

płaszczyzny ll (prostej l, punktu O). Na mocy (4) jest 

(5) 2 l=mk. 

A więc: ramię bezwładności k jest odległością, w jakiej umiesz­
czO'Tta masa ealkowita układu ma moment beztcladności równy ogólnemu 
momentowi bezwła<lności 1,kladu. 

Masa zredukowana. Niech r będzie dowolną liczbą dodatnią. 
Masą układu zred1tkou,aną na odległość r względem danej płaszczyzny 
(prostej lub punktu) nazywamy liczbę 

(6) 

Zatem I =mrr2. A więe: moment bezwładności 'u.kładu wzg~dem 
płaszczyzny ( prostej, p'u.nktit) równa się momentowi bezwładności jego 
rn,asy zre<lu.kowanej m.,., 'umieszczonej w odległości r od tej płaszczyzny 
{prostej, punktu). 

l\Iomenty stopnia drugiego układu punktów: 

względem płaszczyzny, osi i początku układu spółrzędnych wyrażają 
się następującymi wzorami: 

(7) 

·Momenty bezwładności względem płaszc.zyzn xy, yz i xz: 

Il 

I ,., 2 
=.:...m.w., 

yz /c=l I I 

M.omenty bezwładności względem osi x, y i z: 



a a1 I. Układy punktów. 161 

)'lomenty bezwładności względem początku O układu współ­
rzędnych: 

(9) 

Alomenty zboczenia względem par płaszczyzn xy i zx, xy i yz 
oraz xz i zy: 

fi n n 

(10) D =2m.y.z, 
X i=l I I I 

D '"l =~m.x.z, 
y i=ł I I I 

Dz .2·m;x1y1• 
1=1 

Ze wzorów (7) --(10) wynikają łatwo związki: 

lx= lxy + łxz, 
fxy= Hlx+ly-łz], 

ly = 1_,y + ly:., 

łyz== ł[ly+lz-lx], 

Iz= łxz =-ł- łyz; 

lxz = Ą-[1.t + lz- ly]; 

l\Ion1enty bezwładności względem prostych równo­
ległye h. Znając momenty bezwładności ukladt1 punktów o masie 
całkowitej rn względem prostych przechodzących przez jeden punkt 
np. przez początek układu sp6łrzę<lnych, możemy łatwo wyznaczyć 
moment bezwładności tegoż układu punktów względem dowolnej 
prostej w przestrzeni, opierając się na następującym twierdzeniu: 

,! e::eli prosta l przechod.:ąca. przez środek masy ukla,du punktów 
jest równ.olegla do prostej l', to 

(I} 
•> 

Ir= I,+ md'", 

gdzie d oz·nacza odległość 1niędzt1 l a t, zaś Ii i Ir momenty bezwład­
ności względem ty(:h prostych .. 

Dowód. Środek S masy układu punktów, przez który prze-
chodzi prosta l, obierzmy za początek 

l 
Afł.J,l) 

układu współrzędnych, prostą l za oś x-ów, 
a płaszczyznę przesuniętą przez proste 
równoległe l i l' za płaszczyznę xy. Ozna­
czając odpowiednio przez r i r' odległość 

dowolnego punktu .A(x,y,z) od prostych 
l il', man1y r'2=z2+(d-y)2 i r2=z2+y2, 

y 

S. lfam~c.h, Mechanika. 11 
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" Lecz ;~m;Y;= my0 = O, gdyż środek S masy układu punktów 

leży w początku układu współrzędnych. Zatem lr=l1+md2, c. b. d. d. 

Z wzoru (I) wynika, że jeżeli wziąć pod uwagę wszystkie proste 
równoległe do prostej o pewnym danym kierunku, to moment bez­
władno8ei będzie najmniejszy względem tej prostej, która przechodzi 
przez środek masy. Oczywistym jest również, że jeżeli proste l' i l" 
są równoległe, to oznaczają,c przez d1 i d 2 odległości środka masy od 
tych prostych, będziemy mieli 

(10) Ir -md~ = 11" -md~, 

ponieważ na mocy (I) obie strony równości wynoszą Ir, gdzie l jest 
prostą równoległą do l' i l", przechodzącą przez środek masy. 

Ze wzoru (10) 111amy 

(II) 

Wzór powyższy pozwala obliczyć moment bezwładności układu 
punktów względem dowolnej prostej w przestrzeni, gdy znane są 
momenty bezwładności tego układu względem wszystkich prostych 
przechodzących przez jeden punkt i położenie środka masy układu. 

Mon1enty zboczenia względem płaszczyzn równoleg­
łych. Dla momentów zboczenia można, udowodnić twierdzenie po­
dolme do twierdzenia o 1nomentach bezwładności (str. 161). 

Niechaj płaszczyzny ll1 , ll2 będą do siebie prostopadłe 

i przechodzą przez środek masy rn danego układu punktów ma­

y 

terialnych. Obierzmy dowolnie płaszezyzny 
A n;, ll2 równoległe odpowiednio do plasz-

z z· 

s 

z· czyzn ilu /72• Niech a1 oznacza odległość 

t' ~(ri-'Ę.-,1.-0-++,i-=---,r między płaszczyznami ll1, n;, zaopatrzoną 

· 2 znakiem + lub - zależnie od tego, czy 

]

~ J płaszczyzna n; leży w ,lodatniej czy ujemnej 
części przestrzeni, na jakie dzieli przestrzeń 
plaszezyzna.T/1 • Analogicznie określmy a2 dla 

pary płaszczyzn ll2, Il~. Wreszcie oznaczmy przez D i D' momenty 
zboczenia danego układu względem par płaszczyzn Il1, Il2 i n;, Ilź. 
Mamy wówczas analogicznie do (I) wzór 

(Ili) 
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Uwaga. Zauważmy, że iloczyn mu1 a 2 oznacza moment zbo­
czenia względen1 pary płaszczyzn Ilu II 2 masy całkowitej m układu, 
umieszczonej gdziekolwiek bądź na prostej przecięcia pary płasz­
czyzn Ili i n;.. 

Dowód wzoru (III). Obierzmy początek układu współrzęd­
nych (.v, y, z) w środku S masy całkowitej m danego układu punk­
tów. Za oś x-ów weźmiemy prostą przecięcia płaszczyzn IJ1 i IJ2, 

zaś płaszczyzny te obieramy odpowiednio za płaszczyzny xy i yz. 
Analogicznie obieramy drugi układ współrzędnych (x', y', z') 

dla pary płaszczyzn II1, II2, przyjmując za początek dowolny punkt P 
leżący na prostej przecięcia płaszczyzn fli i n;,. 

Oznaczmy współrzędne punktu P względen1 układu współrzęd­
nych (x, y, z) przez E, 17, C. Oczywiście ri= a 2 i C= a1• Niech x, y, z 
będą współrzędnymi dowolnego punktu .A. względem układu współ­
rzędnych (x, y, z), zaś x', y', z' współrzędny1ni tegoż punktu .A. wzglę­
dem układu współrzędnych (x', y', z'). Wówczas: 

(11) x'=x-E, y'=y-ri, z'=z-c. 
Ponieważ 

(12) D'=2m;z;y;, 
więc na mocy (11) 

(13) 
D'= 2m,(z,-C) (y,-17)= .J:m;[z; Y,+ Cri-Cy,- rJZ1]= 

=2m;z1y1+ C112m,-C2m;y1-'f}Lm;z;-

Lecz 2m1y1= my0 = O i l 1m;z,= mz0= O, gdyż środek S masy m 
danego układu punktów leży z założenia w początku układu (x, y, z). 
Na mocy (12) i (13) jest więc D'=D+mCrJ, a ponieważ C=a1 
1 11=<12, więc otrzymujemy w końcu D'=D+ma1 a2, c. b. d. d. 

§ ł. Elipsoida bezwładności. Osie bezwładności. Niech 
0(.1:, y, z) będzie dowolnym układem współrzędnych prostokątnych 
o początku O. Udowodnimy, że znając 
momenty bezwładności względem osi i mo-
1nenty zboczenia względem płaszczyzn tego 
układu współrzędnych, można wyznaczyć mo­
menty bezwładności względem dowolnej pro­
stej Z, przechodzącej przez O. 

Niechaj prosta Z tworzy z osiami układu 
współrzędnych O (x, y, z) kąty a, fJ, y. Obierzmy 

z 

J 

dowolny punkt .A (x, y, z) i niechaj P będzie rzutem punktu .A. na 
u• 
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prostą Z. Zatem .AP= r jest odległością punktu A od prostej Z. 
Połóżmy 

(1) 

(2) 

Oznaczając przez <p kąt między prostą O.A a prostą l, otrzymamy 

AP=r=e sin <p. 

Ponieważ, jak wiadomo z geometrii analitycznej, 

OP=x cosa+ y cos {J+z cos y, 

więc z uwagi na to, że OP=(! cos <p, otrzymamy 

x cosa +y cos p + z cos y 
cos 'P 

(! 

Na mocy (2) jest r2=e2 sin2 ą,=(i-1(1- cos2 q,), więc 

n[ (xcosa+ycos{J+zcosy)2
] ., r2=e'" 1----· e?. =r;r-[x cos a+y cos f3+zcos y]2

, 

akądna mocy (l) jest r2=x2[1-cos2 a]+y2[1-cos2 P]+z2[1-cos2 y]­
- 2xy cos a cos /J-2xz cosa eos y-211z cos /J cos y. 

Ponieważ cos2a+cos2P+cos2y=l, więc podstawiając 1-cos2a= 
= cos' p + cos2 y i t. d., dostaniemy: 

r2 = (y2 + z2) cos2 a+ (x2 + z2) cos2 fJ + (x2 + y2) cos2 y­
- 2a}y cos a cos {J-2xz cosa cos y- 2yz cos {J cos y. 

Oznaczając przez tn1 masę, a przez r1 odległość punktu A; da­
n.ego układu punktów A.11 A 2, ••• o,l prostej z, otrzyn1amy na mo­
ntent bezwładności I, tego układu punktów względem prostej Z wzór 

I1=Lmtr7=cos2a.Ern,(y7 +zI) + cos2 pJ;m,(x7 +zI) +cos2 y l;mt(x7 +Y~)-

-2 cos cz cos f3I'm,xiy,-2 cosa cos y l:m,x,z,-2 cos {J cos i' ~m;y;z;, 

skąd 

I1=Ixcos2 a+ lycos2 /J + Izcos2y-

- 2D.rcosa cos{J-2Dycosa cosy-2Dxcos{J cosy. 
(I) 

Ze wzoru (I) możemy wyznaczyć rnoment bezwładno~ci układu 
punktów 1naterialnych względem prostej l, znając lx, ly, Iz, Dx, D!n Dz 
-oraz kąty, jakie prost.a Z tworzy z osiami układu współrzędnych. 
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Zachowując znakowanie poprzednie, oznaezmy przt.>z k 1 długo8Ć 

ramienia bezwładności danego układu punktów względem prostej l. 
Zatem (str. 160) 

(a> k,=V1,1m. 

Załóżmy, że dla każdej prostej l przechodzącej przez O jest 
I,=ł= O. Założenie to równoważne jest założeniu, że punkty materialne 
danego układu nie leżą na jednej i tej samej prostej przechodzącej 
przez O. Ponieważ 11 =ł= o, więc na mocy (3) jest również k1 =ł= O. 

Odetnijmy na każdej prostej l odcinki OQ i OQ' o długośri 
odwrotnie proporcjonalnej do ramienia bezwładności k1, t,. zn. 

(4) OQ=OQ' = a/k,= a~ m/ I,, 

gdzie a jest dowolną stałą dodatnią, nie zależną od prostej l. Ozna­
czając przez x, y, z współrzędne punktu Q, mamy: 

Vm vm vl, (5) a:=±a 11 cosa, y=±a licosf), z=±O· m cosy. 

Punkt Q' ma współrzędne - x, -y, - z. Zbiór wszystkich punk~ 
tów Qi Q' utworzy pewną powierzchnię E. Aby otrzymać jej rów­
nanie, wyznaczmy z ( 5) cosa, cos /J, cos y i wstawmy otrzymane 
wartości do równania (I). Dostaniemy: 

1, 
1,=-2 [Ixx2+ lyy2 + 1:,.z2-2Dxyz-2D11 xz-2Dzxy], 

1na 
skąd 

(6) lx:L.2 + 1yy2 + lzz2- 2Dxyz-2Dyxz-2D1 xy=l:1., 

gdzie c'l= -ma2. Widzimy stąd, że powierz­
chnia E jest powierzchnią rzędu drugiego. 
Wykażemy, że E jest elipsoidą. Wystarczy 
w tym celu udowodnić, że J: jest powierz­
chnią, ograniczoną (t. zn. że odległości jej 
punktów od początku układu współrzędnych 
nie y,rzekraczają pewnej liczby). \V rzeczy 
samej, założyliśmy, że 1t=ł=O, a więc mamy 

z 

) 

stale 11>0. Ponieważ na mocy wzoru (I) 11 jest funkcją ciągłą 

kątów a, /J, y, więc minimum 11 jest również dodatnie. Ozna­
czając to minimum przez h, mamy na mocy (3) k1~th/m, skąd 
na mocy (4) OQ'=OQ~aJ·mjh. A z3tem powierzchnia E jest po­
wierzchnią ograniczoną. Wynika. stąd, że powierzchnia. J: jest 
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elipsoidą, gdyż jedyną powierzchnią ograniczoną drugiego rz~du 
jest elipsoida. 

Otrzyn1aną elipsoidę J; nazywamy elipsoidą bezwładności da­
nego układu punktów względem punktu O. 

Ponieważ w równaniu ( 6) brak jest wyrazów pierwszego sto­
pnia, t. j. y, x, z, więc punkt O jest środkiem elipsoidy bezwładnośd. 

Zatem: elipsoida bezwładności układu p1tnktów materialnych 
względem punktu O ma tę własność, że odległość od O każdego jej punktu 
jest odwrotnie proporcjonalna do ramienia bez1.ola.dno.fr-i u kładu wzglę­
dem średnicy, przechodzącej przez ten p1,nkt. 

Osie elipsoidy bezwładności względem punktu O nazywa.my 
osio,mi bezwładności względem punktu O. 

Elipsoidę bezwładności względem środka ciężkości nazywamy 
elipsoidą bezwładności środkową, osie JeJ osiami bezwładności 

środkowymi a płaszczyzny przeprowadzone przez dwie osie plasz'­
czyznami środkowymi. 

Istnieje oczywiście nieskończenie wiele elipsoid bezwiadności 
danego układu względem jednego i tego samego punktu O. Zależą 

one od wyboru współczynnika proporcjonalności. Wszystkie te eli­
psoidy mają jednak wspólny środek i wspólne kierunki osi głównych. 
Ponadto stosunek osi głównych jest we wszystkich elipsoidach je­
dnakowy. Wszystkie elipsoidy bezwładności względem jednego i tego 
samego punktu O są więc do siebie podobne. 

Ramię bezwładności ma największą wartość względem osi ma­
łej; zatem moment bezwładności ma najrr1niejszą wartość wzglę­

den1 osi małej. Względem wielkiej osi jest na od wrót. 

W szczególności, gdy elipsoida jest kulą, punkt O nazywamy 
punktem kuUstym. 

Momenty bezwładności względem każdej prostej przechodzącej 
przez punkt kulisty są równe (i na odwrót). 

Wyznaczanie osi bezwładności. Jeżeli za osie spółrzęd­
nych x, y, z przyjąć osie bezwładności, to równanie elipsoidy bez­
władności będzie miało kształt 

(7) .A.x2 + By2 -t- Cz2 = F. 

Porównując równania ( 6) i ( 7 ), widzimy, że w tym przypadku 
Dx= O, Dy= O i Dz= O; równanie elipsoidy bezwładności będzie zatem 

(8) lxx2 + lyy2 + I„z2 = c2. 
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A więc: warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by osie 
'układu współrzędnych były osiami bezwładności, jest by momenty zbo­

czenia Dx, Dy, Dz były równe zeru. 

Jeżeli osie spółrzędnych x, y, z obierzemy tak, by tylko jedna 
z nich, np. oś z, pokrywała się z jedną z osi bezwładności, to rów­
nanie elipsoidy bezwładności przyjmie kształt 

(9) Ax2 +By2 + Cz2 +Exy =F. 

Porównując równania (6) i (9), widzimy, że Dx= O i Dy= O. 
Równanie elipsoidy bezwładności będzie więc w tym przypadku 

(10) 

A więc: warunkiem koniecznym i wystarczającym na to, by oś z 
była osią bezwładno.foi, jest by momenty zboczenia Dx i Dy były równe zeru. 

Łatwo sformułować analogiczne warunki na to, by osiami bez­
względności były oś x, lub oś y. 

Przyjmijmy teraz za początek układu współrzędnych (x, y, z) 
środek S masy całkowitej m danego układu punktów materialnych, 
zaś jego osie środkowe za osie współrzędnych x, y, z. Mamy oczywiście: 

(11) Dx= O, Dy= O, Di= O. 

Przyjmijmy następnie dowolny punkt O(;, 'YJ, C) za początek 
nowego układu współrzędnych (x', y', z') o osiach odpowiednio rów­
noległych do osi x, y i z. Na mocy (III), str. 162, będzie: 

Dx' = Dx + mCrJ, 

skąd na mocy (11.): 

(12) Dx' = mCYJ, 

Dy'= Dy+ m~C, 

Załóżmy, że punkt O(;, 'YJ, C) leży na jednej z płaszczyzn środ­
kowych, np. na płaszczyźnie xy. Zatem C=O. Na mocy więc (12) 
otrzymamy Dx,=0 i Dg1=0. Wynika stąd, że oś z' jest osią bez­
władności względem punktu O. Mamy więc twierdzenie: 

Jedna z osi bezwładności względem punktu położonego w płasz­

czyźnie środkowej jest prostopadła do tej płaszczyzny. 
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W szczególności, gdy punkt O Jeży na osi środkowej, np. na 
osi x, mamy 17=0 i C=O, skąd na mocy (12) D.r=O, Dy,=0 i Dz1=0. 
Wynika stąd, że osie x', y', z' są osiami bezwładności względem 
punktu O. Otrzymujemy więc wnioski: 

1 ° Osie bezwładności względem punktu położonego na osi środ­
k01vej są równolegle do osi środkowych. 

2° o.Y środkowa jest osią bezwładnośd względem każdego jej punktu . 

• Jeżeli dany układ punktów materialnych posiada oś lub Jlłasz­
czyznę symetrii, wówczas można dowieść następującego twierdzenia: 

O.~ symetrii układu punktów materialnych je8t osią środkową; 
podobnie płaszczyzna ,'ł!/metrii jest płaszczyzną środkową. 

Dowód. Aby dowieść pierwszej części twierdzenia, zauważmy, 
że na osi symetrii leży środek 8 1nasy m układu. \Veźmy 8 za począ­
tek układu współrzędnych (x, y, z), a oś symetrii za oś z. \Vohec tego 
dany układ punktów materialnych zawiera do każdego punktu A; 
o masie mi 1 współrzędnych x,, y,, z, drugi punkt Ai o masie równej 
m; i o współrzędnych -x,, -y,, z,. :\lamy więc: 

Dx=lTm,y,z,+ mr(-y;)z1]==0, Du=lTm,x1z1+-m;(-x,)z1]=0. 

Wynika stąd, że oś symetrii z jest zarazen1 lrsłą bezwładności 

względem środka masy S, a zatem jest osią środkową. 

Aby dowieść drugiej części twierdzenia, zauważmy, że na 
płaszczyźnie symetrii leży środek masy S. Przyjmijmy 8 za po­
czątek układu współrzędnych, zaś osie x i y o bierzmy w płaszczyźnie 
symetrii. Ponieważ płaszczyzna, tcy jest płaszczyzną symet1 i, więc 
do każdego punktu A, o masie m1 i współrzędnych x1, y1, z1 .stnieje 
w naszym układzie punktów materialnyeh punkt A~ o masie rów­
nej rn; i o wHpółrzędnych x,, Y,, -z,. Mamy więc: 

Dx=2[miyiz1 + m1y1(-z1)]=0, D
11
=.r[m,.x1z1 + m/C1(-z;)]=0. 

Wynika stąd, ż<~ oś z_ jest osią środkową, a. więc płaszczyzna 
symetrii a:y, jako prostopadła do osi środkowej z, jest płaszczyzną 
środkową. 
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I 5. Momenty kwadratowe układu płaskiego. Niech 
dany będzie układ punktów materialnych leżących w płaszczyźnie II. 
Jako płaszczyzna symetrii jest więc płaszczyzna Il na mocy twier­
dzenia poprzedniego płaszczyzną środkową. W każdym punkcie 
płaszczyzny ll jedna z osi bezwładności jest tedy prostopadła do 
płaszczyzny Il, podczas gdy dwie pozostałe osie bezwładności leżą 
w płaszczyźnie II. 

Jeżeli wziąć pod uwagę tylko n10menty bezwładności względem 
prostych leżących w płaszczyźnie n, to rozważania §§ 3 i 4 1nożna 
uprościć. 

Obierzn1y dany punkt O za początek układu współrzędnych 
(x, y) płaszczyzny ll. Wykreślmy z punktu O 
dowolną prostą l leżącą w tej płaszczyźnie 
i tworzącą kąt a z osią x-ów. l\Ioment bez­
władności względem l otrzymamy ze wzoru (I), 
Htr. 164, kładąc fJ= 90°--a i y= 900. Zatem 

(1) I I 2 + I -,· 2 D . 2 ,= x cos a II isJn a - z sin a. 

l 

Moment zboczenia D =l:m.x.y. nazywać będziemy rnomentem zbo-x„ I I I 

czenia względem osi x i y. 
Zaznaczmy na prostej l punkty Q i Q', których odległości od O 

są, odwrotnie proporcjonalne do ramienia bezwładności. Zbiór takich 
par punktów zaznaczonych na wszystkich prostych l, jakie prze­
chodzą pPzez O, utworzy krzywą, która będzie przekrojem płasz­
czyzny II z elipsoidą bezwładnoś(~i względem punktu O. Krzywa ta 
będzie zaten1 elipsą.; nazywamy ją elip,'ią bezwładności względem O. 

Równanie jej otrzymamy z równania (6), str.165, kładąc z=O. 
A więc równaniem elipsy bezwładności będzie 

(2) 

Jeżeli za osie x, Jl obierzemy osie bezwładności, to równanie 
elipsy bezwładności przyjmie postać 

(3) 
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II. Bryły, powierzchnie i linie materialne. 

łł 6. Gęstość. Gdy ciało nie jest tak małe, byśmy je mogli 
uważać za punkt materialny, to oprócz masy ciała podajemy t,akże 
rozmieszczenie masy w ciele. W wielu bowiem zagadnieniach me­
chaniki duże znaczenie ma nie tylko znajomość masy całego ciała, 
lecz także znajomość masy jego poszczególnych części. 

Często się zdarza, że masa ezęści cjała jest proporcjonalna do 
objętości. Oznaczając wówczas przez m masę, a przez v objętość 

ciała, otrzymamy, że masa przypadająca na jednostkę objętości, 
wynosi 

(I) 

Liczbę e nazywamy gęsto.foią ciała. 

Mówimy w tym przypadku, że masa jest w ciele rozn1ieszczona 
jednostajnie, lub że ciało jest, jednorodne, lub wreszcie, że gęstość 

jest stała . 
. Masa części ciała o objętości n' wyniesie wówczas m' = v' e­

N a mocy (I) wymiar gęstośei jest 

(1} [gęstość] =L-3 .ZJ,f 

Przejdźmy teraz do przypadku ogólnego, t. j. nie zakładajmy, 
że masa jest w danym ciele rozmieszczona jednostajnie. Niechaj A 
będzie jakimkolwiek punktem danego ciała. Obierzmy w ciele do­
wolny sześcian o masie ,dm i obj~tości .d·t\ którego środkiem jest 
punkt A. Granicę 

(Il) ·1· L1m 1n1-=-=e 
JIH-0 L11, 

nazywamy gęsto.frią ciała w punkcie A. 

Gęstość e zależy w ogólnośei od punktu A. Jeżeli A ma współ­
rzędne x, Jl, z, to e jest funkcją zmiennych x, y, z; możemy więc 
napisać e= e(;c, !I, z). Jeżeli e=const,., to masa w eiele jest roz­
mieszczona jednostajnie i mamy rozpatrzony już przypadek cia,ła 

jednorodnego. 
Zakładać będziemy zawsze, że (! jest funkcją ciągłą. 
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Obliczanie masy. Znając gęstość w każdym punkcie ciała 
może1ny obliczyć jego masę, jak również masę dowolnej jego części. 

Przy pomocy płaszczyzn równoległych do płaszczyzn xy, yz, zx 
podzielmy mianowicie dane ciało na drobne prostopadłościany (t. zw. 
elementy objętości) i na ewentualne kawałki brzeżne o kształcie nie­
regularnym. Oznaczmy objętości kolejnych prostopadłościanów przez 
L1vi, L1v2, ... i obierzmy w każdym z nich po jednym punkcie o współ­
rzędnych Xi, Yu z17 x2, y2, z2, ... • Masy poszczególnych prostopadło­
ścianów wynoszą w przybliżeniu e (xi, y11 z1 )L1'V11 e (x2, y2, z2 )L1v2 ; .... 

Zatem suma 

przedstawia w przybliżeniu rnasę ciała. Tworząc podział na coraz 
drobniejsze prostopadłościany o wymiarach dążących do zera i prze­
chodząc do granicy, otrzymamy dla masy m danego ciała wzór 

(III) m=f ff e (x~ y, z) dv, 
D 

gdzie obszar całkowania D obejmuje całe ciało. 
\V szczególności, gdy e= const., dostajemy ze wzoru (III) 

m= ev zgodnie ze wzorem (I). 
Wzór (III) podaje również masę dowolnej części danego ciała,, 

jeżeli przyjmien1y, że J) oznacza obszar zajęty przez tę część. 

Po wierzchnia materialna, li ni a materiału a. Niekiedy 
jeclen lub dwa wymiary eiała są drobne w porównaniu z pozostałymi. 
Przykładami takich ciał są płytyr pręty. druty i t. p. W tych przy­
padkach przedst,awiamy c~iało, jako powierzehnię lub linię materialną 
i rr1ówirny, że masa jego jest rozłożona powierzchniowo lub liniowo. 

Niech 1nasa będzie rozłożona na powierzchni S i niechaj 
A oznaeza dowolny punkt tej powierzchni. Oznaczmy przez Lla pole 
małego płata powierzchni S, pokrywającego punkt A (t. zw. element 
pola), przez L1m n1asę tego piata. ~Jeżeli wymiary płata hętlą dążyły 
do zera, granicę 

(IV) I
. L1m 
1m-,:.=(2 

.:\ 11--1'() LI (J 

nazywa1ny gęstością pou:ierzchniową w punkcie A. 
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W szczególności, gdy e = const, wówczas e przedstawia masę 
płata o polu 1 cm2, wyciętego z powierzchni S. 

Można wykazać (podobnie jak poprzednio przy bryłach), że 
masa powierzchni 8 wyraża się wzorem 

(V) m=f f eda, 
8 

gdzie obszar całkowania 8 rozciągnięty jest na całą powierzchnię. 
Gdy e=const. i P oznacza pole powierzchni 8, mamy m=eP, 

skąd 

(2) e = m/P. 

Ze wzoru powyższego otrzymujemy dla gęstości powierzchnio­
wej wymiar 

(3) [gęstość powierzchniowa] = L-2 M. 

Podobnie postępujemy w przypadku masy rozłożonej liniowo 
na pewnej krzywej C. Jeżeli A jest punktem krzywej C, wówczas 
obieramy dowolny łuk krzywej C, pokrywający punkt .A. Jeżeli 
Lis oznacza długość tego łuku {t. zw. element długości), zaś .1m jego 
masę, wówczas granicę 

(VI) 1
. Lim 
Im-;.- = f.! 

4H>O LJ 8 

nazywamy g~stością liniową w punkcie A. 
W szczególności jeżeli e= const, wówczas e przedstawia masę 

łuku (krzywej C) o długości 1 cm. 
Masa m na całej krzywej C wynosi 

(VII) m =feds, 
C 

gdzie obszar całkowania rozciągnięty jest na całą tą krzywą. 
Gdy e = const i s oznacza długość krzywej C, mamy na 

mocy (VII): 

(4) m = es, skąd e = m/s. 

N a wymiar gęstości liniowej otrzymujemy więc wzór 

(5) [gęstość liniowa] = L-1 M. 
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§ 7. Momenty statyczne bezwładności. Środek masy. 
Moment statyczny ciała względem pewnej płaszczyzny, np. xy, okre­
ślamy w sposób następujący. Dzielimy ciało na drobne prostopadło­
ściany o objętościach Llv1, Lłv2, ••• i ewentualnie na pewne kawałki 
nieregularne brzeżne. W każdym prostopadłościanie obieramy do­
wolnie po jednym punkcie o wspób·zędnych x17 y11 z17 x2, y 27 z2, ••• 

Oznaczmy przez e(x, y, z) gęstość ciała w punkcie x, y, z. Masa 
prostopadłościanu Lłt'i wynosi w przybliżeniu e (x17 Yu z1) • L1v1; gdy­
byśmy całą jego masę umieścili w punkcie x17 Yu z1, to mo­
ment statyczny tej masy względem płaszczyzny xy byłby równy 
z1 • e(XuYuZi) • L1v1• Możemy więc przyjąć, że suma 

Z1 • (} (Xi, Yu Z1) • Lh.'1 + Z2. e (X2, Y2, Z2)' <lV2 + • • • 
przedstawia w przybliżeniu moment statyczny ciała względe1n płasz­
czyzny xy. Z tego powodu granicę powyższej sumy, gdy wymiary 
prostopadłościanów dążą do zera, nazywamy momentem statyczni1m 
cialct wzgl~dem płaszczyzny xy. 

Ponieważ granicą powyższej sumy jest ca,łka potrójna f ff zedv, 
D 

gdzie obszar całkowania D jest rozciągnięty na całe ciało, więe 

(I) J,fxy=II fzedt• i podobnie Jfxz=fffyedv, .J.Hyz=.{f f xedv. 
D D D 

.Analogicznie określamy moment statyczny powierzchni i linij. 
Zamiast całek potrójnych wystąpią odpowiednio całki podwójne po 
powierzchniach i pojedyńcze po liniaeh. 

W przypadku masy rozłożonej na powierzchni S otrzymamy 

(II) Mxy=f jzed<1, Mxz=ffyeda, ~lyz=ffxeda, 
s s s 

gdzie dO' jest elementem 
krzywej C: 

pola, a dla masy rozłożonej liniowo na 

(III) Jfxy = j z eds, 
C 

{' 

.Jfyz= J xgds, 
C 

gdzie ds jest elementem długości łuku. 

:Momenty statyczne figur płaskich względem osi x i y wyrażają 
się wzorami 

(]) Mx= j f y ed,r;dy, 
D 

:Jf 11 =! f X(! iJ,x <ly. 
D 
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Dla linij płaskich mamy: 

Mx= f Yeds, 
C 

Środek masy ciała, powierzchni lub linii materialnej określa­
my jako punkt o współrzędnych: 

(IV) Yo= Mxz/m, 

gdzie Mzy, Mn, Mxy oznaczają momenty statyczne względem płasz­
czyzn zy, xz, xy, a m masę ciała. 

(V) 

Dla figur i linii płaskich dostajemy: 

x0 =Mufm, Yo= Mx/m. 

Jeżeli gęstość w ciele jest e= const., to Mzy = ef ff xdv 
D 

i m =ef ff dv=f!V, skąd 

(VI) 

D 

ff f xdv 
D 

Xo=--v--, 
ff f ydv 

D 
Yo=--v--, 

ff fzdv 
D Zo=--.,,--• 

Widzimy stąd, że x0, Yo i z0 nie zależą od gęstości. 

A więc: jeżeli gęstość jest stała, to położenie środka ciężkości nie 
zależy od gęstości. 

To samo odnosi się do powierzchni i linij. 

Można wy kazać, że twierdzeni.a o środku masy dla układów 
punktów materialnych, udowodnione w § 2, zachodzą również 

w przypadku ciał, powierzchni i linij materialnych. 

Bryły, powierzchnie i linie geometryczne. Momentem 
statycznym bryły geometrycznej nazywamy moment statyczny ciała 
materialnego, mającego postać danej bryły, przy założeniu, że gę­
stość e= const; zazwyczaj przyjmujemy e=l. 

Środek masy tego ciała (który nie zależy od e) nazywamy 
środkiem ciężkości br11ly geometrycznej. 

Analogicznie określamy moment statyczny i środek ciężkości 
dla powierzchni i linii geon1etrycznych. 
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M01nenty statyczne i środki masy tworów geometryeznych 
otrzymamy zatem, kładąc w podanych wzorach (I)-(V), (1) i(:?) e=l 
i przyjmując wobec tego, że m oznacza ohjętm;ć, pole lub długość, 
zależnie od tego czy twór geometryczny jest bryłą, powierzchnią 

czy linią. 

Poznamy teraz pewne twierdzenie, ułatwiające w wielu wy­
padkach znalezienie środka masy. Przetnijmy daną bryłę D płasz­

czyznami równoległymi do pewnej płaszczyzny II. Załóżmy, że 

środki ciężkości przekrojów leżą w pewnej plaszezyźnie a. 
Przy tych założeniach można udowodnić, że środek ciężkości 

bryły D leży również w płaszczyźnie a. 
Intuieyjnie jest to jasne. Podzielmy bowiem bryłę D na cienkie 

warstwy przy pomocy płaszczyzn równoległych do płaszczyzny Tl. 
Możemy przyjąć w przy hliżeniu, że środek masy każdej warstwy 
leży w płaszczyźnie a. Zatem moment statyczny każdej warstwy 
względem płaszczyzny a jest równy zeru. \Vynika stąd, że moment 
statyczny całej bryły D względem płaszczyzny a jest zerem (gdyż 
równy jest sumie n1omentów poszczególnych warstw). A więc śro­

d.ek masy bryły D też będzie leżał w płaszczyźnie a. 

Ścisły dowód n1ożna przeprowadzić 
w następujący sposób. Przyjmijmy, że II 
jest płaszczyzną poziomą, zaś a jest płasz­
czyzną o równaniu 

( 3) A.x + By + ()z + E = O. 

l 

Oznaczmy przez Dz przekrój bryły D ! i,/;, 1 

płaszczyzną poziomą na wysokości z. Nie- ; 
chaj ~, r; i /;=z, będą współrzędnymi środka <·iężkości Sz prze­
kroju Dz. Oczywiśde ;, r; i /; są funkcjami z i na mocy (3) 

(4) A~ +BYJ + Cl; +E = O. 

Oznaczając przez x0, Yo, z0 współrzędne środka masy bryły D, 
otrzymujemy z (VI) 

(5) Ax0+By0+Cz0+E=.!(Afffxdv+Bfffydv+offfzdv+Ev). 
D D D 

Niech Pz będzie polem przekroju Dz, a z' i .z" (gdzie z'< z") 
granicami, w których się zmienia zn1ienna z. Wówczas 

(6) Pa=ffdxdy. 
Dz 
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Zan1ieniając całkę potrójną na całkę it,erowaną, otrzymamy: 

z'' z" 

(7) v=fffd1)=j.dzff dx dy=f Pz dz, 
D z' Dz z' 

~ ~ ~ 

(8) fffz dt~=fz dzff dx dy=f Pz z dz=f Pz C dz, 
D z' n, z' z' 

z" 

(9) fffxdv=fdzffxdxdy. 
D z' Dz 

Ponieważ ffx dx dy przedstawia 1noment statyczny prze-
Dz 

kroju Dz względem płaszczyzny yz, więc ffxd:rtly=Pz~· Zatem 
/; z 

na mocy (9) 

z'' z" 

(10) .ff./xdv=f Pzedz i podobnie 
D z' 

ff/!! d·v=f Pz TJ dz. 
D z' 

N a. 1nocy więc ( 6) -( 1 O) dostaniemy 

z" 

.Ax0+By0+Cz0+E=!-j.(A; +BrJ +OC +E)Pz dz. 
i, . 

z' 

Ze wzoru ( 4) otrzyman1y te,ly 

A:r0+B;110+0.z0+E= O. 

A więc, środek ciężkości bryły D leży w płaszczyźnie a. Udo­
wodniliśmy więc 

'l'·wierd~en:ie. Jeżeli ,frodk1'. cięf:ko,foi przekrojóv., równoległych 
da,nej brylJJ leżą u- jednej płaszczy.inie, to środek ciężkości tej bryły 

leż:11 'W tej sarnej plca;zcz;Yźnie. 

\V szczególności wynika stąd, że jeżeli środki ciężkości prze­
krojów leżą na jednej prostej, to i środek ciężkości bryły leży na 
tej prostej. Jeżeli bowiem przez tę prost,ą przeprowadzimy dowolną 
płaszczyznę, to na rnocy udowodnionego twierdzeuia środek ciężkości 
bryły bę(lzie leżał w tej płaszczyźnie. 

Analogiczne twierdzenie zachodzi dla powierzchni i figu1· 
płaskich. 
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Reguły Guldina. Niech na płaszczyźnie xy dana będzie 
krzywa C, o równaniu y=/(x), przyczem f(x)~O dla a~w~b. 
Oznaczmy przez l długość krzywej. Na mocy (V) środek ciężkości 
wyznaczony jest wzoranri: 

(11) 
b 

x0 ==Mu/m=f xds/l, 
a 

b 

Yo=M,:/m=f y ds/l. 
a 

Pole powierzchni zatoczonej przez daną krzywą przy obrocie 
b 

około osi x-ów wynosi P=2:n:f yds. Na mocy więc (11) jest 
(1 

I. 

Podobny wzór otrzymamy, dla dowolnej krzywej, leżącej ponad 
osią w-ów. 

Ponieważ przy obrocie krzywej środek masy zatacza koło o pro­
mieniu Yo, więc 2:n:y0 oznacza obwód tego koła. 

A więc: powierzch.nia bryły, zatoczonej przez obrót krzywej pla­
~kiej około os·i, leżącej w płaszczyźnie tej krzywej i nie przecinajqcej 
jej, równa SiłJ iloczynowi długości krzywej przez droglJ, jaką opisuje 
,rodek ciężkości. 

Jest to t. zw. pierwsza reguła, Gu1,d,ina. 

Weźmy teraz pod uwagę dla tej samej krzywej obszar D za­
warty między krzywą, osią w a rzędnymi x=a i x=b. Oznaczmy 
przez F pole obszaru D. Środek ciężkości obszaru D ma na mocy (V), 
str. 17 4, współrzędne: 

(12) 
ff xdaJdy 

My D 
Wo= F =--1'--, 

ff ydaJdy 
Mx D 

Yo=-F- =--F--· 

b fi b 

Lecz ff y da) dy= f tk(f y dy)= ł f y2 d:c. N a mocy więc ( 12) jest 
D a I) a 

(13) 
a 

Jeżeli krzywa obróci się około osi :x:, wówczas objętość zato-
s. Banach. Mechanika. J I 
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b 

czonej bryły będzie wynosiła V= nf y2d:c, skąd na mocy (13) 
a 

II. 

Podobny wzór otrzymalibyśmy dla dowolnego obszaru położo­
nego nad osią x. 

A więc: obj~tość bryły zatoczonej przez obrót obszaru pla,skiego 
naokoło osi, leżącej w pla,szczyźnie obszaru i nieprzecinającej go, równa 
się iloczynowi pola obszaru przez drogę, jaką odbył środek ~żkości 
obszaru. 

Jest to t. zw. druga reguła Guldina. 

Momenty bezwładności i momenty zboczenia. Postę­
pując podobnie jak przy momentach statycznych, dochodzimy do 
określenia momentów bezwładności i momentów zboczenia dla brył, 
powierzchni i linij. 

Jeżeli e(x, y, z) oznacza gęstość bryły, to momenty bezwład­
ności względem płaszczyzn roy, yz i zx określamy p1·zez wzory: 

(VII) 1.-cy=fffezt.d·v, lyz= ff f ex"dv, 
D D 

momenty bezwładności względem osi współrzędnych: 

lx=IIJ e<y2 +z2)dv, ly=I.Fie<x2+z2)dv, 
(VIII) D D 

L.= ff f e(x2+y2)dv, 
D 

a momenty zboczenia względem płaszczyzn układu: 

(IX) D.-:=ff f eyzdv, Dy=f ff ezxdv, Dz= ff f exydv. 
n D D 

Aby otrzyn1ać momenty bezwładności dla powierzchni (linij), 
należy w podanych wzorach całkę potrójną zamienić na podwój~ 
(pojedyńczą) po powierzchni (po linii) i zastąpić dv przez da (ds), 
podobnie jak dla momentów statycznych. Określenia ramienia bez­
władności oraz masy zredukowanej pozostają bez zmiany. Tv.rier­
dzenia udowodnione dla układów punktów materialnych zacbodz~ 
także i tutaj. 
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I 8. Środkl elęikośeł niektórych linij powierzchni I brył. 
Jeżeli linia, powierzchnia lub bryła posiada środek symetrii, to jest 
on równocześnie środkiem ciężkości. Zatem środkiem ciężkości od­
cinka, pełnego równoległoboku, koła, równoległościanu, kuli i walca 
jest środek symetrii tych tworów. 

Linia łamana. środek ciężkości linii łamanej, np. ABOD, 
otrzymamy, zastępując każdy odcinek linii , 
punktem materialnym, umieszczonym w środku 
odcinka, o masie równej długości odcinka. Śro- A 

dek ciężkości układu tych punktów będzie środ­
kiem linii A.BOD (rys. 1). 

Niechaj di, d2, da oznaczają długości odcin- ,. "'' ~ , 
ków AB, BO, OD, zaś 81 (Xi, y1 ), 8 2(x2, y2), 1• 

83(x8 , x3 ) środki tych odcinków. środek ciężkości łamanej A.BOD 
będzie więc miał współrzędne 

(1) di Xi. +d2X2+daX3 
Xo di +d2+da , 

Łuk koła o promieniu r, należący do kąta środkowego 2a, 
ma, za oś symetrii dwusieczną tego kąta. środek ciężkości łuku leży 
więc na tej dwusiecznej (rys. 2). 

(2) 

Aby wyznaczyć odległość środka ciężkości S od środka koła O, 

2. 

opieramy się na pierwszej regule Guldina. Przy 
obrocie naokoło średnicy Z, prostopadłej do dwu­
siecznej kąta 2a, łuk opisuje powierzchnię pasa 
kulistego o polu 2rnh (gdzie h oznacza długośó 
cięciwy, na której wspiera się łuk). Długość łuku 
wynosi s = 2ra, droga zaś środka ciężkości 2n. O 8. 
Zatem 2rnh=4rna-OS, skąd 08=h/2a. Ponie­
waż h = 2r sin a, więc 

OS=r sin a. 
a 

W szczególności dla półkola jest. 2a=n, stąd 08='2r/n=0,64r. 

Trójkąt. Przetnijmy trójkąt prostynti równoległymi do jed­
nego z boków. Środki odcinków, a więc i środek ciężkości trójkąta, 
leżą na dośrodkowej. 

Wynika stąd, że środek ciężkości trójkąt.a leży w punkcie 
przecięcia się trzech dośrodkowych, a więc w odległości 1 / 3 odpo­
wiedniej wysokości od każdego boku. 

12* 
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Trapez. Środki odc.inków równoległych do podstawy trapezu, 
a więc również środek ciężkości S trapezu, leżą na dośrodkowej. 

Aby wyznaczyć odległość Yo środka ciężkości S od podstawy, 
obliczmy moment statyczny trapezu względem podstawy. Niechaj 
a oznacza podstawę, b drugi bok równoległy, h wysokość i P 1•0-
wie:rzc.hnię trapezu. Moment statyczny względerr1 podstawy wynosi 

(3) 

(4) 

(5) 

M =Py0::=ł(a+b)hy0 • 

Dzieląc trapez na równoległobok i trójkąt, dostaniemy 

M =bh-łh+{(a-b)h·łh=ih2(a+2b). 

Z porównania ( 3) i ( 4) dostaniemy 

1 a+2b h 
Yo=s·-a+b · 

\Vynika stąd konstrukcja geometryczna środka ciężkości, przed­
stawiona na rysunku 1. Z podobieństwa trójkątów BCS i .A.DS 
dostajemy (h-y0)iy0 = (łb+a)/Ua+b), skąd otrzymujemy Yo 
zgodnie ze wzorem (5). 

/J 

---c~===-4-~...:::..&.-~ ..... 
A b o 

I. 2. 

Wielokąt. Aby wyznaczyć środek cięż-kości wielokąta, roz­
bijamy go na trójkąty (trapezy, prostokąty), a następnie obliczamy 
momenty statyczne poszczególnych części względem osi układu. 

Oznaczmy przez p np. pole figury podanej na rys. 2. Roz­
bijamy ją na 3 prostokąty o polach Pu p 2 i p3• Niechaj x17 Yu x2, y2 

i x3, y3 będą współrzędnymi środków ciężkości względem osi x i y. 
l\ilamy Mx=P1Y1+P2Y2+PaYa i Mu=P1X1+P2X2+PaXa; środek cięż­
kości S ma więc współrzędne: 

(6) Yo=Mx/p. 
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Wycinek koła. Weźmy pod uwagę wycinek kola, OAB, Z _po­
wodu symetrii środek ciężkości S wycinka leży na dwusiecznej kąta 
środkowego 2a. Odległość 08 środka ciężkości od środka koła O otrzy­
mamy opierając się na drugiej regufo Guldiua. ,vycinek OA.B za­
toczy przez obrót naokoło pron:rienia O.A.=~ r 
wycinek kuli. Wysokość czaszy wycin..\a kuliste~ 
go wyniesie OA=OA-00 ·r--rcos2a=2rgin2 a, 
skąd objętość wycinka kuli ·v=ir2n,2rsin~a:::.--:: 
= łr3n sin2 a. Środek ciężkości zatoczy koło 
o promieniu y0 =0S-sin a. Pole wycinka równa 
się ra. Na mocy drugiej reguły Guldina 
będzie więc łr3nsin2 a=2ny0•r2a=2n0Ssin,1··r2a, skąd 

{7) 

(8) 

2 sina 
0S=-----r 

3a · 

Dla półkola n1amy w szczególności 2a=n czyli 

08=4r/3n=0,42r 

Odcinek koła. ś1·odek ciężkości S' odcinka koła znajduje się 
na dwusiecznej kąta środkowego do którego należy ten odcinek. 
Odległość OS' środka ciężkości odcinka od środka koła otrzyma­
my ze wzoru, przedstawiającego morr1ent statyczny wycinka O.il.B 
względem O.A. jako sumę momentów trójkąta OAB i odcinka kuła. 
Oznaczając więc przez p pole wycinka, przez p' pole trójkąta OAB, 
przez p" pole odc.inka, a przez F środek ciężkości t1·ójkąta O.A.B, 
otrzymamy p·OB sina=p'-OP sina+p''·OS' sina. Ponieważ p=-.::,r2a, 
p'=-ł!r2 sin2a, p"=p-p' i OF=fr cosa, więc 

(9) 
„ 4sin3 a 

08 = --------··--· r 
3(2a-sin2a) · 

G ra-nias to słup. \Valec. Środki ciężkości prze:krojów graniasto­
słupa plaszczyznan1i równolegly1ni do podstawy leźą. na prostej, 
łączącej środki ciężkości obu podstaw. Przekroje za,ś yłas~jczyznami 
równoległymi do jednej ze ścian bocznych są równoległobokami (lub 
składają się z kilku równoległoboków); środki ciężkości tych prze­
krojów leżą w JJłaszczyźnie równoległej do podstawy, poprowadzonej 
~tv połowie wysokości. Podobnie ·przedstawia, się sprawa dla walca. 

Wynika stąd, źe .frodck ciężkości graniasto.'jl,upa lub u)alca leży 
w -połowie jego wysokości na prostej, łączącej środki <.:iężkośei obu jego 
podsta,w. 
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Ostrosłup. Stożek. Środki ciężkości przekrojów równole­
głych do podstawy ostrosłupa leżą na prostej, łączącej wierzchołek 
ze środkiem ciężkości podstawy. N a tej prostej leży więc również 

l 
środek ciężkości S ostrosłupa. Aby wyznaczyć 
wysokość, na jakiej leży ten środek ciężkości, 
obliczamy moment statyczny ostrosłupa 

względem płaszczyzny podstawy. Obierając 

płaszczyznę podstawy za płaszczyznę poziomą, 

otrzymujemy Mxy=f ff z<kcdydz. Obszar 

całkowania jest rozciągnięty na cały ostro­
słup. Oznaczmy przez h wysokość ostro­

słupa, przez Dz przekrój płaszczyzną poziomą na wysokości z 
i przez P z pole przekroju Dz, Zamieniając całkę potrójną na całkę 

h h 

iterowaną dostaniemy Mx11= f zdz ff d:cdy= f zP,dz. Niech P oznacza 
O Dz O 

pole podstawy. Jak wiadomo Pz/P= (h-z)2/h2, czyli Pz=(l-irP. 
Zatem 

Z drugiej strony, oznaczając przez v objętość ostrosłupa, a przez 
z0 wysokość jego środka (\iężkości, mamy 

Mxg = z0v = z0 • !hP. 

Z przyrównania obu wzorów na Mxg otrzymujemy 

(10) z0 = h/4. 

Podobnie przedstawia się sprawa dla stożka. 

A więc: środek citJżkości ostrosłupa (stożka) 'leży w 1/, jego wy­
sokości na proBtej, łączącej wierzchołek ze bodkiem citJżkości podstawy . 

• 
§ 9. Momenty bezwładności niektórych llnlJ, powierz• 

ehnl I bryi. W tym § zakładać będziemy, że rozpatrywane linie, 
powierzchnie i bryły mają gęstość stałą f!· 

Odcinek. Obliczmy moment bezwładności odcinka AB o dłu­
gości a względem prostej Z, przechodzącej przez środek O tego od­
cinka i nachylonej do niego pod kąten1 a. 
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Przyjmijmy, że .AB leży na osi x-ów i że O jest począt­
kiem układu współrzędnych. Podzielmy odcinek AB na drobne 
odcinki przy pomocy punktów xu a:2 ••• 

Połóżmy L1x,, = a:1 - Xu L1x1 = a:8 - a:2 i t. d. 
Moment bezwładności odcinka Lłx, względem 
prostej Z wynosi w przybliżeniu r? L1m1, gdzie 
Lłm1 oznacza masę i-tego odcinka, zaś r, od­
ległość jego lewego końca od Z. Ponieważ 

I 

• A A • 2A 2 ..t ' 2 M • t r,=x,sma, am1=eax1, więc r1am1=x,eax1s111 a. ozemy za em 
przyjąć, że moment bezwładności I, względem prostej Z wynosi 
w przybliżeniu ~x'f eL1x; sin2a. Przechodząc do granicy, otrzymamy 

(1) 

+ła 1 
11 = f x2esin2adx = 

12 
a3esin2a. 

-ła 

Masa m odcinka .AB wynosi m=ae. Zatem 

Ponieważ O jest środkiem ciężkości odcinka .AB, więc moment 
bezwładności względmn prostej Z' równoległej do Z i leżącej w od­
ległości d od O wynosi w myśl wzoru (I), str.161, lr=l,+md2, czyli 

(2) Ir= i 1 m (a2 sin2 a + 12d2). 

W szczególności jeżeli Z' przechodzi przez koniec .A, to 
d=ł aeina, skąd 

(3) Ir= łma2 ein2 a. 

Jeżeli zaś proste Z i Z' są prostopadłe do .AB, to a=n/2 i mo­
menty 11 i 1„ redukują się do momentów bezwładności względem 
punktów O i ...4.. Z (1) i (3) otrzymujemy dla a=n/2: 

(4) 

Prostokąt. Przeprowadźmy przez środek prostokąta o bo­
kach a, b osie x, y układu współrzędnych. Ponieważ osie te są osiami 
symetrii, więc są zarazem osiami środkowymi i 

b/2 n/2 l 
lg= r /'x2 eda:dy = efdyfwdx = -a3be • . · 12 D -b/2 -n/2 
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Masa prostokąta jest, rn=abe, więc 

ł' 
I 

' 
,,• 

8 

1. 

lu= ł2 ·ma2
; podobnie lx= l 2 mb2 

1 

Moment zboczenia D1 jest zerem, więc elipsa. 
bezwładnościśrodkowamarównanie str.169,(3)) 
lxx2+Iuf1·=c2 czyli -?2 mb2:r2+T1

2 ma2y2=&. 
Stala c jest dowolna; kładąc c2=l2 ma2bi;.ir 
gdzie ;1 jest nową stałą dowolną., otrzy­
niamy 

(xi).a)2 + (y/).bf·= 1. 

A. więc: d1:psy bezwładności lrodkowe HWJą osie proporcjonal1'U! 
do boków prostokąta. 

Moment, bezwładności względem :prostej l (rys. 1), przecho­
dzącej przez O i nachylonej pod kątem rx. wz,glęckm osi x, wynosi 
(str.169, wzór (1)) l1=lxcosta+I11 sin2 a czyli 

( "".' \ ł / 

:Momenty bezwładności la i I1, względem boków a i b prostokąt.a 
wynoszą la=Ix+m,(b/2)2 i lb=lx+m(a/2f\ czyli 

(8) 

Kwadrat. Zachowując znakowanie jak dla prostokąta, mamy 
a= b, skąd Lr=l0 • 1-Vynika stąd, że elipsa bezwładności środkowa 
jest kołern. Środek kwadratu jest więc pnnkte1n kołowym. 

Trapez. A.by wyznaczyć rnoment bezwładności trapezu wzglę­
dein podstawy a (p. rys. 2), podzielmy trapez na drobne paski 
równoległe cło podstawy. Oznaczmy przez Ayi, L1y3, ••• grubości tych 
pasków, przez Yi, y2, ••• odległość ich środków od podstawy, a przez 
r11 r 2, ••• długości odcinków, przechodzących lJ 

przez środki pasków równolegle do podstawy. G.--';f·::·~Y 
:J\Iożemy przyjąć, że 1noment bezwładności ·i-tego / "i _, Ll 
paska względem boku a wynosi w przybUże- ~ 

2. 1riu Llm1yJ, gdzie ,.1'm,t oznacza 1nasę i-tego 
paska. Moment bezwła.rlnośei In względen1 boku a równa się w przy­
bliżeniu 11.Jmi y;, Lecz L.J,m1= A Y/Y;!>· Z rysunku 2 widzirny, że 

(r,--b)/(a- b)= (h- yi)/h, skąd ·ri= a-· {a--b) };· Zatem la wynosi 
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w przybliżeniu .r[a---{a--b)~i]ey7L1yr P1·zechodząe do granicy, do­

stajemy 

Poniewaz m =ł (a+ b )hp, więc 

(9) I =!· a+3bmh2 
a 6 a+b · 

'Prójkąt. Ze wzoru powyższego ot,rzymamy moment bezwład­
ności trójkąta względmn podstawy, kładąc b=O. Dostanie1ny 

(10) 

R ó ,v n ole gł obok. Kładąc we w.zorze ( 9) b = a, ot1·zymam.y 
moment; bezwładności równoległoboku względem jednego z boków: 

(11) 

Prostopadłośf'.ian. Un1ieść.my początek układu współrzęd­

nych w środku prostopacliościanu, prowadząc osie x, y, z równolegle 
do krawędzi, których długości oznaczymy przez a, b, c. J\i1oment 
bezwładności względen1 osi x wynosi 

a-2 b-2 C 2 

I. .. =.({f e(Y2+ z2)dmdydz= e.{a$f dy f(y2 + z2)dz=1\aoce(b2+ et). 
· a 2 -b,2 --c:2 

(12) 

Kład~c m= abce, otrzymujemy stąd 

lx=-/2 'tn(b2 +c2) 

i podobnie I y= /7J m ( a2 +<P), I z:=T11J m ( a2 + b2
). 

Moment bezwładności .la względem krawędzi a jest la=lx+mil\ 
gdzie d= !l b2 + c2 · więc 

(13) I ='m(b2 +cZJ' a il , 

i podobnie .lt,=łm(a.2 +&), lc=im(a2 + b2
). 

Okrąg koła. 1\1:onient bezwładności okręgu o prom.ieniu r 
względem środka O wynosi oczywiśeie 

(14) 
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Aby wyznaczyć moment bezwładności względem średnicy, 
obierzmy O za początek układu wspóh·zędnych (x, y). Mamy oczy­
wiście lx=ly. Ponieważ lo=lx+Iu, więc lo=2lx czyli lx=łlo. 
Stąd moment bezwładności względem średnicy wynosi 

(15) 

Koło. Ze względu na symetrię momenty bezwładności po­
wierzchni koła względem średnic są równe. Obierzmy środek koła O 
za środek układu współrzędnych (x, y). Zatem lx=I11, a ponie-

waż moment bezwładności względem środka 
ł, lo=lx+Iu, więc lo=2lx, więc lx=łlo. Aby 

obliczyć I o, podzielmy koło na pierścienie przy 
pomocy kół współśrodkowych o promieniach 
mi,X2,···· Połóżmy L1X1=X2-mu L1X2=X3-X2,···· 

Możemy przyjąć, że moment bezwładności 
i-tego pierścienia względem O wynosi w przy­
bliżeniu Am;x;, gdzie L1m1 oznacza masę tego 

pierścienia. Ponieważ pole pierścienia wynosi w przybliżeniu 2nx,L1x,, 
więc L1m1=2nx,t.>L1Xr Zaten1 w przybliżeniu lo=ł:2.7iWJeL1xr Prze­
chodząc do granicy, otrzymujemy stąd 

(16) 

(17) 

r 

Io= f'2mc8ed:IJ=ł ner'. 
o· 

Ponieważ masa koła m=r2ne, więc: 

lo=łmr2 i lx=łmr2. 

Powierzchnia kuli. Moment bezwładności powierzchni kuli 
względem środka wynosi oczywiście 

(18) 

Aby wyznaczyć moment bezwładności względem średnicy kuli, 
umieśćmy początek układu współrzędnych w środku kuli. Z powodu 
symetrii mamy lx=ly=lz. Ponieważ 2lo=lx+I9 +Iz, więc lo=llx. 
Zatem lx=ł I o, skąd 

(19) 

Kula. Biorąc za początek układu współrzędnych środek kuli, 
mamy ze względu na symetrię jak poprzednio lx=łl o. Moment I o 
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obliczymy postępując podobnie jak przy kole, t. j. dzieląc kulę na 
warst"'-ry przy pomocy kul wspóUrodkowych. Otrzymamy 

(20) Io=łmrl 1 Ix==lmrl. 

Walec obrotowy. Oznaczmy przez r promień podstawy, 
a przez h wysokość walca. Weźmy za początek układu współrzędnych 
środek osi walca, przyjmując oś walca za oś z-ów. 

Aby obliczyć moment Iz, postąpmy podobnie jak przy kole, 
t. j. podzielmy walec na warstwy przy pomocy walców o podstawach 
współśrodkowych z podstawą walca. Otrzymamy 

(21) lz=łmrl. 

Aby obliczyć momenty Iz i 111, podzielmy walec na warstwy 
przy pomocy płaszczyzn równoległych do podstawy. Oznaczmy 
przez L1Zi., LJz1, ••• grubości warstw, przez Zi, z2, ••• współrzędne środków 
ich podstaw, przez L1mi., L1m1, ••• masy warstw. 2 

Moment bezwzględności i-tej warstwy wzglę­
dem prostej równoległej do osi x i przechodzą-
-0ej przez środek ciężkości tej warstwy równa AZ. 

aię w przybliżeniu iL1m,r (jak moment bez-
władności koła względem średnicy). A więc mo- 1 ' 

ment bezwładności warstwy względem osi x 1 __ ----, 
,,' ', 

wyniesie w przybliżeniu iL1m1r2+L1m1z;. Ponie-
waż L1m,=rlnL1z,e, więc będzie w przybliżeniu 
lz=..EHrl+z~)r2neL1z1, skąd, przechodząc do granicy, otrzymujemy 

h/2(1 ) 1 
Iz l i4+zl rnedz=12rlneh(3r2+h1

). 

Ponieważ masa walca jest m=rneh, więc 

(22) l11=łtm(3rl+h1). 

Ze względu na symetrię mamy oczywiście lx=l11• 

Moment względem tworzącej Z walca wynosi 1,=lz+mr, więc 

(23) 1,=tmr. 

Oś z jest osią symetrii, a więc jest ona równocześnie osią środ­
kową. Z powodu symetrii osie x i y są również osiami środkowymi. 
Elipsoida bezwładnolłci ma więc równanie lx:x;2+111 y2 +1zz2=c2, skąd 
wobec (22) -t1m(3rl+h1) (a:l+y') +łmrzl= ól- czyli 
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(24) 

gdzie J.2 jekt dowolną stałą . 

. Elipsoida. hezwładnośei jest więc elipsoidą obrotową. Gdy rV3=h,. 
elipsoida jest kulfł. 

Stożek obrotowy. Oznaczm.y przez r promie:ti podstawy„ 
a przez h "\\rysokość st,ożka. Umie~<~my pocz,tek O układu współ·· 
1·zędnych w wierzchołku stożka i przyjmijmy oś stożka za oś z-ów. 

łcT H,ko oś symetrii jest ona również osią. 

bezwladnmiei środ.kową, a więc na mocy twier­
dzenia 2°, st.r.168, osią bezwładności w punkcie O. 
Z powodu symetI'ii osie x i y są również osiami 
bezwładności w 1>unkcie O. 

Podzi.-3lrnv stożek na warstwy ,n fTl'Uhośei. ~ ~ l!,h 

;lifu--·-----·- ;l~i przy pomocy płaszczy.zn równoległydl do 
,.- podstawy. Morrrnnt bezwładności i-tej warłitw-y 

Y wzglętien1 osi .z wynosi w przybliżeniu Lim117/2 
(po<iobr,je jak moment bezwładności walca względem osi), gdzit1c r,. 
ozrn-1cza promień dolnej podata,wy i-tej warstwy. Niech z, oz na.cza.. 
współrzędną środka dolnej podstawy ·i-tej warstv,ry; w6wezaa. 
rdr = z;jh, czy li 

(25) 

(26) 

skąd w przybliżeniu lz=J:Ą(r/h}'nez1L1zr Przechodząc do granicy, 
otrzymamy 

:!\lasa stożka jest m =!r2nhe, więc 

3 
Iz= H)mr-2. 

A by obliczyć lx, zauważrny, że mornent i~tej warstwy wzglę-· 
dem prostej równoległej do osi x-ów i przechodzącej przez środek 
ciężkości tej warstwy wynosi w przybliżeniu i-Amt11· Zatem wzglę­
den1 oai x-ów wynosi on łAm,t;+,_1mjf. Suma ta równa się na mocy 
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{25) i (26) l(if nezt(4+ (ir)ttzi= .Ju\, czyli r~ równa. się ·w przy­

bliżeniu }.;LJw,. Przechodząc do granicy, otrzyrnamy 

czyli 

(28) 

Oczywiście mamy lx=l11• 

Niech 'P oznacza kąt między osią ż a tworzącą Z (leżącą w plasz­
-czyźnie xz). Ponieważ osie a:, y, z są osiami bezwładności w O, więc 
na mocy wzoru (I), str. 164, jest 11=lxcos2 a+I11 cos2{J+Izcos2 y, 
_gdzie a, {J, y oznaczają kąty między tworzącą Z a osiami układu 

współrzędnych. Mamy a= ;-<p, {J=; i y= 'P, skąd 

I I · 2 I 2 , = x sm <p + z cos q;, 

a stąd na mocy (27) i (28) 

(29) 

(30) 

I,= 
2
3
0 

m[(r2+4h2) sin2 <p+2r2 cos2 'P]. 

Z uwagi na to, że tg<p=r/h, dostajemy 

3m r2+6h2 

I,= 20. r2 +h2 r2. 



ROZDZIAŁ V 

UKŁADY PUNKTÓW MATERIALNYCH 

§ t. Równania ruehu. Niech dany będzie układ punktów 
materialnych o masach mi, m2, ••• , mn. Oznaczmy przez Pi, P 1, ••• , P „ 
sumy sił działających na poszczególne punkty, a przez Pu p1, ••• , Pn 
przyśpieszenia tych punktów względem układu inercjalnego współ­
rzędnych. Wówczas według prawa Newtona: 

(I) 

. . . ' 
Równania powyższe zapisujemy krócej 

m,p,= P, (i=l,2, ... ,n). 

Niechaj punkt m, ma współrzędne :c,, y" Zr Równania (I) mo­
żemy napisać w postaci: 

(II) (i= 1, 2, ... ,ti). 

Układy swobodne. O siłach PuP1, ••• , Pn zakładamy, że 
w najogólniejszym przypadku zależą one od czasu, położenia i pręd­
kości punktów układu. Przyjmować więc będziemy, że siły są funk­
cjami: czasu t, zmiennych a:1, y1, z1, ••• , a;n, 'Yn, zn określających po­
łożenia punktów oraz zmiennych x1, y1, ż1, ••• , :tn, '!in, tn określających 
prędkości punktów. Zatem możemy napisać: 

Ptx = F, (t, a:1, Y1, Z1, ••• , a; n' 'Y n' zn, Xi, Ytt Ż1, ••• , :in, Y n' żn), 

i podobnie P;u='1>,, P,z=Y!,. 

O funkcjach P,"', P,
9 

i P,z zakładamy, że są ciągle i że mają 
ciągłe pierwsze pochodne cząstkowe względem każdej zmiennej. 

Równania (II) noszą nazwę równa·ń ruchu Newtona. 
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Stanowią one układ równań różniczkowych drugiego rzędu. 
Z teorii równań różniczkowych wynika, że równania (li) wyzna­
czają ruch układu punktów, jeżeli dane są w chwili początkowej 
t=t0 położenia początkowe punktów (t. j. współrzędne :tf, 1/1, if, ... , t:,) 
i prędkości początkowe (t. j. ż«l, !fl, ż<f, •.• , ~). 

Siły wewnętrzne i zewnętrzne. Siły, działające na punkty 
układu, dzielimy na dwie grupy. 

Do pierwszej zaliczamy te siły, które pochodzą ze wzajemnego 
oddziaływania punktów układu na siebie. Siły te nazywamy silami 
wewnętrznymi. 

Pozostałe siły nazywamy siłami zewntJtrznymi. 

O siłach wewnętrznych zakładamy, że stosują się do prawa 
akcji i reakcji Newtona (str. 73). 

Weźmy pod uwagę parę sił, z jakimi clziałają na siebie dwa 
punkty układu m' i m". Suma tych sił jest zerem, a że nadto Mia­
łają one wzdłuż prostej, łączącej punkty m' im", więc i moment ich 
względem dowolnego punktu jest zerem. Ponieważ siły wewnętrzne 
możemy zgrupować w takie pary) więc suma i ogólny moment Bil 
wewnętrznych jest zerem. 

Równowaga układu punktów. Układ punktów jest w rów­
nowadze, jeżeli każdy punkt jest w równowadze. 

A więc, jeżeli układ punktów jest w równowadze, to suma 
sił działających na każdy punkt jest równa zeru. O układzie sił, 

mającym tę własność, mówimy, że jest w równowadze lub że siły 
tego układu równoważą się. 

Niech dany będzie układ sił w równowadze. Weźmy pod uwagę 
siły tego układu, działające na dowolny punkt materialny. Ponieważ 
suma tych sił, jak i moment. ogólny względem dowolnego punktu 
przestrzeni, są równe zeru, więc dany układ jest równ<>ważny zeru 
(str. 23). 

A więc: jeżeli siły, działające na układ punktów materialnych, 
równ<>ważą się, wówczas suma tych. sil i ogólny moment jest zerem. 

Warunek powyższy jest warunkiem koniecznym równowagi 
sił, a.le nie jest warunkien1 wystarczającym. Ponieważ siły we­
wnętrzne mają sumę i ogólny m01nent równy zeru, więc z podanego 
warunku wynika, że jeżeli 1uklad punktów material11,ych jest w równo­
wadzej to suma i ogóln11 moment sil zewnętrzn,yeh jest zerem. 
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Podobnie jak poprzedni, warunek ten jest tylko warunkiem 
koniecznyn1 równowagi układu. 

Zasada d'Alemberta. Równania (I), str. 190, rr10że1ny na­
pisać w postaci 

P. + (- -m.p--.) = o 
I t I 

. 1 ') i=, ... .... ,n. ' . 
Wektory -1r1,1p1 nazwaliśmy sUa-mi bezwładności punktów m; 

(str. 74). Możemy więc powiedzieć; że siły bezwładności róYJnoważą 
si, z silam,i działającymi na punkty układu. 

T"'ierdzenie powyżśze nosi nazwę z<J,8ady d' .Alemberta. 

Znaczenie tej zasady występuje głównie w układach punktów 
nieswobodnych, czyni zajmiemy się dalej. Należy pamiętać, o czym 
mówiliśn1y na str. 74, że siły hezwładności nie są siłami, lecz wekto­
rami, które tylko dla wygody nazywan1y siłami. 

Przykład 1. Po osi x poruszają się dwa punkty A.u A 2 o ma­
sach m,_, 1n2, przyciągające się z siłą P według prawa Newtona.. 
Więc IPl=Kmim2/r2, gdzie r=.A 1A 2• Oznaczając przez x1 i x 2 (x1< a:2) 

współrzędne punktów, otrzymamy równania ruchu w postaci: 

(1~ -m1-Z1 = Kmim2/(x2-X1)2, m2X2= -Km1m2/(x.2-X1)1. 

Przyjmijmy, że w chwili początkowej 
.. o __ P_-__ -_P ___ ' t=O jest x

1
=x'f, x

2
=~, i

1
=0, i 2=0. Do-

,. I' I; • • 
dając równania ( 1) stronami, dostamemy 

mix1 +m2i 2=0, skąd po scałkowaniu 

m1 i 1 + m2 i 2 =a, ffiiX1 + m 2 x 2 =at+b. 

Ze względu na warunki początkowe otrzymamy a= O 
i b=m1x1+ mi~· Więc: 

(2) 

Z równań ( 1) otrzymujemy jeRzcze 

(3) i 2 - x1 =-K(m1 + m2)/(x2-x1)2. 

Połóżmy x2-x1=r i K(m1 +m2)=h. Dostaniemy r =-h/r2. 
Mnożą,c obustronnie przez r i całkując, otrzymamy l;t=k/r+c. 
Ponieważ dla t=O mamy r=i~-i~=O oraz r=~-x'f=r0, więc 

c=-h · Zatem !;,2= ~- h, skąd 
r 0 2 'I' r 0 

(4) 
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Przyjęliśmy znak ujemny, gdyż punkty będą się zbliżać do 
siebie, więc r będzie maleć, skąd i'< O. Z (4} dostajemy 

dr 
- 11-,1···,-. - d,t' 

, 2h (--~) ,r r0 

więc -J ----·---~r -- ..... ,,.,, - t ./------·· I • ., - • 

. r 2k (! _ _!\ 
\T rJ 

Po scałkowaniu otrzymamy 

(5) ! ~ [2Vr r-r + r0arcsinro-~.:] + c' = t. 
2~2k 

O "o 
Ponieważ dl.a t = O jest r = r 0, więc 

(6) 

Czas T, po którym punkty się spotkają, otrzy1namy z (5), 
kładąc r= O. Zaten1 

Dla m1=m2=lg, r0=1cm 1 K=6,6-lo-8cm3 g-1 eek--2 otrzy­
mujemy T = 3055 sek. 

Wzory (2), (5) i (6) (gdzie r=x2-m1) wyznaczają ruch punktów. 

Układy nieswobodne. Jeżeli istnieją warunki ograniczające 
n1ożliwe ruchy układu punktów materialnych, wówczas nazywa.my 
go układem nieswobodr1;ym, a warunki ograniczające wi~zami. Podob­
nie, jak w preypadku jednego punktu nieswobodnego, przyjn1ujemy, 
że więzy są wynikiem pewnych sił, zwanych reakcjami, które po­
wodują, że układ zachowuje więzy. 

Jeżeli do sił dzhtłają,cych na punkty układu dołożymy siły re­
akcyjne, wówczas układ 1nożemy uważać za swobodny. W ten spo­
sób badanie ruchów układów nieswobodnych sprowadzamy do ba­
dania ruchów układów swobodnych. 

,Je.żeli Vvięe na punkty układu o masach {mi} działają siły {Pi}, 
to oznaczając przez {ił;} reakcje, mamy 

(III) i=l, 2, ... , 'Ił,. 

'N SZf.~zególności układ nieswobodny jest w równowadze, jeżeli 
siły (l.ziałające równoważą się z reakcja.mi. 
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Więzy układu mogą polegać na tym, że niektóre punkty rnuszą 
się stale znajdow.~-1ć na pewnych liniach lub powierzchniach. Oprócz 

-R -------m, 

tego rodzaju więzów, poprzednio już poz~ 
na.nyeh (por. str. 123), spotykam.y fJię 

jeszcze z innymi. Np. dwa punkty mate­
rialne n1ogą być połączone nicią nieroz­
eiągUwą o długości l; odległość zaten1 
punktów od siebie musi być. stale ~l. Nić 
działa na punkty tylko wtedy, gdy jest 

napięta (rys. górny). Jeżeli założyn1y, że n1asa, nici jest dość mała, 
by rnożna ją hyło po1ninąć, to siły9 z jakimi nić dzia.ła ua punkty, 
będą co do wielkości równe nawet wtedy, gdy nić będzie nawinięta. 
na jakieś ciało (rys. dolny)~ o ile nie ma tarcia. Siły t;e są. oczywiśeio 
reakcjami. Reakcje są styczne do nici i mają zwrot w kierunku nici. 

Układ sztywny. \Vażnym przykładem układu punktów nie­
swobodnego j<'-st t. zw. układ .1?ztywny. Jest to u.kład nieswobodny, 
którego więzy polegają. na ty1n, że wzajemne odległości 1mnktów 
układu pozostają niezn1ienne. Przyjmujemy, że. w t,yrn p1·.zypadku 
występują 1mwne siły wewnętrzne (t. j. działające rniędzy punktami 
układu}, które sprawiają.~ że JJnnkty zachowują. odległości stałe, 

mimo działania sił zewnętrznych. 

Ciało stałe fizyczne na ogół odkształca się, t. j. zmienia swoją 
postać pod ""Pływem sił na nie działających. Zdarzyć się jednak 
może, że gdy siły nie przekraczają pewnej granicy, odkształcenia są 
tak niewielkie, iż praktycznie możemy nie brać ich pod uwagę. 
,v tym przypadku za model takiego ciała przy małych siłach n10-
żemy obrać układ punkt,.>w, który nazwaliśmy układem sztywnym. 
Wyniki, jakie otrzyrr1an1y, będą wówczas ważne w przybliżeniu dla 
ciała fizycznego. W ten sposób możemy stosować do ciał stałych 

fizycznych twierdzenia, jakie otrzymarny dla układów sztywnych. Ze 
względu na ważną rolę, jaką odgrywa teoria układu sztywnego, zaj­
mien1y się tą teorią, szczegółowo w rozdziale VI. \V tym rozdziale 
ograniczymy się tylko do podania kilku przykładów na Ue ogólnej 
teorii układ.u 1mnktów. 

Najprostszym przy1>adkiem układu sztywnego jest układ złożony 
z dwóch punktów materialnych, których odległość r jest stała. 

Układ. taki może1ny zrealizować, łącząc dwa punkty materialne 
sztywnym prętem o małej młl,sie, którą w stosunku do mas san1ych 
punktów można pominąć. Mówimy wówczas, że punkty połączone 
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są pręten1 sztywnym bez masy. W ten sposób siły wewnętrzne mię­
dzy punkt.ami zastępujemy siłami, z jakimi pręt oddziaływa na te 
punkty. Siły te są zatern co do wielkości równe, mają kierunek 
pręta, a zwroty przeciwne . 

. Przykład 2. Dwa eiężkie punkty materialne o masach mi i m2 
połączone są nicią nierozciągliwą, (hez masy), pI'zewiniętą pl'zez 
krążek. Punkt m,2 musi pozostawać na prostej pionowej Z. Jaki 
kąt rp tworzy nić z prostą l w położeniu równowagi, jeżeli nie ma 
tarciał 

N a punkt mi działa nić z siłą T skierowaną pionowo do g<rry 
oraz ciężar mig skierowany pionowo w dół (rys. 1). ZateL.'1 
T-1nig=O, więc 
(7) T = m,.g. 

Na punkt -m,2 działa nić z siłą 'I.' skierowaną wzdłuz mm, cię­

żar m2g skierowany 1>ionowo w dół i 1·eakcja R. prostopadła do 
prostej Z. Tworząc rzuty sił na prostą Z, dostanien1y T cos <p-- m2g=O, 
więc 

(8) T eos <p = m2 g. 

Z równań (7) i (8) otrzy·· 
mamy 

cos <p = m,2/m,. 
Równowaga jest więc 

możliwa tylko wówczas gd.y 
m2<m1. 

P·rzyklad ,1. Punk.ty 
n1aterialne ciężkie A1 i A 2 

o ma.saeh mi, m2 połączone są 

Il.id.ą: n:ir:rnzciągliwą, bez ma­
sy Punkt, A1 zawieszony jest 

r 
m, 

m,.ą 

l. 

I 

' I 
I t; 1---------
1 

: 'o fl ,------- --
: m,g s -R2 

~--------------
: 'i 
I 

2. 

na nici O.A.u również nierozciągliwej i bez masy. Cały układ obraca 
się około osi pionowej ze stałą prędkością kątową w, Jlrzyczem 
kąty a i {J, jakie nici O.A.1 i A1.A 2 tworzą z pionem., nie ulegają 

z1nianie podczas tego obrotu. Wyznaczyć kąty a i {J. 

Obierzmy w punkcie O początek układu ruchomego (x, y, z), 
obracającego się około osi pionowej z z prędkością kątową w (rys. 2). 
l\Iożemy przyjąć, że punkt A„ znajduje się stale w płaszczy.inie :m. 
Ponieważ kąt a jest stały, więc punkt ...4.1 jest w równowadze względ­
nej względem układu (x, y, z). 
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\-Vykażemy naj-pierw, że w płaszczyźnie xz znajduje się również 
punkt A,. 

Ponieważ punkt .A.1 jest w równowadze względnej, więc jego 
sHa unoszenia P~1

> równoważy się z siłami działającymi t. j. z cię­
żarem Qu reakcją R1 nici OA1. i reakcją R2 nici .A1A 2• Za.tern 

(9) 
- -(1) - -Z :równania powyższego wynika, że .R1=-Pu -Q1-Jłi. Po„ 

nieważ &iły -P~1>, --Q1 i -.R1 leżą w płaszczyźnie :ez, więc R2 leży 
równiez w płaszczyźnie xz. Ponieważ nadto .R2 ma kierunek nici. A1.J.1, 

więc i nić A1.A1 leży w płaszczyźnie xz; zatem punkt .A2 leży również 
w płaszczyźnie xz. 

Przejdźmy do wyznaczenia kątów a i {J. Z uwagi na, to, że 
kąty te są stale, oraz że długości 0...4.1 i A1.A2 również się nie zmie­
niają, wynika, że punkt A.1 jest także w równowadze względnej 
względem układu (w,y, z). Oznaczając przez p~> jego siłę unoszenia, 
a przez Q2 jego ciężar, otrzymamy 

~(2) - ~ 
(10) Pu +Q1-R2 = O. 

Oznaczmy przez r1 i r1 odległości punktów .A.1 i A2 od osi 
obrotu. Mamy: 

(11) 

(12) 

Utwórzmy rzuty (9) i {10) na osie x i z. Kładąc R1=1Ri.l 
i R2=IR21, dostaniemy: 

(13) ffiiT1 ro2-R1 sina+R2 sin P=O) 
(14:) m1r2 ro2--R2 sin/J= O, 

--m,,g+.Ri cosa-R2 cos/3=0, 
--rn,2g + R2 cos {3 =O. 

(15) 

Z równań (13) i (14) otrzymujemy: 

1.iga = (1nir1 + rn1·r2)w2/('mi+rn.2)g, 

J ei:eli przez r O ozna.ezymy odległość środka S masy układu 
punktóVi· Ai,A2 od osi obrotu :z, to otrzymamy (m1. +rn2)r0=m.ir1 +m2r1, 

skąd na mocy (15) tga==r0 w2/g, a więc z uwagi na to, że r1<rr,<r2, 

będzie lif; a < tg fJ czyli a < p. 
Znając OA1 i A1.Atj znajdujemy a i /J z równań (11) i (15). 
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Prąklad 4. Maszyna .Atwooda. Na końcach nici 
(nierozciągliwej, bez masy), przewiniętej przez krążek (bez rnasy), 
zawieszone są dwa ciężkie punkty materialne o masach ~ i m2• 

Załóżmy, że oba punkty poruszają się pionowo. Ponieważ nić jest 
nierozciągliwa, więc drogi przebywane przez oba punkty są równe. 
Zatem przyśpieszenia i prędkości obu punktów są równe co do 
wielkości, zwroty zaś mają przeciwne. Oznaczmy przez p rzut 
przyśpieszenia punktu mi na oś z skierowaną pionowo 
w dół. Niechaj R oznacza wartość bezwzględną siły, 
z jaką nić działa na punkty mi i m2• N a punkt mi 
działa ciężar i reakcja nici. Zatem 

(16) fniP = mig-R. 

Dla p11nktu. m2 otrzymamy podobnie 

(17) -m1 p = m2g-R. 

Z równań (16) i (17) dostajemy: 

P. 
m, 

m,g 

(18) mi- m2 R 21111 m2 
P = m'l +-m~ g, = in1 + ni2 9• +z 

N 
m, 

m,g 

A więc punkty będą się poruszać z p:rzyśpieszeniem stałym. 
Z równania (18) dostajemy (m1 +m2)p=m1g--mt!J. 
A więc przyśpieszenie jest takie, jak gdyby na punkt mate­

rialny o masie m1 +m2 działała siła mig- mt!J, t. j. siła równa różnicy 
ciężarów. 

Jeżeli mi> m2„ wówczas p > o, t. zn. że przyśpieszenie punktu m,. 
jest skierowane w dół, zaś punktu m2 w górę. 

Jeżeli m1=m2, wówczas p=O, t. zn. ze punkty poruszają się 

ruchem jednostajnym. 

Przy kład IJ. Dwa punkty ciężkie o masach m1 i m1, połączone 

nicią nierozciągliwą bez masy, poruszają się w płaszczyźnie pio­
nowej po dwóch prostych Z1 i Zt. Na punkt tni_ działa nić z siłą 1.'11 

ciężar mi.U i :reakcja prostej R1• Po{lobnie na punkt m2 działają 
siły ł' 1, m,j i R1• Przyjmijmy, że nie ma tarcia., zatem że R1 i R1 

są prostopadłe odpowiednio do prostych Z1 i ~ (str. 198, rys. 1). 
Ponieważ nić jest nierozciągliwa, więc drogi przebywane przez 

oba punkty będą równe, przyśpieszenia będą tedy równe co do 
wielkości. 
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m,!l 

Nadajmy prostyrn l1 i Z2 zwroty w <lół. 
Niechaj p oznacza wsp6lrzędną (wzglę­

dem li) przyśpieszenia punktu mi, zatem 
współrzędna (względem l2) przyśpieszenia 

1n1nktu m2 wynosi -p. Siły 1\ i T 2 są co do 
wielkości równe; połóżmy T = I :7\l = 17\I. 
Oznaczmy przez a1 i a2 kąty, jakie proste 

Z1 i Z2 tworzą z poziomem. Tworz~c rzuty na proste Zi i l2, otrzy­
mamy m1p=--T+m1gsina1 i -m2p= -T +m2g sin a2, skąd 

1n1 sin a1 -- m2 sin a2 p - ·--- ' ----·-·- g. 
m1: m,2 

A więc punkty poruszać się będą po prostych ruchem jedno­
stajnie przyśpieszonym. 

§ 2. Ruch środka masy. Własności kinematyczne 
środka masy. Niecha.j będzie dany układ punktów materialnych 
A1, .A2 ••• o masfwh m,1 ~ m2, ••• , kt,órego środ-
kiem masy jest punkt S (rys. 2). Obierzmy 
dowolny punkt O. Połóżmy rn=.fm; oraz: 

i'0 =0S, rt=OA.~ (i,=1,2, ... ). 

Przy powyższym znakowaniu zacho­
dzi równość. 

(I) 

A, 

J 
o 

2. 

Do wód. Obierz1ny dowolny układ ·współrzędnych o począ,tku 
w O. Jeżeli x1, y,, zi oznaczają współrzędne punkt;u .A.i, zaś xn, Y(r z0 

współrzędne środka S, to na mocy (II), str. 155, jest): 

(1) ma.?o == 2' 'n\.a\~ myo = l: ·mtY;, m..zo -==.::: ,l, '»t/::,, 

Ponieważ wektor r
1 

ma rzuty xr Y;, z., zaś ri) ma rzuty x0, ?/01 ~0, 

więc równanie (I) je8t tylko postacią wektorową równości (1}. 

Utwórzmy teraz pochodną obu stron równości (I) względem 
czasu; otrzymarny mr0=27 m/f·;. Ponieważ 'f'; oznacza prędkos1~ v; 
punktu A1, zaś 1\1 prędkość v0 środka rnasy S względern układu 

O(x, y, Z) 7 vdęc 

(Il) mv0 = S 1n/vi. 

Wektor m v1 jest pędem (str. 73) punktu A;. Prawa strona 
równości (II) przedstawia więc sumę pędów poszczególnych punktów 
ukła.du. Sumę tę nazywamy pęde'ln (ogólnym) 11kladu. 



Ruch środka masy. 199 

,vektor m·v0 możemy uważać za pęd punktu 1naterialnego1 

mającego masę równą masie całkowitej układu, un1ieszczonego 
w środku n1asy (i JlOruszającego się wra.z ze środkiem masy) . 

.A więc: pęd (ogólny) 1U,kladu równa się pęrlowi masy całkowitej 
układu, u1nieszczo·nej 'W środku masy. 

Zróżniczkujrny równanie {II) obustronnie względem czasu t. 
Dost_anie1ny m.~0=}:m/fi,. Lecz ~' oznacza przyśpieszenie P; punktu A;, 
zaś v0 przyśpieszenie p0 środka inasy l;. \Vięc 

(III) 

·wektor -mipi nazwaiiśmy siłą bezwładności punktu Ai 
(str. 7 4 i 192). 

A więc: S'U-ma sil bezwładności p-unktów uklad1.t równa się sile 
bezu,ladnośc·i masy calkow-itej 'układu, umie.~zezonej w środku mas:tJ. 

Uwaga. Tworząc rzuty na osie układu współrzędnych, otrzy­
marny z równań (II) i (III): 

(II') 

(III') 

. ,, . 
mx0 = / m,.x,, 

--- l " 

. ,.., . 
rayo= .::- m,y;, m ż -- ""'m ż ' o --- L.i i '[1 

miio= 2 m/fh, mzu= };m,ii' 

Wypadkowa sił ciężkości. Niech układ. punktów .A.17 A 2, ••• 

o masach 1ni, m2, ••• znajduje się w polu siły ciężkości. Oznaczmy 
przez {j wektor 11rzyśpieszenia ziemskiego, a przez S środek masy. 
Niechaj O będzie dowolnym punkteni. Połóżmy jak po1,rzednio 
1'0=-08 i r1-0A; dla i=l, 2, ... l1oment ogólny sił ciężko~foi wzglęclem O 
wynoi:;i il·= (m1 gxr1)+(m2 g>:r2)+ ... , więc 1'1 =gx(m1 r1+m2r2+ ... ), 
skąd na rnocy (I), str. 198, 

(2) 

Jeżeli w szczególności punkt O schodzi się z S, to r0 =0, skąd 
na n1ocy (2) .lłf=O. 

A więc: moment ogt>lny ciężarów punktów układu względem .frodka 
'm(J,8y jest zerem. 

Ponieważ ciężary tworzą układ sił równoległych i zgodnie skie­
rowanych, więc układ ten ma wypadkową (str. 26). \Vypa.dkowa 
przechodzi przez środek masy, gdyż mmnent ogólny względem środka 
1nasy jest zerem. 
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Własności dynamiczne środka masy. Niechaj na punkty 
materialne m, danego układu działają siły 1\. Oznaczmy przez p, 
przyśpieszenie punktu mi: a przez p0 przyśpieszenie środka masy 
tego układu J>unktów względem inercjalnego układu współrzędnych. 
:Na mocy wzoru. (III), str. 199, mamy mp0=l"'·m/p1, gdzie m=,Lm1. 

Ponieważ m/p1=P;, więc mp0=};P; czyli 

(IV) 

A więc: środek masy układu punktów porusza się tak, jak gdyby 
była w nim, akupi-Ona całkowita masa układu, poddana działaniu. sumy 
wszystk-ich sil. 

Równanie (IV) możemy napisać w posta.ci d(mv0 } /dt = P. 
Zatem: pochodna p~u u.k'ladu równa jest sumie wszystkich sil 

Mialających. 

Jeżeli suma sił działająeyc.h na punkty układu jest równa zeru, 
t. j. jeżeli P= O, wówczas na mocy (IV) mamy mp0~-= O czyli Pt}= O. 
Jeżeli suma P jest zerein stale, to stale jest p0 = o, więc prędkoś«.1 i\1 

środka masy jest stała. Środek 1nasy jest wtedy w spoczynku albo 
w ruchn jednostajnym prostolinijnym. Zauważmy, że na :mocy {II), 
str. 198, jest mvo= I;»i;v,; a więc w tym ·przypadku pęd ogólny ( czy.li 
ilość ruchu) układu jest wektorem stałym. 

A więc: jeżeli suma sil, dzitdających na układ punktów, jest stale 
równa zeru, to środek masy jest w spoczynku albo w r·uchu jednostaj­
nym prostoliniowym. a p~ ogólny układu jest wektorem stałym. 

Powyżs.ze twierdzenie n.osi nazwę za.~ady zf1,Cho11;ania pędu lub 
ilości r·u.chu. 

Jak wiemy (st,r.. 191), suma sił wewnętrznych jest za.wsze zerem, 
zaten1 su1na wszystkich sił działających na punk.ty układu równa 
się sumie sił zewnętrznych. W podanych twierdzeniach możemy więc 
sumę sił zastąpić przez sumę sił zewnętrznych. 

Oznaczmy przez PM sumę sił zewnętrznych. Na mocy (IV) jest 

(V) mp- -p-(.2} o-- • 

Jeżeli na układ nie działają żadne siły zewnętrzne, to p0=0, 
więc v0 = const. Możemy więc powiedzieć, że siły wewnętrzne nie mog4 
zmienić pr@dkości środka masy ani co do wielkości, ani co do kierunku„ 
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Weźmy pod uwagę układ słoneczny (t. j. złożony ze słońca i planet). Sily. 
poehodząe,e z przyciągania. ciał układu ~łonecznego przez gwiazdy stałe, możemy 
pominą.ć, gdyż sily te są bardzo male z powodu wfolkich odległości gwiazd sta­
łych. Możemy wię.:: prz;yjąć • .Ż(~ na ciała układu słoneczneg() thfała.ją tylko siły 

wewnętrzne, z jakimi cfała te pr,;yeiąga.ją aię wzajemnie według p:rawa. Newtona 
(str. 90). \Vynika stąd, że środek masy ukła.du słonecznego jest względem gwiazd 
stałych· w spoczynku albo porusza. się ruchem jednostajnym prostolinijnym. 

P:rzypuśćmy, że ba.dan1y ruch układu punktów w }}Olu siły 
ciężkości. Su:ma sił ciężkości wynosi m'lg-t-m,tg·+-... = mig. Środek 
masy S będzie więc poruszał się tak, jak punkt materialny o 1na­
sie m pod wpływem siły ciężkośe.i mg, t. j. po :prostej ]uh para,boli, 
aż tło cłnvili gdy choć. jeclen z punktów układu dotknie ziemi. \,V tej 
howien1 chwili wystąpi nowa siła, zewnętrzna wskutek zderzenia się 
punktu z zifmtią,. 

l.,!,r:e11 laatly: 1. Środł'k masy pocisku biegnie po paraboli nawet wówczas. 
gdy pocisk wybuclmie i pęknie. Ruch środka masy nie zostanie. bowiem prze.z to 
zakłócony, ponieważ wybuch powstaje pod wpływem sił wewnętrznyeh. Dopiero 
gdy jeden z odłamków spadnie na ziemię. rue-h środka masy ulegnie zmianie. 

2. Gdy człowiek znajduje się na płaszczyznfo poziomej gładkiej {np. nit 
lodzie), i;;iła,mi zewnętrznymi są rea.keja płaszczyzny i siła ciężkości; obie siły ma.ją 
kierunek pionowy. Jeżeli w chwili pO<!zątkowej człowiek: był w spoczynku, 
to dofróki nie, wystąpią inne siły zewuętra;ne, środek masy będzie mógł się po­
ruszać tylko po pionie. Ruehy, jakie człowiek wykonywa przy pomocy mięśnit 
odbywają się pod Wilływem sił wewnętrznych, a więc nie mogą wpłynąć na. ruch 
środka, masy w kierunku poziomym. Gdyby zatem nie było tarcia, chodzenie 
byłoby niemożliwe. 

Jeżeli pewna część układu punktów zmienia w jakiejś chwili 
swój pęd pod wpływem sił wewnętrznych, wówczas pęd pozostałej 
części układu doznaje równocześnie zmiany równej co do wielkości 
i kierunku, lecz o zwrocie przeciwnym. Siły wewnętrzne nie mogą 
bowiem zrr.1ienić pędu ogólnego. Oznaczając przez m' i m" masę 
jednej i drugiej części układu, a przez ii~ i v; zmianę prędkości środ­
ków tych mas, otrzymamy m'vó+m"v~=O czyli lvól/lVol=m"jm'. 

A zaten1: zmiana prędkości środków mas jest odwrotnie propor­
cjonalna do maa obu części 'Układu. 

Tym tłumaczy się cofanie armaty po strzale. Podobnie, jeżeli człowiek 
zacznie biec po pokładzie łodzi, łódź zacznie się poruszać w kierunku przeciwnym. 
Prędkości łodzi i człowieka. btdą w stosunku odwrotnym do ich mas. 



202 ROZDZIAŁ V. Układy punktów materialnych. 

Pt·zyklatl 1. Na gładkiej płaszczyźnie poziomej II opiera się 
pręt ,:;i~zki AB ( o gęstości stałej). Siłami zewnętrznymi są ciężar 

i reakejz, w punkcie A.; obie siły są pionowe. ,Jeżeli zatem w chwili 
początkowej pręt b)· ł w spoczynku, to pod działaniem sił zewnętrz­
ny eh, których suma ina kie:runek. pionowy, pręt będzie się poruszał 
w taki f}J)Osób, że środek B jego n1asy będzie spadał po pionie. 

Ohforz1ny za oś x krawędź przecięcia płaszczyzny pionowej 
(przechodzącej przez pręt) z płaszczyzną II. Za. 
oś ·y przyjn1ijmy pion, po którym się porusza 
środek ciężkości l?. Połóżmy AB=l i oznaczmy 
przez a kąt, jaki AB tworzy z osią x. Oznacza­
jąe przez x,y współrzędne punktu B, otrzy­
n1ujemy: x=ł l cosa i y:..-=l sina, skąd 

Koniee pręta B będzie więc poruszał się po elipsie o osiach l, 2 l . 

. Pr.,,!,lklad 2. Niech układ punktów Au .A. 2, ••• o masach mi, rn2, •• , 

1>orusza tli~- w J>olu środkowym (str. 102) sił sprężystych (str. 114), 
proporejoo.alnyeh do mas. Niechaj O będzie środkiem pola. Połóżmy 
O.A~ ::=f1, iiA-~=r2 i t. d. Oznaezając przez I\, P 2, ••• siły działające 
na punkty A. 1~ A 2, ••• i klatląe P=Pr+l\+ ... , otrzyma1ny P1 =--=--A2m,_1\, 
·t\=-).2m;łr2 i t. d., skąd P-:--=-A2(mir1 +nr-2r2+ ... ). Oznaczając przez S 
środek 1nasy całkowitej rn i kładąc 08=r0, otrzyn1a1ny na mocy (I), 
@tr. 198, 

P,=--J..2mr0• 

A za.tern środek masy będzie się poruszał tak. jak punkt ma­
terialny o masie m, pod,lany działaniu siły sprężystej P. Środek 
masy bę~faie się więc poruszał ruchem harmonicznym płaskim po 
prostej lub po elipsie (str. 114). 

§ 3c Moment Uośei rue,J1u. Kręt względem punktu . 
.Niech <lu,ny będzie układ punktćrw Au A 2, ••• o masach m"l, m 2, ••• 

i nrnsie całkowitej rn. \-Yeźmy pod uwagę u.kład pędów (układ ilośei 
ruehu) t. :i. wektorów m1 vu tn2v2, , ... o początkach w .A.1, A 2, •••• 

l\Iornent ogólny układ.u pęd.ów (ilośei ruchu) względen1 dowol-
nego punkt11 A nazywa.my krętem lub mo- A, rn,v. 
mtm.tem ilo.fr·i nwhu. układu względem A. 

Zatem kręt K względem A w ynos1 
- ,.., . -
K=k,;AiomA (m;u;). 
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Kładąc r;:::--=AA;, otrzymamy 

(1) K = 27(m/iJiXr;). 

Jeżeli !, n, C są wspóhzędnymi punktu A zaś {lh, !/i, z; współ­
·rzędnymi punktu A.;, to rzuty krętu na osie układu wynoszą: 

(I) 
Kx =SmJy;(Zi-C)-- ż;(Y(-11)], 
Ky = l'mi[ż;(Xi-~)--it(Z;- ()]; 

Kz =l:mJx,(y;-rJ)-'Ji;(X;-~)]. 

W szczególności 7 gdy ;=1J=(=O, mamy: 

{I') Kx=l'm,(yizi-ż1y1), Ky=l:m,(Żi»1--i/,), Kz=.1'm.;(i1y1-'!i;fD). 

Niechaj S będzie środkiem masy. Połóżmy A.8=r6 i SA
1
= e; 

dla i=l, 2, ... :Mam.y ri= e;+ r0• Za.tein na mocy (1) kręt wzglę­
dem .A wynosi 

"ff \1 - (·- + - ) Y' -· - -1, ( ,., - \ -... n. =-::.~m;t\X f!;· r0 =,{.J·m1vixe, ,- ..:..,m,v,,xr0 • 

Pierwszy składnik ostatniego człona jest kręte:m względ.em 

.środka masy. K.ręt; ten oznaczyrr1y przez K 0. Poniewa.ż ~;miv;= mv0 

(gdzie v9 oznacza prędkość środka masy), więc 

(2) K=K0 -f-mv0 xr0 • 

Zauwa.ź1ny, że mv0 xr0 jest to mon1ent względen1 A. ogólnego 
pędu, zaczepionego w środku masy. 

\7Vzór (2) wynika bezpośrednio z twierdzenia na str. 20, odno­
szącego się do ziniany ogólnego momentu układ.u wektorów. 

Kręt w ruchu postępowym. Załóż1ny, że układ punktów 
1wrusza się ruchem postępowyn1 z prędkością v, t. zn. że wszystkie 
punkty rn&ją prędkość v. 

Kręt względem dowolnego punktu .A. wynosi zatem. wefih~ (2) 
t-,; '1 ( -- - ' 'I.., '-· - ) - -c, - L l I) t 198 . .o -=--.:=,.:., /Yfł.(1J,:,:.rd=..?.i (vxm.tr, =-=vx2.,m;r;. ecz na rr10ey , ., s ,r. , 

}~st- l,'111,/J\ =.:. m.f0• Więe .K = vxmr0 ezyli 

{3) K = mv><r0 • 

A więc: kręt 1.1.,kłfulu. punktów, 1wruszającego s'ię nu:h.em postę­

po·wym ·względmn pewnego punktu .A., równ(l. się momentowi wzglę-­

dern A pędu. ogólnegu, zaczepionego w .frodku rna,'Sy ·u klad·u. 

~N szczególno~foi gdy punkt A pokry,va się ze środkiem masy, 
mamy i\,=0, więe J(,.._-:.:0. Zatem: kręt względem .froilka masy u.: ruchu, 
postęp<Yw,1pn jn,t n,umt/ zeru. 

·\Vynika stąd (str. 26)~ że uklacl pędów w ruehu pm,tępowym 
ma wypadkową o początku w środku masy układu. 
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Kręt w ruchu względem środka masy. Niech układ 
współrzęd.nycb O(x, y, z) porusza się ruchem postępowym z pręd­
kością u. Oznaczając przez Wu w2, ••• prędkości względne punktów 
..A.11 ...4. 2, ••• , przez w0 prędkość względną środka Sich masy, przez Kur 
kręt ruchu względnego i przez K1, kręt ruchu bezwzględnego układu 
tych punktów względem O, otrzymamy 

Kw=ffli. W1 XO.A.1 +m,2 w2XO.A 2+ .... 
Ponieważ w1=v1-u, w2=v2-u, ... , więc 

Kw= (mi v1 xO.A.1 +m2v2><0A2+ ... )-- ux (ffii0.A.1-t-m10A1 + ... ). 
Wyrażenie zawarte w pierwszym nawiasie równe jest K1,; 

wyrażenie zawarte w drugim nawiasie wynosi m,08 (str. 198). Zatem 

(4} 

W szczególności, gdy początek O ruchomego układu współ­
rzędnych obierzemy w środku 8 masy układu punktów ....411 A 2, ••• ,. 

będzie 08=0, ską,d na mocy (4) Kw= Kb. 
Jeżeli więc badamy ruch układu względem środka masy, to 

kręty względem środka masy w r,uch·u wzg1,ędnym i bezwzględnym Slf 

r6wne. 

Kręt względem osi. Moment ogólny pędów układu punktów 
względem pewnej osi nazywamy krętem układu względem tej osi. 

Wzory (I) przedst,awiają kręty układu punktów względem osi 
równoległych do osi x, y, z, przechodzących przez punkt A, a wzory (I') 
kręty względem osi x, y, z. Weźmy pod uwagę kręt względem osi '!/ 

Ky= 2m,(ż,m,-:i,z,). 

Oznaczając przez A<,t prędkość polową, (str. 47) ruchu, jaki 
wykonywa rzut punktu Ai na płaszczyznę pionową xz, otrzymamy 
ze wzoru (II), str. 48, 81= ł{ż,a:,-i1z,), zatem 

K11=2Im,81• 

A więc: kręt względem pewnej osi równa się podwójnej sumie 
iloczynów mas przez pr~kości powwe ruchów, jakie wykonują rzuty 
1)1'łłlctów na płaszczyznę prostopadłą do tej osi: 

(5) K = 2:Em,81• 

Jeżeli w płaszczytnie prostopadłej do osi wprowadzimy współ­
rzędne biegunowe r, 'P, wówczas na mocy (I), str. 48, otrzymamy 
8, łry~,, a więc 

(6) K=Im,1'ip,. 



(ł3] Moment ilości ruchu. 205 

Niech układ punktów obraca się około pewnej osi z prędkością ką­
tow, w. Mamy wówczas .p1=q,.== ... =co. Zatem K=2m/fw=w,2m,,::. 
Ponieważ l'm,r;=I, gdzie I jest momentem bezwładności względem 
-0si obrotu, więc 

{7) K=lw. 

A więc-: jeżeli układ punktów obraca si~ około pewnej osi, wów­
('Z48 kręt wzglfil.em osi obrotu równa się iloczynoun prtJdkości kątowej 
-i momentu bezwladMści względem osi obrotu. 

Dynamiczne własności krętu. Niech .A będzie dowolnym 
punktem stałym lub ruchomym. Oznaczmy przez r, wektory .AA,, 
przez e, wektory óA, (gdzie o jest począt- z 
.lriem układu inercjalnego współrzędnych), 
przez e wektor O.A. i przez u prędkość 
punk.tu A. Zatem: 

(8) e=u 1 e,=v; (i=l,2, ... ). 

Niechaj K będzie krętem względem .A. 

A; 

m,11, 

Na mocy (1), str. 203, jest, K. =2(m;v,xri). Oznaczając przez p1 

przyśpieszenia punktów .A,, otrzymamy, różniczkując względem t, 

{9) K. =2(m1p1Xr1) +2/(m,v,xi). 
. . . . 

Lecz r,=e;-- e, więc r1=e,-e. Zatem na mocy (8) r1=v1- u, 
więc 2(m,v,xi,)=2(m/v,xv;)-.l'(mw,xu). Ale v,xv,=0, zaś ~mi6t=mv0, 

gdzie i.i0 oznacza prędkość środka masy. Zatem 

{10) ,E(m1v1Xit)=-mv0 Xu. 

Jeżeli na punkt A; działa siła 15;; to m/[>1=·15;, a zatem 
m,p,Xr;=f\xr; = MomA P,. Jeżeli więc M jest momentem ogólnym 

sil względen1 A, to };m/fi;Xi\.=J;P1Xi\=J;M.om..._l\=M. Wzór ten 
łącznie ze wzorem (10) da.je na mocy (9) 

{II) 

\Vyrażenie v0 xu będzie zerem, jeżeli przyjmiemy, że punkt A 
jest w spoczynku (zatem ie ii= O) lub że A pokrywa się ze środ­
kiem masy (zatern że ii=ii0 ). W obu przypadkaeh otrzyn1amy 

{III) K. --M---- . 
A więc: pochodna kręt,u, (względem punkt11, stałego lub środka 

masy) równa się ogóltne-mu momentowi sil działających. 



206 ROZDZIAŁ V. Układy punktów materialnych. 

Tworząc rzuty na o~ stałą lub przei;hodzącą przez środek masy 
i nie zmieniającą kierunku, wn.osi.rny ze wzoru (Ill}~ że po(ihodna kr(tu 
'względem m,i stałej (lub przechodzącej przez środek ma.1Jy i nie zmie­
niającej kier'llnkir,) równa ,ffię ogólnemu momentowi sil wzglę.dem tej osi. 

,v szczególności gdy moment ogólny sił wżględem pewnego 
punktu stałego lub względ.en1 środka masy jest st,ale zerem, po­
chodna krętu jest ~rem czyli kręt jest wektorem stałym. 

A więc: jeżeli moment ogólny sil ( względem pewnego punktu. 
stałego lub Ś?'Otika masy) jest stale zert~m, wówczas kręt jest wektorem 
stałym. 

Twier<lztw.tle powyższe nosi nazwę za1u1,dy zachowa,nia krętu. 

Podobne twierdzenie otrzy1nuje1ny dla kr.ętiu względen1 osi. 
A więc: jeżeli moment sil względem pe·wne;i o.Yi .<:talej (l'ltb prze-

chodzącej przez środek -ma1;iy i nie zm-ienia}ącej kierunku) }est stale 
zere-rn, wó·weza.s kręt względem tej osi je.'?t stały. 

Kręt ,,,zglętlem osi wynosi w myśl wzoru (5), str. 204, K = 2'J.:md-11„ 
gdzie prze.z S, oznaczy1iśmy prędkości polowe ruchów, jakie wyko­
nują rzut.y na płaszczyznę Il prostopadłą do osi. Jeżeli więc kręt 

jest stały, to 

(11) .'fm;S;= c= const. 
t 

Zauważmy, że a;=f S1 dt przedstawia pole zakreślone w płasz-· 
Io 

czyźnie FI przez rzut na. nią, promienia wodzącego r, punktu A, 
w czasie od t0 do t. Za.tern na mocy (11) 

(12) 

A więc: suma iloczynów mas i pól, zakreślonych przez rzuty pro­
m-ieni wodzących -na płaszczyznę prostopadłą do osi, jest proporcjonalna, 
do czas1t. 

Z tego powodu zasada zachowania krętu nosi również nazwę 
zasady zachowania pól. 

Jak wiemy (str. 191), moment sił wewnętrznych jest względem 
dowolnego Jlunktu równy zeru. Zatem moment wszystkich sił dzia­
łających . sprowadza się do rn01nentu sil zewnętrznych. Jeżeli więc 
przez „.'Jtf(z) oznaczymy moment sił zewnętrznych względem pewnego 
punktu stałego A lub środka masy, równość (III) przyjmie postaó 

(ITI') 
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W twierd.zeniaeh poprzeclnio podanych możemy wi~c moment 
wszystkich sił działających zastąJ>ić przez rnonwnt; sił zewnętrznych. 

,Jeżeli na układ punktów żaf{ll(-' ~uy zewnętrzne nie <lziahtją, 

to zachodzi oczywiście zasada zad1owania. pól (krętu}, a więe kręt 
względem każdego punktu stałego lub środka 1nasy jest ,,:tedy 
wektorem stałym. Ponieważ kręt ,vzgJędein każdej O};i stałej (lub 
przechodzącej przez środek masy .i nie zmien.iają<'.ej kforunku) jest 
wówczas stały, więc równania. (11) i (l2) zachod.z:} dla ruchów, jak.ie 
wykonują rzut.y 1-mnktów na, dowolną płaszezyzn(? Htałą (lub ponii-:za­
jącą się wraz ze środkiem masy 1. nie zn1iPninją(·ą kierunku). 

Ruch w polu siły cięzkośri. Xiech ukh.ul punktóvi:· 1na„ 
teria.lnych .A.u .A2, ••• o masach ·1:n.j, ·m2, ••• J)orusza się w polu siły 

ciężkości. leżeli jedynym.i sila1ni zewnętrznymi są, ciężary punk­
tów, to mornent ogólny sił ciężkośd wzgJęilNu Arodka masy jest 
zerem (str. 199), więt kręt wzglę.Jmn śr0<lka rnas,v jest stały .. 

Przyjmijmy ukł.a.d ruchorny ,irspółrzędnych o poezątku w irodku 
ciężkości, poruszająty się ruchPm postępowym ... Ahy otrzyma,(~ nwh 
względny, należy do sił działająeyeh dod.ać siły urwszenia. (siła Co­
riolisa jest zerem, bo układ wsp6łrzędnyeh porusza 8ię, w mysl za.­
łożenia-, ruchern postęJlOwym). 

Oznaczn1y przez g wektor przJśpieszenia, ziemskiego. Pou.ie,vaż 
środek ciężkości n1a przyśpieszenie U, więc przyśpieszenie unoszenia 
wynosi również fi. Zatem siła unoszenia dla poszczeg6lnych punktów 
wynosi -m1g, --m2g, .... Widzimy więc, że siły unoszenia znoszą się 
z ciężarami punktów .. A więc ruch wzglęclny będzie taki, jak g•lyby 
nie działała siła ciężkości. Jeżeli prócz cięża1·ów nie ma innych sił 
zewnętrznych, to kręt względem środka masy w ruchu względnym 
będzie wektorem stałym i na mocy ( 4.), str. 204, będzie 1·ówny 
krętowi względem środka rnasy w ruchu bezwzględnym. 

Przy klatl 1„ Dwa punkty 1naterialne .A i B o masach 1r"l i m2, 

połączone prętem sztywnym bez masy, poruszają się w polu s.ily 
ciężkości. Na punkty .A i B działają więc siły ciężkości i reakcje pręta 
li i -ił. Reakcje zachowują się tak jak siły wewnętrzne, (białają 
bowiem wzdłuż prostej łączącej te punkty, są co do wielkości :równe, 
zwroty zaś 1nają przeciwne. Środek masy będzie się więc pcruszał 
(jak punkt materialny o masie m1 +m2 pod wpływem ciężaru) z J)rzy­
śpieszeniem pionowym g po linii prostej lub po paraboli.. 
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Oznaczmy przez i\ i v2 prędkości punkt6w .A. i B, a przez S 
środek masy. Kręt względem iirodka. masy wynosi 

(12) 

Ponieważ 

(str. 158), więc 

- m... --~ BA= -- -------='----· .AB, 
1n;_ +m2 

skąd otrzymujemy przez J)Odstawienie w (12): 

(13) K- r11ti m2 (- - ) AIB =--- v2 -v1 X.a. • 
,m, -l....·n• 1 I "'2 

Załóżmy, że K=t=O; zatem K _LAB. Ponieważ 
K jest wektorem stałym, więc odcinek AB 
jest fJOdczas ruchu stale równoległy do pew­
nej płaszczyzny ll, prostopadłej do krętu K. . 

.t Obierzmy śrmlek masy za początek rucho-
n1ego u.kła.du współrzędnych (::c', y', z'), poru­
szającego się. ruchem postępowyn1. Przyj­

mijmy, że płaszczyzna ::c' y' jest stale równoległa do II. Zatem oś z' 
jest równoległa do K. Pręt AB pozostaje więc stale w płaszczyźnie ::c'y'. 
Wynika stąd, że ruch względny pręta AB będzie obrotem około osi z' 
(punkt S pręta jest bowien1 nierucbon1y względem układu {.:v', y',z')). 
Poniewaź kręt w ruchu względnym jest stały, więc kręt względem 
osi z' wyniesie w myśl wzoru (7), str. 205t 

(14) Kl,= I r'(J) = const., 

gdzie mon1ent hezwładnościiz,=1r'IA82 +,m2B61'2..:.-=--!1''~r.~---AB2 , zaś w 
'in1 -r·'»'l-2; 

oznacza prędkość kątową. Zatern w = const;. 

A więc ruch względny będzie obrotem w płaszczyźnie x'y' 
około środka masy S z prędkością kątową stałą. 
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Obrót układu około osi. Załóżmy, że na układ U punktów 
materialnych nie działają żadne siły zewnętrzne. Przypuśćmy, że 

układ był na początku w spoczynku, a następnie jakaś część U1 
układu zaczęła się pod wpływen1 sił wewnętrznych obracać około 

pewnej osi stałej Z. Oznaczmy przez 11 moment bezwładności 
względem Z, a przez 001 prędkość kątową tej części układu. Zatem 
kręt jej względem osi obrotu wynosi K 1=I1oo1• 

Ponieważ kręt całego układu musi być zerem, gdyż siły we­
wnętrzne nie mogą zmienić krętu, więc pozostała część U 2 układu 

musi wykonać ruch, którego kręt względem osi l wynosi K 2=-Ku 
tak by suma obu krętów była zerem (t. j. aby K 1 +K2= O). Przy­
puśćmy, że ruch drugiej części jest również obrotem około osi i 
(przypadek ten zajdzie, jeżeli zalo.iymy np., że obie części mogą 
tylko obracać się około l). .Jeżeli przez I 2 oznaczymy moment bez­
władności części U 2 względem Z, zaś przez 002 jej prędkość kątową, 
to K 2=12oo2• 

Ponieważ K1 +K2=0, więc 
(15) 11001 +I2oo2=0. 

Równanie powyższe wyraża związek między prędkościami kąto­
wymi obu części układu U. Ponieważ 

(16) 001/ 002= -12/Ji, 
więc obydwie części układu obracają się w kierunkach przeciwnych, 
przyczem ich prędkości kątowe są co do wielkości odwrotnie pro­
porcjonalne do momentów bezwładności. 

Oznaczmy przez cp1 i cp2 kąty, o jakie obróciły się części U1 i U 1 

układu U w czasie t. Ponieważ q,1="'1 i q,2=oo2, więc na mocy (13) 
jest 11 'PJ +I2 q;2= O, skąd 11cp1 +I2<p2=c. Zakładając, że dla t= O jest 
9]1=0 i <p2 =0, otrzymamy I 1<p1 +I2cp2=0 czyli 

(17) 'P1/(J]2= -I2/l1. 

Kąty obrotu są więc co do wielkości również odwrotnie pro­
porcjonalne do momentów bezwładności obu części układu. 

Jeżeli w pewnej chwili cp1 -q,2=2kn:, gdzie k jest dowolnfł 
liczbą całkowitą, to położenie układu jest takie, jak gdyby układ 
obrócił się o kąt cp1. 

Widzimy więc, że układ punktów może się pod działaniem 
jedynie sił wewnętrznych obrócić około osi o dowolny kfłt rp. Obrót 
ten może nastfłpić np. w ten sposób, że jedna część układu obróci 
się o qt 'P, a druga w kierunku przeciwnym o kłłt 2n-<p. 
S. Banach. Mechanika. 
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Tym tłumac.zy się fakt, że kot spadając może ob1·óció się w powietrzu 
tak, by spaść na wszystkie cztery nogi. 

Jeżeli na pokładzie łodzi zaczniemy obracać koło materialne około osi 
pionowej z prędkością kątową lvu wówczas łódź pocznie się obracać w kierunku 
przeciwnym z prędkością kątową ro2 ; obie prędkości będą spełniały związki ( ló) 
i (16), gdzie 11 i 11 oznaczają odpowiednio momenty bezwładności koła. i łodzi. 

Przykl:ad 2. Kartka papieru spoczywa na gładkiej płaszczyźnie 
poziomej; kartka jest przebita szpilką w punkcie O tak, że może 

się tylko obracać wkoło tego punktu. Po kartce porusza się owad .A. 

Siłami zewnętrznymi działającymi na 
układ, złożony z kartki i owadu, są: reakcja 
szpilki o początku w punkcie O, ciężar kartki 
i owadu oraz reakcja płaszczyzny poziomej 
-mające kierunek pionowy. Moment tych 

,· sił względem osi pionowej z przechodzącej 
przez O jest więc równy zeru, a wobec 
tego kręt względem osi z jest stały. 

Załóżmy, że w chwili początkowej t=O owad i kartka papieru 
były w spoczynku. Kręt względem osi z będzie więc stale zerem. 

Obierzmy w płaszczyźnie poziomej układ współrzędnych (x', y') 
stały, zaś na kartce papieru układ (x, y) ruchomy, oba mające po­
czątek w O. Oznaczmy przez cp1 kąt między O.A. a x', przez cp kąt 
między O.A. a x, a przez 1P kąt, o jaki obróciła się kartka, t. j. kąt 
między osiami x a x'. Niech wreszcie m oznacza masę owadu, I mo­
ment bezwładności kartki względem O i niech r=O.A. Wówczas 
kręt względem osi z wynosi mr2ip1 +Itft=O, a ponieważ cp1 =cp+'ł/J, więc 
(18) mr2q,+(mr2+I)tp=0. 

Przypuśćmy, że owad porusza się po krzywej o równaniu 
r=/(cp). Na mocy (18), z uwagi że VJf q;=d'f/J/dcp, otrzyrnamy 
d'f/Jfdcp= -mr2/(mr2 +I). Zatem, całkując od cp0 do <p, dostaniemy 

(19) 

'I' 

1P -1Po = -f-1_!1,'r d·cp. 
mr2+I 

Różnica 1P-tp0 przedstawia kąt, o jaki obróciła się kartka 
w czasie, gdy owad poruszał się po krzywej r = f ( <p) od cp0 do cp. 

Widzimy, że kąt obrotu nie zależy od prędkości owadu, lecz 
tylko od krzywej, po której owad się porusza. W szczególności, 
jeżeli owad porusza się po kole r = const. wówczas na mocy (19) 

(20) 
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Kręt w ruchu względnym. Niech układ współrzędnych 
O'(x', y', z') porusza się względem inercjalnego układu współrzędnych 
O(x, y, z). Aby wyznaczyć ruch względny układu punktów mate­
rialnych, należy do sił działających dodać siły unoszenia i Coriolisa. 
Oznacz1ny przez Kw kręt ruchu względnego względem początku O' 
układu ruchomego, a przez M, Mu, Me momenty sił działających, 
unoszenia i Coriolisa względem punktu O'. Ponieważ prawa Newtona 
stosują się do ruchu względnego, jeżeli do sił działających dodać 

siły unoszenia i Coriolisa (str. 137), więc 

(21) Kw= M+M,z+Mc. 

Wzór powyższy upraszcza się w przypadku, gdy O' pokrywa 
się ze środkiem S masy układu punktów materialnych, a układ 

wspólrzędnych (ro, y, z) porusza się ruchem postępowym. Udowodni­
liśmy bowiem (str. 204), że w tym przypadku jest Kw=K, gdzie 
K ozna~za kr~t (względem ś~odka masy) w ruchu bezwzględnym. 
Zatem Kw= .K, a ponieważ .K =M, więc otrzymujemy 

(22) Kw= .1.lf. 

Jeżeli więc badamy ruch względem środka masy, to poc1wdna 
krętu ( względem środka masy) w ruchu wzglę.dnym równa si(J mo­
mentowi (względem środka masy) sil działających. 

Ił. Praea l poteneJal układu punktów. Praca. Niech 
na punkty układu działają siły Pi, P 2, •••• Praca siły P, wyraża się 

(str. 95) wzorem L; =f(Pi da:i+Pi dyi +Pi dzi), gdzie Oi oznacza tor 
X y Z 

C; 

punktu i-tego. 

Pracą całkowitą (lub krótko pracą) sil 1\, P 2, ••• nazywamy 
SUillę prac poszczególnych sil. 

Zatem praca całkowita wynosi 

(I) 

Pracę całkoWitą, jaką, wykonują siły w czasie od t0 do t, mo­
żemy przedstawić w postaci (IV), str. 96, 

(II) 

u.• 
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lub ((V), str. 96) 

(II') 
t 

L= f LJ" (P;vi) dt, 

gdzie v, oznaczają prędkości punktów, zaś P,v, jest iloczynem ska· 
larowym. 

Praca równa zeru. Ważne są przypadki, w których praca 
sił działających na u.kład jest równa zeru. Podamy kilka przykładów. 

z 

A, 

(1) 

Przykład 1. Dla układu sztywnego 
punktów materialnych (str. 194) zachodzi 
twierdzenie następujące: 

Praca sil wewnętrznych w 1,kladzie sztyw­
nym jest zerem. 

Do wód. Weźmy na razie pod uwagę dwa 
punkty układu sztywnego .A.1 i .A. 2• Połóżmy: 

gdzie O jest początkiem układu współrzędnych. Jeżeli i\, v2 są pręd­
kościami punktów .A.u .A. 2, to 

(2) 
. . . 

Na mocy (1) mamy r= r2 -ru skąd r= r2 -i\, więc 

(3) 

Ponieważ .A.1.A. 2 = eona~., więc r2 = const. Różniczkując wzglę­
dem czasu t, otrzymamy 2rr=0. Na mocy więc (3) 

(4) 

Oznaczmy przez P1 (wzgl. P 8) siłę, z jaką punkt .A. 2 (wzgl. .A.1) 

działa na punkt .A.1 (wzgl. .A. 2 ). Na mocy prawa akcji i reakcji jest 

(5) 

Ponieważ siły P1 i P8 maj1t kierunek wektora .A1.A.1=r, więc 
możemy przyjąć, że 

(6) P1 = lr i P 2 = -J..r, 

gdzie l jest współczynnikiem zależnym od czasu (wielkość sił P1 i P 1 
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może się bowiem zmieniać z biegiem czasu). Na mocy (li') praca 
aił P1 i Pa wynosi ,. 
(7) L=f (P1 iii+P1 ii1) dt. ,. 

z_ równości ( 6) dostajemy P1 ii1 + P 2v2 =A( rv1 - rv2) =Ar( ii1 - v2), 

na mocy więc (4) P 1 v1+P2 ii2=0. Wynika stąd wobec (7), że 

L=O. 
Udowodniliśmy zatem, że praca sił wewnętrznych, z jakimi 

działają na siebie dwa jakiekolwiek punkty układu sztywnego jest 
zerem. Suma prac wszystkich sił wewnętrznych jest więc również 
zerem, c. b. d. d. 

Przykład 2. Dwa punkty materialne A1 i A 2 połączone są 
nicią nierozciągliwą (bez masy), przechodzącą przez stały punkt O. 
Załóżmy, że nie n1a tarcia. Udowodnimy, że praca sił, z jakimi 
nić działa na punkty układu, równa jest zeru. 

Obierzmy punkt O za początek układu współrzędnych. Niechaj 
a:i, 1/u z1 będą współrzędnymi punktu A 17 zaś :ta, y2, za współrzędnymi 
punktu A 2 • Połóżmy 

(8) r1=0A 1=V~+Y~+z~ i "2=0A2=Y~+Y~+~. 
Ponieważ długość nici Z = const. i r 1 + r a= Z, więc 

(9) ł1+ł2=0. 

Oznaczmy przez P1 i P2 siły, z jakimi nić działa na punkty 
A 1 i Aa. Mamy (str. 194) 

(10) 11\1 = IPal· z 

Kładąc P= -11\1= -IP2I, otrzymamy: 

P
1
x= p~!, P 1 =pYi i P 1 =Pz1, więc A, 

r1 Y r1 z r1· 

p . +P . + p , -P :t1ż1+1l11i1+z1ż1 p,;,
1 lxxl 111 Y1 · lzzl - · Ti ,r 

i analogicznie P2xi2+P 291i2 +PazŻ2=Pł2. 

Na mocy (Il), str. 211, praca sił P1 i P2 wynosi tedy 

I t 

L= f[Pri+Pr2]dt=f P[r1+r1]dt. 
l'J 10 

Z (9) dostaniemy więc L=O. 
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Pr#l/k-ład :-J. Przypuśćn1y, że jakieś ciało K porusza się w ten 
sposób, że pozostaje stale styczne do pewnej powierzchni I. Zakła­
dając, że siły reakcyjne powierzchni zaczepione są w punktach 
styczności, widzimy, że reakcje zmieniają punkty zaczepienia, je­
żeli ciało coraz to innymi punktami styka się z powierzchnią I. 
Przyjmujemy, że praca sił reakcyjnych wyraża się w tym przy­
padku wzorem (II'), str. 212, gdzie v, oznaczają prędkości punk­
tów styczności, w których w danej chwili zaczepione są reakcje P;. 

Jeżeli prędkości punktów styczności są stale równe zeru, mó· 
wimy, że ciało K toczy si~ po powierzchni I. 

A więc: przy toczeniu sitJ ciała praca sil reakcyjnych jest zerem. 

Potencjał układu. Jeżeli siły 1\, P 2, ••• zależą tylko od po­
łożenia układu punktów, wówczas powiadamy, że siły tworzą pole sit. 

Ponieważ położenie układu określone jest współrzędnymi Xi, Yu Zi 
a,1, y,., z1, ••• jego punktów, więc siły P17 P2, ••• są funkcjami zmien­
nych :1:17 '!/u Zi, a:1, y1, z2, ••• .. Zatem 

Jeżeli w polu sił praca całkowita nie zależy od drogi prze­
bytej przez układ punktów, lecz tylko od położenia początkowego 
i końcowego tych punktów, to pole sił nazywamy polem potencjal­
nym lub ~achowawczym (konserwatywnym). 

Weźmy pod uwagę dowolne położenie B0 układu punktów, 
określone współrzędnymi a:1, Y1, ził, a:g, 1ft, ~, ... . Oznaczmy przez V 
pracę, jaką wykonają siły przy przejściu układu z położenia B0 do 
położenia B o współrzędnych Xu Yu Zi, a:1, y„ z2, • • • • Jeżeli pole jest 
polem potencjalnym, to praca V nie będzie zależała od drogi przej­
ścia. Zatem V będzie funkcją zmiennych a:u Yu Zi, a:1, y1, z1, ••• • Funk­
cję V nazywamy potencjałem lub funkcją sil. 

Postępując podobnie jak w przypadku jednego punktu mate­
rialnego (str. 100), można udowodnić następujące wzory: 

(Ili) 
eV p. - ··--· 

'g- ~y,' 
ć"V 

P, =---­
z ~z 

I 

(i=l, 2, ... ). 

Na odwrót, jeżeli istnieje funkcja, V spełniająca równania (III), 
to pole jest polem potencjalnym i V jest potencjałem. 
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,Jeżeli układ przesuniemy z położenia o potencjale V1 w poło­
żenie o potencjale V 2, praca wyniesie 

L=V2 -V1• 

Jeżeli siły Pi, P 2, ••• tworzą każda z osobna pole potencjalne 
o potencjałach Vi, V 2, ••• , wówczas pole jest polem potencjalnym 
o potencjale 

(11) 

Potencjał siły ciężkości. Niech układ punktów o masach 
mi, m2, ••• porusza się w polu siły ciężkości. Jeżeli przyjmiemy, że 
oś z jest skierowana pionowo do góry, wówczas (str. 102) 

(12) 

Na mocy więc (11) pole będzie polem potencjalnym o potencjale 

V= -(m1z1 + m 2z2+ ... )g. 

Oznaczając przez z0 współrzędną śro<lka masy układu, będziemy 
mieli m1 z1 + m 2 z2 + ... = mz0 , gdzie m oznacza masę całkowitą układu 
(str. 154). Według (12) jest więc 

(13) V= -mgz0• 

Zauważmy, że mg jest ciężarem całego układu (t. zn. sumą 
ciężarów poszczególnych punktów). 

Jeżeli w jednym położeniu układu środek ciężkości ma współ­
rzędną ził), a w drugim zi2>, wówczas praca wykonana przez siły 

ciężkości wynosi L = ( - mg~2>) -(-mgzbJ)) czy li 

(14) L= mg(z~O-z~2>). 

A więc: praca w polu ciężkości zależy tylko od różnicy poziomów 
Jrodka ciężkości układu, a. nie zależy od totów pm1zczególnych jego 
punktów. 

Praca sil ciężkości równa się zatem pracy, jaką wykonałby ci~­
ża.r całkowity układu, zaczepiony w środku jego masy. 

Potencjał sił wewnętrznych. Niech będzie dany układ 
punktów Au .A2, .••• , An o masach mi, m2, ••• , mn. Załóżmy, że siły 
wewnętrzne, z jakin1i dwa dowolne punkty układu działają na siebie, 
zależą co cło wielkości tylko od odległości tych punktów, t. zn. że 

jeśli oznaczyć przez pil siłę, z jaką punkt AixJ' y1, z} działa na 
punkt .A;(x;, Y;, z,), zaś przez ·r;j odległość 1niędzy punktami A, i A1, 
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to 11>'11 jest funkcją odległości riJ czyli 

(15) 

gdzie 

(16) r,1= t(x,- x}s+ (y,-y1)2+(z,-z1)2. 

' 

Niechaj P,1 oznacza rzut siły P11 na kie­
runek .A1.A,. Zatem: 

10 IP;1I = IPYJ, 
2° PIJ~o, jeżeli punkty A, i A1 się przy­

ciągają, zaś Pu~O jeżeli punkty .A.1 
i A1 się odpychają. 

' Ponieważ w myśl prawa akcji i reakcji 
jest P"=-'J>ł', więc P;1=P1,, skąd na mocy (15) i warunku 1° 

(17) P/J=±ftir,} czyli P 11 =Fir,}. 

Z określenia liczby P,1 wynika, że .rzuty siły pil na osie układu 
(x, y,-z) możemy napisać w postaci: 

(18) 

Połóżmy 

piJ_ p. Y;-Y1 
11- 11 r.. , 

IJ 

(19) V;1= f P,1d·r11=fF,ir,} dr1r 

Ponieważ PIJ= P1, i r11= r1,, więc 

(20) V /J= V11• 

M 2v,1 dV ii 2r,1 p X; -X1 
amy -=-·-"-= iJ , ax, dTtj C X; Ttj 

zatem na mocy ( 18): 

(21) ć'V 11 _ p'l ć'V 11 _ pil 
"x - .q a,,. - "' 
C i ,'l 1 

Połóżmy 

(22) 

gdzie sumowanie rozciągnięte jest na wszystkie pary liczb i, j takie, 
że i =ł=- j, i~ n i j ~ n. 

Niechaj P, oznacza sumę wszystkich sił wewnętrznych, dzia· 
łających na punkt A,. Zatem 

(23) 
Il 

P,= ,2;P1i dla j "4= i. 
jc:c.] 
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Obliczmy pochodną cząstkową BV /2:c,. Zmienna :c, występuje 
tylko w funkcjach V,1 i V1,, gdzie i=ł=i. Na mocy (22) jest wobec tego 

dla i =ł= j. 

Z równości (20) i (21) wynika więc 

dla i =ł= j, 

skąd na mocy (23): 

~~--p. 
dX; - 'x' 

Zatem V jest potencjałem. Udowodniliśmy więc twierdzenie 
następujące: 

Jeżeli siły wewnętrzne, z jakimi punkty układu działają na siebie, 
zależą tylko od odleglośc·i tych punktów, wówczas siły wewnętrzne wy­
twarzają pole potencjalne o potencjale danym przez wzór (22). 

Pr~yklad 4. Niech punkty układu przyciągają się wzajemnie 
według prawa Newtona. Wówczas dla i=ł= j jest PiJ= -Km,m1/r;/, 

a więc według (19) Vt1= f PiJdr;1=Km,m1/r,1, skąd na mocy (22) 

(24) 

gdzie suma rozc~iągnięta jest na wszystkie pary liczb i, j takie, że 

i =ł= j, i~n i j~n. 

W szczególności dla dwóch punktów mamy 

(25) 

.Przykla<l 5. Niech punkty układu przyciągają się z si­
łami proporcjonalnymi do odległości. Wówczas dla i =ł= j będzie 
P,1= -iirlJ, g<lzie ).i/ jest współczynnikiem zależnym od pary 

/
' 2 2 

punktów ·m1, m.1, A więc według (19) v,,=,, Pudr;1=-J-l;1r:1- skąd 

na mocy (22) 

(26) 1~ 2 2 
V =-,""liiru. 
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§ 5. Energia ldnetyezna układu punktów. Niech dany 
będzie układ punktów mi m2, ••• , mających w pewnej chwili t pręd.­
kości vi, v2, ••• 

Energią kinetyczną układu punktów w chwili t nazywamy sumę 
energij kinetycznych poszczególnych punktów. 

Jeżeli więc położymy v1 =jv11, v2=lv21, ... , to energia kinetyczna 
układu wyniesie 

(I) E=}m1vi + }m2vi + ... =ł2ml'V7. 
Energia kinetyczna układu w ruchu postępowym. 

Jeżeli układ porusza się ruchem postępowym z prędkością v (t. zn. je­
żeli wszystkie jego punkty n1ają tą, samą prędkość v), wówczas 
kładąc v=lvl, mamy E=}J:m;v2 =łv22m, czyli 

{II) E=-łmv2, 

gdzie m oznacza masę całkowitą układu. 

Energia kinetyczna w ruch u obrotowym około osi. 
Niech układ punktów obraca się około osi l z prędkością kątową ru. 
Oznaczając przez r11 r 2, ••• odległości punktów układu od osi obrotu, 
mamy v,=r,ru, a zatem E=}2m,v:=ł2m,r~ru2--łru22m,r~. Ponieważ 
.Em,-r7 jest momentem bezwładności układu względem osi obrotu, 
więc kładąc );m1r7= I, otrzymamy 
(III) E=}lru2• 

Twierdzenie Koniga. Niech dowolny układ współrzędnych 
o początku O porusza się względem układu odniesienia ruchem 
postępowym. Oznaczmy przez u prędkość punktu O, zaś przez v, 
prędkości bezwzględne, a przez w1 prędkości względne punktów ma­
terialnych m, (i=l~ 2, ... ). Ponieważ u jest prędkością unoszenia, więc 

(1) v,= u+ w,, 
skąd vi= (u+ w1)2 = u2 +w;+ 2uw1. Kładąc V;=jv,I, w,=lw,I i u=liil, 'I:, 2 rt 2 ,, 2 '\1 otrzymamy .E=}2.,m1v1 =}2.,m,u +ł.::im,w, + .:;.m1uw,. 

Jeżeli więc położymy m=Em,, dostaniemy 

{2) 

Oznaczmy przez v0 prędkość bezwzględną, a przez w0 prędkość 
względną środka masy. N a mocy ( 1) mamy v0=·u +w0• Ponieważ 
.Em;w;=mw0, więc z (2) wynika E=fmu2 + {-L'm,w~+muw0 lub, pi­
sząc v0 - u zamiast u.i0 , 

V E' 1 2 + l U 2 + -(- -) (I ) =imu -2,L.miw, mu v0 -u. 
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Pierwszy wyraz tej sumy oznacza energię ruchu postępowego 
układu punktów, poruszającego się z prędkością u. Wyraz drugi 
-Oznacza energię kinetyczną ruchu względnego, przyezem prędkości w, 
możemy uważać za prędkości punktów m, względem punktu O, po­
l'Uszającego się z prędkością u. 

J-eżeli więc przyjmiemy, że ruch układu złożony jest z ruchu 
postępowego o prędkości dowolnego punktu O i ruchu względnego 
względem tegoż punktu O, to energia kinetyczna układu równa siłJ 

~umie energii kinetycznej ruchu postępowego, energii kinetycznej ruchu 
wzg~nego i iloczynu masy całkowitej układu przez iloczyn sko,1,arowy 
z prędkości punktu O i prędkości względnej środka masy. 

Twierdzenie powyższe nosi nazwę twierdzenia Koniga. 

Jeżeli w szczególności za punkt O obierzemy środek masy, to 
1.i=v0, skąd na 1nocy (IV) 

(3) 

Jeżeli więc ruch układu będziemy uważać za ruch złożony 
.z ruchu postępowego o prędkości środka masy i ruchu względnego 
względem środka masy, wówczas energia kinetyczna układu równa się 
1'Umie energii kinetyczrwj ruchu postępowego i energii kinetycznej ru­
chu wzgltJdnego. 

Zasada równowartości pracy i energii kinetycznej. 
Niech na punkty materialne m; działa.ją siły P;. Oznaczmy przez v, 
prędkość punktu m1 w chwili t, przez v~0> prędkość jego w chwili t0, 

a przez L</!, pracę siły P1 w czasie od t0 do t. Zatem ((3), str. 106) 

łm,v~-łmt('v~0>)1=Lj~, skąd 

ł2m,v~-ł2m,(v~0>)2 =2 Ltl),. 
Kładą<.-: E=~-2m,v7, E 0-l2m,{v1°>)2

, L10 1=2 L~?,, otrzymamy 

(V) E-E0=L,.,. 
We wzorze tym E oznacza energię kinetyczną układu w chwili t, 

a E 0 w chwili t0 ; wyrażenie L 101 przedstawia sumę prac poszczegól­
nych sił działających na układ, t. j. pracę l'ałkowitą, jaką siły te 
wykonały w czasie od t0 do t. 

A więc: przy1'ost energii kinetycz11,ej uklad'U purtktów material­
nych równa się pracy całkowitej sil działających n.a punkty układu. 

Twierdzenie to nosi nazwę za.!ady róu,nowartości pracy i energii 

kinetycz·nej. 
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Jeżeli praca całkowita sił działających jest zerem, czyli L4,=0, 
wówczas na mocy (V) jest E-E0=0 czyli 

E=E0 • 

A więc: jeżeli praca całkowita sil, dzial,a,jącyok na, p'Ulnkty układu. 
jest stale zerem, wówczas energia kinetyczna układu jest wielkoAciq sttil,q. 

Twierdzenie powyższe nosi nazwę zasady zacM1.0M1,ia energii 
kinetycznej. 

Załóżmy, że układ sił działających posiada potencjał. Jeżeli 

przez V oznaczymy potencjał w chwili t, a przez V O potencjał w chwili t0, 

to L10 1 = V -V 0, a więc na mocy (V) E-E0 = V-V O czyli 

(VI) 

E-V=E0 -V0• 

Wielkość U= -V nazywamy energią potencjaln.q układu. 

Zatem 

E+ U=E0+ U0 = const. 

Sumę E + lT nazywamy energią całkowitą układu. 

A więc: jeżeli układ punktów porusza. się w polu potencjalnym, 
to energia ctil,kowita układu jelft stała. 

Twierdzenia te są oczywiście uogólnieniem odpowiednich twier­
dzeń, dowiedzionych na str. 106 i 107 dla jednego punktu materialnego. 

Energia kinetyczna w ruchu względnym. Niech układ 
współrzędnych O'(x', y', z') porusza się względem układu inercjal­
nego O(x, y, z). Oznaczmy przez Ew i JJ<!> energię kinetyczną w ru­
chu względnym w chwilach t i t0, przez L41 , L'/.1 i Lf t prace w ruchu 
względnym sił działających, sił unoszenia i Coriolisa w czasie od t0 

do t. Ponieważ prawa Newtona odnoszą się do ruchu względnego, 
gdy do sH działających dodać siły unoszenia i Coriolisa (str.137), więc 

(4) 

Ponieważ przyśpieszenie Coriolisa jest prostopadłe do prędkości 
względnej, więc siła Coriolisa jest również prostopadła do tej pręd­
kości. Zatem J.»raca sil Coriolisa w ruchu względnym jest zerem, 
wobec czego możerny napisać 

(5) 

.A. więc: przyrost energii kinetycznej w ruchu wzg~dnym róuma 
się su·mie prac w ruchu względnJ/nt sil działających i sil unoszenia. 
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Niech w szczególności punkt O' znajduje się w środku 8 
masy układu O'(x',y',z') i niech układ ten porusza się ruchem postę­
powym. Ponieważ przy tym założeniu przyśpieszenie unoszenia 
l"Ówna się przyśpieszeniu p0 środka masy, więc siły unoszenia po­
szczególnych punktów układu mi, m2, •• • wynoszą 

(6) 

Oznaczając przez wu w2, ••• prędkości względne punktów układu, 
t t 

otrzymujemy L'fo,= f1>1uw1dt + f P2"w2 dt + ... , skąd według (6) 
Io to 

t 

L~ ,= -/'Po(?ni W1 +m2 w2+ ... ) dt. 
o • 

fr, 

Prędkość względna w0 środka masy równa się zeru, gdyż za­
łożyliśmy, że środek 8 masy całkowitej m jest stale w początku 
układu ruchomego O'(x',y',z'). Zatem 7niw1 +m2 w2 + ... =mw0=0, 
skąd według ostatniego wzoru L'fo,=0. Na mocy więc (5) 

<7) E E(O) 
w- w =L,

0
,. 

A więc: przyrost energii kinetycznej w ruch·u wzgl(dnym wzgltJdem 
środka masy równa się pracy w ruchu względnym sil działających. 

Pr#'gklad 1. Układ punktów materialnych porusza się w polu 
.siły ciężkości. Niech środek masy 8 będzie początkiem układu współ­
l"zędnych (x', y', z'), poruszającego się ruchem postępowym. Przyj­
mijmy, że oś z' jest pionowa i zwrócona ku dołowi. 

Ponieważ ciężary poszczególnych punktów mają kierunek osi z', 
więc (podobnie jak w układzie bezwzględnym, str. 215) praca sił 

ciężkości w ruchu względnym równa się pracy, jaką wykona ciężar 
-całkowity, zaczepiony w środku masy. Z uwagi na to, że środek 

masy jest w spoczynku względem układu (x', y', z'), gdyż znajduje 
aię z założenia stale w początku tego układu, praca sił ciężkości 

w ruchu względnym jest zerem. Przyrost zatem energii kinetycznej 
w ruchu względnym równa się pracy pozostałych sił (poza ciężarami), 
j1ł,kie działają na punkty układu. 

W szezególności jeżeli na punkty układu działają same tylko 
ciężary, to energia kinetyczna tego układu w ruchu względnym 
jest stała. 
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Przypuśćmy np., że w chwili t= O puściliśmy swobodnie punkt 
materialny o masie m1 , a po T sek drugi punkt o masie m2• Po cza­
sie t>T prędkości puuktów m1 i m2 wynoszą: 

(8) v1=gt i ·v2=g(t-T). 

Prędkość środka masy v0 otrzymamy z równania, 

ffiiV1 +m2V2=( ffli +m2)Vo· 

Zatem v0 =(m1v1 +m2v2)/(m,. +m2). Prędkości względne punktów ffii 
i m2 wynoszą w1=v1 -v0 i w2=v2 -v0, więc w1=m2(v1 -v1)/(mi+m2) 

i w2 =ffi:i(v2 --v1 )/m.i+m1), skąd na mocy (8) w1 =m29T/(m,.+m2) 
i w2=-m1gT/(1ni_ +m2). 

Energia kinetyczna w ruchu względnym wynosi zatem 

Ew= tm1w~+{m2w~=fflimt91.T2/2(m1 +m2) = const. 

Widzimy więc, że energia kinetyczna w ruchu względnym 
względem środka masy jest stała. 

Przy kład 2. Dwa punkty .A i B o masach m1 i m2, połączone 

nicią nierozciągliwą bez masy, poruszają się w płaszczyźnie pionowej 
w ten sposób, że punkt .A. musi pozostawać stale na osi poziomej x 
zaś punkt B na osi pionowej z. 

13 

ił, 
Oznaczmy przez Z długość nici~ a przez x, z 

współrzędne punktów .A, B. Na punkt A działa, 

reakcja Ru prostopadła do osi x (zakładamy, że 
,---,--:---,--;~-/, nie ma tarcia), ciężar Q1 i reakcja nici 1\; na, 

punkt B działa reakcja Jł2, prosto-padła do osi z-,. 
ciężar Q2 i reakcja nici P 2• 

z 

Z sił powyższych nie wykonują pracy: reakcje 
R1, R2 i ciężar Q17 gdyż siły te są prostopadłe 
do toru. Nie wykonują również pracy siły P1 

i P 2, ponieważ P1=-P2, a ponadto odległość punktów .A.,B jest 
stała {str. 212). Tylko więc ciężar Q2 wykonuje pracę. 

Przypuśćmy, że w chwili początkowej t0=0 punkty .A,B 
miały współrzędne x0 , z0 i prędkość zero. Energia kinetyczna 
w chwili t wynosi 

E 1 ~+1 ·a ='i"fflia- "-maz. 
Praca siły Q2 równa się m2g (z -z0), jeżeli osi z nadamy zwrot-. 

ku dołowi. Zatem na n1ocy zasady równowartości pracy i energii 
kinetycznej 

(9) 
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Oznaczmy przez <p kąt, jaki nić tworzy z osią x w chwili t„ 
a przez <p0 kąt w chwili t0= O. Mamy więc: 

X=l COB <p, z= l sin <p, z0 = l sin 'Po, 

skąd: 

(10) i= - lep sin <p, ż = lep cos <p. 

Według (9) jest zatem 

(11) 1 z2 ·2( • 2 + 2 > z ( · · > :i <p m1 sin <p m2 cos <p = m 2g sin <p - s1n 'Po . 

Z powyższego równania możemy, znając <p, obliczyć 'P, a na· 
stępnie z równań (10) wyznaczyć prędkości i: i y. Znając <p, mo­
żemy również wyznaczy<S reakcje llu R2, 1\, P 2• Przyjmijmy dla 
prostoty, że mi=m2=m i <p0 =0. Otrzymamy z (11) 

(12) JZq:;2 = g sin 'P· 

(13) 

{14) 

(15) 

(16) 

Różniczkując względem t, dostaniemy lrpip= gef.· <·os <p, skątl 

<p= g <·OS q:,/l. 

Oznaczając przez p1 przyśJlieszenie punktu A, otrzymamy 

m1P1 =ll1 +<J1 +P1. 
Tworząc rzut na oś x i kładąc P=-=ll\:=IP2I, dostaniemy 

mx=-P cos <p. 

Ponieważ na mocy (10) 

i= -lg; sin <p-lp2 cm; <p, 

więc z równań (15) i (16) możemy otrzymać P, znając <p, gdyż <p 1 q; 
możemy obliczyć z równań (12) i (13). Dostaniemy 

(17) P "-= :Jmg sin <p. 

(18) 

Tworząc rzut na oś z, dostaniemy z (14) R1 + m,g +Psin <p= O czyli 

R1=-·mg-P sin <p, 

gdzie R1 oznacza rzut siły .R1 na oś z. 
Podobnie, dla punktu B mamy mp2=..tł2 +P2+<J2· 

rzut na oś x, otrzymamy z uwagi na to, że P 2=-P1, 

Bs+Pcos <p=O, skąd 

(19) R 2= -P cos <p. 

Tworząc 

równość 

Wzory (17)-(19) wyznaczają reakcje w zależności od kąta <p. 



224 ROZDZIAŁ V. Układy punktów materialnych. 

Przykład :J. Dwa punkty materialne A1 i A2 o masach mi i m1, 

połączone nicią nierozciągliwą bez masy, przechodzącą, przez stały 
punkt O, poruszają się w płaszczyźnie poziomej (przechodzącej 

przez 0) bez tarcia. Obierzmy w tej płaszczyźnie układ współrzęd­
nych (a:, z) o początku w O (p. rys. na str. 213). Ponieważ kierunki sił 
Pu P 1, z jakimi nić działa na punkty A1 i A2, przechodzą stale przez O, 
więc punkty A1 i A 2 będą poruszać się ruchem środkowym o środku O. 

Połóżmy r1 = OA 1 i r2= OA 2 ; niechaj 'l'u q;2 oznaczają kąty 

między osią a: a odcinkami OA1 i OA 2• Prędkości polowe punktów 
.A.1 i A 2 są odpowiednio równe Jr~<j,1 i -4-riq,2• Ponieważ prędkości 

polowe w ruchu środkowym są stałe (str. 87), więc 

(20) r~<j,1 = c1, 

gdzie c1 i c2 są pewnymi stałymi. 
Na str .. 213 dowiedliśmy, że praca całkowita sił P1 i P2 jest zerem. 

Zatem ener.gia kinetyczna układu punktów AuA2 ma wartość st~. 
Oznaczając przez v1 i v2 wielkość prędkości punktów A1 i A 2, otrzy­
mamy -łm,1J!+ln1,2vi=c lub 

(21) 

gdzie c i h=2c są stałymi. Ale ((3), str. 47): 
2 ·2+-2...:.2 • 2 ·2+ 2 ·2 

V1 =r1 T1'ł'1 I "2 = r2 r2'P2, 

więc na mocy (20), wyrażając cp1 i cp2 przez r1 i r2, otrzymamy 
2 2 

2 .."t2+ Ct • 2 ·2+ C2 knA (21) v1 = 'I 2 1 ·v2 -r2 2 , s Cf'.L na mocy 
r1 r2 

. . m1cJ m2 c~ 
(22) m1r.+m2r~+---::;-+-2-= k • . ,.. r2 

Oznaczmy przez Z długość nici. Zatem r1+r2=Z czyli r2=Z-ru 

skąd 

(23) ł2=-łi-

Wstawiając w (22), otrzymamy 

. m1c? m2 c~ 
(24) (m1 +m2)r.+ ,:r+ (Z-r1)2 = h. 

Równanie różniczkowe (24) wyznacza r1 jako funkcję czasu t. 
Z równości (23) i (20) otrzymamy r 2, 'Pu <p2• Aby otrzymać reakcje 
Pi, P 2, zauważmy, że jeżeli Pi oznacza przyśpieszenie punktu Au to 
m1Pi. P1• Utwórzmy rzut na kierunek OA1• Ozuat1Zając rzuty Pi i P1 
na 0.A1 przez p 1,, P, dostaniemy 
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(25) 

(26) 

(27) 

{28) 
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m,P1,,=P. 

Na mocy (Il), str. 477 mamy p1r= r1-r1<Fi· Zatem wedle (20) 

Aby otrzymać ri, z1·óżniczkujmy równanie (24). Dostaniemy 

Jeżeli f1 =ł== O, to na mocy (25)-(27) 

. ? 2 
m1 ni2 [ c2 c1] 

P= m1+m2 (l-r.)s + Ti . 

Ze wzoru (28) możemy otrzymać reakcję P, znając tylko r1• 

Znając P, znamy J\ i ·1\, gdyż IP1l=IP2!. 

~ 6. Zagadnienie dwóch ciał. Niech dwa punkty mate­
rialne o masach 1JI i m przyciągają się wedle prawa Newtona z siłą 
o wie]kości 

P=KmM/r2, 

gclzie r oznacza odległość tych punktów. Na, str. 107 badaliśmy 

ruch punktu m })rzy założeniu, że punkt ~v jest nieruchomy. Udo­
wodniliśmy, że w tym przypadku zachodzą prawa Keplera. Obecnie 
nie będziemy zakładać, że punkt M jest nieruchomy, lecz że oba 
punkty są swobodne. Pod wpływem więc wzajemnego przyciągania 
oba punkty m i .1W będą się poruszać. Oczywiście, ich środek masy 
będzie w spoczynku lub w ruchu jednostajnym prostolinijnym, bo 
według prawa akcji i reakcji suma sił działających na punkty m i M 
jest równa zeru. :Możemy zatem początek układu inercjalnego umieś­
cić w środku ciężkości o bu punktów. 

Niechaj x11 Yu z1 będą współrzędnymi punktu M, zaś x2, y2, z1 

punktu m. lłiównania ruchu Newtona dla punktów M i m będą 
miały postać: 

(1) 

S. Banach. Mechanika 15 
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Ponieważ środek ciężkości układu M, m jest w początku układu 
współrzędnych, więc Mx1 +mx2=0, My1 +my2=0 i MZi+mz2=0, 
skąd x1=-Mx1 /m, y2= -My1 /m i z2=-Mz1 /m. Zatem: 

(2) 

(3) 

A więc 

M+m 
--Xi, 

m 
M+m 

Y2-Y1 = m '!lu 

r=V(x2-X1)2+(Y2-Y1)2 +(z2-Zi)2= M +m r11 m 

M+m 
Zi· m 

gdzie r1 =Vx~+Yi+zi oznacza odległość punktu M od środka cięż­
kości. Podstawiając w równania (1) wyrażenia ze wzorów (2) i (3), 
otrzymamy: 

(4) 

.. Km3M x1 

Mx.= -(M +m)2rf r1' 
.. KmsM Y1 

My.=- (M +m)2rf r1 
.. Km3M z1 

2ł·lz1= (M+ )2 ·!·­m T1 r1 

Porównując te równania z równaniami (I), str.107, widzimy, 
że ruch punktu M będzie taki, jak gdyby punkt ten był przyciągany 
przez masę nieruchomą m3/(M +m)2, umieszczoną w początku układu. 

A więc: jeżeli dwa punkty .M i m przyciągają się wedle prawa 
Newtona, to każdy z nich, np. M, porusza się względem środka cięż­
kości ( obu punktów) tak, jak gdyby w środku ci,ężkości umieszczona 
była masa nieruchoma m8/(M +m)2, przyciągająca punkt M wedle 
p'tawa Newtona. 

Badanie zatem ruchu względem środka masy dwu punktów 
sprowadza się do przypadku rozpatrywanego na str.107. 

Wynika stąd, że oba punkty poruszają się po krzywych rzędu 
drugiego w których ognisku znajduje się środek ciężkości tych pun­
któw. Tory więc obu punktów są torami płaskimi. 

Zbadajmy jeszcze ruch punktu m względem punktuM. Umieśćmy 
w punkcie M początek układu współrzędnych (x', y', z'), poruszają­
cego się wraz z M ruchem postępowym. Oznaczając przez E, 1/, C 
współrzędne punktu m względem tego układu współrzędnych, otrzy­
mamy 

(5) E=X2-Xu 11='!12-'!lu C=z2-Zi· 

Mnożąc równania (1) przez m/M i odejmując od (1') dostaniemy 
z uwagi na (5) 
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i:_ K(Jf +m)m E 
m~ - - r2 r' mtJ= 

K(M+m)m11 
r2 ;, 

(6) 
~=-K(M+m)mf 

r2 r· 

Porównując równania (6) z równaniami (I), str.107, widzimy, że 
punkt m porusza się względem punktu M tak, jak gdyby punkt M 
był nieruchomy, a masa jego była zwiększona o masę punktu m . 

.A więc: jeżeli dwa punkty M i m przyciągają sitJ wedle prawa 
Newtona, to ruch wzgl,dny punktu m wzgltJdem punktu M jest taki, 
jak gdyby punkt M był nieruchomy, a masa jego była zwitJkszona 
o mastJ punktu m .. 

Także i w tym przypadku bad.anie ruchu jednego punktu ma­
terialnego względem drugiego sprowadza się więc do przypadku 
rozpatrzonego na siir. 107. 

Przyjmijmy, że ruch względny punktu m odbywa się po elipsie 
o osi wielkiej 2a, przyczem czas obiegu niechaj będzie T. Na mocy (10), 
str.109, otrzymamy a3/T2=K(M +m)/4n2. Widzimy zatem, ze w ru­
chu względnym stosunek a3/T2 zależy od mas obu cial. Ponieważ 
ruchy planet badamy względem .słońca, więc przyjmując, że M 
oznacza masę słońca, a m masę planety, widzimy, że trzecie prawo 
Keplera (str. 89), które odnosi się do ruchu względnego planety 
względem słońca, jest nieści.sle. Dla innej planety (przy odpowiednim 
znakowaniu) jest 

(7) 

skąd 

(8) 
a3/T2 M+m I+i 
aVTJ= M +m1 = 1+ i;;· 

Ponieważ w układzie słonecznym stosunek m/M wyraża się 
w tysięcznych, więc ostatni ułamek mało różni się od jedności. 
Dokładne obserwacje rnchn planet wykazują te odchylenia od trze­
ciego prawa Keplera. 

G-wiazdami podwófnymi nazywamy dwa ciała niebieekie, krążące wokół 
siebie (zdała od innych ciał). Przyjmując, że gwiazdy podwójne przyciągają. 
m, według prawa Newtona, możemy stosować do nich wnioski otrzymane 
w tym §. Obserwacje potwierdzają te wnioski, a tym 1amym prawo powuech­
nego ~~ z któregośmy je wyprowadzili. 
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§ 'Z. Zagadnienie -n ciał. Niechaj n punktów materialnych 
przyciąga się wzajemnie z siłami działającymi według prawa po­
wszechnego ciążenia Newtona (str. 90). Badaniem ruchów w takim 
układzie punktów zajmuje się t. zw. zagadnienie n ciał. 

Zaga.dnienie to jest ważne dla astronomii. Słońce wTaz z planetami tworzy 
ta.ki ukłarl, jeżeli pominąć działanie gwiazd stałych, bardzo małe wskutek wiel­
kiego ich oddalenia od układu słonecznego. 

Zagadnienie dwóch cia.i:, którym zajmowaliśmy się w § 6, jest szczególnym 
przypadkiem za,gadnienia n ciał. 

Zagadnienie n ciał nie jest rozwiązane w całej ogólności. N a wet 
w przypadku trzech ciał jest jeszcze wiele spraw nierozstrzygniętych. 
Przy pomocy jednak t. zw. teorii perhtrbacji (czyli zaburzeń) mo­
żen1y wyznaczyć ruchy układu słonecznego z żądaną dokładnością. 

W zagadnieniu n ciał mamy cło czynienia tylko z siłami we­
wnętrznymi. Z twierdzenia o środku masy (str. 200) wynika zatem, 
że środek masy układu jest w spoczynku lub w ruchu jednostajnym 
prostolinijnym. Możemy więc początek układu inercjalnego współ­
rzędnych obrać w środku masy. Względem tak obranego układu 
współrzędnych pęd układu n punktów będzie stale zerem (str. 199). 

Z twierdzenia o kręcie (str. 206) wynika, że kręt układu punk­
tów jest stały. Płaszczyzna przechodząca przez środek masy i prosto­
padła do krętu nie zmienia zatem położenia. 

·w przypadku układu słonecznego środek masy Jeży w słońcu (ze względu 
na wielką masę słońca w stosunku do pozostałych planet). 

Płaszczyznę przechodzącą przez środek masy układu słonecznego i pro­
stopadłą do krętu nazwał Laplace plasiczyzną niezmienną. 

Płaszczyzna ta nie zmienia swego położenia w przestrzeni względem układu 
inercjalnego współrzędnych o początku w słońcu. Podług obliczeń wykonanych 
przez Laplace'a płaszczyzna. niezmienna tworzy z ekliptyką kąt «=l,76890. 

Zagadnienie trzech ciał. Niechaj dane będą trzy punkty 
materialne .A.u.A.2,.A.3 o masach mi_,m2,1n:3. Oznaczmy przez PiJ 
siłę, z jaką punkt m1 przyciąga punkt m,; niech w;1 będzie siłą, z jaką 
jednostka masy umieszczona w .A.1 przyciąga jednostkę masy wniesz­
czoną w A,. Według prawa Newtona mamy zatem 

(1) 

Z prawa akcji i reakcji wynika, że P;1 =-Pi;, więc 

(2) W;;=-Wjt• 
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Oznaczmy przez Pi przyśpieszenie punktu mi w ukła!lzie iner­
cjalnym współrzędnych. A więc ·m.JJ1:.=.l\t+Prn=m.11n/i.v,i+n1.1m3ww 
skąd 

(3) P1 = '""2w12+ maw13· 

Po{lobnie 

(4) 

.N a n10cy (3) i ( 4) otrzyma.my z uwagi na A, 

to, że w 1nyśl (.2) jest u,12=---w21 i u7i3 = -ii.•31 : 

(5) 

w,, 

Różnica. p2 -1\ przedsta,wia przyśpieszenie w.zględ.ne ,punktu A 2 
względe1n .A 1, t. j. przyśpioozenie punktu A 2 względem układu współ­
rzędnych o początku Ai, poruszającego się ruchen1 postępowym. 
Połóżmy p=p2 -p1• Z równania (5) dostanieniy 

(6) 

Prawa strona równości (6) przedstawia siłę względną punktu A 2 
w ruchu względen1 A1• 

Pierwszy jej składnik, t. j. m,2(m1 +·m2)w211 :przedstawia silę 
względną, jaka działałaby na punkt A 2, gdyby nie hyło trzeciego 
punktu A3 (t. j. gdyby było m3= O). Siła ta miałaby (zgodnie z twier­
dzeniem podanym na str. 227) kierunek ku punktowi A1 i byłaby taka, 
jak gdyby masa punktu A1 była Z"\\iększona o masę punktu Aa. 

Drugi składnik sun1y, t. j. m2m3( w23 -+w31 ), nazywamy silą 
pe-rturbacyjn,ą (lub zaburzającą); pochodzi ona z działania punktu A 3• 

Pr%yklad 1. Niech 1n1 oznaeza masę zie1ni, m2 masę księżyca, 

a m3 masę słońca. 
,v przybliżeniu masa słońca =il06 masy ziemi, odległość ziemi 

od słońca = 400 odległości ziemi od księżyca, wreszcie n1asa księżyca 
= i 15 masy ziemi. A więc: 

(7) 

(8) 
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Ze względu na wielką odległość słońca od :iemi i od księżyca 
(w stosunku do odległości księżyca od ziemi) wektory w 23 i w81 będą 
ma.ło różniły się od siebie co do wielkości i kierunku, a zwroty będą 
miały przeciwne. Suma w23 +w31 jest więc mała co do wartości bez­
względnej. Opierając się na danych (7) i (8), mozna okazaó, że 

(9) _m2ma lw2a+ Wa1I &: 15.10-2 

m2(m1+ms)lw21I ~ ' · • 

Widzimy stąd na mocy ( 6 ), że siła perturbacyjna, pochodząca 
od słońca, jest mała i możemy ją w pierwszy1n przybliżeniu opuścić. 

Zatem: w pierwszym przybliżeniu ruch względny ksi~życa wzgltJ­
dem z·iemi otrzymamy, pomijając działanie sl011-ca. 

Przybliżone badanie ruchu względnego sprowadza się więc 
w danym przypadku do zagadnienia dwóc,h ciał. Odnosi się to rów­
nież do innych planet m9,ją~ych księżyce. 

1\-;, .Przykład 2. Niech A1 będzie środkiem .. ---A---- ziemi, A 2 punktem na powierzchni ziemi i A .. 
"'• I AJ ... 

środkiem księżyca. Niech m11 m2 i m.3 ozna-
czają odpowiednio masy ziemi, punktu .A.2 

W,. w„ w„ i księżyca. Załóżmy że punkty Au .A2 i A3 leżą ---------A, na jednej prostej. A, A. 

Wektory w23 i w31 mają zwroty przeciwne. ~Jeżeli A::: leży między 
.A1 i A3 , wówczas. lw23! > lw31j, zatem wektor w23 +u:;31 ma zwrot 
wektora w23• Jeżeli zaś .A.1 leży między Aa i .A.2, to jw23!<lw31I i wektor 
w23 -+-w31 ma wówczas zwrot wektora w31• ,v obu przypadkach siła 
purturbacyjna księżyca m2 m3(w23 -t- w31) jest skierowana. względem 
ziemi pionowo w górę. Działaniem tej siły tłumaczą się przy­
pływy i odpływy morza. 

P·1·zyklad 8. Niech mi oznacza masę jakiejś planety, m2 masę 
jej księżyca, a średnią odległość planety od jej księżyca, T czas 
obiegu księżyca dokoła planety w ruchu względnym (względem 

planety). Na mocy (7), str. 227, mamy 

(1 O) 

Jeżeli m~, m~, a' i T' oznaczają odpowiednie wielkości dla innej 
planety i jej księżyca, wówczas analogicznie do (10) 

(11) '3 '2 ' ' •) a· /T =K(m1 +m~)/4n·. 
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Na mocy (10) i {11) jest (m1 +m2)/(m~ +m~)=a3T'l/a'aT2. Opusz­
czając masy księżyców m2 i m~, jako zazwyczaj małe w stosunku 
do mas planet, dostajemy 

(12) ' 3 '2 '3 2 m1/m1 =a T /a' T. 

Zatem: stosunek mas dwóch planet możemy otrzymać z obserwacji 
-ruchów ich ksitJżyeów. 

Uwaga. Możemy również przyjąć, że m~ oznacza masę słońca, 
m;=m1, a' średnią odległość planety od słońca, zaś T' jej czas obiegu. 
Przy tych założeniaeh wzór {12) przedstawia stosunek masy danej 
-planety (posiadającej księżyc) do masy słońca. 

§ 8. Ruch ełał o masie zmiennej. Zbadaj1ny teraz ruch 
ciała, kt6rego masa się zmienia wskutek odrywania się od ciała· 

(lub przyłączania się nowych) cząstek podczas ruchu. 

,5 
o 

Przykładem takim jest poruszający się wózek 
do którego dosypujemy piasek (lub z którego piasek 
się wysypuje). lnpym przykładem jest rakieta. 

Materiały pędne, spalając się, wywołują wypływ 

gazów i siłę popędową rakiety. Masa rakiety 

maleje zatem o masę uchodzących gazów. 

Przyjmijmy, .że ciało składa się z wielkiej liczby drobnych 
cząstek, które 1nożemy uważać za punkty materialne. Oznaczmy 
pr21ez m masę ciała, przez ii prędkość środka S jego masy w chwili t, 
~aś przez m+L1m i v+Llv masę i prędkość Rrodka S w chwili t+Lłt. 
Niechaj wreszcie P oznacza RUJnę sił działających na ciało w chwili t. 

Masa oderwanych cząstek w czasie od t do t+Lłt wynosi 
( -Lim); niech u i u+L1u oznaczają prędkości (w chwilach t i t+Lłt) 
środka B'' masy oderwanych cząstek. 

Weźmy pod uwagę układ U wszystkich cząstek, z których składa 
się dane ciało w chwili t. Pęd tego układu w chwili t jest H = mii, 
a w chwili t+Llt będzie H'=(m+L1m)(v+L1v)+(-..1m)(u+..1u). 
Przyrost pędu wyniesie zatem 

R'-H = mL1v-L1m(u+Lłu-v) + LłmLlv. 
Dzieląc przez L1t, otrzymamy w granicy dla Lit dążącego do ~era 

(1) dli = m dv _ dm (u-v) 
dt dt dt . 
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Ponieważ pocb.odna pędu układu równa się sumie wszystkich 
sił działających (str. 200), więc dH/dt=P. Na mocy (1) jest więc 

(2) mi;-m(u-v) = P. 

Równość powyższą, możemy napisać w postaci m.ij+mv=mu+P 
czyli 

(3) d(mv)/dt =mu+ P. 

Wzory (2) i (3) stosują się również do przypadku, gdy nowe 
cząstki dołączają się do ciała. W równaniach (2) i (3) wektor il 

przedstawia prędkość środka S" masy cząstek odrywających się 

od ciała (lub dołączających się do ciała). 
Kładąc u-v=w w równaniu (2), otrzymamy 

(4) 

Wektor w przedstawia prędkość względną środka 1nasy odry­
wających się cząstek względem środka masy ciała. 

u • 

Przykład. Ruch rakiety. Oznaczmy przez m masę rakiety„ 
przez v jej prędkość, przez w prędkość względną (względem rakiety) 
gazów wypływających z rakiety, a przez P sumę sił zewnętrznych 
działających na rakietę (jak ciężar, opór powietrza i t. d.). Przy 
tych oznaczeniach zachodzi wzór ( 4 ). 

Przyjmijmy najpierw, że rakieta porusza oię w płaszczyźnie 
·poziomej po linii prostej, którą obierzemy za oś x-ów, nadając jej 
zwrot zgodny z kierunkiem mchu rakiety. Połóżmy v='if i w=lw!. 
Załóżmy, że P=O (a więc, że siła ciężkości znosi się z reakcją~płasz­
czyzny, przyczem pomijamy opór powietrza i tarcie). Ponieważ 

v i w mają zwroty przeciwne, więc na mocy (4) mv+mw=O, skąd 

(5) 
. m 
V=--W. 

m 

Prę,lkość względną w wypływających gazów możemy uważać 
za stałą. Całkując równanie ( 5 ), otrzymamy więc 

(6) v =-w log rn + c. 
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Przyjn1ijmy, że dla t= O jest m=m0 i v=O. '\Vedług równania (6) 
jest tedy O= -to log m0 + c, więc C= w log m0, a zatem na mocy ( 6) 

(.7) 

(8) 

mo 
V= W log -- , 

m 

Przypuśćmy, że rakieta osiągnęła szybkość i>=lOOkm/godz= 
= 27 1n/sek. .Jako prędkość wypływu gazu można przyjąć 

w=10001n/sek. Zatem na moey (8) m=m0e-0•0'37 =0,973m0 , skąd 
1n0 -m=0,03 m0• 

Aby więc uzyskać prędkość rakiety 100 km/godz, trzeba spalić 
materiałów pędnych o masie równej 3% masy rakiety. 

Niech teraz rakieta porusza się pionowo w górę. Przyjmijmy oś z 
skierowaną pionowo ku górze i zachowajmy znakowanie poprzed­
nie. Otrzymamy z (4) (pon1ijając opór powietrza) mv+mw=-mg 
czyli 

(9) . m V=-W--g. 
m 

Całkując i przyjmując, że dla t=O jest v=O i m=m0, otrzy­
mamy podobnie jak poprzednio 

(10) mu 
V = W log ---gt. 

m 

Aby rakieta nie spadła z powrotem na ziemię i oddaliła się 

w przestrzenie międzyplanetarne, należałoby nadać jej prędkość 

v~12 km/sek (str. 111). Z równania (10) otrzymujemy v~1c log !l'o, 
ni 

skąd e" w~ m0 /m czy li me" w~ m0, a zatem 

m0--rn~m(e''w-l). 

Kładąc v=12 km/sek i w=lOOO m/sek=l km/sek, dostaniemy 

m0-m~160000 m. 

W nierówności tej m oznarza masę rakiety po uzyskaniu pręd­
kości i,=12 km/sek~ zaś m0 -m masę s11alonych 1nateriałów pędnych. 
Jeżeli więc przyjmierny m=l kg, wówczas m0 -rn~ 160000 kg. 
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Trzebaby zatem spalić 160000 kg materiałów pędnych, by 1 kg 
masy uleciał w przestworza. 

Żeby więc odbyć podróż międzyplanetarną w wozie, maj::_.eym wraz z pod­
różnymi masę I tony, należałoby zabrać z sobą 160000 ton materiałów pęd­
nych, eo jest oczywiście niemożliwe. Dowodzi to, że przy dzisiejszym stanie tech­
niki podróż taka jest niewykonalna. Sprawa posunęłaby się naprzód, gdybyśmy 
mogli wydatnie zwiększyć w, t. j. prędkość wypływu gazów, która dzisiaj, prak­
tycznie biorąc, dochodzi do 2000 m/sek. 
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