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Bardey, Dr. ., Anleitung jur Aufldfung eingetleideter alge:-
braifder Aufgaben. Criter FTeil: Aufgaben mit einer Unbe:-
fannten. [VI u. 95 &.] gr. 8. 1887. geh. A 1.50.

Btcher, welche den angegebenen Gegenstand richtig behandeln, sind bisher kaum er-
schienen. Es wird in den Schulen demselten auch schwerlich die Aufmerksamkeit gewidmet,
welche er verdient. 8Schon aus diesen Griinden wird, wie wir hoffen, dieses Buch
Bardeys vielfach willkommen sein. Es ist vorsugsweise fir Schiller bestimmt, damit sie sich
selbstindig nach dem Buche und dem Vortrage des Lehrers auf die Ldsung der betreffenden
Aufgaben vorbereiten, Qiber die Ansiitze su solchen Aufgaben etwas mehr nachdenken, sich
tiber die Punkte, welche hier in Betracht kommen, klarer werden, sich an die vorkommenden
Verhiltnisse gewdhnen und sich darin tiben, die in Worten gegebenen Aufgaben in mathematische
Zeichen su tibertragen. Manchem Lehrer wird es eine Anregung sein, diesem Gegenstande
eine grdfsere und mehrseitige Aufmerksamkeit zu widmen. Auch Nichtmathematikern, fiir
welche die eingekleideten Aufgaben meistens mehr Interesse haben als die Gleichungen selber,
wird es willkommen sein. Es ist einfach abgefalst und fiir jedermann, der einige algebraische
Kenntnisse hat, leicht verstindlich.

Die wesentliche Veranlassung sur Abfassung des Buches sind die von einem Herrn
Robert Pauli ohne Erlaubnis des Herrn Dr. Bardey herausgegebenen ,, Anweisungen zur
Losung der Textaufgaben in Dr. Bngleys.,Aufgqiqnummlung“., Dr. Baydey sowohl als die
Verlagsbuchhandlung B. G Teubner, glauben sich durch das Buch des Herrn Pauli geschidigt.
Die zu der Aufgabensammlung Bardeys gehdrenden Resultate kommen nicht im Buchhandel
vor. Im Buche des Herrn Pauli sind alle Resultate mit recht fetten Lettern angegeben. Wenn
der Verfasser in der Vorrede auch sagt, er wolle die Schiiller iiber die Entwickelung des An-
satzes belehren, so ist doch auf die Angabe der Resultate und die sehr ausfithrliche Ausrechnung
ebensoviel oder mehr Fleifs verwendet als auf die Entwickelung des Ansatzes Die Ansiitze
sind vielfach in so weitliufiger Form dargestellt, wie sie zu den Aufgaben keineswegs nbtig
sind. Verschiedene Methoden, den Ansatz su entwickeln, sind nicht gegeben. Die Aufgaben
selber sind nicht angefQhrt; Herr Pauli hiitte sich sonst des Nachdrucks schuldig gemacht.
In dem Buche des Herrn Pauli sind alle Aufgaben des XXIL Abschnitts der Bardeyschen
Aufgabensammlung bearbeitet. In dem jetzt erscheinenden Buche von Bardey ist nur etwa dex
vierte Teil der Aufgaben aus dem betreffenden Abschnitt behandelt, weil der Verfasser das
far gentigend hilt. Der Schiller wird bei gehdrigem Verstindnis der vorgefithrten Aufgaben
mit einiger Mtthe auch die anderen Aufgaben 13sen kdnnen.

Fir die Lehrer, welche die Bardeysche Aufgabensammlung gebrauchen, sei hier be-
merkt, dals der Verfasser, um sich von der Wirkung des Buches des Herrn Pauli frei su halten,
alle von diesem bearbeiteten Aufgaben in seiner Aufgabensammlung nach Form, Inhalt und
Reihenfolge geiindert hat, wodurch der Mifsbrauch des Paulischen Buches unmoglich wird.
Far die Besitzer der ilteren Auflagen sind die neuen Aufgaben in einem besonderen
Hefte erschiemnen.

Brockmann, F. J, vorm. Oberlehrer am konigl. Gymnasium zu Cleve,
Lehrbuch der ebenen und sph#rischen Trigonometrie.
Fir Gymnasien und Realschulen bearbeitet. [Mit 46 Holzschnitten
im Text.] Zweite Auflage. [VIII u. 156 S.] gr. 8. 1880. geh.

n. A 1.60.

Herr Dr. Wiegand in Halle sagt am Schlusse einer eingehenden Resension in der ,Zeit-
schrift fiir mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht* tiber dieses schon vielfach
eingefiihrte Buch: , Wir erkliren, dafs wir es hier mit einem gans vortrefflichen Schulbuche
su thun haben, das auch polytechnischen Schulen genfigen wird und ganz besonders zum Privat-
ltndhu‘.unp!ohlen-werden kann. Die Ausstattung ist, wie bei allen Schriften, die aus der

ne

Teub chen Otfizin hervorgehen, gans vorsztiglich, der Druck korrekt und der Preis aufser-
ordentlich billig.“

Lehrbuch der elementaren Geometrie fiir Gymnasien und

Realschulen bearbeitet. 2 Teile. gr. 8. geh. n. A 3.60.
Einzeln: |

I. Teil: Die Planimetrie. Mit 139 Figuren in Holzschnitt. Dritte

verbesserte Auflage. [IX u. 201 S.] 1887. n M 2. —

II. — Die Stereometrie. Mit 84 Figuren in Holzschnitt. [IV u.

128 8.] 1875. n. 4 1.60.

In gleicher Weise wie die mit allseitigem Beifall aufgenommene Trigonometrie hat der
Verfasser die Planimetrie nach streng wissenschaftlichen Prinsipien bearbeitet. Das ganse



ylanimetrische System ist klar und tibersichtlich geordnet. Die Anordnung und Einteilung des
Ganszen weicht von den meisten denselben Stoff behandelnden Lehrbtichern insofern ab, als eine
Menge von geometrischen Thatsachen, die nicht notwendig zum S8ysteme gehdren, in den einzelnen
Kapiteln in Form von Ubungssiitzen zusammengestellt ist, um neben der ziemlich reichhaltigen
Sammlung systematisch geordneter Aufgaben, deren Aufldsungen meistens nur andeutungsweise
gegeben sind, dem Schtiler als ein reichliches und zu selbstiindiger Beschiftigung mit dem Ge-
lernten anregendes Material zu dienen.

Um bef Vollstindigkeit doch den Umfang des Lehrbuches nicht ibermiifsig zu erweitern,
hat der Verfasser die fruchtbaren Siitze tiber die Potenzlinie und in gleicher Weise das re-
nommierte Taktionsproblem nicht in einem besonderen Kapitel, sondern in Kirze als Zugabe
su betreffenden Aufgaben behandelt Die Lehre von der harmonischen Teilung, vom Pol und
der Polare beim Kreise, Bernoullis Satz iber Transversalen, sowie die wichtigsten Siitze tUber
Maxima und Minima, soweit sie der Elementargeometrie angehdren, haben in einem Anhange
in einer dem Schulzweck entsprechenden Weise ihre Behandlung gefunden. Den Bau der Pa-
rallelentheorie, an welcher bis jetzt die rigorosen Anforderungen der Wissenschaftlichkeit meistens
rlitteln zu miissen geglaubt haben, meint der Verfasser auf Grund frither entwickelter Vor-
stellungen so aufgefithrt zu haben, dafs sich ein nicht zu #ngstliches wissenschaftliches Gewissen
damit zufrieden gestellt halten durfte.

Wie in der Planimetrie, so ist auch in der Btereometrie mit einer streng wissen-
schaftlichen Behandlung eine klare und tibersichtliche Anordnung zu verbinden gesucht worden,
ist zwischen den erschtpfenden Handbtichern und den aphoristischen Leitfiden die richtige
Mitte gehalten und der Zusammenhang der stereometrischen Thatsachen mit den planimetrischen
und unter sich in leicht fafsbarer Darstellung gebithrend hervorgehoben worden.

Die Einteilung der Stereometrie ist die allgemein Uibliche, auch sind wesentlich andere
Gesichtspunkte, als die hergebrachten, nicht aufgestellt. In Ricksicht auf die Bestimmung
dieser Schrift konnte der Verfasser sich nicht entschliefsen, den hergebrachten Lehrgang zu
verlassen. Denn ob fiir ein Lehrbuch, welches zum Gebrauche an Gymnasien und Realschulen
bestimmt ist, der gewdhnliche, oder der den Anschauungen der neueren Geometrie an-
gepafste moderne Schnitt der bessere sei, dilrfte vorderhand noch zweifelhaft sein.

Die als Ubungsmaterial systematisch zusammengestellten Ubungssiitze und Aufgaben
bilden das letzte Kapitel und kdnnen in ihren Abteilungen den einzelnen Kapiteln des Systems
mit Auswahl angereiht werden. Da sie vorzugsweise auf die Anregung und Belebung der
selbstindigen Thitigkeit des Schillers berechnet sind, so fehlen entweder bei dem meisten
Ubungssiitzen die Beweise ganz, oder sind doch nur andeutungsweise gegeben; desgleichen
sind fir die Losung der Aufgaben die Wege meist nur angedeutet. Wo in einzelnen FKiillen
Ubungssiitze ausfihrlich bewiesen und Aufgaben vollstindig gelvst sind, mige man eine
beabsichtigte Erweiterung des aufgestelliten Systems erblicken. Bei der Aufstellung der Auf-
gaben ist auch noch dadurch dem S8chiller eine hoffentlich willkon:mene Gelegenheit selb-
stindiger Thitigkeit gegeben, dafs die spezielle ¥ormulierung einzelner Aufgaben aus einer

allgemeinen Gruppe unterlassen ist.

Brockmann, F. J., vorm. Oberlehrer am konigl. Gymnasium zu Cleve,
Materialien zu Dreiecksconstructionen nebst Anwendung

auf fast vierhundert Aufgaben. [VI u. 88 S.] gr. 8. 1888. geh.
1.20,

Diese Schrift hat den Zweck, den leider nicht su leugnenden Ubelstand, dafs die
Pflege der Konstruktionsaufgaben auf unseren Schulen durchweg am wenigsten erfreuliche
Resultate liefert, vom methodischen, didaktischen und pidagogischen Standpunkte zu be-
kimpfen. Zuniichst sind die Aufgaben auf Dreleckskonstruktionen beschrinkt. Die hierzu
notigen Materialien sind in verschiedenen Gruppen als Orter, Data, Lehrsitze, I'eduktions-
aufgaben und algebraische Analysis zusammengestellt und die dann folgenden 360 Aufg ben
durch steten Hinweis auf das betreffende Material zur Losung so durchsiclhtig vo:gearbeitet,
dafs einerseits die vollstindige Durchfihrung derselben keine Schwierigkeiten mehr bietet,
andererseits aber die bestiindig angestrengte Thiitigkeit des Lesers nicht tberflussig wird. —
Der Verfasser spricht die Zuversicht aus, dafs jeder, welcher diese Schrift \orurteilsfrei mit
Ernst und Ausdauer durcharbeitet und dadurch namentlich die ,Materialien" in sich auf-
nimmt, das von ihm beherrschte Terrain weit tiber die demn Systeme apgehdrenden Element.r-
aufgaben hinaus erweitern und sich in den Stand setzen werde, sich Aﬂ‘ﬁ?zzﬂu solche Aufgaben,
fur welche die Materialien hier nicht gegeben sind, durch selbstthi$igés SBtudium die Wege

sur Lisung su ebnen.




PLANIMETRISCHE

KONSTRUKTIONSAUFGABEN.

EINE VORSCHULE

ZU DES

VERFASSERS MATERIALIEN.

ENTHALTEND
501 AUFGABEN NEBST DEREN LOSUNGEN.

BEARBEITET VON

F. J. BROCKMANN,

VORM. OBERLEHRER AM KGL. GYMNASIUM ZU CLBVA.

DRUCK UND VERAG VON B. G. TEUBNER.

1889.
b

ul






VYorrede.

Bei der Ausarbeitung des Manuskripts zu den jiingst in
gleichem Verlage erschienenen ,,Materialien zu den Dreiecks-
konstruktionen‘ driangte sich uns immer nachdriicklicher der
Gedanke auf, dals zur recht ergiebigen Nutzbarmachung der
,yMaterialien‘ eine von den Elementaraufgaben hiniiber leitende
Vorschule unerlifslich notwendig sei.

So entstand denn vorliegende Sammlung, wenn auch in
der Zeit nach den , Materialien®, so doch nach Form und In-
halt als ein Praeambulum zu denselben.

Wihrend némlich in den Materialien eine allgemeine
Methodik bei Behandlung von Konstruktionsaufgaben und die
Kenntnis der Losungen einer Reihe von Aufgaben voraus-
gesetzt werden mulste, verfolgen die hier aufgefiihrten Auf-
gaben und ibre Losungen den Zweck, dals der Lehrer durch
aufmerksames Studium derselben eine allgemeine Methodik
selbst abstrahiere und sich die fiir weiteres Studium erfor-
derliche einigermafsen ausgedehnte Kenntnis von Losungen
aneigne.

Zur leichteren Erreichung dieses doppelten Zweckes sahen
wir uns veranlalst, wenigstens in der ersten Abteilung, die
gemischte Aufgaben' enthidlt, die Losungen etwas ausfiibrlich
zu gestalten, obwohl wir mit Bewulstsein das rigorose Schema
Euklidischer Auflésungen auch hier vermieden haben.

Dals wir durch die hiéufige Reduktion einer Aufgabe auf
eine frithere dem Tadel verfallen, den Lieber in der Vorrede
zur ersten Auflage der von ihm unter Mitwirkung von
von Liihmann herausgegebenen Geometrische Konstruktions-
aufgaben (Berlin, bei L. Simion, 1885) gegen diese Methode

ausspricht, vermdogen wir nicht zu bedauern. Ist mnicht viel-
ar



IV Vorrede.

mehr eine solche Reduktion, wie bei den Aufgaben, so auch
in den Beweisen der Theorie durchaus begriindet durch die
Natur der Mathematik? Fordert aber Lieber, dafs man zur
Losung einer Aufgabe alle dazu ndtigen Aufgaben noch einmal
besonders 16st und in die fragliche Lésung mit aufnimmt, so
kdnnte man Entsprechendes fiir die Beweise der Theorie verlangen
und es beispielsweise fiir notwendig erachten, den Beweis des
Pythagoriiischen Lehrsatzes so aufzubauen, dals die Beweise
aller fritheren hierzu notwendigen Lehrsitze in denselben auf-
genommen werden miifsten. Der Anblick eines solchen Be-
weises wiirde ein hinreichender Schutz gegen ein solche Siinde
sein !

Ob wir indes bei den einzelnen Aufgaben stets den soge-
nannten elegantesten Weg der Losung betreten haben, wagen
wir nicht zu behaupten, jedenfalls halten wir simtliche Lésungen
fir naturgemél(s und darum auch fiir zweckentsprechend.

Von simtlichen Losungen diirfen wir behaupten, dals sie
von uns selbstindig aufgestellt sind; die Aufgaben selbst sind
zum grofsten Teile den bekannten Sammlungen entnommen, in
welchen dieselben meist ohne Losung aufgestellt sind, sicher
aber dann ohne Losung, wenn mnan allenfalls eine erwarten
zu diirfen glaubt. Ich nenne besonders Gandtner und Jung-
hans, Sammlung von Lehrsitzen und Aufgaben aus der Plani-
metrie, dann Hoffmann, Sammlung planimetrischer Aufgaben,
ferner Heilermann, Sammlung geometrischer Aufgaben und
endlich Lieber und v. Lihmann, geometrische Konstruktions-
aufgaben. Mit Ausnahme von Heilermann, der gar keine
Losungen bringt, bringen die andern genannten Autoren nur
vereinzelte Losungen.

Sollte jemand Anstofs daran nehmen, dals wir bei A. 492
zur Bestimmung eines Winkels die ebene Trigonometrie ge-
streift haben, so bemerken wir, dafs nach unserer Ansicht die
Anwendung goniometrischer Begriffe den streng geometrischen
Charakter nicht alteriert, da ja die ebene Trigonometrie ein
Teil der Planimetrie ist. Resultate einer numerischen Rech-
nung miissen freilich ausgeschlossen bleiben.

Um nicht allzu sehr in der Auswahl der Aufgaben beengt,
namentlich nicht gezwungen zu sein, auf zu einfache Aufgaben
zuriickzugreifen, sahen wir uns an wenigen Stellen veranlafst,
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etwas notwendiges Material einzuflechten. Wir glauben indes
doch nicht zu sehr in das Gebiet unserer Materialien hintiber
gegriffen zu haben, da wir nur noch einfaches und darum ge-
legentlich miihelos einzuflechtendes Material zu Hilfe genommen
haben. Besonders hervorzuheben wiren die vor A. 229 auf-
gestellten Sitze tiber einige geometrischen Orter.

Mit diesen Auseinandersetzungen iibergebe ich das Biich-
lein meinen geehrten Fachgenossen und den Studierenden, mit
der ergebenen Bitte an die ersteren, dasselbe gewissenhaft
prifen und begriindete Ausstellungen mir nicht vorenthalten
zu wollen. An die letzteren richten wir die Bitte, sich mit
Fleifs und Ausdauer dieses Biichleins beim Studium zu be-
dienen, damit sie die iibliche Scheu vor den Konstruktions-
aufgaben recht bald verlieren und sichere Wege zur Losung
derselben allmdhlich kennen lernen.

Cleve, 18. Februar 1889.

F. J. Brockmann.
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I. Vermischte Aufgaben.

Vorbemerkung. Die folgenden Aufgaben schliefsen sich un-
mittelbar an die in den gangbarsten Lehrbiichern enthaltenen Elemente
an und sind ausnahmsweise ohne Erweiterung des Systems der Plani-
metrie in seiner hergebrachten Form l18slich. Da dieselben das Ziel
verfolgen, dem noch Ungeiibten ein Wegweiser auf dem Gebiete der
Konstruktionsaufgaben zu sein und ihn in dasselbe in leicht fafslicher
Weise einzufithren, so war es geboten, die Lsungen etwas ausfiihrlicher
zu gestalten, als es in unseren ,,Materalien‘ geschehen ist. (Gleichwohl
haben wir geglaubt, von der rigorosen Euklidischen Form abweichen

zu diirfen, aus Grinden, die wir an andern Orten wiederholt ausge-
sprochen haben,

1. Um drei in einer Geraden liegende Punkte A, B und C
als Mittelpunkte Kreise zu beschreiben, von denen jeder die beiden
andern beriithrt, wenn der Radius r des Kreises um A gegeben ist.

Losung. 1) Ist r < 4B, so konnen die Kreise um B
und C beide den um A nur umschliefsend berithren. Die Ra-
dien derselben ergeben sich leicht.

2) Ist AB < r < AC, so beriihrt der Kreis um B den um
A von innen, und der um C beide von aulsen; oder die beiden
Kreise um B und C beriihren den um 4 umschliefsend. Die
Radien ergeben sich in beiden Lagen leicht.

3) Ist r > AC, so findet seitens der Kreise um B und C
entweder eine gemeinsame innere Beriihrung des Kreises um
4, oder eine gemeinsame umschliefsende Bertihrung desselben
statt, und lassen sich die Radien in beiden Fillen wiederum
leicht bestimmen.

2. In einer Geraden einen Punkt X so zu bestimmen, dafs
eine Tangente aus demselben an einen gegebenen Kreis und die
Verbindung desselben mit einem gegebenen Punkie A gleiche Winkel
mit der Geraden bilden.

Losung. Liegen der Kreis und der Punkt an verschiedenen

Seiten der Geraden, so ist der Durchschnitt der aus dem
BrocxkMaNN, Konstruktionsaufgaben. 1



2 I. Vermischte Aufgaben.

gegebenen Punkte an den Kreis gezogenen Tangente mit der
Geraden der gesuchte Punkt X. Im andern Falle wird X durch
die Tangente aus dem Gegenpunkte von A in bezug auf die
Gerade bestimmt.

Determination. Weil zwei Tangenten aus A4 oder
dessen Gegenpunkt mdglich sind, so erhalt man auch zwei ver-
schiedene Punkte X.

3. In einer Geraden einen Punkt X so zu bestimmen, dafs
seine Entfernung von einem gegebenen Punkte A dieser Geraden
und seine Enifernung von einem aufserhalb derselben liegenden
Punkte B eine gegebene Summe bilden.

Losung. Macht man XC== X B auf der Geraden, so ist 4C
der gegebenen Summe gleich, also Punkt C gegeben. Der
gesuchte Punkt ist aber die auf der Geraden liegende Spitze
eines gleichschenkligen Dreiecks, dessen Grundlinie BC ist.
Der zweite Ort fiir X ist also das Lot zu BC in der Mitte
dieser Linie.

Zusatz. Sollen die beiden Entfernungen eine gegebene Dif-
ferenz bilden, so trage man XC' == XB auf XA ab; dann ist
AC’ gleich der gegebenen Differenz. Den Punkt X bestimmt
man dann auf gleiche Weise wie vorhin.

4. Auf der Peripherie eines Kreises einen Punkt X so zu
bestimmen, dafs seine Entfernungen von den Schenkeln eines
Winkels eine gegebene Summe (oder Differenz) bilden.

Losung., Ist X D das Lot auf den Schenkel 4B, XE auf
AC, so stelle man die gegebene Summe dar, indem man DX
iber X um X F == X E verlingert (oder die gegebene Differenz,
indem man XD {iber D bis F verlingert, so dafs X F’ == X F
ist). In beiden Fillen sind wegen der bekannten Entfernungen
DF (oder DF’) die Parallelen durch F (oder ') zu 4B und
der Durchschnitt dieser Parallelen mit dem andern Schenkel
AC in G (oder G') gegeben. Leicht erkennt man, dafs sowol
G X den Winkel G, als auch G’'X den Winkel G’ halbiert.

Zusatz. Wenn statt der Lote auf die Schenkel die Pa-
rallelen zu denselben, von dem zu bestimmenden Punkte und
dem jedesmal anderen Schenkel begrenzt, eine gegebene Summe
oder Differenz bilden sollen, so ergiebt sich bei ganz analoger
Behandlung, dafs der gesuchte Punkt ebenfalls durch die
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Halbierung eines konstruierbaren Winkels — derselbe gehort
in beiden Killen einem Rhombus an — bestimmt wird.

5. Auf ciner Geraden einen Punkt zu bestimmen, dessen Ent-
fernung von einem gegebenen Punkte dieser Geraden mit der Ent-
fernung desselben von einer zweilen Geraden eine gegebene Summe
(oder Differenz) bildet.

Losung. Sind die Geraden 4C und BL, auf deren
ersterer der feste Punkt 4 gegeben ist, einander parallel, so
erledigt sich die Losung einfach dadurch, dafs die Entfernung
der Parallelen bekannt ist.

Bilden aber die Geraden den Winkel a« und bilden das
Lot XD (auf BL) uund die Entfernung X4 die Summe s, so
verlingere man DX iiber X um XF = X4, so ist X die Spitze
eines gleichschenkligen Dreiecks, dessen Grundlinie 4F ist.
Fiir F aber ist zunichst ein Ort durch die Parallele G F H zu
BL gegeben, da die Entfernung D F bekannt ist. Ein zweiter
Ort ergiebt sich durch den Winkel X AF, dessen Grofse sich
leicht als 4 (R 4 «) ergiebt. Zieht man daher 4J || BL, wo-
durch 9 X4J = « wird, und zieht ferner 44 | A4J, so hal-
biert AF den rechten Winkel X A4J.

Wenn 4AX — DX = d werden soll, so ergiebt sich bei
analoger Behandlung fiir F ein Ort durch eine bekannte
Parallele zu BL. Der zweite wird aus dem Winkel XA F ab-
geleitet, dessen Grofse 4 (R — a) betrégt.

1. Zusatz. Ist DX > A4X, so dals DX —AX = d
werden muls, so bleibt die Losung dieselbe, nur liegt der eine
Ort, die Parallele, an der andern Seite von BLZ,

2. Zusatz. Wenn statt des Lotes XD auf BL das Lot
XD’ auf AC (wo U auf BL liegt) eintreten soll, so erledigt
sich die Losung in noch einfacherer Weise.

3. Zusatz. Auch bleibt die Ldsung ungedndert, wenn
statt der Geraden BL eine Kreisperipherie gegeben ist.

6. Einen Kreis zu konstruieren, der einen andern Kreis be-
rihrt, durch einen gegebenen Punkt geht, und dessen Mittelpunkt
auf einer durch diesen Punkt gehenden Geraden hegt.

Losung. Der Kreis um M sei der gegebene Kreis, BC
die gegebene Gerade, A4 der gegebene Punkt in derselben.
Zieht man den Diameter 6AG | BC, so bestimmen 4G und

AG' die Bertihrungspunkte ¥ und ¥’, die Verbindungslinien
i1¢
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MY und MY’ geben in der Geraden BC die beiden Mittel-
punkte X und X', woraus sich die Radien X4 und X4’ er-
geben.

Zusatz. Wenn statt eines Kreises eine Gerade berithrt
werden soll, so ergiebt sich der Bertihrungspunkt ¥, wenn
man im Durchschnitt beider Geraden zu der Geraden, welche
Tangente werden soll, ein Lot errichtet, welches gleich der
Entfernung dieses Durchschnittspunktes vom gegebenen Punkte
A ist, und 4 mit dem Endpunkte des Lotes verbindet. Man
erhdlt zwei verschiedene Kreise, da man obiges Lot nach zwei
Seiten errichten kann.

1. Auf einer Dreiecksseile einen Punkt zu bestimmen, so dafs
die Lote aus demselben auf die beiden anderen Seiten eine ge-
gebene Summe (oder Differenz) bilden.

Losung. Der Punkt X liege zwischen B und C so, dals das
Lot XD auf 4 B, und das Lot X £ auf 4C zusammen die Summe
s bilden. Verliangert man DX iiber X um XG = XE, so ist
DG == s und die Parallele durch G zu 4 B gegeben. Schneidet
diese Parallele die Seite 4C in H, so ergiebt sich leicht, dafs
HX den Winkel 4 HG halbiert.

Wenn die Differenz eine gegebene werden soll, so ist die
Losung ganz analog.

Zusatz. Auch bleibt die Lséung ungeindert, wenn der
Punkt X auf der Verlingerung der Dreiecksseite bestimmt
werden, oder wenn statt der Lote Parallelen zu den Dreiecks-
seiten bis an diese eintreten sollen. Die Lésung #ndert sich
ferner nicht, wenn der Punkt statt auf einer Dreiecksseite auf
einer Kreisperipherie zu bestimmen ist.

8. Auf einer Geraden einen Punkt zu bestimmen, so dafs
eine Tangente von demselben aus an einen gegebenen Kreis und
die Verbindung desselben mit einem gegebenen Punkte gleiche
Winkel mit der Geraden bilden.

Losung. Liegen Kreis und Punkt an verschiedenen Seiten
der Geraden, so wird der Punkt durch die Tangente von dem
Punkte aus bestimmt; liegen dieselben an derselben Seite der
Geraden, so bestimme man zunichst zum gegebenen Kreise
den Gegenkreis, indem man um den Gegenpunkt des Mittel-
punktes mit demselben Radius einen Kreis beschreibt. Alsdann
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bestimmt die Tangente von dem gegebenen Punkte aus an
diesen Gegenkreis den gesuchten Punkt.

Determination. Weil in beiden Fillen zwei Tangenten
moglich sind, erhélt man zwei Punkte in der Geraden, welche
den gestellten Bedingungen geniigen.

Zusatz. Der gesuchte Punkt wird auch dadurch gefunden,
dals man von dem Gegenpunkte des gegebenen Punktes die
Tangenten an den gegebenen Kreis zieht.

9. In einer Geraden einen Punkt zu bestimmen, von welchem
aus an zwei Kreise gezogene Tangenten gleiche Winkel mit der
Geraden bilden.

Losung. Man konstruiere den Gegenkreis (s. 8) zu einem
der gegebenen Kreise und ziehe zu diesem und dem andern
der beiden Kreise die gemeinschaftlichen Tangenten, deren
(vier) Durchschnitte mit der Geraden jeder den gesuchten
Punkt geben. Hierbei ist zu bemerken, dals man die Tangente
an den ersten Kreis zu nehmen hat, welche mit der Tangente
des Gegenkreises, welche ein Stiick der gemeinschaftlichen ist,
entsprechend liegt.

10. In einer Geraden einen Punkt zu bestimmen, dessen Ver-
bindungen mit zwei gegebenen Punkten mit der Geraden Winkel
bilden, deren Differenz gegeben ist.

Losung. Sind 4 und B die an derselben Seite der Ge-
raden liegenden Punkte, und ist 4° der Grenzpunkt von 4,
80 ist 9T BX 4’ das Supplement der gegebenen Differenz. Der
Punkt X lafst sich demnach durch einen Kreisbogen iiber 4' B
konstruieren.

Zusatz. Liegen die Punkte 4 und B an verschiedenen
Seiten der Geraden, so wird der den Punkt X bestimmende
Bogen {iber 4B beschrieben.

11. In einer Geraden einen Punkt zu bestimmen, von welchem
aus zwei an einen Kreis gezogene Tangenten einen Winkel von
gegebener Grofse einschiiefsen.

Losung. Mit Hilfe des gegebenen Winkels lilst sich
die Entfernung des Kreismittelpunktes vom gesuchten Punkte
bestimmen. Man erhiélt dann zwei Punkte, wenn die Ent-
fernung der Geraden vom Kreismittelpunkte kleiner ist als die
oben bestimmte Entfernung.
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Zusatz. Soll der gesuchte Punkt auf einer Kreisperipherie
liegen, so @ndert sich die Lésung nicht.

12. Um einen von drei Punkien einen Kreis zu beschreiben,
so dafs die von zwei anderen Punkten an denselben gezogenen
Tangenten einen Winkel von gegebener Grifse einschliefsen.

Losung. Soll der Kreis um A beschrieben werden, und
schneiden die aus B und C an diesen gezogenen Tangenten
einander in D, 80 ist L BDA = CDA gleich der Hilfte des
gegebenen., Zwei Kreisbogen tiber 48 und 4C mit gegebenem
Peripheriewinkel bestimmen also den Punkt 2, und das Lot
von 4 auf BD oder CD ist der Radius des gesuchten Kreises.

13. Auf dem Durchmesser eines Kreises ist ein Punkt ge-
geben; auf der Verlingerung desselben einen Punkt so zu be-
stimmen, dafs seine Enifernung von dem gegebemen Punkte und
die aus demselben gezogene Tangente eine gegebene Summe bilden.

Losung. Ist 4 der gegebene, X der gesuchte Punkt auf
dem Diameter BC, und man macht auf der Verlingerung von
AX tber X hinaus XF == der Tangente XD und in F das
Lot FG, welches von der Verlingerung von DX in G ge-
schnitten wird, so ist A XFG ™ XDM, also FG = MD (Ra-
dius), woraus sich die Konstruktion ergiebt.

Zusatz. Soll die Differenz jener Strecken eine gegebene
werden, so mache man XF tiber 4 hinaus = XD, und in F
das Lot G bis zum Durchschnitte mit der Tangente. Ist dieser
Durchschnitt ¢, so findet man wiederum FG = MD.

14. Ewnen Kreis zu beschreiben, der zwei konzentrische Kreise
berihrt und durch einen gegebenen Punkt geht.

Losung. Wenn man beriicksichtigt, dals die Beriihrungs-
punkte auf der Centrale liegen, so findet man fiir den Radius
des gesuchten Kreises je nach der Art der Berlihrung aus den
Radien R und r der gegebenen Kreise entweder den Wert
3+ (R+r) oder 4 (R —r), und daraus als Orter fir den ge-
suchten Mittelpunkt entweder einen konzentrischen Kreis mit
dem Radius 4 (R — r) oder 4 (R 4 r). Der bekannte Radius
giebt aufserdem einen Kreis um A4 als je zweiten Ort. Man
erhilt also vier Losungen.

Zusatz. .Ist statt des Punktes 4 ein Kreis oder eine
Gerade gegeben, die bertihrt werden, oder unter einer Sehne



Biblioteka Giowna P. t.

I. Vermischte Aufgaben, 1

von gegebener Grofse geschnitten werden sollen, so bleibt die
Losung ebenso einfach, da auch in diesen Féllen der je zweite
Ort fir den Mittelpunkt leicht bestimmt werden kann,

15. In ein Kreissegment ein Quadrat so einzuschreiben,
dafs zwei Ecken desselben auf der das Segment begrenzenden
Sehne liegen.

Losung. Verbindet man den Mittelpunkt der Sehne mit
einer auf dem Bogen liegenden Ecke des Quadrates und ver-
lingert diese Verbindungslinie bis in ein im Endpunkte der
Sehne auf dieser errichtetes Lot, so ergiebt sich leicht, dals
dieses Lot gleich der Sehne ist.

16. In einen Sektor ein Quadrat so einzuschreiben, dafs zwet
Ecken desselben auf dem Bogen liegen.

Losung. Ist XY ZT das gesuchte Quadrat, und liegen
die Ecken X und ¥ auf dem Bogen BC, und ist 4 der Mittel-
punkt des zugehorigen Kreises, so ist, wenn die verlingerte
AX das in C anf BC errichtete Lot in D trifft,

TX:CD==AT: AC und
TX:CBw= AT : AC,

woraus sich ergiebt CD == CB. Daraus ergiebt sich aber sofort
die Konstruktion.

Zusatz. Wird statt eines Quadrates ein rechtwinkliges
Parallelogramm verlangt, dessen Seiten sich wie m : n verhalten,
so ergiebt sich durch dhnliche Betrachtung, dals CD:CB=m:n
sein mulfls.

11. Eine Strecke AB so in zwei Teile zu zerlegen, dafs
das Rechteck aus den Sticken einem gegebenen Rechteck (m . n)
gleich wird,

Losung. Ist X der gesuchte Teilpunkt und man verbindet
denselben mit den Endpunkten € und D der in 4 und B auf
AB (nach derselben Seite) errichteten und den Seiten m und
n des gegebenen Rechtecks gleich gemachten Lote, so folgt
aus m ,n == AX . BX die Proportion

m: AX = BX :n.

Wegen Gleichheit der Winkel 4 und B folgt aus dieser
Proportion, dafs A 4XC~ BXD, woraus wiederum leicht
gefolgert wird, dals g CXD = R. Ein Ort fiir X ist also der
Halbkreis tiber CD.
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Determination. Dss griofste Rechteck, welches aus
den zwei Teilen einer Strecke gebildet werden kann, ist das
Quadrat der halben Strecke; daher mufs fiir die Maglich-
keit der Losung m . n < + 4B? sein. Im ersten Falle erhilt
man einen Punkt X, den Mittelpunkt von 4B, im andern
Falle zwei Punkte X, die gleiche Entfernung vom Mittel-
punkte haben.

1. Zusatz. Errichtet man die Lote nach verschiedenen
Seiten, so erhilt man durch dieselbe Konstruktion in den Ver-
lingerungen von 4B je einen Punkt X, der so liegt, dals das
Rechteck aus der Verlingerung (etwa B.X ) und der ganzen
durch die Verlingerung entstandenen Strecke 4 X dem Recht-
ecke m n gleich ist. Eine Determination ist fiir diesen Fall
nicht erforderlich.

2. Zusatz. Soll eine Sehne 4B so bis C verlingert
werden, dafs die Tangente aus € an den Kreis eine gegebene
Linge hat, so reduziert sich die Losung auf den im 1. Zu-
satz hervorgehobenen Fall.

18. Durch einen Punkt P innerhalb eines Kreises eine Sehne
XPY so zu legen, dafs das Rethteck aus der ganzen Sehne und
einem Abschnitte (XY . XP) einem gegebenen Quadrate (m?)
gleich wnrd,

Losung. Ist Mder Mittelpunktdes Kreises und XP. X V=m?,
so ist auch X P (XP 4 P¥)=m? oder XP* 4 XP.PY =m?
Zieht man nun durch P die auf PM senkrechte Sehne AP B,
80 ist XP . PY == AP? also X P! = m? — A4 P? wonach
X P als Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks konstruiert
werden kann,

Zur Konstruktion sei bemerkt, dafs ein um 4 mit dem
Radius m beschriebener Kreis in P/# einen Punkt £ bestimmt,
so dafs PE = PX ist.

Zur Determination ist zu beachten, dafs, wenn die Ver-
lingerung von PM iiber M hinaus den Kreis in C trifft, PC
das Maximum angiebt, das PX erreichen kann.

Zusatz. Soll von einem Punkte P aufserhalb eines Kreises
eine Sekante s0 durch den Kreis gelegt werden, dafs dies
Rechteck aus dem &#ulseren Abschnitte und der entstehenden
Sehne ein gegebenes wird, so ist unter Berticksichtigung des
bekannten Sekantensatzes die Losung analog.
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19. In einen Kreis durch einen gegebenen Punkt eine Sehne
zu legen, welche in diesem Punkie stetig geteill wird.

Losung. Ist die Sehne X P¥ durch den Punkt P in den
Kreis um M so gelegt, dals P¥: PX = PX: XY ist, so ist
auch, wenn man durch ¥ eine Parallele zu # X zieht, welche
die Verlingerung von M P in Z schneiden mége, auch PZ : PM
= PM: MZ, wonach sich der Punkt Z bestimmen lafst. Da
nun ferner

MP: XM=PZ:2Y7,

so kann man, da XN als Radius gegeben ist, und PZ nach
dem Vorhergehenden konstruiert werden kann, auch Z ¥ kon-
struieren und durch einen Kreisbogen um Z mit Z ¥ den Punkt
Y bestimmen.

20. Durch einen Punkt P aufserhalb eines Kreises eine Se-
kante an diesen zu legen, welche in der Peripherie stetig ge-
teilt wird.

Bei der Losung ist zu unterscheiden, ob die entstehende
Sehne X ¥, oder das &ufsere Stiick der Sekante das grdlsere
Stick ‘werden soll. Soll die 8ehne X ¥ das grofsere Stiick
werden, so ergiebt sich mit Hilfe des Sekantensatzes, dals die
entstehende Sehne gleich der aus dem Punkte P an den Kreis
zu ziehenden Tangente ist; im andern Falle, wo P.X das grofsere
Stiick werden soll, kann man, wenn man XZ || ¥ ¥ bis in
PM zieht, gerade wie in A. 19 sowohl Punkt Z, als auch die
Grofse XZ bestimmen.

21. Durch einen von drei Punkten eine Gerade zu legen,
so dafs die Lote auf dieselbe von den zwei anderen Punkten aus
eine gegebene Summe bilden.

Losung. 1) Sollen die beiden anderen Punkte B und C an
verschiedenen Seiten der durch 4 zu legenden Geraden liegen,
und sind BD und CE die Lote, so dafs CE+ BD = s ist, so
verlingere CE um EF = BD und ziehe FB, so ist A BCF
gegeben und die durch 4 zu BF gezogene Parallele die ge-
suchte Gerade.

Oder man konstruiere zu 4, B und C die vierte Ecke X
eines Parallelogramms, welche B oder C gegeniiber liegt, dann
ist das rechtwinklige Dreieck X 4G, in welchem K G = s ist,
gegeben, und 4G ist die gesuchte Gerade.
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2) Sollen die Punkte an derselben Seite liegen, so ist bei
gleicher Bezeichnung, wenn F die Mitte von BC, und FG 1 AE
ist, A AG F gegeben, da FG = }s 1st.

Oder, man konstruiere die vierte, Punkt 4 gegeniiber-
liegende, Ecke eines Parallelogramms, dessen anderen Ecken
A, B und C sind. Ist diese Ecke L, so ist im rechtwinkligen
Dreiecke LAG die Seite LG = s.

22. In einer Dreiecksseite einen Punkt X so zu bestimmen,
dafs die Differenz der Quadrate der beiden durch ihn bis an die
anderen Seiten gezogenen Parallelen eine gegebene sei.

Losung. Liegt der Punkt X in 4 B so, dafs fiir die Paral-
lelen XE (zu 4C) und XF (zu BC) XE*— XF?=d? ist und
man beschreibt itber #C als Diameter einen Halbkreis, in welchen
man die Sehne FG = FX einlegt, so ist, da FC = X £ ist,
CG die gegebene Differenz d. Es liegt also F auf einer an
den um € mit d beschriebenen Kreis gelegten Tangente. Ver-
lingert man nun G F bis in das in 4 auf 4C errichtete Lot,
bis H, so erhidlt man zwei Paare é&hnlicher Dreiecke, nimlich
AHF~ GCF, und AED~ ABC. Aus der Ahnlichkeit des
ersteren Paares hat man: 4H: AF = CG : FG, aus der des

andern: AC: AF = FX: BC,
folglich 4H: AC= d: BC.

Hieraus ist H bestimmbar, und mittelst einer Tangente auch
Punkt F, wodurch die Parallelen #X und X E bestimmt sind.

Zusatz. Soll der Punkt X auf der Hypotenuse eines recht-
winkligen Dreiecks bestimmt werden, so sind die Parallelen
zu den Katheten zugleich Senkrechte zu denselben.

23. bis 25. Durch einen Punkt innerhalb eines Kreises eine
Sehne in denselben zu legen,

23. deren Stiicke eine gegebene Summe bilden,

Lésung. Durch die Linge der Sehne ist ihre Entfernung
vom Mittelpunkte gegeben, so dals dieselbe als Tangente an
einen bekannten Kreis konstruiert werden kann.

24. deren Stucke eine gegebene Differenz bilden.

Losung. Ist PX — PV =d, und man macht XZ = ¥V P,
so ist das gleichschenklige Dreieck M PZ durch seine Seiten
gegeben.
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2D, deren Stiicke ein gegebenes Verhdltnis (m : n) haben.

Losung. Trifft die durch ¥ zu # X gezogene Parallele
den durch P gehenden Radius in C, 80 ist M X: ¥C= MP: PC
= m : n, woraus der Punkt € und die Lénge von C ¥ bestimmt
werden kann.

Anmerkung. Dafls die Stiicke der Sehne ein gegebenes
Rechteck bilden, kann keine Aufgabe sein, da das Rechteck
aus den Stiicken einer Sehne konstant ist.

26. bis 28. Durch einen Punkt aufserhalb eines Kreises eine
Sekante zu legen,

26. deren Sticke eine gegebene Summe bilden.

Losung. Setzt man das &dulsere Stiick der Sekante als
Verlingerung an den andern Endpunkt, so ist die Mitte der
Sehne auch die Mitte der verlingerten Sekante und dieser
Punkt leicht zu bestimmen.

27. deren Stucke eine gegebene Differenz bilden.
Losung. Die Linge der Sehne ist gegeben, oder die
Linge des &ufseren Abschnittes,

28. deren Stucke ein gegebenes Verhdlinis haben.

L6sung. Ganz dhnlich wie be1 A. 25.

Da auch bei der Sekante das Rechteck aus den Stiicken
derselben konstant ist, so haben wir hier nur eine entspre-
chend modifizierte - Aufgabe, némlich

29. Durch einen Punkt aufserhalb eines Kreises eine Sekante
so zu legen, dafs das Rechteck aus dem dufseren Abschnitlte und
der entstehenden Sehne einem gegebenen Quadrate(a?) gleich werde.

Losung. Es ergiebt sich leicht, dals das Quadrat des

dufseren Stiickes = J/1? — a2 ist, wenn ¢ die Tangente aus dem
gegebenen Punkte bezeichnet.

30. Zwischen die Schenkel eines Winkels eine Gerade von
gegebener Ldnge so zu legen, dafs die Abschnitte von den Schen-
keln eine gegebene Summe bilden.

Losung. Liegt die Gerade D E=a 8o, dafs 4D} AE=s
ist und man beschreibt den inneren Beriihrungskreis des Drei-
eckes 4 DE, sowie den zu DE gehorigen dulseren, so sind die
Entfernungen der Berithrungspunkte dieser Kreise in demselben
Schenkel vom Scheitel beziehungsweise 4 (s—a) und £(s—+ a).
— Wenn man ausnahmsweise die Sehne und den #ulseren Ab-
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schnitt der Sekante als deren Stiicke betrachten wollte, so
bieten die entsprechenden Aufgaben gar keine Schwierigkeit,
mit Ausnahme von

31. Durch einen Punkt aufserhalb eines Kreises an diesen
eine Sekante zu legen, so dafs die entstehende Sehne und der
dufsere Abschnitt eine gegebene Differenz haben.

Losung (analytisch-algebraisch). Heifst y die Sehne,
x der #ulsere Abschnitt und ¢ die von P zu ziehende Tangente,
go ist x:t=1:2z 4 y, woraus folgt:

it
Ay =-. Ist nun
x — y = d, so ergiebt sich
2! — $dx = }¢* und daraus

Z==4}d 4 Y4124 d? welcher Ausdruck
sich einfach konstruieren lafst.
Zusatz. Soll die Differenz in anderem Sinne genommen
werden, ndmlich y — x = d, so erhdlt man fiir y denselben
Ausdruck; oder auch fiir x

2= — }d+ y}1* + fgd*

Eine rein geometrische Losung dieser Aufgabe ist
folgende:

Ist PXY die verlangte Sekante und P4 die Tangente
von P aus an den Kreis, so ist, wenn die gegebene Differenz d
heifst, 2 == PX (d + 2PX), oder 22 ==2P X (d 4+ 2PX),
d. h. die gegebene Differenz d ist um ein Stlick (22X) zu
verlingern, so dals das Rechteck aus der ganzen, durch die
Verlingerung entstehenden Geraden und der Verlingerung
einem gegebenen Quadrate (2¢2) gleich werde. Das geschieht
entweder nach A. 17, 1. Zus. oder in fiir vorliegenden Fall
eleganterer Konstruktion iu folgender Weise. Auf dem Be-
rithrungsradius 4  mache man 4B = A4 P, dann ist B P? =272,
Macht man nun ferner BC | BP und BC = }d, dann um
C mit CB einen Kreis und verbindet P mit €, welche Ver-
bindungslinie den um C beschriebenen Kreis ' in 0 und E
schneiden mdge, 8o ist DP die gesuchte Verlingerung 2PX
und PE= PY. Ein Kreis um P mit dem Radius PE be-
stimmt also durch seinen Durchschnitt ¥ mit dem gegebenen
Kreise den Endpunkt der gesuchten Sekante.
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32. An einen Kreis eine Tangente zu legen, so dafs das
von einem Punkte A der Peripherie auf sie gefdllte Lot durch
die DPeripherie halbiert wird.

Losung. Trifft der Diameter 4 £ die Tangente in D, so
ist £D = AE, also Punkt D gegeben.

33. Von zwei Punkten aufserhalb eines Kreises zwei Sekanten
an diesen zu ziehen, welche sich gegenseitig halbieren.

Losung. Die Verbindungslinie der Endpunkte derselben
auf der Peripherie muls gleich und parallel der Verbindungs-
linie der gegebenen Punkte sein.

34. Durch den Punkt P in einer Kreisperipherie eine Se-
kante von gegebener Grofse s so zu legen, dafs die Tangente
aus threm Endpunkte aufserhalb der Peripherie eine gegebene Linge
t erhalte.

Losung. Man erhilt die Linge der Sebhne, wenn man
zunachst das dufsere Stiick der Sekante als dritte Proportionale
bestimmt. Ks ist namlich, wenn dies #dufsere Stick = ge-
nannt wird,

S§:l=mi:
Dann ist die Sehne = s — «.

Zusatz. Soll die Sekante so durch P gelegt werden, dafs
dieselbe in P stetig geteilt wird, so lilst sich in beiden Fillen
die Grofse der Sehme bestimmen, sei es, dals der innere oder
der dufsere Teil der grifsere Abschnitt werden soll.

35. Durch zwei Punkte (P und P’) eines Kreises um M zwei
gleiche und parallele Sehnen zu legen.

L6osung. Da das durch & auf beide Schnen gezogene
gemeinschaftliche Lot in M halbiert wird, so wird auch jede
andere Gerade, welche durch M zwischen die Sehnen gelegt
wird, in M halbiert. Verbindet man daher P mit M und ver-
lingert PM tiber M um M A = PM, so ist AP’ die Richtung
der einen gesuchten Sehne.

Determination. Geht die Verbindungslinie PP’ durch
M, so ist die Losung nur moglich, wenn PM = MP’ ist.
Dann geniigt aber jedes Paar paralleler Sehnen.

Zusatz, Fir den Fall, dals die Punkte P und P’ aufser-
halb des Kreises liegen, ist die Lésung genau dieselbe; auch
wenn der eine innerhalb, der andere aufserhalb liegt.
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36, Durch zwei Punkte (P und P°) zwei gleiche Sehnen
zu legen, welche einander unter einem gegebenen Winkel o
schneiden.

Losung. Ist X der Durchschnittspunkt der Sehnen, so
ist leicht nachweisbar, dafs JC PXM = L P’ XM = }a ist.
Man hat daher fir X zwei Orter, nimlich einen Kreis iber
PP’ mit dem zugehorigen Peripheriewinkel = «, und einen
Kreis iiber PM (oder P’' M) mit einem Peripheriewinkel = }e.

37. Durch zwei Punkte zwei gleiche und zu einander senk-
rechte Sehnen zu legen.

Losung nach A. 36 leicht. Auch mit Hilfe von A. 35
zu losen.

38. Aus dem zweiten Endpunkte eines Beriihrungsdurchmessers
bis an die Tangenle eine Gerade zu ziehen, die in der Peripherie
halbiert wird,

Losung. Ist 4 der Berithrungspunkt, B der andere End-
punkt des Beriihrungsdiameters, ¥ der Durchschnitt der ge-
suchten Geraden mit der Peripherie, und X der Durchschnitt
derselben mit der Tangente, so ergiebt sich leicht 4A.X = 4B.

39. Zwischen einer Tangente und dem Berihrungsdiameter
eine zweile Tangente zu legen, welche in threm Berithrungspunkte
halbiert wird.

Losung. Es ergiebt sich leicht, dafs die gesuchte Tangente
mit der gegebenen einen Winkel von 60° macht.

40. Durch einen Durchschnittspunkt zweier Kreise eine Ge-
rade zu legen, so dafs die entstehenden Sehnen ein gegebenes
Verhdlinis m : n haben.

L6sung. Mittelst eines Lotes in jenem Durchschnitts-
punkte lilst sich das gegebene Verhiltnis in einfachster Weise
auf die Centrale tibertragen.

41. Durch einen Durchschnittspunkt zweier Kreise in den
einen Kreis eine Sehne zu legen, welche durch die Peripherie des
andern halbiert wird.

Lésung. Soll durch den Durchschnittspunkt 4 die Sehne
AB in den Kreis um ¥ so gelegt werden, dafs ihr Durchschnitt
X mit der Peripherie des Kreises um M’ die Mitte der Sehne
AB ist, so lifst sich, wenn man die Radien # 4 und ¥ B, und
XE| MA zieht, sowohl Punkt £ (in M B) als auch die Lange
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EX leicht bestimmen, wodurch sich ein zweiter Ort fiir X
ergiebt.

Oder wenn man M X bis zum zweiten Durchschnitte mit
der Peripherie um M’ (bis in D) verlingert, so ergiebt sich
aus dem rechten Winkel W/ X4 = D XA, dals 4D Diameter
und DB = DA ist.

42. Die Sehne so zu legen, dafs sie in X nach dem Ver-
hdltnis m : n geteill werde.

Losung. Wiederum ergiebt sich Punkt £ und die Grofse
von EX durch eine Proportion.

Anmerkung. Es ist hierbei gleichgiiltig, ob man die
Parallele X E zu M A oder zu M B zieht.

43. bis 45. Durch einen Durchschnittspunkt zweier Kreise
eine Gerade zu legen, so dafs

43. die entstehenden Sehnen einander gleich werden.

Losung. Zieht man durch jenen Durchschnittspunkt die
Parallele zu den aus den Mittelpunkten der gegebenen Kreise
auf die gesuchte Gerade gezogenen Loten, so trifft diese die
Mitte der Centrale.

44. die entstehenden Sehnen eine gegebene Summe haben.

1. Losung. Fillt man aus den Mittelpunkten der Kreise
die Lote auf die gesuchte Gerade, so erhilt man durch eine
Parallele leicht ein rechtwinkliges Hilfsdreieck, dessen Hypo-
tenuse die Centrale, und dessen eine Kathete die halbe ge-
gebene Summe ist.

2. Losung. Oder man konstruiere zu den Mittelpunkten
und dem Durchschnittspunkte als Ecken eines Parallelogramms
die vierte Ecke, welche einem der Mittelpunkte gegentiber
liegt. Alsdann ist das Lot aus dieser vierten Ecke auf das
im Durchschnittspunkte zur gesuchten Geraden errichtete Lot,
wie sich leicht beweisen ldfst, der halben gegebenen Summe
gleich.

Determination. Die kleinste Summe ist die Verbindungs-
linie beider Durchschnittspunkte, die gro(stmégliche die durch
den Durchschnittspunkt zur Centrale gezogene Parallele, welche
also auf der kleinsten senkrecht steht.

45. die entstehenden Sehnen eine gegebene Differenz haben.

Losung. Entsprechend der zweiten Lésung der vorigen
Aufgabe konstruiere man als vierte Ecke des Parallelogramms
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die, welche dem Durchschnittspunkte gegeniiber liegt. Als-
dann ist das entsprechende Lot, wie leicht zu beweisen, der
halben gegebenen Differenz gleich.

46. Auf einer Geraden M N einen Punkt zu bestimmen, von
dem aus die Stiicke einer geteillen Geraden unter gleichen Gesichts-
winkeln erscheinen.

Losung. Soll 4XC = BXC werden, so bestimme man
zu 4, C und B den vierten, zu C konjugierten harmonischen
Punkt C’ in der Linie 4B. Alsdann ist der Kreis tiber CC’
als Diameter ein Ort fiir den Punkt X.

Zusatz. Soll X auf einer Kreisperipherie bestimmt werden,
so bleibt die Losung ungeéndert.

47. In einer Geraden einen Punkt X zu bestimmen, dessen
Entfernungen von zwei Punkten A und B aufserhalb dieser Ge-
raden eine gegebene Summe bilden.

Losung. Beschreibt man um 4 (oder B) mit der gegebenen
Summe einen Kreis, so ist der Mittelpunkt des Kreises, welcher
diesen berfihrt und durch den Gegenpunkt von B (oder 4) in
bezug auf die gegebene Gerade geht, der gesuchte Punkt.

48. Die Differenz der Entfernungen soll eine gegebene sein.

Losung. Ganz dhnlich wie von A. 47.

Zusatz. Die Losungen der Aufgaben 47 und 48 bleiben
wesentlich dieselben, wenn statt eines der beiden Punkte eine
Gerade oder ein Kreis gegeben ist. Auch, wenn statt beider
Punkte Kreise gegeben sind.

49. Einen Kreis zu konstruieren, der die im Endpunkte eines
Diameters gezogene Tangente eines gegebenen Kreises bertihrt und
durch den andern Endpunkt des Diameters geht, dessen Mittel-
punkt aber auf der gegebenen Kreisperipherie liegen soll.

Losung. Ist die Tangente in dem Endpunkte B des
Diameters 4 B gezogen und ist X der Mittelpunkt des gesuchten
Kreises, XC senkrecht zur Tangente in B, XD | 4B, so ist
XC=2XA4= DB, woraus folgt, dafs 4B in D stetig geteilt
ist, da IC 4 XB == 1A.

50. Von einem Endpunkte eines Kreisdiameters aus iber eine
zu diesem Diameter senkrechte Sehne hinaus eine Gerade so zu

ziehen, dafs das an der andern Seite von Sehne und Peripherie
begrenzte Stuck von gegebener Ldnge sei.
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Losung. Ist 4B der gegebene Durchmesser, CD die zu
demselben senkrechte Sehne und 4XF die gesuchte Gerade,
dals X¥ = a ist, so ist C B¥Y X ein Sehnenviereck, folglich
AX (AX 4+ a) = AC . AB, woraus die Grofse von 4X zu be-
stimmen 1st.

Zusatz. Die Losung bleibt ungedndert einfach, wenn
auch CD in der Verlingerung von 4 B senkrecht zu 4B steht.

Bl. Von einem Endpunkte eines Kreisdiameters bis zu der
im andern Endpunkte gezogenen Tangente eine Gerade zu ziehen,
so dafs das Stick derselben zwischen der Peripherie und Tangente
von gegebener Ldnge sei.

Losung. Ist AXY die gesuchte Gerade und bezeichnen
wir AX mit x, XY mit a und XB mit y, so ist nach be-
kannten Sitzen @ . x = y? = 4r* — x?, oder ax 4 x? = 4r2?,
oder x (a + r) = 4r?. Um also die Linge von x oder a 4 x
zu bestimmen, hat man die gegebene Linge a4 um soviel zu
verlingern, dafs das Rechteck aus der Verlingerung und der
ganzen durch die Verlingerung entstandenen Geraden einem

gegebenen Quadrate (4r%) gleich werde. (Vergl.®Aufg. 17.
1. Zus.)

52. Die Gerade soll so yelegt werden, dafs AX + AY = s
wird.

Losung. Gegeben ist die mittlere Proportionale zwischen
den Stiicken, deren Summe s werden soll. Diese ist nimlich
der Diameter 4B. Beschreibt man aber iiber der Summe s
als Diameter einen Halbkreis und legt C £ gleich der mittleren
Proportionale senkrecht zum Diameter in diesen Halbkreis, so
ist, wenn 0 die Mitte von 4 B, das Dreieck CDE gegeben,
da <C E=1R, CE gleich der bekannten mittleren Propor-
tionale, und die Hypotenuse CD = }s ist. Hieraus lifst sich

aber leicht das Dreieck 4 BC ableiten, worin £B und EA die
Linien A4 ¥ und 4 X sind.

53. Die Gerade so zu legen, dafs AY — AX = d wird.
Losung. Wie bei der vorigen Aufgabe ist das Hilfs-
dreieck CDE gegeben, da ED = 4d ist.

b4. Es soll AV?4 AX?= s* werden.
Losung (Bezeichnung wie in A. 52). Es ist
(AY + AX)=AY*4+ AX?* 4247 .4X.

BrockMAxN, Konstruktionsaufgaben. 2
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Soll nun 47?4 AX?= s? sein, so erhilt man, da
AY . AX a= 472 ist, (4Y 4+ AX) = Vs* 4 872 und
(AY — AKX) = }Y's? — 812,
woraus 4¥ und 4.X einzeln zu bestimmen sind.

55. Es soll AY? — AX?= d* werden.
L6sung wie in voriger Aufgabe.

Oder man erhilt X ¥ == J/2¢2 — 42

56, In einen Krevs eine Sehne von gegebener Gréfse so zu
legen, dafs dieselbe von einer andern den Kreis schneidenden Ge-
raden nach einem gegebenen Verhdlinis geteilt wird.

Lésung. Man teilt die von der gegebenen Geraden ge-
bildete Sebne innerlich und #ufserlich nach dem gegebenen
Verhiltnis und zieht von den Teilpunkten an den durch die
gegebene Grofse der entstehenden Sehne gegebenen konzen-
trischen Kreis Tangenten.

51. In einer Geraden einen Punkt zu bestimmen, dessen Ent-
fernungen von einem anderen Punkte und einer anderen Geraden
eine gegebene Summe bilden.

L6osung. Ist in MN der Punkt X so zu bestimmen, dafs
die Senkrechte BC auf 4B und die Entfernung X P die Summe
s ergeben, so ist die Parallele €D zu 4B in der Entfernung
CX + XA =s gegeben; dann ist aber X der in M N liegende
Mittelpunkt eines Kreises, der €D berithrt und durch 4 geht.

58. Die Differenz der bevden Entfernungen soll gegeben sein.

Losung ganz analog wie bei der vorhergehenden Aufg.

59 bis 62. Dieselben beiden letzten Aufgaben, wenn ent-
weder blos statt der Geraden, oder auch statt des Punktes ein
Krets gegeben ist.

Losung fiir diese vier Fille ebenfalls der gegebenen ganz
analog.

63 und 64. In einer Geraden AB einen Punkt X so zu
bestimmen, dafs seine Enifernungen von einer gegebenen Geraden
und einem gegebenen Kreise eine gegebene Summe (oder Diffe-
renz) bilden.

Losung. Man erkennt fiir beide Fille leicht den gesuchten
Punkt als Mittelpunkt eines Kreises, welcher den gegebenen
Kreis und eine fiir jeden Fall besonders, aber leicht zn kon-
struierende, Parallele beriihrt.
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65 bis 66. Die Entfernungen des gesuchten Punkies beziehen
sich auf zwei Kreisperipherieen.

Losung wie zu A. 63 und 64, wobei statt der Parallele
ein konzentrischer Kreis eintritt.

61. Durch die Endpunkte einer Sehne zwei zu einander
parallele Sehnen -gu ziehen, welche ein gegebenes Verhdlinis haben.

. Losung. Schneidet die Verbindungslinie der Endpunkte
X und ¥ der durch 4 und B zu einander parallel gezogenen
Sehnen die gegebene Sehne in Z, so ist

XA:BY =AZ : BZ =m:n,

woraus Punkt Z leicht zu konstruieren. Da aber, wie sich leicht
nachweisen lifst, 4Z = XZ, so ergiebt sich X.

68. Die parallelen Sehnen sollen eine gegebene Summe s bilden.

Ldsung. Zieht man von dem Mittelpunkte # auf die
Sehnen die Lote MC und MD, so erkennt man, dals durch &
ein Diameter gelegt werden muls, so dafs die Lote von 4 und
B auf denselben die Summe 4 s ergeben. Das ist aber nach
A. 21 zu machen.

69 bis 13. Zwei Gerade zu konstruieren, wovon gegeben sind

69. ihr Verhdlinis (m : n) und die Summe ihrer Quadrate (p?).

Losung. Setzt man die gesuchten Geraden in C unter
einem rechten Wipkel an einander, so ist die Verbindungslinie
AB ihrer Endpunkte bekannt, denn 48 = p. Ein Ort fiir C
ist also der Halbkreis iiber 4B als Durchmesser, der andere
ist durch das Verhéltnis m : n gegeben. Vergl. hierzu des
Verfassers Planimetrie, Ubs. 60.

Oder man folgert aus a: b = m : n zunichst
a?: b? = m?: n2, dann a?: a? 4 b? = m? : m* 4 n? oder
a?: p? == m?: m* 4 n2. Setzt man dann m? 4 n? == 52, so
erhilt man a:p==m:s und
b:p=n_:s,
wonach die gesuchten Geraden als vierte Proportionalen kon-
struiert werden koénnen.

10. thr Verhdlinis (m : n) und die Differenz threr Qua-
drate (d?).
Losung. Die gesuchten Geraden a und b bilden mit d

ein rechtwinkliges Dreieck 4 BC, worin AB == d die eine Ka-
2*
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thete, und wenn a > b ist, CB = a die Hypotenuse, und
AC = b die andere Kathete ist. Ein Ort fiir C ist also das
Lot in 4 auf 4B, der andere ist wiederum durch das Ver-
hiltnis « : b = m : n gegeben (8. vorige Aufg.).

Oder man hat analog wie vorhin a:b=m: n, daraus
a?: b? = m? : n? und weiter a2: a2 — 5% == m? : m? — n? Setzt
man nun m? — n? = 02, so erhdlt man durch

a:d=m:0 und
b:d=n:0
die beiden gesuchten Geraden als vierte Proportionalen.

11. ihr Rechteck (m.n) und die Summe shrer Quadrate (p?).

Losung. Bilden die gesuchten Geraden in C einen rechten
Winkel und heilsen sie einzeln a und b, so ist die Verbindungs-
linie ihrer Endpunkte B und 4, némlich B4 = p. Ist nun
CD 1 AB, soist A BCD~ A\ ABC, folglich BC:CD=p:b,
also ab=mn = p.CD, woraus CD zu konstruieren. C giebt
dann im Halbkreise itber 4B die Ecke des rechten Winkels
an, und CB und C 4 sind die gesuchten Geraden.

12. thr Rechteck (m.n) und die Differenz threr Quadrate (d®).

Losung. Bilden die gesuchten Geraden @ und b mit d
ein bei C rechtwinkliges Dreieck, in welchem a > b ange-
nommen, 4B = a die Hypotenuse, 4C = b die eine Kathete
ist, so ist die andere Kathete BC = d. Trifft nun ein in 4
zu AB errichtetes Lot die Verlingerung von BC in D, so ist
A ADC ~ A\ ABC, woraus folgt: 4D : AC = AB :d, oder
AD:b=a:d, und hieraus 4D .d = ab=mn, so dafs
sich 4D als vierte Proportionale ergiebt. Da nun ferner
AD*=DC . (d 4 DC) ist, so ist zur Konstruktion des Drei-

ecks ABD und des Dreiecks 4BC noch Aufg. 17 1. Zusatz
zu losen.

13. sowohl die Summe (s?), als auch die Differenz (d?) ihrer
Quadrate.

Losung. Fir die grofsere der gesuchten Geraden a
erhilt man einfach 24? = s? 4 @2, d. h. die Gerade a ist die
Seite eines Quadrates, dessen Diagonale die Hypotenuse eines
rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten s und 4 ist.

74 und 75. Durch einen Punkt einer Sehne eine andere zu
legen, so dafs die aus den Endpunkten der erstern auf die zu
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ziehende Sehne gezogenen Lote eine gegebene Summe (s) [oder
Differenz (d)] bilden.

Losung. Ist 4B die gegebene Sehne und sind 4 £ und
BD die Lote, gezogen auf die durch den Punkt C der Sehne
gezogene Gerade, so ist 4E: BD == AC: BC, woraus sich
ergiebt: AE :5e= AC: AB und
AE :d= AC: AC — BC.
In beiden Fillen ergiebt sich 4 £ und also ein Ort fiir £. Ein
anderer Ort ist der Halbkreis iiber 4C als Diameter.

16 und 77. Durch einen Punkt an einen Kreis eine Sekante
zu legen, so dafs die aus den Durchschnitlen einer andern
durch denselben Punkt gezogenen Sekante mit der Peripherie
auf sie gefdllten Lote eine gegebene Summe (3) oder Differenz
(d) bilden.

Losung. Ist ABC die gegebene Sehne, 4F die gesuchte,
so ziehe man, wenn die Summe der Lote AE -4 CDe=3s
gein soll, aus der Mitte G von BC das Lot GH, Man erkennt
leicht, dals dann Punkt # durch zwei Orter gegeben ist. —
Bei gegebener Differenz der Lote ziehe man durch B die
Parallele zur gesuchten Geraden, welche das Lot CD in X
schneiden moge. Wiederum ergiebt sich, dals Punkt & durch
zwei Orter gegeben ist.

18. Zwei Seiten eines Dreiecks durch eine zur dritten Seite
parallele Gerade so zu durchschneiden, dafs das Quadrat der
gezogenen Parallele gleich dem Rechteck aus den untern Ab-
schnitten der Dretecksseiten werde.

Losung. Ist DE| BC so gezogen, dafs DE*=BD.CE,
und man zieht durch 4 die Parallele zu BC und verlingert
BE, bis sie diese Parallele in F trifft, so ist

BD:c=DE: AF und

EC:be=DE: AF
also BD . EC:bc = DE?: AF?, woraus folgt, dals 4F? = b¢
sein mulfs.

19. Die Parallele soll durch die Verlingerungen der Drei-
ecksseilen gezogen werden.

L6sung.ist bei gleicher Bezeichnung ganz analog. Der
Punkt F fillt auf die andere Seite von 4.
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80. Das Quadrat der zu ziehenden Parallele soll gleich der
Summe der Quadrate der untern Abschnitte werden.
Lésung. Aus den Proportionen in der Losung zu A. 79
folgt BD?:c® == DE?: AF? und
EC?:02= DE?*: AF?

also BD* 4 EC?:b* 4 c® == DE? : AF?; also muls
AF? = b? 4 c? sein.
81. Die Parallele soll durch die Verlingerungen der Dreiecks-
seilen gelegt werden.
Losung ganz dhnlich wie vorhin. Vergl. Losung zu A. 79.

82 und 83. Die Aufg. 80 und 81 mit der Anderung, dafs
statt der Summe der Quadrate der Abschnitte die Differenz der
Quadrate derselben gelten soll.

Losung den Losungen der entsprechenden Aufgaben ganz
entsprechend.

84 und 85. Zwei Dreiecksseilen oder thre Verldngerungen
durch eine zur dritten Dreiecksseite parallele Gerade so zu durch-
schneiden, dafs das Rechteck aus dieser Parallele und der pa-
rallelen Seite dem Rechtecke aus den untern Abschnitten gleich
werde.

L6sung. Soll die Parallele D £ durch die Seiten & und ¢
selbst gelegt werden, so hat man unter Anwendung der bis-
herigen Bezeichnung

CE:be=a:AF 4+ a und
BD:c=DB: AF

also CE.BD:bc==a.DE: AF (AF -+ a).
Da nun CE. BD == qa. DE sein soll, so muls
bc= AF (AF + a)
sein, woraus man nach A. 17, 1. Zus. 4F bestimmen kann,

Sollen die Verlingerungen der Dreiecksseiten unter der
gegebenen Bedingung durchschnitten werden, so erhélt man
bei gleicher Bezeichnung

BD:c== DE: AF und
CE:bmma:AF — a
also BD.CE:bc==a.DE: AF (AF — a), woraus da
BD.CE == a.DE sein soll, folgt, dals
AF (AF — a) = bc sein muls.
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Wiederum léfst sich hieraus 4F nach Aufg. 17 kon-
struieren.

86. Zwei Gerade zu konstruieren, deren Verhdlinis (m : n)
gegeben ist, und deren Rechteck einem gegebenen Quadrate (p*)
glewch ist.

Losung. Wenn man die Vorderglieder der Proportion
x:y=m:n mit x multipliziert, so erhdlt man 2?: xy =m : n,
oder gemils der Aufgabe 2?: p? ==m : n, woraus man x auf
folgende Weise konstruiert. Uber 4B (== m + n) beschreibe
man einen Halbkreis und errichte in D (4D emm, BD == n)
das Lot zu 4B, welches den Halbkreis in C schneidet. Macht
man nun C D = p, und zieht D E (£ in C A) parallel zu B 4, so ist
CE = z. Denn nach einem bekannten Lehrsatze (cf. des Ver-
fassers Planimetrie, Lehrs. 141, b) ist alsdann C E?: CD? == m : n.

Zusatz. Man kann die Aufgabe auch so formulieren,
dafs von den gesuchten Geraden aufser ihrem Verhdltnis ihre
mittlere Proportionale gegeben ist.

87. Durch einen gegebenen Punkt eine Gerade bis an zwei
Parallelen zu ziehen, welche von der einen in zwei Sticke geteilt
wird, deren Rechteck gegeben ist.

Losung. Durch das Lot von dem Punkte aus auf die
Parallelen erhilt man das Verhiltnis der Stiicke; daher die
Losung nach A. 86.

Zusatz. Die Losung bleibt einfach fiir den Fall, dals
die Stiicke der Geraden je von dem Punkte bis an die Parallelen
gerechnet werden sollen.

Die Aufgaben, die Linie so zu ziehen,

88. dafs die Summe der Quadrate der Sticke,

89. dafs die Differenz der Quadrate der Sticke eine ge-
gebene sei,
finden mit Hinzunahme des konstruierbaren Verhiltnisses der-
selben einfache Erledigung nach A. 69 und 70.

90 bis 92. Durch einen Punkt auf der Verbindungslinie
zweier Punkte auf zwei Parallelen eine Gerade zu legen, dafs
die auf den Parallelen entstehenden Abschnitte

90. ein gegebenes Rechteck bilden.

91. eine gegebene Quadratsumme bilden.

92. eine gegebene Quadratdifferenz bilden.
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Losung dieser drei Aufgaben durch Zuhilfenahme des
bekannten Verhidltnisses der Abschnitte nach Aufg. 69, 70
und 86 leicht.

93 bis 95. Durch cinen Punkt tnnerhalb eines Kreises eine
Sehne zu legen, dafs

93. die Stiicke derselben ein gegebenes Verhdltnis haben.

94. die Stucke derselben eine gegebene Quadratsumme, und

95. eine gegebene Quadratdifferenz bikden.

Losung. Diese Aufgaben finden einfache Erledigung
nach A. 86, 71 und 72, da das Produkt der Stiicke leicht zu
bestimmen ist.

Zusatz. Die entsprechenden Aufgaben, durch einen
Punkt aulserhalb eines Kreises eine Sekante unter denselben
Bedingungen zu legen, erledigen sich auf gleiche Weise.

96. Durch einen Punkt eine Gerade so durch drei in einem
Punkte einander schneidende Gerade zu legen, dafs auf thr gleiche
Stiicke abgeschnitten werden.

‘Lésung. Durch eine beliebige, durch einen Punkt der
mittleren der drei Geraden so zwischen die beiden &ufsern ge-
legte Gerade, dals sie von der mittleren halbiert wird, be-
stimmt man die Richtung der gesuchten.

97. Von einer Ecke eines Dreiecks zur Gegenseite eine Ge-
rade zu ziehen, so dafs sie die mittlere Proportionale zwischen
den entstehenden Abschnitten dieser Gegenseite werde,

L6sung. Verlingert man die gesuchte Gerade tiber ihren
Fufspunkt um sich selbst, so liegen die drei Ecken des Dreiecks
mit dem Endpunkte der Verlingerung auf der Peripherie eines
Kreises. Fir den Durchschnittspunkt mit der Gegenseite
ergiebt sich ein Halbkreis als Ort.

Determination. Der Winkel, von dessen 8Scheitel aus
die Gerade gelegt werden soll, muls eine gewisse Grolse
haben, damit der Halbkreis die Gegenseite schneidet oder
wenigstens berlihrt. Soll aber die Gerade zur Verlingerung
der Gegenseite gezogen werden, so ist eine Losung stets mog-
lich mit der alleinigen Ausnahme, wenn die gegebene Ecke
die Spitze eines gleichschenkligen Dreiecks ist. — Fiir einen
stumpfen Winkel an der gegebenen Ecke giebt es stets zwei
Losungen.
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98. Von einem Endpunkte eines Diameters zu einer im an-
dern Endpunkte gezogenen Tangente eine Gerade zu ziehen, deren
durch die Kreisperipherie gebildeten Sticke ein gegebenes Rechteck
bilden.

L6ésung. Die Entfernung des Berithrungspunktes der
Tangente von dem Durchschnitte der gesuchten Geraden mit
der Peripherie des Kreises ist gegeben.

99. In einen Kreis eine Sehne zu legen, welche durch zwei
gegebene Radien desselben in drei gleiche Teile geteilt wird.

Lésung. Die Verbindungslinie der Endpunkte der ge-
gebenen Radien schneidet die Verlingerungen der zu den
Endpunkten der gesuchten Sehne gezogenen Radien so, dafs
drei gleiche Stiicke entstehen, wovon das mittlere gegeben ist.

100. Von einem Endpunkte eines Diameters bis an ein in
der Verlingerung desselben auf ihm errichtetes Lot eine Gerade
zu ziehen, so dafs das zwischen die Kreisperipherie und dies Lot
fallende Stiuck eine gegebene Grifse habe.

Lésung ist mittelst eines Sehnenvierecks auf A. 17,
1. Zus. zu reduzieren.

Zusatz. Die Losung bleibt dieselbe, wenn das gegebene
Lot auf dem Durchmesser selbst steht.

101 und 102. Durch einen Punkt innerhalb (oder aufser-
halb) eines gegebenen Winkels durch die Schenkel des Winkels
eine Gerade zu legen, so dafs die von diesem Punkte und den
Schenkeln begrenzten Stiicke derselben ein gegebenes Rechteck
bilden.

Losung. Liegt der gegebene Punkt P innerhalb des ge-
gebenen Winkels und ist PX . PY == p . ¢ (oder m?), so mufs
ein durch den Scheitel 4 des gegebenen Winkels und die
beiden Punkte X und ¥ gelegter Kreis die Linie 4P in B so
schneiden, dafs AP, PB e=p.g (= m?®) ist. Das Stiick PB
lifst sich daun leicht als vierte oder dritte Proportionale finden.
Durch den bekannten Winkel P¥ B — PXA erhilt man dann
den Punkt 7. — Liegt P aulserhalb des Winkels, so ist die
Losung unter Anwendung des Sekantensatzes ganz analog.

103. Durch einen von drer gegebenen Punkten eine Gerade
2u legen, so dafs die aus den beiden andern auf diese gefillten
Lote ein gegebenes Verhdltnis (m: n) haben.
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Losung. Soll die Gerade durch C gelegt werden, so
lifst sich der Punkt bestimmen, in welchem die Verbindungs-
linie der beiden anderen Punkte 4 und B oder ihre Ver-
lingerung von der gesuchten geschnitten wird, dessen Ver-
bindung mit C die gesuchte Gerade giebt. In dem einen Falle
fillt die gesuchte zwischen die beiden anderen Punkte, im an-
deren liegen diese auf derselben Seite der gesuchten.

104. Durch einen von drei Punkten eine Gerade zu legen,
so dafs die von den beiden anderen Punkten auf sie gefdliten
Lote Abschnitte auf ihr bilden, deren Rechteck ein gegebenes
(v . q) ist.

Losung. Ist die Gerade so durch C gelegt, dals, wenn
D und E die Fulspunkte der von 4 und B auf diese gefillten
Lote sind, CD . CE = p . ¢ ist, und man zieht etwa DF | BC,
so ist B D gemeinschaftliche Hypotenuse der bei F und £ recht-
winkligen Dreiecke. Daher sind B, D, F und E die Ecken
eines Sehnenvierecks und also BC.CF = CD.CE ==p . q,
woraus der Punkt F zu bestimmen ist. Dann ergiebt sich D
leicht durch zwei Orter.

Zusatz. Die Konstruktion bleibt dieselbe, ob die ge-
suchte Gerade zwischen die beiden anderen Punkte fallen soll
oder nicht.

105. Durch einen von drei Punkien eine Gerade zu legen,
so dafs die von den beiden anderen Punkten auf sie gefdlllen
Lote ein gegebenes Rechteck bilden.

Losung. Zieht man in C ein Lot zu der gesuchten Ge-
raden und von 4 und B auf dieses die Lote 4F und BG, so
mufs AF .BG == p . g sein, wozu also die vorige Aufgabe zu
l16sen ist, welche Losung indes hier etwas modifiziert erscheint.

106. Die durch die Lote aus den beiden anderen Punkien
auf der gesuchten gebildeten Abschnitte sollen eine gegebene Qua-.
dratsumme bilden.

Losung. Sei DCE die gesuchte Gerade, in welcher D
und £ die Fulspunkte der Lote aus 4 und B seien. Errichtet
man nun in C die CF | DE und macht CF = CD, ferner
FG (bis in BE) | DE, so ist CG = s gegeben und dadurch
ein Ort fir 6. Zieht man ferner CH (bis in FG) L AC, so
ist A\ ADC > FCH, also CH= AC. Hierdurch 1st aber der
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Punkt H, und in dem Halbkreise iiber B ein zweiter Ort
fir G gegeben,

Zusatz. Die Losung bleibt ungeiindert, wie auch die ge-
sachte Gerade zu den beiden andern Punkten liegen soll.

107. Die Lote aus A und B sollen eine gegebene Quadrat-
summe bilden,

. Lésung. Durch ein Lot in C zur gesuchten Geraden und
Lote aus 4 und B auf dieses Lot in einfacher Weise auf die
vorige Aufgabe zu reduzieren.

108. Die Lote aus A und B sollen eine gegebene Quadrat-
differenz bilden.

1. Losung. Soll BE? — AD? = d? sein, so mufs auch
(BE 4 AD) (BE — AD) = d? sein. Konstruiert man nun zu
den Punkten 4, B und C als Ecken eines Parallelogramms die
vierte Ecke F, welche C gegeniiber liegt, und ebenso die vierte
Ecke G, die 4 gegeniiber liegt, und zieht die Lote F A und
GJ auf DAE, 80 ist FHe= BE 4 AD, und GJ = BE — AD.
Es ist also fiir die drei Punkte F, G und C die Aufgabe 105
zu l0sen.

2. Losung. Macht man 4K == BX und KL | DE, so
ist BL? — AL? = BE* — 4D? = d? gegeben. Zieht man da-
her LJ | AB, so ist auch BJ? — 4J? = d?, daher auch der
Punkt J gegeben.  Schliefslich ist das Lot in J auf 4B der
eine, der Halbkreis iiber XC der andere Ort fiir L.

109. Die von den Loten aus A und B auf die gesuchte Ge-
rade gebildeten Abschnitte sollen eine gegebene Quadratdifferenz
bilden.

Losung. Wird durch eine Konstruktion wie in A. 108
auf die vorige Aufgabe reduziert.

110. Durch einen Punkt eine Gerade zu legen, so dafs die
zu dieser Geraden senkrechte Tangente an einem gegebenen Kreise
und das Lot aus einem gegebenen Punkte ein gegebenes Ver-
hdltnis haben.

L6sung. - Wird auf A. 103 reduziert, da das vom Mittel-
punkte # des gegebenen Kreises auf die gesuchte (rerade ge-
fillte Lot der senkrechten Tangente gleich ist.

111 bis 117. Durch einen Punkt eine Gerade zu ziehen, dafs

111. die auf derselben senkrecht stehenden Tangenten an
zwei gegebenen Kreisen in einem gegebenen Verhdlinis stehen.
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112. dafs das Lot von einem Punkte auf diese Linie und
eine zu derselben senkrechte Tangente eines Kreises ein gegebenes
Rechteck bilden.

113. dafs zwei senkrechte Tangenten an zwei Kreisen cin
gegebenes Rechteck bilden.

114 bis 117. dafs entweder eine senkrechte Tangente und
das Lot aus einem gegebenen Punkte, oder zwei senkrechte Tan-
genten eine gegebene Quadratsumme oder Quadratdifferenz bilden.

L6sung dieser sechs Aufgaben reduziert sich in einfachster
Weise auf eine der unmittelbar vorhergehenden, wenn man
statt der senkrechten Tangente das Lot vom Mittelpunkte des
betreffenden Kreises nimmt.

118. Von einem Punkte zu einer Kreisperipherie eine Ge-
rade zu ziehen, welche von eimer gegebenen Geraden nach einem
gegebenen Verhdlinis geteilt wird.

Losung. Schneidet die gesuchte Gerade die gegebene
Gerade in X, den Kreis in ¥, so verbinde man ¥ mit dem
Mittelpunkte M des Kreises und ziehe ¥Z | ¥ M bis in die
Verbindungslinie des gegebenen Punktes mit dem Kreismittel-
punkte. Dann lilst sich durch das gegebene Verhiltnis sowohl
der Punkt Z in 4 M, als auch die Grofse von ZJX bestimmen,
wodurch ein Ort fiir X erhalten wird.

Zusatz. Ganz analog werden die Aufgaben geldost, wenn
von einem Punkte zu einer Geraden oder zu einer Kreisperi-
pherie eine Gerade gezogen werden soll, welche durch eine
gegebene Kreisperipherie nach einem gegebenen Verhiltnis
geteilt werden soll.

119. Durch einen Punkt zwischen zwei Kreisperipherieen
eine Gerade bis an diese so zu legen, dafs ste in dem Punkte
nach einem gegebenen Verhdlinis geleilt wird.

Lésung. Ist AP: BP=m:n und man zieht den einen
Radius, etwa # B, und durch den andern Durchschnittspunkt
A die Parallele 4C zu MB bis in die Verbindungslinie ¥ P,
so lafst sich durch das gegebene Verhiltnis sowohl der Punkt
C als auch die Linge von 4C bestimmen.

120. Durch einen Punkt zwischen zwei konzentrischen Kreis-
peripherieen eine Gerade zu legen, welche in diesem Punkte nach
einem gegebenen Verhdlinis getetlt wird.
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Losung ist unter Beriicksichtigung der moglichen ver-
schiedenen Lagen der Losung der vorigen Aufgabe nachzu-
bilden. — (Es sind némlich vier verschiedene Lagen zu unter-

scheiden, da der gegebene Punkt zwischen oder aufserhalb der
Durchschnitte liegen kann.)

121. Durch einen Punkt eine Gerade zu legen, so dafs zwei
konzentrische Kreise Sehnen darauf abschneiden, welche ein ge-
gebenes Verhditnis haben.

Losung. Ist 4 der gegebene Punkt, M der gemeinsame
Mittelpunkt der beiden Kreise, die Sehnen BC und D E, und
ist BC: DE = m : n, so ist auch, wenn F der Mittelpunkt der
Sehnen ist, BF: DF = m: n. Zieht man nun die Parallele
DG zu FM bis in den Radius BM, so ist ebenfalls BM: MG
= m : n, woraus auf B M der Punkt G und also die Stiicke B &
und # G bestimmt werden konnen. Teilt man dann einen be-
liebigen Radius des grofseren Kreises, etwa M H in J so, dals
HJ = BG ist, und beschreibt tiber HJ als Diameter einen
Kreis, welcher die innere Peripherie in X schneidet, so ist
JK = DG und HK == DB. Die so gefundene Grdfse von BD

(der Ringsehne) bestimmt den Abstand der AC vom Mittel-
punkte X,

122. Zwei Dreiecksseiten durch eine Parallele zur dritten so
zu durchschneiden, dafs die Summe der gebildeten unteren Ab-
schnitte eine gegebene (s) sei.

Losung. Das Verhiltnis der Abschnitte ist gegeben.

1. Zusatz. Ein spezieller Fall ist der, dafs die Summe
der Abschnitte der parallelen (dritten) Seite gleich werden soll.

2. Zusatz. Soll die Parallele durch die Verlingerungen

der Dreiecksseiten gelegt werden, so bleibt die Losung wesent-
lich dieselbe.

123 bis 128. Zwes Dreiecksseiten (oder deren Verldngerungen)
durch eine zur dritten Seite parallele Gerade so zu durch-
schneiden, dafs

a) die unteren Abschnitte eine gegebene Differenz,

b) eine gegebene Quadratsumme,

c) eine gegebene Quadratdifferenz bilden.

Losung unter Berlicksichtigung des gegebenen Verhilt-
nisses nach A. 69 und 70 leicht.
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129 und 130. Einen Kreis zu konstruieren, der eine Gerade
L und einen Kreis M berihrt und zwar entweder die Gerade
oder den Kreis in einem gegebenen Punkte.

Losung. a) Ist der Berithrungspunkt 4 in der gegebenen
Geraden L gegeben, so schneidet ein mit dem gesuchten kon-
zentrischer Kreis durch den Mittelpunkt M des gegebenen
Kreises das Lot in 4 auf L in einem Punkte € so, dafs 4C
dem Radius des Kreises M gleich ist. Der Mittelpunkt des
gesuchten Kreises ist alsdann die Spitze eines gleichschenk-
ligen Dreiecks in der gegebenen Geraden 4C, dessen Grund-
linie MC ist. Da das Lot 4C (== r) auf beiden Seiten von A
abgetragen werden kann, so erhélt man zwei Mittelpunkte,
also zwei Kreise.

b) Ist der Beriihrungspunkt 4 auf der Kreisperipherie ge-
geben, so bestimmt der zum gesuchten konzentrische Kreis
durch den Mittelpunkt M eine Gerade, welche zur gegebenen
Geraden parallel ist und von ihr einen Abstand hat, welcher
gleich dem Radius des gegebenen Kreises ist. In dieser Ge-
raden ist ein Punkt Z so zu bestimmen, dafs das Lot ZX auf
derselben = XM wird. Zieht man nun MC | auf diese Ge-
rade und macht D (in der Linie 4 M) = MC, so giebt die
durch M zu DC gezogene Parallele den Punkt Z und das Lot
in diesem Punkte (auf der konstruierten Geraden) den Mittel-
punkt X des dem gesuchten konzentrischen Kreises. Da man
MD nach beiden Seiten abtragen kann, so erhiélt man auch
hier einen zweiten Kreis.

1. Zusatz. Fiir den Fall, dafs der Beriihrungspunkt A
auf dem Kreise gegeben ist, erhélt man einen Ort fiir den
Mittelpunkt X durch Halbierung des Winkels, den die in 4
an den gegebenen Kreis gezogene Tangente mit der gegebenen
Geraden macht, da diese auch Tangente an dem gesuchten
Kreise ist.

2. Zusatz. Unter Beriicksichtigung des Lehrsatzes, dals
wenn ein Kreis einen andern und eine Gerade beriihrt, die
beiden Berithrungspunkte mit einem Endpunkte eines zur be-
rithrten Geraden senkrechten Diameters des beriihrten Kreises
in einer Geraden liegen, lassen sich in beiden Fillen die nicht
gegebenen Berithrungspunkte auf dem Kreise oder der Geraden
bestimmen.
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131. Einen Kreis zu konstruieren, der zwei andere beriihrt,
und zwar den einen in einem gegebenen Punkle.

Losung. Beriihrt der Kreis um X die Kreise um M und
M, und zwar letzteren in A4, so schneidet ein mit dem Kreise
um X konzentrischer Kreis, welcher durch M geht, die der
Lage nach gegebene X4 in B so, dals M, B die Differenz der
Radien der gegebenen Kreise ist. Punkt B ist also bestimm-
bar, und der Mittelpunkt X ergiebt sich als die in der Linie
B A liegende Spitze eines gleichschenkligen Dreiecks, dessen
Grundlinie M B ist.

132. An einen Kreis eine Tangente so zu ziehen, dafs die
Lote aus zwei gegebenen Punkten auf dieselbe einander gleich
werden.

Lésung. Soll die Tangente an einer Seite der beiden
Punkte liegen, so muls sie der Verbindungslinie der Punkte
parallel sein; soll sie zwischen beiden Punkten liegen, so
mufs sie durch die Mitte der Verbindungslinie der beiden
Punkte gehen.

133. Zwischen die Verlingerungen zweier Radien eine Tan-
gente von gegebener Ldnge zu konstruieren.

Losung. Sei CED die Tangente zwischen den Radien
MA und MB, und sei gleich a, £ sei der Bertihrungspunkt.
Macht man nun auf # B die Strecke M F==C D, ferner MG = MC,
FG =MD, dann ist < D= F, also FG | CD. Fiir G aber
erhiilt man zwei Orter: 1) durch das Lot G H auf M F, welches
gleich M E, d. i. dem Radius des Kreises gleich ist; 2) durch
den Winkel ¥ G F, welcher dem Centriwinkel 4 M B gleich ist.
Ist nun G auf diese Weise bestimmt, so hat man GF, den
Berithrungspunkt £ und die gesuchte Tangente.

134. Durch einen Punkt aufserhalb eines Kreises an diesen
eine Sekante zu legen, dafs die von den Durchschnitlen derselben
mit der Kreisperipherie auf eine andere Sekante durch denselben
Punkt gefdliten Lote eine gegebene Summe bilden.

L6osung. Ist 4AXY die gesuchte Sekante, und bilden
die aus den Durchschnittspunktén X und ¥ auf eine andere
gegebene, ebenfalls durch 4 gehende, Sekante gefillten Lote

XD und P E die Summe s, so ist, wenn man von der Mitte F
der Sehne X ¥ das Lot FG auf AC zieht, dies Lot FG = is,
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und daher die Parallele M N zu 4C als Ort fir F gegeben.
Ein zweiter Ort ist der Halbkreis tiber dem Diameter M A.

135. Zwei Dreiecksseiten durch eine zur dritlen Seite parallele
Gerade so zu durchschneiden, dafs die Summe der hierdurch an
der dritten Seite gebildeten Aischnitte dieser dritten Seite gleich
werde.

Ldsung. Ist DE die gesuchte Parallele und ist CD+4-BE
= BC, so ist, wenn man CF == CD macht, CF == BE. Be-
riticksichtigt man den Parallelismus von JE und C B, so ergiebt
sich, dals FE und FD die Winkel DEB und EDC halbieren.
Zieht man FJ | 4B, FH | DEund FG 1 AC, so findet man,
dals FJ = FH = FG ist, woraus weiter die Kongruenz der
Dreiecke AGF und AJ F und ferner folgt, dafs 4 F den Winkel
A halbiert. Dann ist aber der Punkt F, sowie CD = CF und
die Parallele durch D zu BC leicht zu bestimmen,

Zusatz. Aus CD: BE = b: c ergiebt sich leicht

CD:a==b:b+4c, woraus CD als vierte
Proportionale in einfacher Weise konstruierbar ist.

136. Die parallele Dreiecksseite soll gleich der Differenz
der entstehenden Abschnitte werden.

Losung. KEs ergiebt sich bei dhnlicher Behandlung, dals
die Halbierungslinie des Nebenwinkels von A auf der Gegen-
seite die Stiicke der durchschnittenen Seiten bestimmt. — Mittelst
einer Proportion (analog wie vorhin) einfach zu lésen.

137.  Die Parallele so zu legen, dafs die entstehenden unteren
Abschnitte eine gegebene Summe bilden.

Losung. Ist DEJCB, und CD 4 BE = s, so mache
man CBFe=s und FA' | BA (bis in CA4). Alsdann liegt DE
in dem Dreiecke CF A’ so, dafs die Summe der Abschnitte
(CD + E’'F) der parallelen Seite CF gleich ist. Es bleibt
also in bezug auf Dreieck CF A’ noch A. 136 zu ldsen.

138. Die Parallele so zu legen, dafs die Abschnitte eine
gegebene Differenz bilden.

Losung in &hnlicher Weise auf die Losung von A. 136
in bezug auf ein leicht ahzuleitendes Dreieck zu reduzieren.

139 bis 144. Die Parallele soll durch die Verlingerungen
der Dreiecksseiten gelegt werden, so dafs (bei gleicher Be-
zeichnung wie vorhin)
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139. DE=CD + BE,

140. DE = AC — AB,

141. CD + BE = (CB,

142, CD — BE = CB,

143. CD + BE =,

144. CD — BE = d werde,

Losung dieser sechs Aufgaben den vorhergehenden Lé-
sungen der entsprechenden Aufgaben ganz entsprechend.

145. Zwei Drevecksseiten durch eine zur dritten Seite pa-
rallele Gerade so zu durchschneiden, dafs die Differenz des einen
oberen und des anderen unteren Abschnittes eine gegebene sei.

Losung. Ist DE||CB und 4D — BE = d, so mache
man D F (auf DA) = BE und ziehe durch ¥, E und 4 beziig-
lich Parallelen zu CB, C4 und CB. Die Parallele durch #
schneide die durch E in G, die durch 4 und £ gezogenen Parallelen
mogen einander in X schneiden. Dann ist F4 = GK = d,
EG=EB, und wenn man XL || GB zieht, EX = EL. Der
Punkt L ist also bestimmbar., Der Winkel 'L ergiebt sich als
die Hilfte von 4, so dafls LXK als Parallele zam Halbierer des
Winkels 4 und die Parallele durch 4 zu BC den Punkt X
bestimmen. Die Parallele XH zu AC bestimmt in 4B den
Punkt £ und dadurch die gesuchte Parallele.

146. Der obere Abschnitt AD soll dem unteren Abschnitt £ B
gleich werden,

L6sung. Zieht man DG | 4B bis in BC, so ergiebt sich
aus EB = DG = DA, da[s 4G den Winkel 4 halbiert, so dafs
G leicht bestimmt werden kann. Die Parallele durch G zu
AB giebt den Punkt D.

147. Eine Gerade von gegebener Grifse so zwischen zwei
Dreiecksseiten zu legen, dafs der obere Abschnitt auf der einen
Seite dem unileren auf der anderen gleich werde.

Losung. Kssei DE == a so zwischen die Dreiecksseiten
AC und AB gelegt, dafs AD = BE. Zieht man DH | AB
und BG || DE, so ist, wenn G der Durchschnitt der Parallelen
ist, EB = G D = D A, woraus sich ergiebt, dals 4G den Winkel
A halbiert. Da nun BG = ED = a gegeben ist, so ist der
Punkt G, und der Punkt D, sowie die DE (| BG) leicht zu

konstruieren.
BrocxMANKX, Konstruktionsaufgaben. 3
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148. Eine Gerade senkrecht auf einer der beiden Dreiecks-
seiten so zwischen zwei Seiten zu legen, dafs der eine obere Ab-

schnitt dem anderen uuteren gleich wird.
Losung durch &hnliches Verfahren wie bei A. 147 leicht.

149. Durch die Endpunkie einer Sehne zwei parallele Sehnen
zu legen, die ein gegebenes Rechteck bilden.

Losung. Zieht man durch den Mittelpunkt M ein Lot
auf die gesuchten Sehnen, so muls das Produkt der von 4 und
B auf diese gefillten Senkrechten ein Viertel des gegebenen
Rechtecks seinj also A. 105.

150 und 151. Die Summe (oder die Differenz) der Qua-
drate der Sehnen soll eine gegebene sein.

Losung auf 106 und 107 zu reduzieren mittelst des
Lotes aus M.

152 bis 154. Durch einen Durchschnittspunkt zweier Kreise
eine Gerade zu legen, so dafs

152, die beiden entstehenden Sehnen ein gegebenes Rechteck,

153. eine gegebene Quadratsumme,

154. eine gegebene Quadratdifferenz bilden.

Losung dieser drei Aufgaben wird der Reihe nach auf
A. 104, 106 und 109 reduziert, wenn man aus den Mittel-
punkten Lote auf die Sehnen fillt,

155. Durch einen Punkt A eine Gerade zu legen, welche
von den Schenkeln eines Winkels Stiucke abschneidet, welche ein
gegebenes Rechieck bilden.

Losung. Ist XCL der gegebene Winkel und ist durch
den innerhalb desselben gelegenen Punkt 4 die Gerade B AD
so gelegt, dals CD.CB = p . ¢ ist, so bestimme man zunéchst
durch die durch A4 gezogenen Parallelen zu XC und LC die
Punkte # und £ in CL und K L. Zieht man dann BG bis
in CL parallel zu ED, so ist G bestimmbar, da

CE:CB=CD:C(CG@G, also
CE.CG=CB.CD=p.q ist.
Es ist aber ferner CE:CB = AF:CB = FD:CD, also
FD:CD=CD:CG oder CF:CD = DG:CG oder CF.CG
= CD.DG. Nun ist CG und C F bekannt, also lilst sich CD
bestimmen, wodurch die Aufg. geldst ist.
Auf die Linie CG ist namlich A, 17 anzuwenden.
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Zusatz. Liegt der Punkt 4 aufserhalb des Winkels, so
fihrt ein analoges Verfahren zum Ziel.

156. Durch einen Punkt A einen Kreis zu konsiruieren,
dessen Mittelpunkt auf einer gegebenen Geraden liegt, und der
eine andere gegebene Gerade beriihrt.

Losung. Liegt der Mittelpunkt auf L, so mufs der ge-
suchte Kreis auch durch den Gegenpunkt von A4 in bezug auf
L gehen. Es ist also eine Aufgabe des Apollonischen Be-
rithrungsproblems zu 16sen, némlich: Einen Kreis zu konstruieren,
der durch zwei Punkte geht und dabei eine gegebene Gerade
beriihrt.

157. Der zu konstruierende Kreis, dessen Mittelpunkt auf
einer gegebenen Geraden liegt, soll durch A gehen und dabei
einen gegebenen Kreis berithren.

Losung unter Anwendung des Gegenpunktes von A in
bezug auf die gegebene Gerade ebenfalls auf eine Aufgabe
des Apollonischen Beriihrungsproblems zu reduzieren, die wie-
derum durch einen zum gesuchten konzentrischen Kreis, welcher
durch den Mittelpunkt des gegebenen Kreises geht, auf A.156
zu reduzieren ist.

158. Der zu konstruierende Kreis soll zwei gegebene Kreise
berithren, sein Mitlelpunkt auf einer gegebenen Geraden liegen.

Losung. Ein zum gesuchten konzentrischer Kreis durch
den Mittelpunkt des einen der zu beriihrenden Kreise reduziert
die Losung wiederum auf eine Aufgabe des Apollonischen Be-
rilhrungsproblems, indem dieser konzentrische Kreis durch
einen gegebenen Punkt geht, einen gegebenen Kreis (némlich
einen mit dem anderen Kreise konzentrischen) beriihrt, und
dessen Mittelpunkt in Z liegt. Also A. 157.

159. Drei Gerade mit einem Endpunkte so aneinander zu
legen, dafs die anderen Endpunkte in einer Geraden liegen, deren
Mitte der andere Endpunkt der mittleren Geraden ist.

Losung. Sind 4B, AC und 4D so mit dem Endpunkte
A an einander gelegt, dals B, C und D auf einer Geraden
liegen und BC == DC ist, so verlingere man AC iiber C bis £,
80 dals CE = AC ist, dann ist 4BED ein Parallelogramm,
dessen beiden Dreiecke 4DE und 4BE jedes aus seinen ge-
gebenen drei Seiten konstruiert werden kann. Punkt C ist

dann leicht zu bestimmen.
3.
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160. Durch einen Punkt P eine Gerade so durch die Seiten
eines Parallelogramms zu legen, dafs die zwischen zwei Seiten
und den Verldngerungen der anderen fallenden Stiucke derselben
einander gleich werden.

Ldsung. Schneidet die gesuchte Gerade die Seiten 4 B
und BC in E und G, die Verlingerungen von /A4 und DC in
F uud H, so ergiebt sich, wenn man die Diagonale 4C zieht,
dals £F « G H wird, wenn die durch P gehende Linie parallel
zur Diagonale 4C ist, weil dann A 4EF >~ CGH ist. (IL Krit.)

161. Durch einen Punkt P in einer Dreiecksseite bis in die
Verldngerung einer anderen eine Gerade so zu ziehen, dafs sie
durch die dritte halbiert wird.

Losung. Wird die Gerade PX (P auf 4C, X auf der
Verlingerung von 4 B) durch die Seite BC in ¥ halbiert, so
ist die Parallele PD (zu AB) = BX.

162. Zwischen eine Kathete und die Verlingerung der an-
deren eine Gerade von gegebener Ldnge so zu legen, dafs sie
durch die Hypotenuse halbiert wird.

Lésung. Ist 4 der rechte Winkel, und liegt D E (= a)
so zwischen den Katheten 4B und 4C, dals ihr Durchschnitt
mit der Hypotenuse BC, nsmlich F, die Mitte von D E ist, so
ergiebt sich leicht, dafs AF = DF = EF = }a ist. Der
Punkt F ist also mittelst eines Kreisbogens, dessen Mittel-
punkt A ist, leicht zu bestimmen, desgleichen 0 oder £ mittelst
eines Kreisbogens mit dem Mittelpunkte F.

Determination. Die gegebene @ muls gleich oder gréfser
sein als das doppelte Lot von 4 auf die Hypotenuse BC. Unter
Umstdanden fillt die Gerade mit ihren beiden Endpunkten in
die Verlingerungen der Katheten.

163. Die Verldngerungen der Schenkel eines gleichschenk-
ligen Dreiecks iiber die Grundlinie hinaus so durch eine Parallele
zur Grundlinie zu durchschneiden, dafs ste gleich jeder der Ver-
ldngerungen werde.

Ldsung. Ist BC die Grundlinie des gleichschenkligen
Dreiecks und DE die gesuchte Parallele, so ergiebt sich leicht,
dafs BE den Winkel C BD halbiert. Es ist also der Punkt £
in der Verlingerung von A4C leicht zu bestimmen.

164. Auf zwei Dreiecksseiten (AB und AC) die Punkte X
und Y so zu bestimmen, dafs AX = XY = YC werde.
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Losung. Es ergiebt sich 3¢ 4CX == { 4. — Oder, wenn
man CD (bis in 4B) parallel zu X¥ zieht, ist DC == D 4,
woraus D zu bestimmen als Spitze eines gleichschenkligen
Dreiecks, dessen Grundlinie AC ist. In bezug auf das Drei-
eck DCA ist dann A. 147 zu l6sen.

165. Eine Parallele zu einer Dreiecksseite so durch die
beiden anderen zu legen, dafs die Summe der parallelen Seiten
gleich der Summe der Abschnitte zwischen denselben werde.

Losung. Zieht man im entstehenden Trapez die Mittel-
linie, so ergiebt sich die Losung nach A. 140 oder A. 136,
je nachdem die Seiten selbst oder ihre Verlingerungen von
der Parallele geschnitten werden sollen.

166. Zwischen eine Gerade und einen Kreis eine Gerade
so zu legen, dafs sie der Schenkel eines gleichschenkligen Drei-
ecks wird, dessen Grundlinie die Verbindung ihres Durchschnittes
mit der Peripherie und eines gegebenen Punktes in der Geraden
ist, wenn der Winkel, den sie mit der Geraden macht, gegeben ist.

Losung. Ist Y .X diese Gerade und ¥ .X == ¥ P, dabei
X ¥ = «a, 80 ist 3¢ LPX gegeben.

167. Von einem Punkte in einer Geraden durch einen Kreis
eine Sekante zu ziehen, so dafs sowohl das dufsere Stick der-
selben als auch die enistehende Sehne gegebene Ldngen werden.

Losung. Ist X¥VZ die verlangte Sekante, XYV = a,
¥YZ = b, und man beschreibt einen mit dem gegebenen kon-
zentrischen Kreis, welcher die Sekante in 7' beriihrt, so ist T
die Mitte von ¥YZ, also TX = 4b 4 a. Dadurch lafst sich
aber die Grofse ¥ X und also auch X besimmen. Dann findet
man 7T leicht durch zwei Orter.

168, An einen Kreiws eine Sekante zu ziehen, welche auf
einer gegebenen Geraden senkrecht steht und in der Peripherie
des Kreises halbiert wird.

Losung. Ist ¥YZX die gesuchte Sekante, C ¥ =1 R
und Y Z = Z X, und man zieht den Diameter X ¥ 4 bis zum
Durchschnitt B mit der gegebenen Geraden, so ergiebt sich,
wenn man 4Z zieht, dafs 4B gleich dem Diameter X4 des
gegebenen Kreises, also M B gleich dem dreifachen Radius
desselben ist. Punkt B lifst sich also bestimmen und dadurch
X und die Senkrechte XZ 7.
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169. Eine gegebene Strecke so zwischen zwet Kreisperipherieen
zu legen, dafs dieselbe an einem der Kreise Tangente wird.

Lésung. Liegt 4B (= a) so zwischen den Peripherieen
um M und ¥, dals sie den Kreis um M in A4 berithrt, so
lifst sich M B und dadurch B leicht bestimmen.

170. Durch einen Punkt eine Gerade so durch zwei Dreiecks-
seiten zu legen, dafs das in das Dreieck fallende Stiuck der
Summe der an der dritten Seile liegenden Abschnitie der beiden
Seiten gleich werde.

Losung. Das abzuschneidende Dreieck mufs einen Um-
fang haben, welcher gleich 4B 4 4C ist. Dies zu erreichen
mache man 4D =AE =4 (AB 4 AC), konstruiere einen
Kreis, welcher 4B und 4A4C in D und £ beriihrt, und ziehe
von P die Tangente PXY an diesen Kreis an der Seite, an
welcher A4 liegt. Dann ist X ¥ = XB 4 XC.

171. Durch zwei Punkte (P und P’) zwei Sehnen (oder Se-
kanten) so an einen Kreis zu ziehen, dafs sie sich auf der
Peripherse durchschneiden und.ihre beiden andern Endpunkte mit
dem Mittelpunkte in einer Geraden liegen.

Losung. Am gemeinsamen Durchschnittspunkte auf der
Peripherie entsteht ein rechter Winkel. Derselbe ist also durch
einen Halbkreis iiber PP’ als Diameter zu bestimmen.

172. In einen Kreis eine Sehne von gegebener Grifse so ein-
zulegen, dafs sie von einer andern halbiert wird.

Losung. Durch die gegebene Grofse der Sehne ist ihre
Entfernung vom Mittelpunkte und also ein konzentrischer Kreis
mit dieser Entfernung als Radius gegeben. Die Tangente an
diesen im Durchschnitt desselben mit der gegebenen Sehne ist
die gesuchte Sehne. '

Determination. Die gesuchte Sehne muls grifser als
die gegebene Sehne sein.

173 und 174. In ecinem Kreisbogen einen Punkt X so zu
bestimmen, dafs die Summe (oder Differenz) seiner Entfernungen
von den Endpunkten der zugehorigen Sehne eine gegebene sei.

Lésung. Ist 4B die Sehne und X der gesuchte Punkt,
und man macht 4Z gleich der gegebenen Summe (oder Dif-
ferenz), so ist durch einen Kreis um 4 ein Ort fiir Z gegeben.
Einen zweiten Ort erhélt man durch den bekannten Winkel
AZ B, welcher in beiden Fillen aus dem durch den Kreis und
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die Sehne gegebenen Winkel 4X B leicht abgeleitet werden
kann.

175. Den Punkt X so zu bestimmen, dafs die Halbierungs-
linie des Winkels AXB durch einen gegebenen Punkt P geht.

Lésung. Man verbinde P mit dem bekannten Mittel-
punkte des anderen Bogens iiber 4B,

176 bis 178. Uber einer Sehne als Schenkel ein gleich-
schenkliges Dreieck zu konstruieren, so dafs

176. der Mittelpunkt des demselben umgeschriebenen Kreises,

171. des inneren Beriuhrungskreises,

178. der Hohendurchschnitt desselben auf der Peripherie des
Kreises liegt.

Losung. Die beiden Mittelpunkte und der Hohendurch-
schnitt sind der Mittelpunkt D des Bogens tiber der Sehne.
Daraus lifst sich das Dreieck in jedem der drei Fille leicht
konstruieren,

179. In einer Dreiecksseite einen Punkt X so su bestimmen,
dafs die Verbindungslinie der Fufspunkte der aus diesem Punkte
auf die beiden andern Seiten gefdliten Lote der ersten Seite
parallel ist.

Losung. Liegt X in BC so, dafs die Verbindungslinie
DE der Fulspunkte D und E zu BC parallel ist, soist ADXE
ein Sehnenviereck, also I AXE = 4ADE = B, also

<X XAE = ¢ = R — D gegeben.

180. Von zwei Geraden ein gleiches Stiick so abzuschneiden,
dafs die Reste im Verhdltnis m : n stehen.

L6sung. Legt man die Geraden 4B (=a) und 4B (==b)
in 4 unter einem beliebigen Winkel an einander, und sind
BD == CE die gleichen abzuschneidenden Stiicke, s0 dals
AD: AE == m : n ist, so ist auch, wenn man BF | D E zieht,
AB: AF == m :n, woraus der Punkt F auf 4C bestimmt
werden kann. Es ist dann aber auch DB : EF = m : n, oder,
da DB = CE, CE:EF ==m:n, d. h. die Linie D ist
dufserlich nach dem Verhiltnis m : n zu teilen. Diese Teilung

ergiebt den Punkt E und die Parallele durch £ zu B F den
Punkt D.

181. Zwei Gerade um ein gleiches Stick so zu verldngern,
dafs die entstehenden ganzen Linien sich wie m : n verRalten.



40 1. Vermischte Aufgaben,

Ldsung. Bei gleicher Bezeichnung genau wie vorhin.
Auch hier mufs schliefslich CF in £ &ulserlich nach dem Ver-
hiltnis m : n geteilt werden.

182. Die eine von zwei Geraden um ein Stuck zu verkiirzen,
die andere um ein gleiches Stick zu verldngern, so dafs der erste
Rest zur zweiten Summe sich verhalte wie m : n.

Lésung ganz analog. Schliefslich wird C# innerlich
nach dem Verhiltnis m : n geteilt, wenn mit der Geraden A4C
die Verlingerung vorgenommen wird.

183. Jede von zwei Geraden in zwei Teile zu teilen, so dafs
die einen Abschnitte beider sich wie m : n, die andern wie p: ¢
verhallen.

Losung. Legt man die zu teilenden Geraden 4B und
AC in A unter einem beliebigen Winkel an einander, und sind
D und E die Teilpunkte, so dals 4AD: AE=m:n und
DB :EC=p:gq, so ist, wenn man B F | DE zieht, der Punkt
F in AC leicht zu bestimmen, Zieht man ferner EG (bis in
B F) parallel zu 4B, so giebt die Proportion

EG: ECw==p:q=AC: AH
ebenso einfach den Punkt H auf 4B. Die Verbindungslinie
CH giebt dann auf BF den Punkt ¢ und die Parallele durch
G zu AB den Punkt £ in 4C, endlich wird der Punkt 2 in
AB durch eine Parallele von £ zu B F erhalten.

Zusatz. Wenn man in den Aufgaben 179 bis 182 die
gegebenen Geraden durch @ und b, das abzuschneidende oder
anzusetzende Stick durch x bezeichnet (bei A. 182 ist dann
noch eine Grofse y einzufithren) und man setzt die den Auf-
gaben entsprechenden Proportionen an, so lassen sich diese
stets so umformen, dafs x (oder y) als vierte Proportionale
bestimmt werden kann. Die vorhergehenden Losungen sind
durchsichtiger, daher vorzuziehen.

184. Durch die Verlingerungen zweier Radien itiber die
Peripherie hinaus eine Gerade so zu legen, dafs sie von der Peri-
pherie des Kreises in drei gleiche Teile geteilt wird.

Losung. Ist M der Mittelpunkt des Kreises und EF
die verlangte Gerade, welche die Peripherie in € und D so
schneidet, dals £C = CD = DF ist, so ist leicht nachweisbar,
dass das Dreieck M EF gleichschenklig ist. Nimmt man daher
M als Spitze eines beliebigen gleichschenkligen Dreiecks, dessen
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Schenkel # P und Q.M auf den gegebenen Radien liegen, und
teilt dessen Grundlinie PO in den Punkten 4 und B in drei
gleiche Teile, so giebt die Verbindungslinie von M und 4 den
Punkt €, die Verbindungslinie von # und B den Punkt D,
worin die gesuchte Gerade die Peripherie durchschneidet.

185. Von einem Punkte P in einer Kreisperipherie zwei
Sehnen gegebenen Verhdlinisses so in den Kreis zu legen, dafs
thre andern Endpunkie mit dem Mittelpunkte in einer Geraden
liegen.

Losung. Zieht man vom Punkte P den Durchmesser
und zu diesem ein Lot bis in eine der Sehnen, so ldfst sich
der Durchschnittspunkt mit dieser Sehne durch eine bekannte
Proportion konstruieren.

186. Von einem Punkte P aufserhalb eines Kreises an diesen
zwei Sekanten gegebenen Verhdltnisses so zu legen, dafs thre
andern Endpunkte mit dem Mittelpunkte des Kreises in einer Ge-
raden liegen,

L6sung. Sind P4 und PB die verlangten Sekanten, so
ist wegen der bekannten Grofse von 4B fiir P ein Ort durch
das gegebene Verhiltnis gegeben, ein anderer durch die be-
kannte M P. Daher lassen sich die Sekanten P4 und PB
ihrer Grofse nach einzeln konstruieren.

187. In cinen Kreis eine Sehne von gegebener Ldnge so zu
legen, dafs sie von einer andern in zwei Teile geteilt wird, deren
Rechteck gleich p? ist.

Losung. Da auch die Stiicke der gegebenen Sehne ein
Rechteck = p? geben miissen, so bestimme man den Durch-
schnittspunkt. Dann giebt eine Tangente durch diesen Punkt
an einen durch die gegebene Linge der einzulegenden Sehne
bestimmbaren konzentrischen Kreis die verlangte Lage der
Sehne.

188. Durch einen Punkt in einer von zwei Sehnen eines
Kreises etne driite so durch beide zu legen, dafs die dufsern Ab-
schnitte der dritien Sehne gleich werden,

Losung. Sind 4B und CD die zwei gegebenen Sehnen,
und ist die dritte Sehne G so durch den Punkt P auf CD
durch diese beiden Sehnen gelegt, dals G P == FE ist, wobei
E der Durchschnitt in 4B, so ergiebt sich leicht, dafs

EF.EG=AE . EB=PC.PD
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ist, dafs also die gegebene Sebne 4B in E so zu teilen ist,
dafs das Rechteck 4£. EB = PC. PD ist.

189. Zu einer Dreiecksseite eine Parallele zu legen, welche
durch eine von einem Endpunkte dieser Seite ausgehende Trans-
versale tm Verhdlinis m : n geteilt wird.

Losung. Wird die zu BC gezogene Parallele X ¥ durch
die Transversale CP in Z so geschnitten, dafs XZ . ¥ Ze=m :n
ist, dann mufs auch, wenn man 4Z bis D (in BC) verlingert,
BD:CD==m:n sein. Hieraus ist der Punkt D und durch
Verbindung desselben mit 4 auch Z zu bestimmen.

190. Die Parallele soll so gelegt werden, dafs das Rechteck
aus thren, durch die Transversale gebildeten, Abschnitllen einem
gegebenen Quadrate gleich werde.

Losung. Zieht man durch 4 eine Parallele zu BC, bis
sie die CP (oder ihre Verlingerung) in G schneidet, so hat man

XZ: BCe==PZ: PC und
ZY : AG==CZ:CG

also . XZ .ZY:BC.AG == PZ.CZ: PC.CG, woraus, da
XZ.ZY gegeben, etwa p? ist, und man die Produkte BC . 46
und PC. CG durch die Quadrate m? und ¢2 ersetzen kann, folgt

Pz.cz = 24| =,

wenn man die vierte Proportionale zu m, p und ¢ durch n
bezeichnet. Es ist also PC in Z so zu teilen, dafs das Rechteck
aus den Stiicken einem gegebenen Quadrate gleich werde.

191. Die Paraliele so zu legen, dafs das Rechteck aus ihr
und einem Abschnitte (etwa dem an AB anliegenden Abschnitte)
einem gegebenen (Quadrate gleich werde.

Losung. Bei gleicher Konstruktion und Bezeichnung, wie
vorhin, erhdlt man:

XY:BC=AX: AB == GZ : GC und
XZ: BC = PZ: PC

also XY . XZ: BC?e= GZ.PZ:GC.PC oder
pl:a*=GZ.PZ:m?,
woraus der Punkt Z in der Linie GC bestimmt werden kann.

191. In der durch die Spitze A zur Grundlinie B C gezogenen
Parallele einen Punkt X so zu bestimmen, dafs das aus diesem
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Punkte auf die Grundlinie gefidlite Lot die mitllere Proportionale
wird zwischen den Loten aus diesem Punkte auf die beiden an-
dern Seiten.

Losung. Sind XD, XE und XF die Lote auf BC, 4C
und 4B, ferner AG | BC, so erkennt man leicht, dals
AG = XD und A XAF~ ABG, sowie XEA~ ACG ist.
Aus der Ahnlichkeit des ersten Paares ergiebt sich aber

XF: AX = AG: AB.
Aus der Ahnlichkeit des andern Paares folgt
XE: AX = AG : AC.
Aus beiden Proportionen folgt aber
XF.XE: AX?= AG*: AB . AC.

Soll nun XF . XE = AG?* (= X F?) sein, so muls
AX? == AB . AC sein, woraus sich Punkt X ergiebt.

193. Der Punkt X soll unter denselben Bedingungen auf einer
zu BC gezogenen Parallele bestimmt werden,

Losung. Sind X7, XZ und XT die Lote auf AB, AC
und BC, und man zieht noch DF und £G senkrecht zu BC
welche jede dem Lote X T gleich sind, so ergiebt sich leicht,
dals A DXY ~ BDF und A EXZ ~ EGC ist. Hieraus folgt

DX:XY=BD: DF und
XE: XZ = EC : EG, folglich

DX . XE: XY . XZ=BD.EC:XT? da DF=EG=XT
ist. Hieraus ergiebt sich aber, dafs DX . XE == BD . EC sein
muls, da XV . XZ der Aufgabe gemils gleich X 77 sein soll.

194. Der Punkt X soll unter gleichen Bedingungen in einer
von A aus gezogenen Transversale bestimmt werden.

Losung. Ist X der gesuchte Punkt, so dafs, wenn man
aus ihm die Lote X ¥, XZ und X7 auf die Seiten BC, 4B
und 4C zieht, XZ : XY == XV : XT ist, so ziehe man aus D
die Lote DE und DF auf 4B und 4C. Alsdann ist:

XZ:AX w= DE: AD und
XT:AX == DF: AD, also

XZ . XT:AX>=DE .DF: AD?,

Da nun XZ . XT = XY? sein soll, und DE . DF = m?
gegeben ist, so erhdlt man XV: 4X=m:4D. Nun ist,
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wenn man das Lot von 4 auf BC fillt und dasselbe mit A
bezeichnet, XY:DX==h:AD,

Aus dieser und der vorhergehenden Proportion erhilt man:
AX : DY = h :m,
woraus Punkt X bestimmt werden kann. (Man erhilt zwei
Punkte X, den einen zwischen 4 und 7, den andern in der
Verlangerung tiber D hinaus.)

195. Auf einem Kreisbogen einen Punkt zu bestimmen, dessen
Entfernungen von den Endpunkten der zugehorigen Sehne ein
gegebenes Rechteck bilden. ,

Losung. Ist 4B die Sehne, X der gesuchte Punkt,
XD 1 ABund 4C ein Diameter des gegebenen Kreises, so ist
nach Brockmann, Planimetrie Lehrs, 124

XD:XB=AX: AC.

Ist nun XB . AX = p? gegeben, s0 findet man durch die
Proportion XD : p = p: AC die Héhe XD und dadurch den
Punkt X.

196. Von dem Mittelpunkte des Bogens einer Sehne eine
zweite Sehne in den Kreis zu legen, dessen an der andern Seite
zwischen Sehne und Kreisperipherie fallendes Stick von gegebener
Ldnge (a) sei.

Losung. Ist € der Mittelpunkt des zur Sehne 4B ge-
horigen Bogens und schneidet die gesuchte Sehne CD die ge-
gebene in X, so dals XD = a ist, so hat man, wenn man den
Diameter C E zieht, welcher 4 B in N rechtwinklig schneidet,
wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke CNX und CDE:

CX:CN=CE:CX+aoder CX(CX+a)=CE.CN,
woraus nach A. 17 CX zu konstruieren ist.

197. In einen Kreis einen Diameter zu ziehen, so dafs das
Lot aus einem gegebenen Punkte auf denselben die mittlere
Proportionale zwischen den Abschnitten desselben sei.

Losung. Ist AM B der gesuchte Diameter, so dals, wenn
PX das aus P auf denselben gefallte Lot ist, sich verhilt
AX: PX=PX: BX, so mufs die Tangente XC = X P sein.
Man hat daher: XC? == MX — r% und PX? = PM? — MX?
woraus folgt: PX == § (PM? 4 r?). Durch das gefundene PX
lifst sich der Punkt X und die Lage des gesuchten Diameters
bestimmen.
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198. Durch zwei von dem Endpunkte eines Diameters aus-
gehende Sehnen einen zweiten Diameter so zu legen, dafs das
zwischen die Sehnen fallende Stick desselben im Mittelpunkte des
Kreises halbiert wird.

Losung. Parallelen aus dem andern Endpunkte des
Diameters zu den Sehnen geben auf diesem die Endpunkte des
zwischen die Sehnen fallenden Stiickes des gesuchten Diameters.

199. Aduf einer Ecktransversale eines Dreieckes den Mittel-
punkt eines Kreises zu bestimmen, welcher durch eine zweite Ecke
geht und die dieser gegeniber liegende Seite berithrt.

Losung. Ist 4D die gegebene Transversale und auf ihr
X der Mittelpunkt eines Kreises, der durch C geht und die
Seite 4B berithrt, so ziche man DE || XC und D F parallel
zum Beriihrungsradius X&. Dann ist

DE :CX=AD: AX und
FD:GX=AD : AX

also DE:CX==FD:GX, folglich, da CX = GX
ist, DE == FD. Es ist also DE, und folglich auch Punkt £
gegeben. Die Parallele durch € zu DC giebt den Mittelpunkt
X In AD.

200. Um einen Punkt auf einer Dretecksseite einen Kreis zu
beschreiben, welcher die beiden anderen Dreiecksseiten in zwes

Punkten schneidet, deren Verbindungslinie der ersten Seite
parallel ist,

Losung. Schneidet der Kreis um P in der Seite BC die
Seiten 4B und AC in den Punkten /) und E so, dafs DE || BC
ist, und das in P auf B C errichtete Lot schneidet die Seite
AB in 0, die DE in H, 80 ist:

DH:BP=0D:0B, und 2DH: BC=AD: AB.

Aus beiden Proportionen folgt:

231; bOD - 4D A.Jf c , woraus sich ferner ergiebt:

OD: AD == BC .0B:24B. BP.
Setzt man hierin BC . OB =m?, 2AB . PB = n?, 8o ist
OD: AD = m?: n?, oder
OA: AD = m? — n? ; n?,

Mit Hilfe eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Katheten




46 I. Vermischte Aufgaben.

y/m* — n? == d und n sind, li(st sich das Verhiltnis m? — n?: n?
durch ein lineares Verhéltnis p : ¢ ersetzen, nach welchem
man 40 zu teilen hat, um den Punkt D zu bestimmen.

201. Einen Kreis zu konstruieren, welcher eine Gerade und
einen Kreis so beriihrt, dafs die Beriihrungssehne zwischen beiden
eine gegebene Grofse habe.

Losung. Berithrt der Kreis um X die Gerade L in Z
und den Kreis um M in ¥ so, dals ¥ Z = s ist, so liegen die
Beriihrungspunkte Z und ¥ mit einem Endpunkte (etwa A)
des zu L senkrechten Diameters 4 #C in einer Geraden (cf.
Brockmann, Planimetrie VII, A. 180, Zus.). Zieht man daher
YC, so ist AN A¥YC~ AZB und folglich, da YCBZ ein
Sehnenviereck ist, 4C . AB = AY . (4Y + s). Daraus ist aber
nach A. 17, 1. Zus. die Linge 4 ¥ zu konstruieren.

202, Einen Kreis zu konstruieren, der durch zwei Punkte
geht und eine Gerade unter einer gegebenen Bogenhohe schneidet.

Losung. Schneidet ein durch P und P’ gehender Kreis
die Gerade L unter einer Bogenh6he DA = a, so berithrt
dieser Kreis eine im Abstande a zur gegebenen Geraden parallel
gezogene Gerade L'. Der Kreis ist also nach dem Apollonischen
Beriihrungsproblem zu konstruieren.

203. Durch einen Punkt auf der Peripherie eines Kreises
eine Gerade, welche diesen Kreis noch in X, einen anderen in ¥V
schneidet, so zu legen, dafs AX . AY einem gegebenen Rechtecke
gleich werde.

Losung. Zieht man ¥ T senkrecht auf den durch 4
gehenden Diameter 4B des erstern Kreises und die Sehne X B,
80 ist AT: AY = XA: AB, also, wenn AY . AX =m . n sein
soll, AT : m = n: AB. Hieraus findet man 47 als eine vierte
Proportionale, und durch 7 den Punkt 7.

204. Uber einen Radius eines Kreises als Summe der Grund-
linien zwei einander dhnliche gleichschenklige Dreiecke zu kon-
struieren, deren Spitzen in der Kreisperipherie liegen.

Losung. Liegen die beiden gleichschenkligen, einander
ahnlichen Dreiecke MCX und CAY mit den Spitzen X und ¥
in der Kreisperipherie, so ist, wenn man M ¥ zieht,

AN MCXAY M.
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Hieraus folgt, dals 4 ¥ = C ¥ == MC ist. Wegen der Ahnlich-

keit der beiden Dreiecke besteht aber die Proportion:
MX:MC=YC:CA, oder, da ¥ X = MAw==r,

und ¥C = MC ist, MA: MC= MC:CA, d. h. der Radius

M A wird in C stetig geteilt.

Zusatz. Der Schenkel A4Y ergiebt sich hierdurch als
die Seite des dem gegebenen Kreise eingeschriebenen reguléren
Zehnecks.

205. An den Bogen eines Quadranten eine Tangente so zwi-
schen die Verldngerungen der den Quadranten begrenzenden Ra-
dien zu legen, dafs sie im Beruhrungspunkte nach einem gegebenen
Verhdltnis geteilt wird.

Losung. Ist die Tangente XZ¥ im Beriihrungspunkte
Z so geteilt, dafs XZ : Z¥ = m : n ist, so ziche man in 4 an
den Kreis eine Tangente, welche den Berithrungsradius #Z
in T schneiden mége. Nun ist A MTA~ MYZ, also
AT : AM = MZ:XZ, oder, da AT = XZ und MZ = M A 1st,
ZX:AM = AM:Y2Z,

Aus der gegebenen mittleren Proportionale und dem ge-
gebenen Verhdltnis lassen sich nach A. 87, Zus. die Grofsen
XZ und Y Z einzeln konstruieren,

206. In einer Dreiecksseite einen Punkt zu bestimmen, dessen
Entfernungen von den beiden andern Seiten ein gegebenes Rechteck
bilden.

Losung. Liegt der Punkt X in der Seite B C so, dals
das Rechteck aus den Loten XD und XE auf die Seiten 4B
und 4C, also DX.EX =p.q ist, so bestimme man den
Punkt G innerhalb des Dreiecks 4BC so, dals die Lote auf
AB und 4C einzeln gleich p und ¢ gleich sind, etwa GF = p,
GH == ¢q. Ziecht man dann durch den Punkt & die Parallele
KGL zu BC, so erhilt man zwei Paare dhnlicher Dreiecke,
nimlich A FGK~ A DXB und A HGL~ A\ EXC. Hieraus
ergeben sich die Proportionen

FG:DX=KG:BX und
HG:EX=GL: XC

folglich K6 .GL == BX . XC, woraus Punkt X nach A. 17
zu bestimmen ist, da XG und GL gegeben sind.

207. Der Punkt soll unter denselben Bedingungen in der
Verlingerung einer Dreiecksseite bestimmt werden.
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Losung der vorhergehenden genau nachzubilden, Schliefs-
lich ist nach A. 17, 1. Zus. zu verfahren.

208. In einen Kreis ein Rechteck gegebenen Inhalts zu be-
schreiben.

Lésung. Die Diagonale des Rechtecks ist ein Diameter
des Kreises. Aus dem gegebenen Inhalte desselben lifst sich

leicht die Entfernung zweier Ecken von dieser Diagonale be-
stimmen.

209. In ein Viereck einen Rhombus zu beschreiben, dessen
Seiten den Diagonalen des Vierecks parallel sind.
Losung. Liegen die Ecken des Rhombus X, ¥, Z und
T der Reihe nach in den Seiten 4B, BC, CD und DA des
Vierecks, so hat man die Proportionen
DZ:DC=TZ:AC und
CZ:DC= 27 : DB, folglich

DZ:CZ=DB: AC, woraus Punkt Z zu finden.

210. In ein Dreieck ein Rechteck zu beschreiben, von welchem
zwei Ecken auf einer Seite liegen, und dessen eine Diagonale
einer andern Dreiecksseite parallel ist.

Losung. Liegen die Ecken X und ¥ in BC, Z und T
auf 4C und 4B, und ist 7Y || AC, so ergeben sich die Pro-
portionen:

BY :BC=TY: AC, und, wenn man 4D | BC zieht,
CZ:4C=CY:CD. Da nun TY = CZ ist, so folgt
BY:CY= BC:CD, woraus Punkt ¥ zu finden.

211. In einen Kreisausschnitt ein Rechteck mit gegebenem
Verhdlinis seiner Seiten so zu konstruieren, dafs zwet Ecken auf
einem Grenzradius liegen.

Losung. Liegen die Ecken H und E auf dem Radius
AC, F auf dem Bogen und G auf 4B, und man zieht durch
B eine Parallele zu 4C bis zum Durchschnitt 2 mit der Ver-
bindungslinie 4F, so ist

BD:GF = AB: AG und

AG:GH = AB : BJ; (BJ 1 AC). Hieraus folgt

BD:BJ =m:n, so dafs D, und also auch Punkt ¥ be-
stimmt werden kann.

212. Zwei Ecken des Rechtecks sollen im Bogen des Aus-
schniites liegen.
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Losung. Liegen die Ecken D und £ auf dem Bogen BC,
F auf AC und G auf 4B, so sind die Seiten VG und EF der
Halbierungslinie des Centriwinkels 4 des Ausschnitts parallel.
Zieht man nun durch B zu dieser Halbierungslinie eine Parallele
bis zum Durchschnitt # mit der Verbindungslinie 4D, so ist
AG : AB=GD: BH = GF: BC, woraus man erhilt:

GD:GFe=BH:BC =m:n.

213. Ein Rechteck, dessen eine Ecke gegeben ist, so zu kon-
struieren, dafs die Gegenseiten dieser Ecke durch zwei Punkte
gehen , welche mit der gegebenen Ecke auf einer Geraden liegen,
und dessen Seiten ein gegebenes Verhdlinis haben,

Losung. Liegen die Punkte #, ¥ und P in einer Ge-
raden und das Rechteck 4BNC so, dafs die Verlingerungen
von AB und 4AC durch M und P gehen, dabei aber 4B : BN
=m:n ist, so verlingere man BN iiber N um ND = NC
und errichte in ¥ und D Lote auf ¥P und N¥D, welche einander
in E schneiden. Dann 1st A NED ~ NCP, also aulser
ND= NC auch NE = NP, also Punkt E bestimmbar. Es
ist dann die gesuchte NC eine solche, dals sich die aus ¥
und £ darauf gefillten Lote, welche = BN und = ND = NC
sind, wie m:n verhalten, welche nach A. 104 bestimmt
werden kann,

Zusatz. Soll das gesuchte Rechteck ein Quadrat werden,
so findet man NC, wenn man N mit der Mitte von N E verbindet.

214. Das verlangte Rechteck soll einen gegebenen Inhalt haben.

Losung wie vorhin mit schliefslicher Anwendung von
A. 105.

215 und 216. Das gesuchte Rechteck soll einen gegebenen
Umfang (oder eine gegebene Differenz seiner Seiten) haben.

Losung wie in 242 mit schlielslicher Anwendung von
A. 21 oder 22.

217, In ein Dreieck ein Quadrat zu beschreiben, dessen eine
Seite auf einer Dreiecksseite liegl.

1. Losung. Liegen zwei Ecken (¥ und G) des gesuchten
Quadrates auf BC, D und E auf 4B und 4C, und man ver-
bindet € mit D und verlingert diese Verbindungslinie bis in
H, in die durch 4 zu BC gezogene Parallele, oder man ver-
bindet 4 mit G, bis diese Verbindungslinie das in B auf BC

errichtete Lot in J schneidet, so ergiebt sich, wenn man noch
BrooxuaNN, Konstruktionsaufgaben. 4
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AK | BC zieht, sehr leicht, dafs in jenem Falle AH = 4%,
in diesem Falle BJ = BC ist, wodurch Punkt D oder F leicht
zu bestimmen ist.

2. Losung. Verwandelt man das Dreieck 4B C mit Bei-
behaltung der Seite BC in ein (inhaltsgleiches) Dreieck BC 4/,
worin < 4A'BC = 1R ist, und man halbiert diesen rechten
Winkel, so giebt die Parallele durch den Durchschnitt des
Winkelhalbierers mit der Hypotenuse zu BC im Dreieck 4 BC
die Seite DE des gesuchten Quadrates.

Determination. Es ist zu beachten, dafs das verlangte
Quadrat auf jeder der drei Seiten stehen und auch mit seinen
Ecken auf den Verlingerungen der Dreiecksseiten liegen darf.
Die Quadrate der letzten Art erhdlt man, wenn man das Stiick
AH = AK auf der entgegengesetzten Seite abschneidet, oder
das Lot BJ = BC nach der andern Seite errichtet, oder
endlich statt des rechten Winkels 4" BC seinen Nebenwinkel
halbiert.

218. In ein Dreveck ein Rechteck eirzuschreiben, dessen
Diagonale gegeben ist.

Losung. Man verwandelt das gegebene Dreieck 4 BC
in ein anderes bei C rechtwinkliges 4°BC. Dann ist der Durch-
schnitt eines mit der gegebenen Diagonale als Radius um C
beschriebener Kreis mit der Hypotenuse 4°B ein Punkt der zu
BC parallelen Seite des gesuchten Rechtecks.

219 und 220. Das einzuschreibende Rechteck soll einen ge-
gebenen Umfang oder eine gegebene Differenz seiner Seiten haben.

Losung. Man verwandelt wiederum A 4BC in ein bei
C rechtwinkliges Dreieck 4'BC und bestimmt nach A. 7 in
der Hypotenuse 4'B einen Punkt, dessen Entfernungen von
den beiden Katheten eine gegebene Summe oder Differenz bilden.
Die Parallele durch diesen Punkt zu B C bestimmt im Dreiecke
ABC die zu BC parallele Seite DE.

221. Das einzuschreibende Rechteck soll einen gegebenen In-
hait erhalten.

L6sung unter. Anwendung des rechtwinkligen Dreiecks
A'BC auf A. 205 zuriickzufiihren.

222. Die Seiten des einzuschreibenden Rechtsecks sollen eine
gegebene Quadratdifferenz bilden.
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Losung nach A.22 und Zus. leicht.
Zusatz. Wire die Summe der Quadrate der Seiten ge-
geben, so wire die Aufgabe identisch mit A. 216.

223. Die Summe der Diagonale und einer Seite des einzu-
schreibenden Rechtecks soll eine gegebene sein.

Losung. Unter Anwendung des rechtwinkligen Dreiecks
A’BC ist in der Hypotenuse 4°B ein Punkt zu bestimmen,
dessen Entfernungen vom Scheitel des rechten Winkels und
der Kathete BC die gegebene Summe bilden, was nach A. 58
zu bewirken ist.

224. Die Diagonale und eine Seite des Rechtecks sollen eine
gegebene Differenz bilden.
Losung in ganz éihnlicher Weise auf A, 59 zu reduzieren.

225. Von einem Punkle aufserhalb eines Kreises an diesen
eine Sekante zu ziehen, so dafs die ganze Sekante und der dufsere
Abschnitt eine gegebene Quadratdifferenz bilden.

Losung. Es ist das Produkt der Stiicke, nimlich das
Quadrat der Tangente aus dem gegebenen Punkte, gegeben,
daher die Losung auf A. 72 zu reduzieren.

226. Die entstehende Sehne und der dufsere Abschnitt sollen
eine gegebene Quadratdifferenz bilden,

Losung. Zieht man den Diameter Y M4, AX und AP,
80 i1st Y X2 =4r* — X 42 und PX? = PA? — 4X% Hieraus
erhilt man d° = 4r2 — PA4?, woraus PA4, Punkt 4 und 7,
also auch ¥V P zu bestimmen ist.

227 und 228. Der gegebene Punkt liege innerhalb des Kreises
und es werde unter gleichen Bedingungen eine Sehne verlangt.

Losung den vorigen ganz entsprechend; man hat in
ersterem Falle statt einer Tangente die halbe kleinste Sehne
zu nehmen.

Fir die folgenden 37 Aufgaben stellen wir zunéchst
einige Sitze iber geometrische Orter auf, da dieselben selbst
in den gangbarsten Lehrbiichern nicht vollstindig formuliert
vorkommen diirften. Die allgemeine Kenntnis der Chordale
wird dabei vorausgesetzt.

1. Der Ort fiur die Mittelpunkte aller Kreise, welche durch
einen gegebenen Punkt gehen und einen gegebenen Punkt rechit-

winklig schneiden, ist die Chordale zu Kreis und Punkl.
4‘
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Beweis. Geht der Kreis um # durch P und schneidet
den Kreis um X in A rechtwinklig, so liegt M auf der in 4
an K gezogenen Tangente. Zieht man nun M P, MK und
MA, 80 ist MK* — MA? = MK? — MP*=1r?, d. h. M liegt
in der Chordale zu P und dem Kreise.

2. Der Ort fur die Mittelpunkte aller Kreise, welche durch
einen gegebenen Punkt P gehen und einen gegebenen Kreis unter
einem Durchmesser schneiden (oder halbieren), ist wiederum die
zugehorige Chordale,

Beweis. Geht der Kreis um # durch P und schueidet
den Kreis X unter dem Durchmesser 4B, so ist leicht nach-
zuweisen, dals MP? — MK?* = r? ist, d. h. dafs Punkt ¥ auf
der Chordale liegt.

3. Der Ort fur die Mittelpunkte der Kreise, welche durch
einen gegebenen Funkt gehen und von einem gegebenen Kreise
halbiert werden, ist eine konstruserbare Kreislinie.

Beweis. Wird der durch P gehende Kreis um M von
dem Kreise um K unter dem Diameter 4B geschnitten, so
ergiebt sich leicht, dafs MX? + MP? = r? ist. Darnach ist
der Ort ein Kreis um den Mittelpunkt von PX mit einem
Radius =y § (r* — 4 PL?).

Anmerkung. Da ,rechtwinklig schneiden® und ,,recht-
winklig geschnitten werden* bei zwei Kreisen dasselbe ist, so be-
darf es keiner besondern Aufstellung eines Ortes fiir diesen Fall.

4. Der Ort fur die Mittelpunkte der Kreise, welche zwei
andere beide rechtwinklig schneiden, ist die Chordale beider Kreise.

Beweis @hnlich wie vorhin und einfach.

5. Der Ort fur die Mittelpunkte aller Kreise, welche zwei
gegebene Kreise jeden unter einem Durchmesser schneiden, ist der
zweile Potenzort der beiden Kreise.

Dieser zweite Potenzort ist eine auf der Centrale beider
Kreise senkrechte Gerade, fiir deren Punkte die Differenz der
Quadrate ihrer Entfernungen von den Mittelpunkten der Kreise
gleich der im entgegengesetzten Sinne genommenen
Differenz der Quadrate der Radien ist. Fiir die Kreise um 0,
und O, mit den Radien r; und r, ist, wenn C ein Punkt
dieses Ortes ist, CO, — €O, = r,2 —r2.

Man erhilt diesen Ort dadurch, dals man, wenn A der
Fufspunkt der Potenzlinie ist, von 0, aus ein Stiick 0, B= 0, 4
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in der Richtung nach A4 abtrégt und in B zur Centrale das
Lot errichtet; oder man zieht in 0, und 0, auf derselben Seite
der Centrale senkrechte Radien, und errichtet in der Mitte der
Verbindungslinie ihrer Endpunkte zu dieser das Lot, welches
die Centrale im Fufspunkte des Ortes schneidet.

Beweise sind einfach.

Zusatz. Die Differenz der Potenzen eines jeden Punktes
dieses Ortes in bezug auf die beiden Kreise ist konstant
P — p,2 =2 (r,? — r,?), woher der Name: Linie #quidiffe-
renter Potenzen.

6. Der Ort fir die Mittelpunkte aller Kreise, welehe einen
Kreis (um 0,) rechtwinklig und einen andern (um 0,) unter einem
Diameter schneiden, st der dritte Potenzort der beiden Kreise,

Dieser dritte Potenzort ist gleichfalls eine zur Centrale
senkrechte Gerade, fir deren Punkte die Differenz der Qua-
drate ihrer Entfernungen von den Mittelpunkten der Kreise
gleich der Summe der Quadrate der Radien ist. Es ist also,
wenn C ein Punkt dieses Ortes ist, C0,2 — C0,2 == r,2 - r,?.
(Wird der Kreis um O, rechtwinklig, der um O, unter einem
Durchmesser geschnitten, so erhilt man einen andern dritten
Potenzort, indem dann €0,? — €0,? = r,2 4 r,? sein muls.)

Man erhillt diesen Ort, wenn man die Centrale 0,0, in
B so teilt, dafs B0,2 — B0, = r,2 4 r,? ist, und in B zur
Centrale das Lot errichtet.

Beweise sind einfach.

Zusatz. Die Differenz der Potenzen eines jeden Punktes
dieses Ortes in bezug auf die beiden Kreise ist konstant, nam-
lich gleich dem doppelten Quadrate des Radius des Kreises um 0,,
go dals also auch dieser Potenzort eine Linie #quidifferenter
Potenzen genannt werden kann,

1. Der Ort fur die Mittelpunkte der Kreise, welche einen
andern rechtwinklig schneiden, und von einem dritten halbiert
werden, ist eine konstruierbare Kreislinie, deren Mittelpunkt die
Mitte der Verbindungslinie der Millelpunkte der gegebenen
Kreise ist.

Beweis. Schneidet der Kreis um # den Kreis um A in
A rechtwinklig und wird vom Kreise um &’ unter dem Diameter
BMC geschnitten, so ist

ME2e=7r24+ MA2 und ¥K'2 =1r'2+ MB?,
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Da nun MD = MB ist, so folgt hieraus
MK? — MK'? =yt —1r'2,
wonach der Ort als Kreis, wie in 3, konstruiert werden kann.

Diese sieben geometrischen Orter finden Anwendung auf
die folgenden 37 Aufgaben, in welchen zur vollstindigen Lo-
sung aufser den Bedingungen, die einen dieser Orter ergeben,
noch eine Bedingung enthalten ist, wodurch der Mittelpunkt
und der Radius des gesuchten Kreises bestimmt werden kénnen.
Die Losung des renommierten Apollonischen Berithrungs:
problems wird hierbei vorausgesetzt. |

229 bis 237. Einen Kreis zu konstruieren, welcher einen
andern Kreis rechtwinklig, oder unter einem Diameter schneidet,
oder von diesem unter einem Diameler geschnitien wird, und dabei

229 bis 231. durch zwei gegebene Punkte geht.

Bei der Losung ist zu merken, dals, wenn die Lage des
Mittelpunktes durch zwei Orter bestimmt ist, der Radius des
gesuchten Kreises die Entfernung desselben von einem gegebe-
nen Punkte ist.

232 bis 234. eine gegebene Gerade in einem gegebenen Punkie
beriihrt.

Losung. Der Mittelpunkt wird durch zwei Orter, der
Radius in einfacher Weise wie vorhin bestimmt.

235 bis 237. einen gegebenen Kreis in einem gegebenen Punkle
beriihrt.

Lo6sung in gleicher Weise einfach.

238. Einen Kreis zu konstruieren, der durch einen gegebenen
Punkt geht und zwei gegebene Kreise jeden rechtwinklig schneidet.

Lésung. Durch zweimalige Anwendung von O. 1 be-
stimmt man den Mittelpunkt des gesuchten Kreises und den
Radius durch eine Tangente.

239. Einen Kreis zu konstruieren, der drei gegebene Kreise
rechtwinklig durchschneidet.

Losung. Als Mittelpunkt des gesuchten Kreises ergiebt
gsich gemi(s O. 1 das Potenzcentrum der drei Kreise, als Radius
die Tangente aus diesem an einen derselben.

240. [Einen Kreis zu konstruieren, der durch einen gegebenen
Punkt geht und jeden von zwei gegebenen Kreisen halbiert.

Losung. Zweimalige Anwendung von O. 2 giebt den
Mittelpunkt des gesuchten Kreises. Der Radius desselben wird
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durch einen zur Verbindungslinie dieses Mittelpunktes mit dem
Mittelpunkte eines der Kreise senkrechten Diameter dieses
Kreises bestimmt.

241. Einen Kreis zu konstruieren, der drei gegebene Kreise
halbiert.

Loeung wie in A, 240.

242. Einen Kreis zu konstruieren, der durch einen gegebenen
Punkt geht und von zwei andern Kreisen halbiert wird.

Losung. Man bestimmt den Mittelpunkt des gesuchten
Kreises nach O. 3 und den Radius aus zwei rechtwinkligen
Dreiecken.

243. Einen Kreis zu konstruieren, der durch P geht, einen
gegebenen Kreis halbiert und einen andern rechtwinklig schneidet.

Losung mit Hilfe von O. 1 und 2.

244 und 245. Einen Kreis zu konstruteren, der zwei andere
rechtwinklig schneidet und einen dritlen halbiert, oder zwei halbiert
und den dritten rechtwinklig schneidet.

Losung. Fir beide Falle ist nach O. 1 und 2 der Mittel-
punkt des gesuchten Kreises durch zwei Orter zu bestimmen ;
den Radius findet man dann in &hnlicher Weise wie bei
A. 239 und 240.

246. Einen Kreis zu konstruieren, der einen andern recht-
winklig, einen zweilen unter einem Durchmesser schneidet, und
von einem dritten unter einem Durchmesser geschnitten wird.

Lésung mit Hilfe obiger Orter leicht.

247 und 248. Einen Kreis zu beschretben, der zwei Kreise
unter einem Durchmesser schneidet und von einem dritten unter
einem Diameler geschnilten wird, oder einen unter einem Durch-
messer schneidet und von den beiden andern unter einem Durch-
messer geschnillen wird.

Losung unter Anwendung obiger Orter leicht.

249. Einen Kreis zu konstruieren, der von drei gegebenen
Kreisen halbiert wird.

Losung mit Hilfe obiger Orter ebenfalls leicht.

Determination. Nur moglich, wenn die drei Kreise
einander durchschneiden.

Einen Kreis zu beschreiben, der durch einen gegebenen Punkt
P geht, eine gegebene Gerade beriihri,

200. und einen gegebenen Kreis halbiert.
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Losung. Verbindet man den Punkt P mit dem Mittel-
punkte X des halbierten Kreises und verlingert diese Ver-
bindungslinie bis in die Peripherie des gesuchten, so ldlst sich
nach dem bekannten Sehnensatze dieser zweite Punkt der Peri-
pherie des gesuchten Kreises bestimmen. Dadurch wird aber
die Aufgabe auf die Aufgabe des Bertihrungsproblems reduziert:
Einen Kreis zu konstruieren, der durch zwei Punkte geht und
eine Gerade berihrt.

251. und einen gegebenen Kreis rechtwinklig schneidet.

Losung. Auf der Verbindungslinie PX lifst sich nach
dem bekannten Tangentensatze wiederum ein zweiter Punkt C
der gesuchten Kreisperipherie bestimmen, wodurch die Lésung
der Aufgabe in gleicher Weise reduziert wird.

Einen Kreis zu konstruieren, der durch einen gegebenen Punkt
P geht, einen gegebenen Kreis berihrt,

262 und 253. und einen zweiten Kreis halbiert oder recht-
winklig schneidet.

Losung in ganz éhunlicher Weise durch Bestimmung eines
zweiten Punktes der gesuchten Kreisperipherie in beiden Fillen
auf dieselbe Berithrungsaufgabe zu reduzieren.

Einen Kreis zu konstruieren, der eine gegebene Gerade berihrt

204. und zwei gegebene Kreise halbiert,

20D. und von zwei gegebenen Kreisen den einen halbiert und
den andern rechtwinklig schneidet,

256. und zwei gegebene Kreise rechtwinklig schneidet.

Losung. Unter Beriicksichtigung der leicht erweisbaren
Thatsachen, 1) dafls die Peripherieen aller Kreise, welche zwei
andere halbieren, durch zwei feste Punkte der Centrale der
halbierten Kreise gehen,

2) dafs dasselbe der Fall ist, wenn der eine der beiden
Kreise halbiert, der andere rechtwinklig geschnitten wird, oder

3) beide Kreise rechtwinklig schneiden und diese Kreise
aus einander liegen,

4) dals jeder Kreis, welcher zwei gegebene, einander
durchschneidende Kreise rechtwinklig schneidet, auch jeden
andern Kreis rechtwinklig schneidet, der durch die Durch-
schnittspunkte derselben geht,
kann man in jedem der obigen Fille zu der zu berithrenden
Geraden noch 2 Punkte bestimmen, wodurch der gesuchte
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Q‘eis gehen mufs. Dadurch ist aber die betreffende Aufgabe
auf das Beriihrungsproblem reduziert: Einen Kreis zu kon-
struieren, der durch zwei Punkte geht und eine gegebene Ge-
rade beriihrt.

Die entsprechenden Aufgaben

257 bis 259, in welchen statt einer Geraden ein gegebener
Kreis berihrt werden soll,
finden in ganz analoger Weise durch Reduktion auf ein Be-
rithrungsproblem ihre einfache Erledigung.

260 und 261. Einen Kreis zu konstruieren, der zwei ge-
gebene Gerade berihrt und einen gegebenen Kreis halbiert oder
rechtwinklig schneidet.

Losung. Der gesuchte Kreis muls auch den Gegenkreis
des gegebenen in bezug auf die Halbierungslinie des Winkels
der gegebenen Geraden in gleicher Weise durchschneiden.
Konstruiert man diesen, so lassen sich geméls den in der
Losung von A. 256 angefiihrten Thatsachen in der Centrale
des gegebenen Kreises und seines Gegenkreises noch zwei
Punkte der gesuchten Peripherie bestimmen.

262 und 263. Einen Kreis zu konstruieren, der eine ge-
gebene Gerade und einen gegebenen Kreis berihrt und einen andern
gegebenen Kreis wunter einem Durchmesser oder rechtwinklig
schneidet.

Losung. Sind 4 und B die Beriihrungspunkte in der
Geraden L und dem Kreise &, so liegen diese mit einem End-
punkte, etwa C, des auf L senkrechten Diameters CKE in
einer Geraden. (Vergl. des Verfassers Planimetrie, A. 180,
Zus.) Zieht man nun von C die Tangente CD an den ge-
suchten Kreis, so ist, da 4B EG (G der Fulspunkt des senk-
rechten Diameters in L) ein Sehnenviereck ist,

CE.CG=CB.CA=CD?,
wodurch die Linge CD bekannt ist. Einen um € mit CD be-
schriebenen Kreis mufs aber der gesuchte rechtwinklig durch-
schneiden, so dafs die beiden Aufgaben auf die A. 255 resp.
A. 256 reduziert sind.

264 und 265. Einen Kreis zu konstruieren, der zwer gegebene
Kreise beriihrt und einen dritten halbiert oder rechtwinklig schneidet.

Losung. Die aus einem Ahnlichkeitspunkte, mit welchem
die beiden Beriihrungspunkte in einer Geraden liegen, an den
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gesuchten Kreis zu konstruierende Tangente ldfst sich in ilg-
licher Weise, wie vorhin, ihrer Linge nach bestimmen. Da
nun ein mit dieser Linge als Radius um den Ahnlichkeits-
punkt beschriebener Kreis von dem gesuchten rechtwinklig
geschnitten wird, so ist dadurch die Losung der Aufgaben auf
A. 258 resp. A. 259 reduziert.

Determination. Fiir diese ist zu merken, dals der
ulsere oder der innere Ahnlichkeitspunkt zu verwenden ist,
je nachdem die beiden Kreise gleichartig oder ungleichartig
bertihrt werden sollen.

266. Um ein Dreieck ein Rechteck zu legen™), welches einen
gegebenen Umfang hat.

Losung. Liegen die beiden Figuren mit der Ecke 4
zusammen und gehen die Seiten DE und FE des gesuchten
Rechtecks durch die Ecken B und C des Dreiecks, so hat man,
wenn man F A4 {iber 4 bis G verlingert, so dals 4G = A4/ ist,
und 44 | 4B und = 4B macht, (dadurch wird A 4GE > 4DB)
je einen Halbkreis filber 4C und AA als Ort fir F und G.
Man hat dann nach A. 44 durch 4 in beide Halbkreise eine
Gerade zu legen, so dals die Summe der entstehenden Sehnen
gleich dem halben gegebenen Umfang wird.

267. Das rechtwinklige Parallelogramm soll ein Quadrat
werden.
Losung. Man lege bei gleicher Behandlung, wie vorhin,

durch 4 nach A. 43 die Gerade so, dafs die entstehenden Sebnen
einander gleich werden.

268. Die Seiten des Rechtecks sollen eine gegebene Diffe-
renz haben.
L6osung @hnlich mit schliefslicher Anwendung von A. 45.

269. Die Seiten des Rechtecks sollen ein gegebenes Ver-
hdlinis haben.

Losung mit schlielslicher Anwendung von A. 40 &bnlich.
270. Von dem Rechtecke soll eine Seite gegeben sein.
Losung einfach.

211. Von dem Rechtecke soll die Diagonale gegeben sein.

*) Eine Ecke des Rechtecks fillt in eine Ecke des Dreiecks; die
beiden nicht anliegenden Seiten gehen durch die beiden anderen Ecken.
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Losung. Die A4 gegeniiberliegende Ecke des Rechtecks
ist in einfachster Weise durch zwei Orter gegeben.

212. Das Rechteck soll einen gegebenen Inhalt haben.

Losung in dhnlicher Weise mit Anwendung von A. 104.

213. Die Seiten des Rechtecks sollen eine gegebene Quadrat-
differenz bilden.

Losung dhnlich; schlieMlich Anwendung von A. 109.

274. Um ein Dreieck einen Rhombus zu beschreiben, von
welchem ein Winkel gegeben ist.

Losung. Ist 4 die gemeinschaftliche Ecke und gehen
die Seiten DE und FE des Rhombus durch die Ecken B und
C des gegebenen Dreiecks, und ist 9C 4D gleich dem ge-
gebenen Winkel «, so ldlst sich in gleicher Weise wie in A. 266
der Punkt A bestimmen, und durch die bekannten Winkel F
und G, welche nimlich beide = 2R — « sind, je ein Kreis-
bogen iiber 4C und AH als Ort fir # und G bestimmen.
Zur wirklichen Bestimmung dieser Punkte ist dann noch A. 43
zu ldsen.

215. Die Diagonalen des Rhombus sollen ein gegebenes Ver-
hdlinis haben.

Losung. Aus dem Verhdltnis der Diagonalen kann man
die Winkel des Rhombus konstruieren und die vorliegende
Aufgabe auf die vorhergehende reduzieren.

276, Um ein (ordindres) Viereck einen Rhombus zu legen,
dessen Winkel gegeben sind.

Losung. Der Rhombus X ¥ Z T liege so um das Viereck
ABCD, dals die Seiten XY, Y2, ZT und TX der Reihe
nach durch die Ecken C, D, 4 und B des Vierecks gehen.
Halbiert man drei Seiten des Vierecks, etwa CD, D4 und 4 B
in den Punkten £, F und G und zieht durch £ und & Pa-
rallelen zu den Seiten Z7 und ¥Z bis zum Durchschnitt in
K, ebenso durch F Parallelen zu denselben Seiten, welche die
vorhergezogenen in J und A schneiden, dann li(st sich zeigen,
dafs FJ =4 F¥Z und FH==4ZT ist. Ziecht man namlich
CL|YZ bis in ZT, so ist wegen Gleichheit der Winkel
A ACL~ EFJ, und deshalb FJ:CL = EF: AC. Da nun
EF =} AC ist, so ist auch FJ = }CL=4YZ. (Mittelst
einer Parallele durch D zu Z7 und der Verbindungslinie DB
zeigt man in gleicher Weise, dals #H# = {ZT.) Da nun noch
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X EFH = < Z ist, 80 ist JFHK ein um das Dreieck EFG
gelegter Rhombus mit gegebenem Winkel, der also nach A. 274
konstruiert werden kann. Aus diesem lafst sich aber der ge-
suchte in einfacher Weise ableiten.

2717. Ein Quadrat zu konstruieren, dessen Seiten durch vier
auf einer Geraden liegende Punkte gehen,

Losung. Sind 4, B, C uad D diese vier auf einer Ge-
raden liegenden Punkte, so konstrniere man nach A. 213, Zus.
zundchst ein Quadrat, dessen eine Kcke etwa in C liegt, dessen
Gegenseiten aber durch D und einen zweiten auf der gegebenen
Geraden liegenden Punkt £ gehen, dessen Entfernung von €
gleich der Entfernung 4B ist. Durch Parallelen aus 4 und
B erhilt man dann das verlangte Quadrat. Da der Punkt E
beiderseits von C liegen kann, so erhilt man fiir jeden als
Eckpunkt des Hilfsquadrates gewidhlten Punkt zwei Quadrate.

218. Um ein (ordindres) Viereck ein Rechteck zu legen, dessen
Seiten ein gegebenes Verhditnis haben,

279. das einen gegebenen Inhalt hat,

280. das einen gegebenen Umfang hat,

281. dessen Seiten eine gegebene Differenz haben.

Die Losungen dieser vier Aufgaben werden auf die Lo6-
sungen der entsprechenden Aufgaben 213 bis 216 reduziert,
indem man zundchst ein den gesteliten Bedingungen ent-
sprechendes Rechteck konstruiert, dessen eine KEcke in einem
der vier Punkte liegt, dessen Gegenseiten durch einen zweiten
dieser Punkte und einen dritten gehen, welcher der Endpunkt
einer durch die gewihlte Ecke zur Verbindung der beiden
ibrigen Punkte parallel und gleich gezogenen Geraden ist.
Durch Parallelen durch die zwei letzten der vier Punkte wird
dann das gesuchte Rechteck erhalten.

282. Ein Quadrat zu konstruieren, dessen Seiten durch vier
(nicht in einer Geraden liegende) Punkte gehen, oder um ein
(ordindres) Viereck ein Quadrat zu beschretben.

L6sung entweder nach A. 278, oder man stiitzt sich auf
die Thatsache, dafs jedes Rechteck, welches mit seinen Seiten
durch die Endpunkte zweier zu einander senkrechten und
gleichen Geraden geht, ein Quadrat ist.

283. Um ein gegebenes Viereck ein anderes zu beschreiben,
welches einem dritten dhnlich ist.
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Losung. Liegen die Ecken 4, B, C und D des gegebenen
Vierecks in den Seiten £F, FG, GH und HE des gesuchten,
8o ist durch die bekannten Winkel £, F, ¢ und A {tber den
Seiten 4B, BC, CD und DA je ein Kreis als Ort fir die un-
bekannten Ecken F, G, H und E gegeben. Schneidet nun der
betreffende Kreis iiber BC die Diagonale GE in J, und der
iber DA diese Diagonale in X, so lassen sich diese Durch-
schnittspunkte aus der Gleichheit der Winkel € DJ und CGJ,
sowie der Winkel 2 CJ und DG J, andererseits der entsprechende
Winkel im andern Kreise bestimmen. Die Verbindungslinie
von J und K giebt aber in den Ortern die Punkte ¢ und E.

284 bis 287. Um ein Quadrat ein anderes zu legen, so dafs
die Seuten des letztern in den Ecken des gegebenen entweder
nach einem gegebenen Verhdltnis oder so geteilt werden, dafs die
Summe oder Differenz der Stiicke, oder die Quadratdifferenz oder
das Rechteck derselben gegeben sei.

Losung. Da fiir zwei Nachbarecken des gesuchten Qua-
drates je ein Halbkreis gegeben ist, so reduziert sich die Ldsung
auf A. 40 oder 45 oder 109 oder 105.

288. Durch einen Punkt P auf der Mittelsenkrechten einer
Geraden AB eine Gerade so zu legen, dafs die AB die mittlere
Proportionale wird zu den Abschnitten, welche die Gerade auf
den in A und B zu AB errichteten Loten bildet.

Losung. Die Mittelsenkrechte CP ist die halbe Summe
der Abschnitte, als deren mittlere Proportionale die Linie 4 B
gegeben ist. Daher sind die Abschnitte einzeln konstruierbar
und zwar mit Hilfe eines rechtwinkligen Dreiecks, in welchem
die Hypotenuse gleich der halben Summe, und die eine Ka-
thete die mittlere Proportionale ist. Die andere Kathete wird
dann gleich der halben Differenz der Abschnitte.

289. Einen Rhombus, dessen Winkel gegeben sind, zu kon-
struieren, so dafs seine Seilen durch vier in einer Geraden liegende
Punkte gehen.

Lo6sung ist in dhnlicher Weise, wie bei A. 277 geschehen,
der Losung von A. 276 nachzubilden.

290. Dieselbe Aufgabe mit der }inderung, dafs von dem
Rhombus das Verhdlinis der Diagonalen gegeben ist.
Zur Losung vergleiche A. 275.
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291 bis 297. Ein Rechteck zu konstruieren, dessen Seiten
durch vier in einer Geraden liegende Puukte gehen, wenn

201. eine Seite desselben,

292. die Diagonale desselben,

293. das Verhdlinis seiner Seiten,

294. die Differenz seiner Seiten,

295. die Quadratdifferenz seiner Seiten,

296. der Umfang desselben,

297. der Inhalt desselben gegeben sind.

Die Losung dieser sieben Aufgaben li(st sich in @hnlicher
Weise wie im A. 277 auf die entsprechende Aufgabe 213 bis
216 reduzieren, und aus dem hierdurch erhaltenen Rechteck
mittelst zweier Parallelen leicht das gesuchte Rechteck ableiten.

298. Zu drei gegebenen harmonischen Strahlen den vierten
zu konstruieren,

Losung. Harmonische Strahlen teilen jede sie schneidende
Gerade harmonisch. Man lege daher durch die drei Strahlen
eine beliebige Gerade, bestimme zu einem der drei Durch-
schnittspunkte den konjugierten harmonischen vierten und ver-
binde diesen mit dem Scheitel.

Zusatz. Sind die gegebenen Strahlen einander parallel,
so wird auch der gesuchte vierte zu diesen parallel sein. —
Sind zwei von den gegebenen Strahlen zu einander senkrecht,
so findet man den vierten Strahl fiir den Fall, dafs diese zwei
konjugierte Strahlen werden sollen, einfacher dadurch, dafs
man an einen von ihnen nach entgegengesetzter Seite im
Scheitel einen Winkel anlegt, gleich dem Winkel, den der
dritte Strahl mit diesem macht.

299. Den Scheitel eines harmonischen Strahlenbischels zu
finden, wenn ein Strahl seiner Lage nach und von jedem andern
je ein Punkt gegeben ist,

Losung. Ist MN der gegebene Strahl und 4, B, € Punkte
der drei iibrigen Strahlen, so verbinde man zwei dieser Punkte,
welche Verbindungslinie den gegebenen Strahl in D schneiden
moge. Zu diesem und einem der verbundenen Punkte bestimme
man irgend einen konjugierten vierten harmonischen Punkt
und verbinde diesen mit dem gegebenen dritten Punkt, dann
ist der Durchschnittspunkt mit dem gegebenen Strahl der ge-
suchte Scheitel.
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300. Zu einem gegebenen Punkte die drei zugehorigen har-
monischen Punkte zu konstruieren, wenn drei Gerade gegeben
sind, in welchen sie liegen.

Losung. Die drei gegebenen Geraden mogen sich (was
ja im allgemeinen der Fall ist) in den drei Punkten M, N und
P durchschneiden. Verbindet man dann den gegebenen einen
Punkt 4 mit zweien jener Durchschnittspunkte, etwa mit M
und N, so erhilt man dadurch auf der jedesmal dritten Ge-
raden einen Durchschnittspunkt, hier ¢ und D auf NP und
M P. Die Verbindungslinie dieser so gewonnenen Durchschnitts-
punkte giebt auf einer der Geraden den gesuchten einen Punkt,
hier 4° auf M N; verbindet man diesen mit dem gegebenen
Punkte, so erhilt man auf ¥ P den Punkt B, und auf NP den
Punkt B’.

Zusatz. Schneiden die gegebenen Geraden einander in
zwei Punkten, d. h. sind zwei von ihnen parallel, so ist die
Konstruktion entsprechend zu modifizieren.

301. In die Linie AB eine Strecke CC’' = m so einzulegen,
dafs B zwischen C und C’ liegt, und AB in C und C’ harmo-
nisch geteilt wird.

Losung. Ist O die Mitte von 4B und 0C = x, so ist
OB* = } a® = x (x 4+ m), woraus x entweder nach A. 17, Zus.
oder nach folgender, an die sectio aurea erinnernden, Kon-
struktion gefunden wird. Man mache BM | 4B und gleich
4 m, beschreibe mit B um M einen Kreis, dann ist, wenn
ODME gezogen, O0C = 0D = x.

Zusatz. Ist m = a, so ist « das grofsere Stiick der
nach der sectio aurea geteilten halben Strecke a.

302. Die Strecke AB in C und C’ harmonisch zu tetlen, so
dafs AC = BC’' wird.

Ldosung. Wenn B zwischen € und C’ fallen soll, und
man bezeichnet 4C mit x, 4B mit a, so folgt aus der Pro-
portion: a —x:x =x:x -+ a fir x der Wert x = {a /2,
d. h. es ist die halbe Diagonale des Quadrates iiber a; wenn
aber € und €’ beide zwischen 4 und B liegen sollen, so er-
giebt sich aus der Proportion a — 2z : 2 = x : a fir x der

Wert £ = — a 4 a/2, d. h. es ist der Uberschufs der Diago-
nale diber die Seite obigen Quadrates.
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303. Mit gegebenem Radius einen Kreis zu konstruieren, der
durch etnen gegebenen Punkt geht und eine Gerade harmonisch teilt.

Losung. Ein Kreis, dessen Diameter 4B ist, schneidet
jeden Kreis durch € und €', in welchen 4B harmonisch ge-
teilt wird, rechtwinklig. Daher ist, weil der Radius des ge-
suchten Kreises gegeben ist, das rechtwinklige Dreieck gegeben,
dessen Katheten 4 4B und der gegebene Radius sind. Die
Hypotenuse dieses Dreiecks ist aber die Entfernung des un-
bekannten Mittelpunktes von der Mitte von 4B. Durch den
gegebenen Punkt und den gegebenen Radius hat man fiir den
unbekannten Mittelpunkt einen zweiten Ort.

304. Mit gegebenem Radius einen Kreis zu beschreiben, der
zwer gegebene Strecken harmonisch teilt.

Losung. Man kann (vergl. vorige Losung) die Ent-
fernung des gesuchten Mittelpunktes von der Mitte jeder der
beiden Strecken bestimmen,

300. Einen Kreis zu konstruieren, der drei gegebene Strecken
harmonisch teilt.

Losung. Die Aufgabe ist identisch mit A. 239.

306. Auf einem Durchmesser zwei konjugierte Pole zu be-
stimmen, dafs thre Entfernungen vom Mittelpunkte ein gegebenes
Verhdlinis haben.

L6sung nach A. 86, da auch die mittlere Proportionale
dieser Entfernungen gegeben ist.

307. Die Entfernung des dufseren Poles vom Mittelpunkte
soll durch den innern nach der sectio aurea geteill werden.
Losung ebenfalls nach A. 86.

308. Zu zwei Punkten als konjugierten Polen einen Kreis zu

beschreiben, dafs die Tangente aus dem dufsern Pole dem Radius
gleich werde.

L6osung. Sind # und N die gegebenen Pole und X der
Mittelpunkt des gesuchten Kreises, so ist, wenn der Radius
XC heifst: XC*= XM.XN. Ist die Tangente aus & die
Linie NC, 80 ist NC?= NM.NX, also muls XM = MN
sein. Dadurch ist der Mittelpunkt gefunden. Der Radius ist
die Verbindungslinie von X mit dem Durchschnitt des in M

errichteten Lotes mit dem tiber ¥.X als Diameter beschriebenen
Halbkreise.
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309. Die Tangente soll gleich dem Durchmesser des Kreises
werden,

Losung. Es findet sich, dafs XM = 1 M N sein muls.
310. Die Tangente soll eine gegebene Ldnge haben.

Losung. Es ist ein rechtwinkliges Dreieck MCN ge-
geben, worin NC die gegebene Linge der Tangente ist. Man
findet hieraus leicht X # und den Radius XC.

311. Die Tangente soll gleich X M werden.
Losung mit Hilfe der sectio aurea.

312. Der gesuchte Kreis soll X N halbieren.
Losung. Man findet X¥ = § MN.

313. Die Entfernung XN soll durch den gesuchten Kreis
nach dem Verhdltnis m : n geteill werden.

Losung. Bei gleicher Bezeichnung, wie vorhin, ist
XC?'= XD?'= XM.XN. Danun XD: XV=m:n, so ist

m XQ'—= XM.XN oder X¥ =" XN,
n n

woraus XM : MN = m?: m* — n?, was konstruiert werden kann.

314. Die Entfernung der gegebenen Punkte soll durch den
gesuchten Kreis nach der seclio aurea geteill werden.

L6sung. Die Endpunkte des auf der Verbindungslinie der
gegebenen Punkte liegenden Diameters, von denen der zwischen
M und N liegende Punkt P konstruiert werden kann, sind zu
diesen Puukten die konjugierten harmonischen Punkte. Ist
der andere Endpunkt daher X, so mufs sein

XM: MP= XN: NP oder
XM: XN= MP: NP,

d. h. die unbekannte Linie XN ist im Punkte M, wie M N in
P, nach dem goldenen Schnitt geteilt. Zur Bestimmung von
X ist also NM itber M bis X so zu verlingern, dals die Ver-
lingerung M X mittlere Proportionale werde zwischen der
ganzen entstechenden Linie N.X und M N.

315. A, B und C sind drei der Reihe nach auf einer Ge-
raden liegende Punkte. Um C als Mittelpunkt einen Kreis zu
beschreiben, der A B harmonisch teilt.

Losung. Schneidet der gesuchte Kreis die 4B in ¥V

und auf der Verlingerung in X, so ergiebt sich leicht, dals
BrooxMANN, Konstruktionsaufgaben. b
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C X gleich einer von C an einen Kreis durch 4 und B gezogenen
Tangente sein mufs.

316. Zu vier Punkten auf einer Geraden zwei Punkte zu
bestimmen, wodurch sowohl die Entfernung der beiden ersten als
auch der letzten harmonisch geteilt wird.

L6osung. Sind X und ¥ diese beiden Punkte, von denen
der erstere zwischen 4 und B, der andere zwischen € und D
liegen moge, und man beschreibt durch 4 und B, und durch
C und D je einen beliebigen Kreis, so werden beide von dem
Kreise, dessen Diameter XY ist, rechtwinklig geschnitten.
Der Mittelpunkt dieses letztern Kreises wird aber durch die
gegebene Gerade und die Potenzlinie der beiden durch A4
und B, sowie durch € und D konstruierten Kreise bestimmt;
als Radius ergiebt sich die aus dem gefundenen Mittelpunkte
an einen der Kreise gezogene Tangente.

317. Einen Kreis zu konstruieren, von welchem ein Pol, die
zugehorige Polare und der Radius gegeben sind.

Lésung. Ist M der gegebene Pol und das Lot in N auf
MN die gegebene Polare, so ist ein Ort fiir den gesuchten
Mittelpunkt X die Gerade MN. Der gesuchte Kreis schneidet
aber den Kreis, dessen Diameter M N ist, rechtwinklig. Ist
nun B ein Durchschnitt und 4 die Mitte von #N, so ergiebt
das rechtwinklige Dreieck X B4, dessen Katheten gegeben
sind, die Grofse 4.X, wodurch der Mittelpunkt X bestimmt ist.

318. Statt des Radius sei eine Tangenle des gesuchien
Kreises der Lage nach gegeben.

Losung. Es ist ein Kreis zu konstruieren, der einen
gegebenen Kreis rechtwinklig schneidet, eine gegebene Gerade
beriihrt und fiir dessen Mittelpunkt eine Gerade als Ort gegeben
ist, welcher Mittelpunkt selbst anf folgende Weise bestimmt
wird. Schneidet der gesuchte Kreis um X die N in ¥ und
beriihrt die gegebene Tangente in U, so ist X¥ = XU. Da
nun X¥?2= XM . XN sein mufs, so auch XU? = X ¥ . XN;
d. h. zu einem durch # und ¥ beschriebenen Kreise muls XU
Tangente sein. Das erreicht man, wenn man in der Mitte C
von MN zu MN das Lot errichtet, das die gegebene Gerade
in O schueiden mdége. Dann ist QU == OM = ON. Das Lot
in U auf der Geraden bestimmt den Mittelpunkt X. XU ist
‘Radius.
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319. Von zwei Kreisen ist die Potenzlinie, der eine Kreis
und der Radius des andern gegeben; diesen zu konstruieren.

Losung. Ein Ort fiir den gesuchten Mittelpunkt ist die
auf die Potenzlinie vom Mittelpunkte des gegebenen Kreises
aus gezogene Senkrechte. Fiir einen beliebigen Punkt der
Potenzlinie erbélt man ferner seine Entfernung vom gesuchten
Mittelpunkte als die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks,
dessen eine Kathete der gegebene Radius, und dessen andere
Kathete gleich der aus diesem Punkte an den gegebenen Kreis
gezogenen Tangente ist.

320. Statt des Radius soll von dem einen Kreise die Lage
des Mittelpunkies gegeben sein.

Losung. Der uubekannte Radius ergiebt sich durch das-
selbe rechtwinklige Dreieck, von welchem jetzt statt der einen
Kathete die Hypotenuse bekannt ist.

321. Einen Kreis zu konstruieren, von welchem ein Punkt
der Peripherie, ein Pol und die zugehorige Polare gegeben sind.

Losung. Jede durch den Pol gelegte Sehne des gesuchten
Kreises wird in diesem Punkte und von der zugehorigen Polare
harmonisch geteilt. Man hat daher fiir die durch # und den
gegebenen Punkt P gelegte Sehne, welche den Kreis noch in
R und die Polare in  schneidet, MP: QP = RM : RQ. Dar-
aus ist Punkt R und also die Sehne PR zu bestimmen. Das
Weitere ist einfach.

322. Einen Kreis zu konstruieren, von welchem ein Pol und
die zugehorige Polare gegeben sind, und welcher einen gegebenen
Kreis berihren soll.

Losung. Ist M der gegebene Pol und N der Fuflspunkt
der Polare, und schneidet der gesuchte Kreis um X die M N
in ¥, und beriihrt den Kreis um 0 in Z, so 18t X 72 == X 22
o= XM.XN. Daher schneidet ein Kreis durch #, ¥ und Z
den Kreis iber M N als Durchmesser unterm Durchmesser, den
Kreis um O aber rechtwinklig, da X, Z und O in einer Geraden
liegen. Ein Ort fiir den Mittelpunkt dieses Kreises ist daher
(cf. Ort 6 hinter A, 228) der dritte Potenzort der Kreise {iber
MN und um O; da aber der andere die Mittelsenkrechte auf
M N ist, so lilst sich dieser Mittelpunkt bestimmen. Der Durch-
schnitt dieses Kreises mit Kreis O, oder eine Tangente aus

diesem Mittelpunkte an den Kreis um O giebt aber den Be-
5*
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rithrungspunkt Z, und die verlingerte 0Z giebt in M N den
gesuchten Mittelpunkt X; der gesuchte Radius ist XZ.

323. Zwischen zwei Kreise parallel zu threr Centrale eine
Gerade von gegebener Groifse zu legen.

Losung. Liegt X auf dem Kreise um #, ¥ auf dem
um M, so ziehe man ¥C | XM, wodurch man den Punkt C
in der Centrale, und, da C¥ = M X ist, einen Ort fiir } findet.

324. Durch einen Kreis eine zu einer Geraden senkrechte
Sekante so zu ziehen, dafs die entstehende Sehne und das dufsere
Stiick bis an die Gerade gleich werden.

Losung. Steht die Sekante X¥Z | AB,so dals X¥ =Y Z
ist, und man zieht den zu ¥ gehorigen Diameter Y ¥ T, welcher
die 4B in U schneiden moge, so ist YU = ¥V T. Zieht man
nun die Tangente UV, so ergiebt sich leicht UM = 3r.

325. Auf dem Diameter eines Kreises einen Punkt zu be-
stimmen, so dafs die Tangenle aus thm gleich seiner Entfernung
von einer gegebenen Geraden werde.

Losung. Die Aufgabe ist identisch mit A. 318.

326 und 327. Einen Kreis zu beschreiben, dessen Miltel-
punkt auf einer gegebenen Geraden liegt, der eine andere Gerade
beriuhrt und einen gegebenen Kreis rechtwinklig oder unter einem
Durchmesser schneidet.

Losung. Die Aufgaben sind identisch mit A. 260 und
261, da sich in beiden Fillen eine zweite Beriihrende bestimmen
lifst. Sind aber die beiden Geraden parallel, so ist der Radius
des gesuchten Kreises bekannt, wodurch die Losung in #hn-
licher Weise erhalten wird, wie von A. 317. Ist aber der
gegebene Ort fiir den Mittelpunkt ein Diameter des gegebenen
Kreises, so ist die Aufgabe identisch mit A. 318.

328 und 329. Einen Kreis zu konstruieren, dessen Milttel-
punkt auf einer gegebenen Geraden liegt, der einen Kreis berihrt und
einen andern unter einem Durchmesser oder rechtwinklig schneidet.

Losung. Diese Aufgaben sind identisch mit A. 264 und
265, da sich in beiden Fillen in bezug auf den gegebenen
Ort fir den gesuchten Mittelpunkt der Gegenkreis zu dem
gegebenen Kreise konstruieren lilst, der von dem gesuchten
in gleicher Weise geschnitten wird. Fiir den Fall, dafs der
gegebene Ort Diameter des zu schneidenden Kreises ist, ergiebt
sich die Losung in ganz shnlicher Weise wie bei A. 322,
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330. Einen Kreis zu konstruieren, der zwei andere beriihrt,
wenn dessen Millelpunkt auf einer gegebenen Geraden liegen soll.

Losung wird durch einen zum gesuchten konzentrischen
Kreis durch den Mittelpunkt eines der Kreise auf eine Auf-
gabe des Berithrungsproblems reduziert.

331. Einen Kreis zu konstruieren, der zwei andere so be-
rihrt, dafs die Beruhrungssehne eine gegebene Ldnge s erhalte.

Losung. Werden die beiden Kreise, von denen der um
M grofser sein moge, als der um M,, in den Punkten X und
Y berithrt, so trifft die Verbindungslinie XV die Centrale
MM, in einem Ahnlichkeitspunkte 4. Zieht man nun von
A die gemeinschaftliche Tangente 4 BC, so ist

AV . (AY +s)= AB . AC,
wodurch 4 in einfacher Weise zu bestimmen ist.

Anmerkung 1. Werden die beiden Kreise gleichartig

beriihrt, so ist 4 der #ulsere, sonst der innere Ahnlichkeits-
punkt.

Anmerkung 2. Sind die gegebenen Kreise gleich, so
ist die Beriihrungssehne der Centrale parallel, und der Radius
des gesuchten Kreises lifst sich in einfachster Weise durch
eine Proportion bestimmen; ein Ort fiir den Mittelpankt ist
aber die Mittelsenkrechte zur Centrale. Auch kann man mit
Hilfe von Loten aus den Beriihrungspunkten auf die Centrale
diese Berithrungspunkte unmittelbar bestimmen.

332. Durch einen Punkt auf der Halbierungslinie eines
Winkels zwischen die Schenkel desselben eine Gerade von ge-
gebener Grofse zu legen.

Lésung. Ist durch P auf der Halbierungslinie des Winkels

O die Gerade X PX' = a gelegt, und man beschreibt den in-
neren Beriihrungskreis des Dreiecks 0 X X’, sowie den zu X X’
gehorigen &ufseren Bertihrungskreis, so liegen die Mittelpunkte
O’ und 0" dieser Kreise auf der Halbierungslinie OP. Be-
riilhren nun diese Kreise den einen Schenkel des Winkels in
Y und ¥’ und man zieht P4 senkrecht zu diesem Schenkel,
so sind O, 4, ¥ und ¥’ harmonische Punkte. Denn es ist

OY: Y A=00:r und

OF': V4= 00":r,,
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Nun ist ferner 00°:r, = 00" : r,,, also
OY: YA =0Y':Y'4A, d. h. 0, 4, ¥ und ¥’ liegen
harmonisch. »

Da nun Y7’ = X X == a bekannt, so ist zur Bestimmung
der Berithrungspunkte auf die bekannte Strecke 04 nur A. 301
anzawenden. Die an die hierdurch erhaltenen Beriihrungs-
kreise um O’ und 0” gezogene gemeinschafiliche Tangente ist
die gesuchte X X".

Andere Losung. Beschreibt man um O0XX’ den Kreis,
welcher die verlingerte OP in D schneiden mdge, zieht DX’
und noch DE | XX und PF 1 OX',s0ist A EDX ~ POF,
also DX :fa=O0P:0F, wodurch DX’ gegeben. Ferner
lifst sich aus der Gleichung OP. PD = }a® auch PD be-
stimmen, also auch Punkt 0, und mittelst des gefundenen D X’
auch der Punkt X’.

Zusatz. Liegt der gegebene Punkt auf der Halbierungs-
linie des Nebenwinkels, und man konstruiert an das Dreieck
OXX’ die zu den Seiten 0 X und 0 X’ gehdrigen @ulseren Be-
rithrungskreise und aufserdem das Lot PA auf den einen
Schenkel, welcher diese Kreise in ¥’ und ¥ beriihrt, so lafst
sich wiederum leicht nachweisen, dals die Punkte 4, O und ¥
und ¥’ harmonische Punkte sind. Da nun PP’ gleich XX’
ist, indem die Differenz zweier aus einem Punkte der Ver-
lingerung der gemeiunschaftlichen inneren Tangente zweier
Kreise an diese gezogenen Tangenten der inneren Tangente
gleich ist (was sehr einfach zu beweisen), so ist ¥ V' = a,
und man erhilt die weitere Konstruktion ganz dhnlich, wie vorhin.

Anmerkung 1. Soll die Gerade ¢ durch einen Punkt
gelegt werden, der nicht auf der Halbierungslinie des Winkels
der gegebenen Geraden oder ihres Nebenwinkels liegt, so ist
Losung wit den Hilfsmitteln der Planimetrie nicht mdaglich.

Anmerkung 2. Die Identitdit obiger Aufgaben mit
A. 22 in des Verfassers , Materialien® ist leicht erkenntlich.
Man wolle dieselbe dort nachsehen.

333. Einen Kreis zu konstruieren, welcher drei andere
Kreise berihrt®).

*) Obwohl die Ldsung des Apollonischen Taktionsproblems als be-
kannt vorausgesetzt wird!, so mag doch die Lésung des Hauptproblems
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Losung. Es mdgen zunichst einige Begriffe und Lehr-
sitze, welche zum vollen Verstindnis der Losung unerlafslich
sind, hier aufgestellt werden, da dieselben sich nicht in allen
Lehrbiichern finden diirften.

1) Ahnlichkeitsstrahl zweier Kreise heilst jede Gerade,
welche von einem Ahnlichkeitspunkte aus durch diese Kreise
gelegt ist. Geht derselbe durch den dufseren oder inneren
Ahnlichkeitspunkt, so heilst derselbe dufserer oder innerer
Ahnlichkeitsstrahl.

2) Die Verbindungslinie der drei ulseren Ahnlichkeits-
punkte dreier Kreise, ebenso die Verbindungslinie zweier
inneren mit dem dritten &ulsern (nach dem Satze von Monge
liegen nimlich die drei #ulseren Ahnlichkeitspunkte dreier
Kreise und ebenso je zwei innere mit dem dritten @uflseren in
einer Geraden) sind die Adhnlichkeitsaxen, jene die eine dufsere,
diese die drei inneren der drei Kreise.

3) Lehrsatz. Berithrt jeder von zwei Kreisen zwei an-
dere beide von aufsen oder von innen (oder umschliefsend), so
liegt der &ufsere Anlichkeitspunkt der beiden letzten Kreise
auf der Potenzlinie der beiden ersten.

Beweis. Berithren die Kreise um & und X’ die Kreise € und
¢’ aufserlich in 4 und 4’, sowie in B und B’, so ist der Durch-
schnitt P der Verbindung der Beriihrungspunkte 4 und A4’
einerseits, und B und B’ andererseits der dulsere Ahnlichkeits-
punkt der Kreise ¢ und €’. Da nun aber 4 und A4°, ebenso
B und B’ potenzhaltende Punkte sind, also P4.PA’= PB.PB’
ist, so ist auch P ein Punkt der Potenzlinie der Kreise A und
k’'. — Fir den Fall einer inneren Berilhrung ist der Beweis
ebenso einfach.

Zusatz. Findet eine ungleichartige Berithrung der Kreise
C und C’ durch die Kreise & und X’ statt, so liegt der innere
Ahnlichkeitspunkt der Kreise ¢ und €’ auf der Potenzlinie der
beiden andern. — Beweis einfach.

4) Lehrsatz. Berlihrt ein Kreis zwei andere, so liegen
die Berithrungspunkte mit dem zum ersten Kreise gehorigen
Pole der Chordale der beiden aunderen in einer Geraden.

dieser Aufgabengruppe nach Steiner hier eine Stelie finden, um die
Fruchtbarkeit der Sitze dber Ahnlichkeitspunkt, Ahnlichkeitsaxe, Pol

und Polare darzuthun.
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Beweis. Wenn der Kreis C die Kreise  und ¥ in 4
und B berithrt, und man zieht in 4 und B Tangenten an M
und N, so schneiden sich diese in O, welcher Punkt auf der
Chordale von den Kreisen # und N liegt. Nun ist aber am
Kreise C die 4B Polare des Punktes O, und da sich alle Po-
laren der Punkte einer Geraden in dem Pole dieser (Geraden
schneiden, so muls dieser auf der 4B liegen.

Die Verbindung dieser Lehrsdtze und Begriffe diirfte die
nun folgende

Losung von Steiner verstindlich und durchsichtig
machen.

Man bestimme das Potenzcentrum der drei gegebenen
Kreise, die vier Ahnlichkeitsaxen und fiir jeden Kreis den zu
diesen Axen gehorigen Pol, deren man im ganzen zwolf er-
hilt. Dann geben die Verbindungslinien des Potenzcentrums
mit diesen zwolf Polen durch ihre Durchschnitte mit den drei
Kreisen die vierundzwanzig Berithrungspunkte der im allge-
meinen moglichen acht Beriihrungskreise. Die Mittelpunkte
dieser ergeben sich als Durchschnitte der zu diesen Beriihrungs-
punkten gezogenen Radien der drei Kreise,

II. Dreieckskonstruktionsaufgaben.

Vorbemerkung. Die folgenden Dreieckskonstruktionen sind
insofern einfacher Art, als sich ihre Lésung auf Grund des gebriuch-
lichen Systems der Planimetrie bewirken lafst, indem sich die Ecken
des gesuchten Dreiecks durch Orter bestimmen lassen, die sich unmittel-
bar aus den Bedingungen der Aufgabe ergeben. Wo dennoch in ver-
einzelten Fillen die Vermittlung dieser Ortsbestimmung die Kenntnis
von planimetrischen Thatsachen erfordert, welche wir nicht glaubten
voraussetzen zu dirfen, haben wir diese an betreffender Stelle beige-
figt. Ferner sei bemerkt, dafs die Aufgaben nicht fiir sich, sondern mit
den vorhergehenden fortlaufend numeriert sind.

334. Ein Dreieck zu konstruieren aus einem Winkel und
der zugehorigen Hohe und Mittellinie. (Aus A, hg, mg,.)

Lo6sung. Durch die Hohe 40 (k) und die Mittellinie

AE (m,) ist das Dreieck 4DE gegeben, zugleich ist die Seite
DE ein Ort fir jede der beiden Ecken B und €. Da nun,
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wenn man AE iiber £ hinaus um sich selbst bis F verlingert,
ABFC ein Parallelogramm wird, weil sich in diesem Viereck
die Diagonalen halbieren, so erhilt man fiir eine Ecke B oder
C den zweiten Ort in einem Kreisbogen tiber 4F fiir den
Peripheriewinkel 2R — 4.

33D. Ein Dreieck zu konstruieren aus einer Mittellinie, der
zugehorigen winkelhalbierenden Transversale und der Differenz
der nicht zugehorigen Winkel. (Aus m,, w,, B — C.)

Losung. Da der Winkel zwischen einer Hohe und einem
Winkelhalbierer, welche von derselben Ecke auslaufen, dem
halben Unterschiede der beiden andern Winkel gleich ist, so
ist A\ AFD, in welchem 4 F eine Hohe und 40 e¢in Winkel-
halbierer ist, gegeben, also auch £, der Fufspunkt der zuge-
horigen Mittellinie. Nun ist das Lot in £ auf FE ein Ort
fir den Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises, ebenso ist
AK, welche mit 40 denselben Winkel bildet wie 4F, ein
Ort fiir denselben. Derselbe ist also bestimmbar, desgleichen
der ganze Kreis, da sich auch der Radius desselben ergiebt,
durch diesen aber die Punkte B und C.

In den folgenden Aufgaben wird die Konstruktion eines
Dreiecks verlangt, von welchem bestimmte Punkte der Lage
nach gegeben sind. Dabei bezeichnen 4, B, C die Ecken des
Dreiecks, & und O die Mittelpunkte des um- und des einge-
geschriebenen Kreises, » und ¢ deren Radien, X den Hohen-
durchschnitt, H,, H,, H, die Fulspunkte der Hohen in den
Seiten a, b, c¢; in entsprechender Weise bezeichnen M,, My, M.
und W,, Wy, W, die Fulspunkte der Mittellinien und der
winkelhalbierenden Transversalen.

336. Gegeben die Fufspunkte zweier Hohen, der dritte
Winkel (H,, H,, 9 A) und die Richtung der dritten Seite.

Losung. -Der die Richtung der dritten Seite angebende
Winkel @ zwischen BC und H,H, ist gleich <c B — X C.
Nun ist durch 9C 4 auch 3 (B 4 C) gegeben, weshalb man
diese einzeln konstruieren kann. Es ist aber 3¢ 4 H,H, = B
und 4 H.H, = C. Daher ist das Dreieck 4 4, H, zu konstruieren
und man erhilt dann die Punkte B und € durch Lote in A,
und H, auf 4H, und 44H,.

337. Gegeben die Fufspunkte zweier Hohen wund einer zu-
gehorigen Mittellinie (H,, H,, M,).
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Losung. Es ist M,H, = M,B = M,C, wodurch B und
C gegeben. A wird durch das Lot in H, und die Gerade CAH,
bestimmt.

338. - Gegeben eine Ecke und die Fufspunkte einer Mittel-
linie und eines Winkelhalbierers in der Gegenseite (A, Mg, W,).

L6osung. Lote in M, zu M,#, und in 4 zu 4 W, be-
stimmen durch ihren Durchschnittspunkt einen Endpunkt eines
Diameters des umgeschriebenen Kreises, welcher durch M, geht,
Derselbe ist ein Ort fiir X. Nun ist auch ¢ #, 4 W, gegeben,
wodurch zugleich, da KAW, = H, AW, ist, ein zweiter Ort
filr X. Da nun 4K der Radius des umgeschriebenen Kreises
ist, so ist der Kreis selbst konstruierbar und bestimmt die
Punkte B und C in der M, W,.

339. Gegeben die Fufspunkte zweier Mittellinien und der
dritten Hohe (M., M,, H.).

Losung. Schneidet die Hohe C #, die Verbindungslinie
M,M, in D, so 18t H,D = DC, also C gegeben. Die Parallele
durch H, zu M, M, bestimmt die Punkte 4 und B.

340. Gegeben die Fufspunkte zweier Mittellinien und einer
zugehorigen Hohe (M, , M,, H,).

Losung. Das Lot in 4, auf Seite #, M, des unmittelbar
gegebenen Dreiecks A, M, M, ist ein Ort fiir 4. Zieht man
MDD\ H.M,, so ist H;D = DC, also ist C bestimmt. Ferner
bestimmt CM, im Durchschnitt mit dem Lote in 4, die Ecke
A, endlich M,B = M,C die Ecke B.

341. Gegeben die Fufspunkte der drei Mittellinien (M,,
My, M,).

Losung durch Parallelen durch jeden der Fufspunkte zu
der Verbindungslinie der beiden andern.

342. Gegeben die Fufspunkte zweier Hohen und einer zu-
gehorigen winkelhalbierenden Transversale (H,, Hy, W)

Losung. Unmittelbar ist- A H,H, W, gegeben. Wie sich
leicht ergiebt, ist 9¢ H,H, W, = <C 4. Daher Punkt 4 durch
einen Kreisbogen tiber #,H, und das Lot in #, zu bestimmen.
Der < W,AH, (= <C W,AB) bestimmt B, die Verlingerung
von A H, aber C.

343. Gegeben die Fufspunkte der drei Hohen (H,, H,, H.).
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L6sung leicht, wenn man berticksichtigt, dals im Dreieck
H, H, H, die Winkel H,, H, und H, durch die Hohen des Dreiecks
A BC halbiert werden.

Zusatz. Aufser A\ ABC geniigen der Forderung auch
noch die Dreiecke 4 B0, BCO und CAO.

344. Gegeben eine Ecke des Dreiecks, die Fufspunkte der
zugehorigen Mitiellinie und einer nicht zugehdrigen Hohe (A,
M., H,).

Losung. A AM, H, ist unmittelbar gegeben ; desgleichen
ein Ort fiir B in dem Lote in H, auf 4H,. Zieht man nun
M,D| AH,, wobei D im Lote in A, liegt, und macht
DB = HyD, so hat man nur noch BM, zu ziehen und bis in
AH, zu verldngern.

345. Gegeben eine Ecke und die Fufspunkte zweier Mitlel-
linien , von denen eine dieser Ecke gegenuber liegt (A, M,, M,).

Losung. A AM, M, ist gegeben, ferner 4B | M, M, und
gleich 2M,M,. C kann dann leicht bestimmt werden.

346. Gegeben eine Ecke und die Fufspunkte der beiden dieser
Ecke gegeniber liegenden Hohen (A, H,, H,).

Losung. A AH,H, ist gegeben. Die Lote in H, und H,
bestimmen die Ecken B und C.

347. Gegyeben eine Ecke, der Fufspunkt der zugehorigen
Hohe und der Fufspunkt einer andern Hohe (A, H,, H.).

Lésung. A AH,H, gegeben. Durch das Lot in H, auf
AH, erhdlt man B, und durch das Lot in H. auf 4AH, den
Punkt C.

348. Gegeben eine Ecke, der Fufspunkt des zugehorigen
Winkelhalbierers und der Fufspunkt einer nicht zugehorigen Hohe
(4, Wq, H).

Losung. A AW, H, ist gegeben. Da nun

X Hy AW,y = X W, AB
ist, so ist B leicht durch das Lot in A, auf 4H, zu bestimmen,
da die Richtung von 4B durch die Gleichheit obiger Winkel
bekannt ist. B W, giebt dann endlich verlingert den Punkt C.

349. Gegeben eine Ecke und die Fufspunkte der beiden nicht
zugehorigen Winkelhalbierer (A, W,, W,).

Losung. Gegeben ist A 4W,W.. Da nun, wenn O der
Durchschnitt der beiden Winkelhalbierer ist, deren Fuflspunkte
gegeben sind, <C W, OW .= 1R 4 4 A4 ist (denn es ist der
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Nebenwinkel desselben #, 0C = 4 (B + C), so ist fiir O durch
einen Kreisbogen tiber W, W, ein Ort gegeben, ein anderer
ist die Halbierungslinie des Winkels 4. Daher ist 0 bestimmt,
und #,0 und # .0 bestimmen in den Seiten 4# . und AW,
die Punkte B und C.

350. Gegyeben der Hohendurchschnitt und die Fufspunkte
zweier Hohen (H, H,, H.).

Losung. Lote in 4, und H, auf HH, und HH, bestim-
men die Ecke 4; die Verlingerungen von H, H und H, H geben
die Punkte B und C.

351. Gegeben der Durchschnitispunkt der Hohen und die
Fufspunkte je einer Hohe und einer Mitlellinie auf zwei ver-
schiedenen Seiten (H, H,, M,).

Lésung. Durch M, ist zwischen die Schenkel des ge-
gebenen rechten Winkels B H,C eine Gerade zu legen, welche
in M, halbiert wird. Es ist aber M, Hy = M, B = M, C. Ecke
A wird durch das Lot HH, auf BC bestimmt.

352. Gegeben der Mittelpunkt des eingeschriebenen Kreises,
und die Fufspunkte einer HoOhe und eines Winkelhalbierers auf
derselben Scite (0, Hy, W,).

Losung. Durch OH,W, ist der Radius des inneren Be-
rilhrungskreises gegeben, der also konstruiert werden kann.
Ecke A ergiebt sich leicht durch die beiden Orter #,0 und
das Lot in H, auf H,W,. Tangenten aus A4 bestimmen end-
lich B und C.

353. Gegeben der Mittelpunkt des eingeschriebenen Kreises,
eine Ecke und der Fufspunkt der zu dieser Ecke gehorigen Hohe
(0, A4, H,).

Losung. Die Lage von BC und der eingeschriebene
Kreis sind durch das unmittelbar gegebene Dreieck 044,
leicht zu bestimmen, so dafs man auch B und C leicht be-
stimmen kann.

354. Gegeben der Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises,
eine Ecke und der dieser Ecke entsprechende Fufspunkt eines
Winkelhalbierers (K, A, W,).

Losung. Das Lot in 4 auf 4K bestimmt in dem durch
den Radius 44X und den Mittelpunkt A gegebenen umge-
schriebenen Kreise den Endpunkt £ des Diameters EAD. Der
Durchschnitt F eines Halbkreises iiber & W, mit diesem Dia-
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meter ist die Mitte von BC, daher giebt W,F die Ecken B
und C.

30D. Gegeben der Mittelpunkt des eingeschriebenen Kreises,
eine Ecke und der Fufspunkt eines nicht zu der Ecke gehorenden
Winkelhalbierers (0, A, W,).

Losung. A A0W, ist unmittelbar gegeben; dadurch
auch der Radius des eingeschriebenen Kreises, dieser also auch
selbst, da sein Mittelpunkt gegeben ist. Punkt B ist der Durch-
schnitt einer Tangente von 4 und der Linie #, O, C der Durch-
schnitt einer Tangente von B und der Linie 4 W#,.

356. Gegeben eine Ecke, der Durchschnitt der Hohen und
der Fufspunkt der der Ecke entsprechenden Mittellinie (A, H, M,).

Losung. Gegeben A AHM,. Das Lot von ¥, auf 4H
bestimmt die Lage der Seite BC. Nun ist der obere Hohen-
abschnitt 4/ gleich der doppelten Mittelsenkrechten ¥, K. Da-
durch ist aber X und durch den Radius 4 X auch der umge-
schriebene Kreis selbst gegeben, der B und C bestimmt.

Zusatz. Dals der obere Hohenabschnitt 4H gleich der
doppelten Mittelsenkrechten XM, ist, wird folgendermalsen
bewiesen. Verlingert man die Mittelsenkrechte & M, iiber ¥,
hinaus bis £ um sich selbst, zieht CH, und M, M., verlingert
ebenfalls A M, um sich selbst bis Z und verbindet Z mit E,
go ist AN CHA~LKE. Denn es ist zunichst MM, = L LE
und ebenso = } A4C, also £EL = AC. Ferner ist LE| AC,
weil beide parallel zu M, M., ferner KL | CH, weil beide senk-
recht auf 4B, woraus folgt, dals 5 A LE = HCA ist. End-
lich i1st 95T CH A= KAH (N Durchschnitt der Hohe 44, und
KL) = NKE.

307. Gegeben eine Ecke, der Hohendurchschnitt und der
Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises (A4, H, K).

Losung. A AHK ist gegeben, desgleichen die Richtung
von BC. Da ferner K M,= § AH ist (s. vor. Losung), so ist
auch BC der Lage nach gegeben. Der Kreis um A mit £ 4
bestimmt endlich die Ecken B und C.

358. Gegeben eine Ecke und die Mittelpunkte der beiden
zugelorigen Kreise (A, K, 0).

Losung. Durch 4K ist der umgeschriebene Kreis ge-
geben und durch 40 in diesem Kreise der Punkt D, welcher
von B, € und O gleichweit entfernt ist. Die Punkte B und
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C sind also, da DO bekannt, in einfachster Weise zu be-
stimmen.

Zusatz. Die planimetrische Thatsache, dals DO = DB
== DC ist, ergiebt sich so. Esist 3L BOD = } (44 B). Nun
ist aber ST OBD = { B 3L DBC, letzterer aber == {4, welil
mit 4 4 auf demselben Bogen stehend.

359. Gegeben eine Ecke, der Fufspunkt des zugehorigen
Winkelhalbierers und der Hohendurchschnitt (A, W, H).

Lo6sung. Die Seite BC ist eine von W, auf 4H gezogene
Senkrechte. Da der nach 4 gezogene Radius X4 mit AW,
einen Winkel bildet, welcher gleich HAW, ist, so ist dadurch
ein Ort fiir X gegeben, ein anderer dadurch, dals XM, = { AH
ist. Der so bestimmte Kreis bestimmt die Ecken B und C.

360. Gegeben der Mittelpunkt des umgeschriebenen Kretses,
eine Ecke, und der Fufspunkt eines nicht zu der Ecke gehérenden
Winkelhalbierers (K, A, W).

Losung. Der Kreis um X ist gegeben, ebenso durch
Verlingerung von AW, die Ecke €. Durch den Kreis und
die Sehne AC ist aber der Winkel 4 BC gegeben. Daher giebt
ein Kreisbogen iiber 4 W, oder C#, mit dem Peripheriewinkel
4+ B den Punkt B.

361. Gegeben der Mittelpunkt des eingeschriebenen Kreises,
eine Ecke und der Fufspunkt einer nicht zugehorigen Mittellinie
(0, 4, M,).

Losung. Durch das Dreieck 40 M, ist ¢ gegeben, also
auch der Kreis um 0O; da M,C = A M,, so ist auch C be-
stimmt; B endlich ist der Durchschnitt zweier Tangenten von
A und C.

362. Gegeben der Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises
und die Fufspunkte zweier Mittellinien (K, M., M,).

L6osung. Gegeben ist A XM, M,. Die Lote in M, und
M, auf K M, and KM, geben den Punkt €. Nun ist

M;B = M,C und M4 = M,C.

363. Gegeben der Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises,
eine Ecke und der Fufspunkt einer Hohe aus einer anderen Ecke
(K, 4, H,).

Losung. Der Kreis um X ist durch den Radius &4 ge-
geben; 4 H, giebt C, und das Lot in H, zu AH, die Ecke B.
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364. Gegeben eine Ecke und die Fufspunkte der zugehorigen
Mittellinie und Winkelhalbierers (A, M, W,).

Losung. Die Verbindungslinie 4 #, und das Lot in 4
auf 4 W, durchschneiden das Lot in M, auf M, W, in zwel
Punkten D und E, welche diametrale Gegenpunkte des umge-
schriebenen Kreises sind, und durch welchen man die Punkte
B und C bestimmen kann.

36D. Gegeben der Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises,
eine Ecke und der Fufspunkt der Hohe aus dieser Ecke (K,
A, H,).

Losung. Ein Lot in #, zu 4H, giebt in dem gegebenen
Kreise um X die Punkte B und C.

366. Gegeben der Miltelpunkt des eingeschriebenen Kreises
und die Fufspunkte einer Mittellinie und des zugehorigen Winkel-
hatbierers (0, My, W,).

Losung. Gegeben ist A OM, W, und dadurch auch der
Kreis um 0. Durch M, W, ist ein Ort fiir B und C gegeben.
OW, und das Lot in M, auf BC schneiden sich im Punkte
D, welcher von O, B und C gleichweit entfernt ist. Bestim-
mung von A durch eine Tangente an den In-Kreis aus B oder C.

367, Gegeben der Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises,
eine Ecke und der Fufspunkt einer nicht entsprechenden winkel-
halbierenden Transversale (K, A, W,).

Losung. A KAW, ist gegeben; dadurch auch der um-
geschriebene Kreis, der ein Ort fiir B ist. In seiner Peri-
pherie ergiebt sich € durch Verlingerung von 4 #, und durch
das hierdurch bekannte Verhiltnis AW, : CW, ein zweiter
Ort fiir B.

368. Gegeben die Fufspunkte zweier Hohen und einer ent-
sprechenden winkelhalbierenden Transversale (H,, Hy, W.).

Losung. <X H,H,W,= X A, wodurch ein Ort fiir 4,
nimlich ein Kreisbogen iiber H,H,. In diesem Kreisbogen
bestimmt W, H, den Puukt B, da H,, H,, A und B auf der-
selben Kreisperipherie -liegen. Das Lot in H, auf B H, giebt
den Punkt 4 und C.

369. Gegeben der Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises,
der Fufspunkt einer Hohe und einer zu einer anderen Seite ge-
horenden Mittellinie (K, H,, M,).
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Losung. Es ist MH,= M,A= M,C, also sind die
Punkte 4 und C bestimmt, da die Lage von 4C, némlich senk-
recht zu M, X in M, bekannt ist. Der Radius X4 oder XC
bestimmt A.

370. Gegeben der Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises,
der Hohendurchschnitt und der Fufspunkt einer Mittellinie
(K, H, M,).

Losung. Gegeben ist die Richtyng von B, nimlich
senkrecht in M, zu ¥,K; ferner die Lage von 4 H H,, nimlich
senkrecht auf BC. Da nun HA = 2K M, ist, so ist A selbst

gegeben und durch den nun bekannten Radius 44 auch die
Ecken B und C.

371. Dieselbe Aufgabe mit der Anderung, dafs statt des
Fufspunktes einer Mittellinie der einer Hohe gegeben sein soll
(K, H, H,).

Losung. Eine Senkrechte in H, auf HH, giebt die Lage
von BC. Dadurch erhiélt man A M,, hierdurch aber den Puukt
A und den Radius A4, wodurch sich B und € bestimmen
lassen.

Ein Dreieck zu konstruieren, wenn gegyeben sind

372. eine Seite und die zugehorige Hohe und eine nicht zu-
gehorige Mittellinie (a, hg, my).

Losung. A ADE, an welchem B =m,, DE=1h,

ist, ist unmittelbar gegeben, und daraus leicht A 4BC ab-
zuleiten.

313. die Halbierungslinie eines Winkels, die zugehorige Hohe
und der Radius des umgeschriebenen Kreises (w,, hs, 1).

Losung. A ADE, worin AD = h,, AE = w, 1s8t, 1st
unmittelbar gegeben. Durch ¢ D4 £ = K AE erhilt man einen

Ort fir X, und 4K = r gegeben, K selbst. Der Kreis be-
stimmt in D £ die Punkte B und C.

374. ein Winkelhalbierer und seine Entfernungen von den
beiden anderen Ecken.

1. Losung. Sind £ und F die Fufspunkte der Lote aus
B und C auf die Winkelhalbierende 40, so ist

AE : AF =m:n;
desgleichen ED: DF =m:n, also AE: ED = AF: DF, d. h.
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AD ist iIn £ und F nach dem Verhéltnis m : n harmonisch
geteilt.

2. Lésung. Zieht man 4L | ADund BH und CG || 4D,
so sind G, 4, H gegeben und L hierzu vierter harmonischer
Punkt, konjugiert zu 4.

315. Die Halbierungslinie eines Aufsenwinkels und thre Ent-
fernungen von den beiden andern Ecken,

Losung ist der zweiten Ldsung der vorigen Aufgabe
wortlich nachzubilden, wenn analog bezeichnet wird.

376. Uber einer gegebenen Strecke AB ein Dreieck zu kon-
struteren, so dafs AB*: AC?*: BC?=m : n: p ist.

Losung. Aus 4B%: AC? = m : n folgt

AB?: AC? = m?: mn

und daraus AB: AC = m:})mn, woraus sich 4C als vierte
Proportionale ergiebt. In #@hnlicher Weise findet man BC.

3117. Gegeben erne Seite, die zugehdrige Hohe und die Be-

dingung, dafs der untere Hohenabschnitt 71 der ganzen Hohe be-
tragen soll.
Losung. Esist CH = ”: ! hs; also CH gegeben ; daher

auch der Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises und durch
den Kreis auch C.

318. eine Seite, eine nicht zugehorige Hohe und die dritte
Mittellinie (a, hy, m,).

Losung. A BDC gegeben, worin BDe== hy und BC=a
ist. Ein Ort fiir die Mitte £ der Seite 4B ist der Kreis um

C mit m, als Radius; ein zweiter Ort ist eine Parallele zu DC
in einem Abstande == {A,.

379. eine Seite, der gegeniber liegende Winkel und das Ver-
hdlinis der beiden andern Seilen (a, 4, b : c).

Losung. Fir die Ecke 4 ist durch den Winkel 4 und
das Verhiltnis b: ¢ je ein Ort gegeben, da die Seite a be-
kannt ist.

380. eine Seite, das Verhdlinis der beiden andern Seiten und
der Radius des umgeschriebenen Kreises (a, b:c, r).

L6sung. Durch @ und r ist 9 4 gegeben, daher A. 379.

Brooxuaxx, Konstruktionsaufgaben. 6
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381. das Verhdlinis zweter Seiten, der eingeschlossene Winkel,
und der Radius des umgeschriebenen Kreises (b:c, A, r).
Losung ist wiederum einfach auf A. 379 zu reduzieren,

382. das Verhdltnis zweier Seiten, ein nicht eingeschlossener
Winkel und die dritte Seite (b:c, B, a).

Losung sehr einfach.

383. eine Seite, die zugehorige Hohe und das Verhdlinis der
andern Seiten (a, hay b : c).

Losung einfach.

384. das Verhdltnis zweier Seiten, eine zugehorige Hohe und
die dritte Seite (b:c, h,, a).

Losung leicht.

385. das Verhdlinis zweier Seiten, die dritte Seite und die
hierzu gehorende Mittellinie (b : c, a, m,).

Ldsung. Die Mittellinie giebt fiir 4 den zweiten Ort.

386. das Verhdlinis zweier Seiten, die Halbierungslinie des
eingeschlossenen Winkels und die dritte Seite (b:c, w,, a).

Lésung. Zu C, W, und B bestimme man den vierten,
W, konjugierten harmonischen Punkt D. Der Punkt #, ist
ndamlich in BC durch das Verhiltnis & : ¢ konstruierbar. Dann
giebt ein Kreis iber #, D als Diameter und ein Kreis um #,
mit w, als Durchschnitt den Punkt A4,

381. das Verhdlinis zweier Seiten, eine zugehorige und die
nicht zugehorige Mittellinie (b : c, m,, m,).

Losung. Ist b:c=m:n, so folgt {b:c=4m:n,
woraus sich ein Ort fiir 4 iber der Mittellinie CD ergiebt.
Ist O der Durchschnittspunkt der beiden Mittellinien, so ist
DO = {m,, also O zu bestimmen. Nun ist 04 = {m,, wo-
durch ein zweiter Ort fiir 4 gegeben ist. Das Weitere ist
einfach.

388. das Verhdlinis zweier Seiten und ihre Projektionen auf
die dritte.

Losung. Die Summe der Projektionen ist die dritte
Seite. Dann sind fiir 4 zwei Orter gegeben, ein Kreis und
ein Lot.

389. die Halbierungslinie eines Winkels und die Abschnitle,
in welche sie die gegeniuber liegende Seite teill.
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Losung. Die Abschnitte geben die eine Seite und das
Verhilltnis der beiden andern. Also A. 386.

390. der Winkel, welche eine Winkelhalbierungslinie mit der
Gegenseite macht und die Sticke, in welche sie diese zerteill.

Losung. Durch die Stiicke ist die eine Seite gegeben
und fiir die dritte Ecke erhdlt man leicht zwei Orter.

391. die Stucke einer Seite, gebildet von der Halbierungslinie
des Gegenwinkels, und die Projektion der Halbierungslinie auf
die geteilte Seite,

Losung. Die eine Seite ist durch ihre Stiicke gegeben.
Die dritte Ecke ergiebt sich auch hier leicht durch zwei Orter.

392. das Verhdltnis zweier Seiten, das Verhdlinis der Hal-
bierungslinie des eingeschlossenen Winkels zu der zugehorigen
Hohe und die dritte Seite (b:c, w,: h,y a).

Losung. In der gegebenen Seite a (oder BC) lifst sich
durch das bekannte Verhdltnis »:c der Fulspunkt 2 des
Winkelhalbierers w, bestimmen. Beschreibt man nun ein be-
liebiges rechtwinkliges Dreieck DEF, in welchem die Hypo-
tenuse DF zur Kathete FE sich verhalte wie w, : h,, 80 ist
DF ein Ort fir 4. Ein anderer ergiebt sich durch das Ver-
hiltnis & : c.

393. das Verhdlinis zweier Seiten, das Verkdlinis der Hal-
bierungslinie des eingeschlossenen Winkels zu ihrer Projektion auf
die dritte Seite und diese dritte Seite.

Losung der vorigen ganz analog.

394. das Verhdlinis der Halbierungslinie eines Winkels zu
threr Projektion auf die gegeniuiber liegende Seite, und die Ab-
schnitte, worin diese Seite durch den Winkelhalbierer geteilt wird.

Losung ist leicht auf A. 392 zu reduzieren.

395. eine Seite, das Verhdlinis der nicht zugehorigen Mittel-
linien und der Winkel dieser Mittellinien.

Losung ebenfalls leicht auf A. 392 zu reduzieren, da
die oberen Abschnitte der Mittellinien dasselbe Verhiltnis haben
wie die ganzen.

396. eine Seite, die zugehorige Hohe und das Verhdlinis der
nicht zugehorigen Mittellinten (a, h,, ms : my).

Losung. Ist S der Durchschnitt der Mittellinien, so ist

A\ BCS leicht zu konstruieren und daraus 4 BC abzuleiten.
6.
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397. eine Seite, die zugehbrige Mittellinie und das Ver-
hdltnis der beiden andern (a, ma, m, : m,).

Lésung. A BCS leicht zu konstruieren aus BC = a,
SD == {ms und BS:CS == my : m,.

398. eine Seite, der Gegenwinkel und das Verhdlinis der
nicht zugehorigen Hohen (a, A, hy: h,).

Losung. Das Verhiltnis A, : h, == c : b, also A. 379.

399. eine Seite, das Verhdlinis der nicht zugehidrigen Hohen
und der Radius des umgeschricbenen Kreises (a, hy: h,, r).

L6sung. Da durch a und r auch <c 4 gegeben, so ist
diese Aufgabe nicht verschieden von A. 398.

400. ein Winkel, das Verhdltnis der nicht zugehorigen Hohen
und der Halbmesser des umgeschriebenen Kreises (<C A, hy: h,
und r).

Losung auf A. 398 zu reduzieren, da sich die Seite a
durch ) 4 und r bestimmen lifst.

401. eine Seite, das Verhdlinis der nicht zugehorigen Hohen
und ein an der gegebenen Seite anliegender Winkel (a, hy: hy, B).

Losung. Da hy: h, == c: b, so erhélt man hieraus einen
Ort fiir 4, den andern durch < B.

402, eine Seite, die zugehorige Hohe und das Verhdlinis der
andern Hohen (a, hq, hy: ko).

Losung. Es ergeben sich leicht zwei Orter fiir 4; der
eine aus A, : b, = ¢ : b, der andere aus A,.

403. eine Seite, die zugehorige Mittellinie und das Verhdltnis
der nicht zugehorigen Hohen (a, mg, h, : h,).

Losung leicht durch zwei Orter fir 4.

404. eine Seite, der Winkel zwischen thr und der Hal-
bierungslinie des Gegenwinkels und das Verhdlinis der nicht zu-
gehorigen Hohen.

Losung wiederum leicht, da sich in einfachster Weise
awei Orter fiir 4 bestimmen lassen.

405. eine Seite, eine nicht zugehdrige Mittellinie und das
Verhdlinis der nicht zugehorigen Hohen (a, my, hy : h,).

Losung. Fiir die Mitte D der Seite 4C lassen sich ein-
fach zwei Orter bestimmen. Ist ndmlich ¢ die Mitte von BC,
80 ist GD: DC == hy : h, und D B bekannt.

406. eine Seite, der gegeniber liegende Winkel und das Ver-
hdltnis der nicht zugehorigen Mittellinien (a, A, m, : m,).
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Losung. Durch die Seite 4 und den Winkel ist als Ort
fir den Punkt 4 ein Kreisbogen gegeben; ebenso ist durch
das Verhiltnis m, : m, ein Ort fiir S, den Durchschnitt der
beiden Mittellinien, gegeben. Ein gemeinschaftlicher Ort fiir
S und A ist eine von der Mitte D der Seite BC (oder a) so
nach dem ersten Orte (fir 4) gezogene Gerade, dals sie im
Orte fiir S nach dem Verhiltnis 1: 3 geteilt wird. Hierzu
vergleiche A. 118 und Zusatz.

407. etne Seite, das Verhdlinis der nicht zugehorigen Hohen
und der nicht zugehorigen Mittellinien (a, hy : hyy my : m,).

Losung. Nachdem man aus A,:5h,=c:b und aus m,: m,
je einen Ort fiir 4 und S (s. vorige Aufgabe) abgeleitet hat,
ist die Vollendung der Losung, wie vorhin.

408. die Summe zweier Seiten und die zu einer gehorige
Hohe und Mittellinie (b 4+ c, hy, m,).

Losung. Ist BG die Hoe A, und B D die Mittellinie m,,
so ist A BGD unmittelbar gegeben. Macht man nun auf DG
nach der einen Seite DH, nach der andern DJ beide gleich
3+ ¢), so ist auch A BHJ gegeben und 4J == {c, denn
DJ =14 (b4 c) und DA==4b, Es ist daher 4J: 4B=1:2,
woraus sich fiir 4 in dem Dreieck BJA ein Ort ergiebt. Da
der andere Ort HJ ist, so ergiebt sich 4 selbst, und aus
DA = DC auch C.

409. die Differenz zweier Seiten und die zu einer gehorige
Hohe und Mittellinie (b — c, hy, my).

Lésung. Ist £ die Mitte der Seite b des Dreiecks 4 BC
und man schneidet von £ aus nach beiden Seiten EF = EG
=} (b — ¢) ab, so ist A FBG aus der Grundlinie G =b—c¢
und der Mittellinie BE und Hohe B D == h, zu konstruieren.
Nun ist 4G = }b — {(b — ¢) = 4 ¢ = { 4B, woraus sich fir
A im Dreieck G B 4 ein Ort ergiebt, dessen Durchschnitt mit
FG den Punkt A4 selbst ergiebt. Da nun FC = G A4, so ist
auch C bestimmt.

410. die Summe zweier Seiten, eine zugehorige Hohe und
die nicht zugehorige Mittellinie (b 4 c, hy, m,).

Losung. Macht man AEF =24 FE = 2m,, ziecht FBG
8o, dafs BG =c ist, so ist A 4FG gegeben, worin FG =
b+ c, AF=2m, und BD = h, vorkommen. B wird bestimmt
durch ein Lot zu 4G in dessen Mitte, C durch- BE = EC.
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411. die Differenz zweier Seiten, eine zugehorige Hohe und
die nicht zugehorige Mittellinie (b — c, hy, m,).

Losung. Wenn man wiederum AEF = 2m, gemacht
und auf FB von B aus BG = B A abgetragen hat, so ist das
Dreieck 4FG in gleicher Weise, wie vorhin, konstruierbar
und aus ihm in gleicher Weise 4BC abzuleiten.

412. zwei Seiten und das Verhdlinis der dritten Seite zur
zugehorigen Hohe (b, c, a: h,).

L6sung. Macht man BE | B4 und CE | CB, so ist
A\ CBE co ABD, woraus sich die Léinge BE ergiebt. Ein
Halbkreis iiber B £ als Diameter und ein Kreis um 4 mit dem
Radius 4C = b geben den Punkt C.

413. eine Seite, die zugehorige Mittellinie und das Verhdit-
nis einer andern Scile zu threr Hohe (a, m,, c : k).

Losung. In 4DB, in welchem 40 die gegebene Mittel-
linie m, ist, ist die Hohe D F = {h,. Das Dreieck ist also
nach A. 412 zu konstruieren, da von demselben die beiden
Seiten 4D e=m,, DB = 4a und das Verhiltnis DF: 4B =
%A, : ¢ bekannt ist.

414. eine Seite, der Gegenwinkel, und das Verhdlinis einer
andern Seite zu threr Hohe (a, A, c: h,).

Losung. Macht man BE | BC und A4E | AB, so ist
D ABE co BCD; daher CB: BE=h,:c, also ist BE be-
kannt. KEin Halbkreis iiber B £ als Diameter und ein Bogen
fiber BC mit dem Peripheriewinkel 9 4 sind je ein Ort filr 4.

415. eine Seite, die zugehorige Hohe wund das Verhdltnis
einer andern Seite zu threr Hohe (a, hs, c : h;).

Losung wie bei A. 414, nur wird der zweite Ort fiir 4
durch das Lot A, bestimmt.

Anmerkung. Die Ldsung bleibt dieselbe, wenn statt
h, etwa m, gegeben ist, durch welche dann der zweite Ort fiir
A bestimmt wird.

416. Eine Scite, die Hohe zu einer andern Seite und das
Verhditnis der dritten Seite zu ithrer Hohe (a, hy, c : k).

Losung. Macht man BF | a, und 4F | ¢, so wird
[\ ABF co BCE, woraus sich BF konstruieren lilst. Fir 4
ergeben sich daun leicht zwei Orter, der eine als Halbkreis
tiber BF als Diameter, der andere als Tangente von C an den
um B mit A, beschriebenen Kreis.
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Zusatz. In A. 414 kann auch statt a oder 4 der Ra-
dius r gegeben sein, ohne dals die Ldsung sich d#nderte, da
jedesmal A4 oder a bestimmt werden kann.

417, eine Seite, die zu einer andern Seitle gehidrige Mitlel-
linie und das Verhdlinis dieser andern Seite zu threr Hohe
(b, ma, a: hy).

Losung. Verlingert man die Mittellinie m, oder 4D
tiber D hinaus um sich selbst bis F, so ist, um A BDF zu
erhalten, in bezug auf dieses Dreieck A. 412 zu l6sen, da
BF == b, DF = m, und Lot FG (auf BD): BD == h,: }a ist.

418. eine Seite, das Verhdlinis einer andern zu der zuge-
horigen Hohe und die zur dritten Seite gehorende Mittellinie
(a, b: hy, m.).

Losung. Verlingert man die Mittellinie m, oder CD
fiber CD tiber D bis F, so dals DF = m,, so ist fir A CFB
oder CFA wiederum A. 412 zu lésen, da BC (oder 4F) = a,
CF = 2m, ist und das Verhdltnis des Lotes von C (oder F)
auf F B (oder 4C) das gegebene A, : b ist.

419, eine Seite, das Verhdlinis der beiden andern Seiten
und eine zu einer dieser Seiten gehdrende Mitlellinie (a, b : c, m,).

Losung. Durch das Verhéltnis & : ¢ und die gegebene
Seite a ist ein Ort fiilr 4 gegeben; ebenso durch m, ein Ort
fir E, die Mitte von 4C. Man hat nun von C aus bis in den
ersten Ort eine Gerade zu legen, welche durch den zweiten
Ort halbiert wird, wozu A. 118 und Zusatz zu vergleichen.

Zusatz. Auch kann man, wie bei A, 405, verfahren.

420. das Verhdlinis zweier Seiten und der zwei zugehlrigen
Mittellinien und die dritte Mittellinie (b : c, my : m,, m,),

Losung. Ist D die Mitte von a, £ von b und F von ¢,
80 ist £D = }c, und FD = {b. Man kann je einen Ort fiir
Eund F aus AE:EDe=b:c und FD: FA==}:c bestimmen,
Kreisbogen, deren Mittelpunkte auf 4D liegen, welche gegeben
ist. Nun halbiert £ F die Mittellinie 40 in ¢ und wird selbst
in @ halbiert. Es ist also zur Bestimmung der Punkte £ und
F nur nétig, durch den bekannten Punkt ¢ zwischen die beiden
Peripherieen, welche Orter fir diese Punkte sind, eine Gerade
zu legen, welche in G halbiert wird. Dann erhiélt man zunichst
/A FED und durch die Parallele durch D zu EF das Dreieck

ABC.
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Zur Konstruktion. Man verbindet 6 mit dem einen
Mittelpunkte, verlingert diese Verbindungslinie um sich selbst,
dann ist der Durchschnitt eines um den Endpunkt der Ver-
lingerung mit dem Radius des ersten Kreises beschriebenen
Kreises mit dem zweiten Kreise Punkt F oder E.

421. eine Ecke, der Hohendurchschnitt und der Fufspunkt
einer zu einer andern Ecke gehdrenden Mittellinie (A, H, M,).

Losung. A AHM, ist gegeben. Zieht man HD | A M,
und verldngert dies Lot um sich selbst bis £, so ist £ gegeben,
da HD = DE ist, und AE ist Sehne im umgeschriebenen
Kreise. Daraus aber ergiebt sich ein Ort fir X, ein anderer
aber ist das Lot in M, auf 4M,. Der Mittelpunkt & ist also
bestimmbar. Da 4 M, = B M, ist, so ist auch B gegeben und
das Lot von B aus auf 4 H giebt die Lage der Seite BC. Die
dritte Ecke aber wird durch den Kreis um X mit dem Radius
K A bestimmt,

Zusatz. Dafs aber die Verlingerung einer Dreieckshéhe
tiber ihren Fufspunkt bis in den dem Dreiecke umgeschriebenen
Kreis gleich dem untern Hohenabschnitte ist, ergiebt sich
leicht auf folgende Weise. Ist 4D die Hohe und DA’ ihre
Verlédngerung, so ist, wenn KF | AA’ ist, FH+4+ HA=FD
+ DA4’. Nun ist, wie im Zus. zu A. 356 gezeigt ist,
FDe—=KM,—=}AH; also FE+4+ yHA=DA',d. h. HD=D 4.

422. die Durchschnittspunkte der iiber ithre Fufspunkte ver-
ldngerien Hohen mit der Peripherie des umgescRriebenen Kreises.

Losung. Sind 4’, B’, ¢’ diese Durchschnittspunkte, so
lafst sich leicht nachweisen, dals in dem Dreieck 4’ B’C’ die
Winkel von den Hohen des gesuchten Dreiecks halbiert werden.
Es ist nimlich T BB'A"'= BCA’; <C BB'C'= BCC’; nun
gind aber SC BC 4" und ¢ BCC’ einander gleichyda HD = DA’
und CD | HA’, also auch BB'A’ = BB’C’. (Oder: Die Seiten
A'B’, B’C’ und C’'A’ sind den Seiten des sog. Hohendreiecks
parallel, von welchem bekannt ist, dafs seine Winkel durch
die Hohen des urspriinglichen Dreiecks halbiert werden.) Da
nun der um A A4°B’C’ konstruierbare Kreis derselbe ist, wie
der Kreis um das gesuchte /A ABC, so lassen sich hiernach
die Punkte 4, B und C einfach durch Halbierung der Winkel
A’, B’ und €’ bestimmen.



II. Dreieckskonstruktionsaufgaben. 89

423. eine Seite, der untere Abschnitt der zugehorigen Hohe
und der Radius des umgeschriebenen Kreises.,

Losung. In den gegebenen Kreis léfst sich zunichat die
Seite a hineinlegen. Da nun die Verlingerung der Hohe 4,
iber ihren Fulspunkt A, bis in diesen Kreis, bis in 2, dem
untern Hohenabschnitt # H, gleich ist, so kann man 2 und
dadurch 4 bestimmen.

424. der Radius des umgeschriebenen Kreises, eine Mittel-
linie und der obere Abschnitt der zugehorigen Hohe (r, m,, AH).

Losung. Ist D die Mitte von 4H, so ist A ADM, ge-
geben, da DM, = r ist, was daraus folgt, dals K M, 3 4D,
und K4 = r ist. Ferner ist BC der Lage nach gegeben, da
es senkrecht zu 42D steht und durch ¥, geht. Macht man
nun M, K | BC und = 4D, so ist X der Mittelpunkt und X 4
der Radius des umgeschriebenen Kreises, welcher B und C
bestimmt.

425. eine Seite, der obere Abschnitt einer nicht zugehorigen
Hohe und der Radius des umgeschriebenen Kreises (b, AH, r).

Losung. Unmittelbar gegeben ist der Kreis und in ihm
die Sehne 4C =05. Die Hohe A, schneidet nun verlingert den
Kreis in D so, dals 4D = AH ist. D lilst sich also kon-
struieren; das Lot aus D auf 4C bestimmt endlich die Ecke B.

426. der umgeschriebene Krets, eine Ecke und der Hohen-
durchschnitt (K, Ecke A und H).

Losung. Der Kreis um 4 mit 4 H bestimmt in der Peri-
pherie den Punkt B’, in welchem die verlingerte Hohe aus B
diesen trifft. Die Verbindungslinie B'H giebt also den Punkt
B, und das Lot aus 4 auf B’B den Punkt C.

427. In einen Kreis ein gleichschenkliges Dreieck so ein-
zuschreiben, dafs die Spitze und der Hohendurchschnitt in zwes
gegebene Punkte fallen.

Losung. Ist 4 die gegebene Spitze und H der gegebene
Hohendurchschnitt, so ist 4 # die Richtung der Hohe zur Grund-
linie. Das Weitere wie vorhin.

428. Die gegebene Ecke soll ein Endpunkt der Grundlinie sein.

Losung einfach, indem man mit BH als Radius und B
als Mittelpunkt den Punkt 4’ bestimmt, in welchem &4, ver-
lingert den Kreis schneidet. Dadurch erhéilt man A"# 4, und
das Lot aus B auf diese Gerade giebt die Ecke C.
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Ein gleichschenkliges Dreieck zu konstruieren, wenn ge-
geben sind

429, die Hohe auf die Grundlinie und die auf einen Schenkel
(Bay hs).

Losung. Zieht man aus D, der Mitte der Grundlinie, die
Parallele DF zu h,, so ist DF = {h;, also A ADF gegeben,
woraus 4BC in einfachster Weise abzuleiten.

Zusatz. Zieht man noch durch E, den Fufspunkt von A,
die Parallele £G zu BC bis zum Durchschnitt mit D F, so ist
D AG ein gleichschenkliges Hilfsdreieck, dessen Seiten die ge-
gebenen Hohen sind.

430. die Summe des Schenkels und der Grundlinie und der
Winkel an der Grundlinie (b + a, <C B).

Losung. Verlingert man den Schenkel 4B um BD = BC,
so ist das Dreieck 4D C konstruierbar, da durch einen Winkel
eines gleichschenkligen Dreiecks auch die andern gegeben sind.
X ADC == { B.

Zusatz. Die Verlingerung der Grundlinie um den Schenkel
giebt ebenso einfach ein Hilfsdreieck.

431. die Differenz des Schenkels und der Grundlinie und
der Winkel an der Grundlinie (b — a, <C B).

Losung. Macht man auf dem Schenkel B4 ein Stiick
BD = BC, 80 ist AD = b — a und Dreieck 4DC, da seine
Winkel bekannt sind, gegeben. — Macht man auf BC ein
Stick BE = B A, 80 ist CE = b — a und wiederum A ACE
gegeben, da 9C £ = 1R — } B gegeben ist.

432 u. 433. die Summe oder Differenz des Schenkels und
der Grundlinic und der Winkel an der Spitze (b + a, T A).

Lésungen einfach.

434. die Grundlinie und die Summe des Schenkels und der
Hohe auf erstere (a, b + h,).

Losung. Verlingert man die Hohe A4, oder DA bis F
um b, so ist das rechtwinklige Dreieck DCF durch seine Ka-
theten gegeben. Ein Lot in der Mitte von CF auf CF er-
richtet giebt die Spitze A.

435. die Grundlinie und die Differenz des Schenkels und der
Hohe auf erstere (a, b — h,).

Ldsung genau dieselbe, wenn man von A4 auf der Hohe
AD den Schenkel AC bis F abtrigt.



II, Dreieckskonstruktionsaufgaben. 91

436. der Winkel an der Spitze und die zu einem Schenkel
gehorende Mittellinie (T A, my).

Losung. Ist D die Mitte von 4C, und man zieht 4 £ | BC,
so 1st dieses Lot Mittellinie zur Grundlinie und trifft BD in
einem Punkte S, so dafs DS=4BD. Uber BS und DS
bestimmt je ein Kreisbogen mit einem Peripheriewinkel 4.4
einen Ort fiir 4, welcher Punkt also durch die zwei Orter ge-
geben ist. Das Lot von B auf 4S und die Verlingerung von
AD schneiden einander in C.

Zusatz. Ist statt der Mittellinie zu b der Winkelhalbierer
w, gegeben, so ist /A 4 B D unmittelbar zu konstruieren.

437 u. 438. Ein gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck zu
konstruieren aus der Summe (oder Differenz) des Schenkels und
der Hohe zur Grundlinie (b - h,).

Losung. Verlingert man die Hohe D 4 (k,) iiber 4 hin-
aus um AE = AC, oder trigt von 4 aus auf 4D das Stiick
AE = AC ab, und zieht EC (und E’C), so ist in beiden Fillen
A\ DCE (oder DCE’) gegeben, woraus das gesuchte in ein-
facher Weise abgeleitet werden kann.

439 u. 440. Ein gleichseitiges Dreieck zu konstruieren aus
dcr Summe oder Differenz seiner Seite und Hohe (a - h,).

Losungen beide einfach, da sich in jedem Falle ein
Winkel von 15° ergiebt.

441. Das Verhdlinis zweier Seiten eines Dreiecks sei gegeben,
der eingeschlossene Winkel und die Summe der dritten Seile und
der zu thr gehbrenden Hohe; das Dreieck zu konstruieren.
(b:c, 4, a+ h,.)

Losung. Macht man ein Dreieck 4B°C’, worin AB’: AC’
= c:b und 3 4 der gegebene ist, so ist dieses dem gesuchten
Dreieck 4 BC #hnlich. Verlingert man dann die Héohe 4.D°
tiber D' ym DE = B’C’ und AE = a 4 h, und zieht durch
E Parallelen za £’ B’ und E°C’, s0 bestimmen diese die Ecken
B und C.

Beweis. Es ist AC: AB == AC': AB'=10b:c. Ferner
ist 4D°: AD (D Fufspunkt der Hohe 4D) = B'C’: BC und
AD': AD=D'E’': DE. Da nun D'E' = B’'C’y 80 ist auch
BC = DE.

442. Statt der Summe a -+ h, soll die Differenz gegeben sein

(b:c, T4, a— hg).
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Losung und Beweis den vorigen ganz entsprechend.
Zur Konstruktion eines Dreiecks seien gegeben :

443. das Verhdlinis zweter Seiten, der eingeschlossene Winkel
und die Summe einer dieser Seiten und der dritten (b:c, <X A,
a + c). |

Losung in dbnlicher Weise mit Hilfe eines beliebigen
leicht konstruierbaren @hnlichen Dreiecks.

444, Statt der Summe a -+ c sei die Differenz a — c (oder
c— a) gegeben (b:c, s 4, a — ¢).

445. die Summe zweier Seiten, der eingeschlossene Winkel
und die zu einer jener Seiten gehorende Mittellinie (b + c,
%: A, mb).

Losung. Verlingert man B4 um 4 E = AC und ver-
bindet £ mit der Mitte D von AC, so ist BE und ein Ort
fir D gegeben. Letzterer ist ein Kreis um B mit dem Ra-
dius m,. Den Punkt D bestimmt man aber auf folgende Weise.
Man zieht von B den Radius BG, so dals X GBE das
Supplement von < 4, macht BEF = 2BD, und durch E
eine Parallele zu FG, welche den Kreis in D schneidet. Eine
Parallele zu BG giebt dann in BE den Punkt 4. Punkt C
ist dann leicht zu bestimmen.

Beweis. Es ist zu zeigen, dafs 4D =4 A E ist. Nun ist
aber 4D: AE = BG: BF; BG = {BF, also AD = }AE.

446. das Verhdlinis zweier Seilen und die zu einer dieser
Seiten und die zur dritten Seite gehorende Mittellinie (b : c,
Mg, my).

Losung. Sind D und E die Fulspunkte der Mittellinien
m, und m,, 80 ist £D = %c. In dem Dreiecke 4D E ist dem-
nach, da sich 4£: ED = b : ¢ verhdlt, und 4D gegeben ist,
ein Ort fiir £ zu bestimmen. Der Durchschnitt S der beiden
Mittellinien und die Grofse von S E lassen sich leicht bestim-
men, 80 dafs sich ein zweiter Ort fiir £ ergiebt.

4471. das Verhdltnis zweier Seiten, eine zugehorige Mittel-
linie und die Hohe zur dritten Seite (b:c, m,, h,).

Losung. AE sei A, und BD sei m,. Dann ist A BDE
gegeben, denn das Lot DF ist gleich 4A,. Zugleich ist BF
ein Ort fiir . Fiir 4 ergeben sich leicht zwei Orter: der
eine aus dem bekannten Verhidltnis 4D : 4B = 4b:c, der
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andere durch die Hohe A,. 4D giebt schliefslich die dritte
Ecke C.

448. die Summe zweier Seiten, die zu einer derselben ge-
horige Hohe und die zur andern gehorige Mittellinie (a 4 b,
ha, mb).

Loésung. Zieht man durch 4 eine Parallele zu B C bis
in den Durchschnitt F mit der verlingerten m,, und macht
auf dieser Parallele von 4 aus nach der andern Seite 4G =,
so ist A GBF gegeben; denn GF =a -+ b, BF = 2m, und
die Hohe von B aus gleich %,. Verbindet man nun G mit der
Mitte £ von BF, so ist fiir den in G F liegenden Punkt 4 ein
zweiter Ort durch das bekannte Verhiltnis 4G: 4AE=2:1
gegeben. Das Dreieck 4BC ergiebt sich dann leicht.

449. die Differenz zweier Seiten, die zu einer derselben ge-
horende Hohe und die Mittellinte zur andern (a — b, h,, my).

Losung der vorigen ganz 8&hnlich, wenn man auf der
durch 4 gezogenen Parallele 4G == b nach der Seite abtrigt,
auf welcher der Durchschnitt D derselben mit der verlingerten
my liegt.

450 und 451. die Summe (oder Differenz) zweier Seiten, die
Hohe zur dritten Seite und der Radius des umgeschriebenen
Kreises (b 4+ c, h,, 7).

Losung. Verbindet man 4 mit dem Mittelpunkte X und
verlingert diese Verbindungslinie bis in ¥, welcher Punkt in
der Peripherie liegt, so ist aus der Ahnlichkeit der Dreiecke
ABF und ADC (AD ist die Hohe h;) leicht das Rechteck
bc = 2r . h; zu bestimmen, In Verbindung mit der gegebenen
Summe oder Differenz b 4 ¢ sind hieraus beide Seiten einzeln
zu bestimmen.

452, In einen Kreits ein Dreieck einzuschreiben, von welchem
die oberen Abschnitte zweier Hohen gegeben sind.

Losung. 8ind die oberen Abschnitte der beiden Hohen
h, und %, gegeben, so kennt man dadurch auch die Entfer-
nungen der Seiten b und ¢ vom Mittelpunkte X. Nimmt{ man
nun die Ecke 4 beliebig in der Kreisperipherie an, so erhilt
man die KEcken B und C durch Tangenten von A4 an zwel
leicht konstruierbare konzentrische Kreise um X.
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453. In einen Kreis ein Dreieck zu beschreiben, von welchem
der obere Abschnitt einer Hohe und der untere einer andern ge-
geben ist.

Losung. Ist BH der obere Abschnitt von %, und trifft
die Hohe %, die Seite ¢ in £ und den Kreis in F, so ist
BH = BF, also fiir ein beliebig angenommenes B der Punkt
F bestimmt. Da nun FE = EH und EH als unterer Hohen-
abschnitt von A, gegeben ist, so lifst sich auch Punkt E be-
stimmen; dadurch aber B4. Das Lot in £ zu 4B giebt end-
lich die Ecke C.

454. In einen Kreis ein Dreieck zu beschreiben, von welchem
ein Winkel und der obere Abschnitt einer Hohe gegeben sind.

Losung. Durch den Kreis und den Winkel 4 ist auch
die Seite a oder BC gegeben, und durch den oberen Abschnitt
der Hohe A,, ndmlich BH, die Entfernung der Seite 4 vom
Mittelpunkte £. Man erhilt sie also durch eine Tangente von
C aus an einen konstruierbaren Kreis um X. Dann ist auch
AB gegeben.

455. In einen Kreis ein Dreieck einzuschreiben, von welchem
etn Winkel und der untere Abschnitt einer Hohe gegeben sind.

Losung. HE sei der gegebene untere Abschnitt von 4,.
— Durch den Kreis und den Winkel 4 ist auch die Seite a
ihrer Grdofse nach gegeben; also auch ihre Entfernung vom
Mittelpunkte &'; dadurch aber der obere Hohenabschnitt von 4,
oder 4 H; dadurch aber das rechtwinklige Dreieck 4 EH, also
auch 4£. In dem rechtwinkligen Dreiecke £4 B ist aber auch
noch JC 4 bekannt, also 4B zu konstruieren. Die verldngerte
AE giebt die Ecke C.

456 und 457. Zur Konstruktion eines Dreiecks seien gegeben :
etne Scite, die Summe (oder Differenz) der beiden andern, und
der Rudius des umgeschricbenen Kreises (a, b 4 c, r).

Losung. Durch den Radius » und die Seite a ist zunéchst
auch der 3T 4 gegeben. Verlingert man nun B4 um 4 D=A4C
oder schneidet 40’ = AC ab, so erhilt man durch Verbindung
der Punkte D und D’ mit C in beiden FKillen ein Dreieck CO B
(oder €D’ B), welches aus zwei Seiten und einem Gegenwinkel
konstruiert werden kann. (Dieser Gegenwinkel ist, wenn b -4 ¢
gegeben, $4; im andern Falle 1R 4 }4.) Die Ableitung des
gesuchten Dreiecks aus diesem ist einfach,
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458 und 459. Gegeben seien: der Radius des umgeschriebenen
Kreises, die Summe (oder Differeng) zweier Seiten und der Gegen-
winkel der dritten Seite (r, b -+ c, JC A).

Losung. Aus r und A ldlst sich Seite a bestimmen.
Dann genau, wie vorhin.

460. Zur Konstruktion eines gleichschenkligen Dreiecks seien
gegeben: die Summe aus der Grundlinie und dem Schenkel, sowie
die Summe der zugehorigen Hohen (a - b; ha -+ hy).

Losung. Verlingert man die Hohe A, (oder 4D) um
DF == h,, ebenso die Seite b (oder 4B) um BG = a (BC) und
verbindet G mit F, so ist, da sich in einem Dreiecke zwei
Seiten verhalten, wie umgekehrt die zugehorigen Hohen,
AB : BG = AD: DF, folglich GF | BD und also <C F= 1R,
Das Dreieck 46 F ist also gegeben. Konstruiert man dasselbe
auch auf der andern Seite von 4F, so erhdlt man das gleich-
schenklige Dreieck 4 G H. Halbiert man in diesem den Winkel
G, so trifft die Halbierungslinie die Seite 4H in C, und die
Parallele durch € zu HG giebt den Punkt B.

461 und 462. Statt der einen Summe soll ein Winkel des
Dreiecks gegeben sein [IC A und (a + h,) oder (a + b)].

Losung. Da durch einen Winkel eines gleichschenkligen
Dreiecks auch die andern gegeben sind, so ist auch in diesen
Fillen A 4GF gegeben. Die weitere Losung ist der vorigen
ganz entsprechend.

463. Statt der beiden Summen seien die beiden entsprechenden
Differenzen gegeben [(ha — hy) und (b — a)].

Losung. Stellt man diese Differenzen an der Figur in
entsprechender Weise dar, wie vorhin die Summe, so erhdlt
man wiederum ein Hilfsdreieck, aus welchem in &hnlicher
Weise, wie vorhin, das gesuchte Dreieck abgeleitet werden kann,
wenn man statt des Winkels ¢ dessen Nebenwinkel halbiert.

464 und 465. Statt einer der beiden Differenzen sei ein

Winkel des Dreiecks gegeben.
Losung. Vergl. die Losung zu A. 461 und 462.

466. Zur Konstruktion eines Dretecks seien gegeben: der
Umfang, das Verhdlinis zweier Seiten und die Halbierungslinie
des von diesen Seilen eingeschlossenen Winkels (a b + ¢
b:c, w,)
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Lésung. Verlingert man 4B um A4E = AC und um
BF = BC, wodurch man EF = a 4 b + ¢ erhilt, so lilst
sich in dieser Geraden der Durchschnitt D des Winkelhal-
bierers bestimmen, indem £D : FD = b : ¢ ist, was leicht aus
AD: BD = b : ¢ abgeleitet werden kann.

Beschreibt man nun um das Dreieck EC F einen Kreis, den
die verlingerte Winkelhalbierende €0 in G durchschneiden
moge, 80 18t L GCF = 4C + 4B, und <C CGF = } A4; also
< CFG = 1R, und CG ist Diameter des umgeschriebenen
Kreises. Beschreibt man daher um 2 mit DC als Radius einen
Kreis, so werden sich beide Kreise in C berithren, da ihre
Centrale der Differenz ihrer Radien gleich ist. Man hat also
zur Bestimmung des Punktes C einen Kreis zu konstruieren,
der durch £ und ¥ geht und den um D mit DC beschriebenen
Kreis umschliefsend beriihrt, was eine Aufgabe des Apolloni-
schen Berithrungsproblems ist.

Ein Dreieck zu konstruieren, von welchem gegeben sind
467. eine Seite, die zugehorige Hohe und das Verhditnis der
zu den andern Sciten gehorenden Mittellinien (a, hs, m, : m.).

Losung. Gegeben ist A BCS (S der Durchschnittspunkt
der Mittellinien) durch BC = a, BS: CS = m, : m, und Hohe
SG anf BC, welche gleich {2, ist.

468. eine Seite, die zugehorige Mittellinie und das Verhdlinis
der beiden andern (a, mg, my, : m;).

Losung. Der zweite Ort fiir S wird durch die Mittel-
linie SG = {m, bestimmt.

469. eine Seite, die zugehorige Mittellinie und das Verhdlinis
der nicht zugehorigen Hohen (a, m,, hy : h).

Losung. hA,:h,=c:b, daher ist je ein Ort fiir 4 aus
diesem gegebenen Verhiltnis und durch m, zu bestimmen.

470. eine Seite, das Verhdlinis der beiden andern Seiten und
das Verhdltnis der hierzu gehorenden Mittellinien (a, b : c,
my 2 Mmy).

Losung. Ein Ort fiir 4 ist durch b:¢, ein Ort far S
durch m, : m, bestimmt. Dann ist durch die Mitte D von BC
bis an die Peripherie, welche der Ort fiir 4 ist, eine Gerade
zu legen, welche durch den Ort fiir S im Verhiltnis 1:2 ge-
teilt wird.
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471. das Verhdltnis einer Seile zu threr Mittellinie, eine
zweile Seite und die dritte Mittellinie (a : my, b, m,).

Losung. Verlingert man m, um sich selbst bis F, so
ist A AFS konstruierbar. Denn FS = 4m,; das Verbiltnis
AF: AS=a: $m, giebt einen Ort fiir 4, den andern ein
Kreis um C mit b als Radius.

472, eine Seite und die Verhdlinisse jeder der beiden andern
Seiten zu threr Mittellinie (a, b : m,, c : m,).

Losung. Fir die Dreiecke BCD und BCE, worin D
und £ die Mitten von b und ¢ bezeichnen, ist je ein Ort fiir
D und E durch die gegebenen Verhiltnisse bestimmt. Alsdann
ist nach A. 323 zwischen die Peripherieen dieser Ortskreise
parallel zur Centrale eine Gerade zu legen, welche gleich }a
ist. Die Durchschnitte geben die Punkte /) und E.

473. das Verhdlinis zweier Seilen und die zugehorigen
Mittellinien (@ : b, m,, m,).

Losung. Zieht man durch C die Parallele zu m;, bis in
Fin m,, 80 ist AF = 4m,, AC: DC =b: }a, woraus sich
ein Ort fiir C ergiebt. Ein zweiter Ort ist der aus dem be-
kannten Punkte F mit einem Radius gleich §m. beschriebene
Kreis.

474. eine Mittellinie, das Verhdlinis der beiden andern und
der der ersten entsprechende Winkel (m,, my : m., << A).

Losung. Wenn man die Mittellinie 4D (m,) iiber D bis
E um sich selbst verlingert und D # = DS auf DE abtrigt,
so ist im A SFC das Verhiltnis CS: CF = m,: m, gegeben,
daher ergiebt sich ein Ort fiir C, da SF = §m, gegeben ist.
Ebenso erhilt man einen zweiten Ort fiir € aus dem JC A CE
«=2R — A4, da AE = 2m, gegeben ist.

475. eine Seite und das Verhdltnis der drei Mittellinien
(a, mg : my : m,).

Losung. Das Dreieck BCS lifst sich konstruieren, da
BC = a gegeben ist und fiir S sich zwei Orter angeben lassen,
der eine aus dem Verhdltnis BS : SC = m, : m., der andere in
bezug auf BD = }a durch das Verhiltnis §m,: {m,.

476. eine Miuellinie und die Verhdlinisse der beiden andern
zu den zugehorigen Seiten (mq, my : m. b : c).

Losung. Konstruiert man, wie bei A, 473, so lalst sich
im Dreieck S#C ein Ort fiir C aus dem Verhiltnis SC: FC =

BROCKMAKN,; Konstruktionsaufgaben. 7
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m, : m, konstruieren; einen zweiten Ort bestimmt in dem Drei-
ecke 4EC das Verhiltnis b : c.
471. eine Seite und das Verhdlinis der drei Hohen
(a, h¢ . hb : ’lc).

Losung. Aus den gegebenen Verhiltnissen und der ge-
gebenen Seite lassen sich auch die andern Seiten bestimmen.

478. eine Hohe, thr oberer Abschnilt und der Radius des
umgeschriebenen Kreises (hg, AH, r).

Losung. Ist D die Mitte von a, und E die Mitte von
AH, F der Fulspunkt von h,, so ist zundchst A EFD ge-
geben; denn es ist £D = r, wie sich einfach mit Hilfe des
Zusatzes zu A. 356 ergiebt. Dann lilst sich auch leicht der
Mittelpunkt X bestimmen und mit Hilfe des Kreises die Ecken
A, B und C.

479. eine Seile und das Verhdlinis zweier Seiten, welches
zugleich das umgekehrte VerRdlinis der entsprechenden Mittel-
linien sein soll (a, b:c=m,:my = p : q).

Losung. Ist D die Mitte von b, E die von ¢, und man
ziecht die Parallele DF zu CE bis in die verlingerte BC, so
ist CF= DE=4a und BF = 14a. Aus dem gegebenen
Verhiltnis p : ¢ ergiebt sich nun sowol ein Ort fiir D iber
BF, als auch ein Ort fiir 4 iiber BC. Dann ist von C aus
bis in den zweiten Ort eine Gerade zu legen, welche durch
den ersten Ort (fiir D) halbiert wird.

Zum Schlufs mégen noch einige Aufgaben Platz finden,
in denen die Verwandlung eines gegebenen Dreiecks in ein
anderes unter gegebenen Bedingungen verlangt wird. Dieselben
finden mit Recht ibre Stelle unter den Dreieckskonstruktions-
aufgaben, da sie von diesen nicht verschieden sind. Denn in
jedem Falle soll ein Dreieck aus den fiir die Verwandlung ge-
gebenen Bedingungen konstruiert werden, wozu das gegebene
und zu verwandelnde Dreieck selbst das dritte Bestimmungs-.
stiick liefert, da dasselbe nach seinem Inhalte, seinen Seiten
und Winkeln, Transversalen und Radien gegeben ist.

480. Ein Dreieck ABC in ein anderes zu verwandeln, wovon
die Summe zweier Seilen und der eingeschlossene Winkel ge-
geben sind.

Losung. Zieht man durch die Ecke C des gegebenen
Dreiecks eine Parallele zu B4 und macht 3¢ BAD gleich dem
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gegebenen, so erhidlt man zun@chst ein Dreieck BA4D, welches
dem gegebenen an Inbalt gleich ist und den vorgeschriebenen
Winkel bhat. Soll nun das gesuchte X4 ¥ mit diesem Winkel
an A dem Dreiecke ABC (oder BA4D) an Inhalt gleich sein,
somuss X4.YA=BA.AD = m?sein. Da aber A X + AV =35
gegeben ist, so lassen sich aus den beiden Relationen die
Grofsen 4X und 4 Y einzeln bestimmen. Man beschreibt iber
der gegebenen Summe als Diameter einen Halbkreis und legt
eine Senkrechte zum Diameter gleich m ein. Diese teilt den
Diameter in die beiden Sticke 4.X und 4 7.

481. Statt der Summe der Seiten moge thre Differenz ge-
geben sein.

Losung. Nachdem man wie anfangs verfahren, wie vorhin,
hat man aus dem bekanuten Produkte m? und Differenz d der
beiden Seiten diese einzeln zu konstruieren. Man beschreibt
tiber der Differenz als Diameter einen Halbkreis und bestimmt
auf dem verlingerten Durchmesser dem Punkt, aus welchem
die Tangente gleich m ist. Dann ist der Diameter samt der
Verlangerung die eine, die Verlingerun:s die andere Seite.

482 und 483. Zur Verwandlung sei statt der Summe oder
Differenz aufser einem Winkel die Quadratsumme (oder Quadrat-
differenz) der einschlie[senden Seilen yegeben.

Losung. Aus der gegebenen Quadratsumme (oder Diffe-
renz) in Verbindung mit dem nach Lésung von A. 479 be-
stimmbaren Produkte der beiden Seiten lassen sich nach A. 71
und 72 die Seiten einzeln bestimmen.

484 und 485. Es seien zur Verwandlung gegeben das Ver-
hdlinis zweter Seiten und die dritte Seite (oder die zur dritlen
Seite gehorige Hohe).

Losung. In dem einen Falle lifst sich mit Hilfe des
gegebenen Dreiecks die Hohe, im anderen die dritte Seite be-
stimmen, so dafs man durch eine Parallele in beiden Fillen
einen Ort fiir die dritte Ecke erhdlt. Der andere Ort ergiebt
sich aus dem gegebenen Verhiltnis.

486. Ein Dreieck in ein anderes zu verwandeln, welches
einen gegebenen Winkel hat und worin die gegenuberliegende
Seite threr Hohe gleich sein soll,

Losung. Die neue Grundlinie, sowie deren Hohe, ist die

mittlere Proportionale zu ¢ und A, des gegebenen Dreiecks.
7.
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Man hat also die Seite BC des gesuchten und einen Ort fiir

die dritte Ecke 4. Einen zweiten Ort liefert der gegebene
Winkel e.

487. Statt eines Winkels moge die entsprechende Mittellinie
gegeben sein.

Losung wie vorhin. Den zweiten Ort fiir 4 giebt die
gegebene Mittellinie.

488. Statt des Winkels in A. 486 sei eine nicht entsprechende
Hohe gegeben,

Losung wie vorhin. Ist %, gegeben, so ist der zweite
Ort fiir 4 die Tangente aus € an den um B mit %, als Radius
beschriebenen Kreis.

489. Statt des Winkels in A. 486 sei eine nicht entsprechende
Mittellinie gegeben.

Losung wie vorhin; nur ist schliefslich, wenn m, gegeben
ist, zur Bestimmung von 4 von C aus eine Gerade bis an die
Parallele, welche der eine Ort fiir 4 ist, zu legen, welche
durch den um B mit m, beschriebenen Kreis halbiert wird.
Dasselbe geschieht einfach mittelst einer beliebigen von C bis
an die Parallele gezogenen Geraden, wenn man durch deren
Mitte eine Parallele zur erstern Parallele bis in den Kreis zieht.

490 und 491. Die Summe (oder Differenz) der Quadrate
zweter Seiten soll eine gegebene sein, aufser dafs die Grundlinie
threr Hohe gleich wird.

Losung. Nachdem wie vorhin @ und %, bestimmt sind,
bestimmt man aus der Summe der Quadrate 5 4 ¢? die Mittel-
linie m, und hat dann A. 487 zu l6sen; oder man bestimmt
aus der Differenz der Quadrate 52> — ¢? den Fulspunkt von &,.

492. Ein Dreieck in ein anderes zu verwandeln, wovon eine
Seite und das Rechteck aus den beiden andern Seiten gegeben sind.

Losurg. Zu der gegebenen Seite erbidlt man leicht die
zugehorige Hohe als vierte Proportionale, wodurch man aufser
zwel Ecken noch einen Ort fiir die dritte Ecke des gesuchten
Dreiecks bekommt. Den andern Ort fiir die dritte Ecke be-
stimmt man dadurch, dals man aus dem gegebenen Produkte
bc = p? und dem Inhalte Ja.h, den Winkel ableitet, den b
und ¢ mit einander bilden, und zwar am einfachsten auf fol-
gende Weise. Heilst dieser Winkel x, so ist a.h, = p?.sin &,
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a.h, h, 1

also sin z = ot Setzt man hierin 7 =m0 erhilt man
m = {- als dritte Proportionale und sin x = @ . Konstruiert
a m

man dann aus @ und m ein rechtwinkliges Dreieck, worin m
die Hypotenuse ist, so ist der der Kathete a gegeniiber liegende
spitze Winkel oder auch sein Nebenwinkel der Winkel, den
die Seiten b und ¢ bilden miissen. Dadurch ist aber fiir die

dritte Ecke ein zweiter Ort gegeben.

493. Ein Dreieck in ein anderes zu verwandeln, wovon das
Rechteck zweier Seiten und die Differenz der gegeniber liegenden
Winkel gegeben sind.

Losung. Bestimmt man nach der vorhin angegebenen
Methode aus dem bekannten Rechtecke b .c = m? und dem
gegebenen Inhalte des Dreiecks den Winkel 4, so hat man
zugleich die Summe (B + C), aus welcher man in Verbindung
mit der gegebenen Differenz (B — C) diese Winkel einzeln
bestimmen kann. '

494 und 495. Ein Dreieck in ein anderes zu verwandeln,
in welchem die Grundlinie gleich der Hohe und die Summe (oder
Differenz) der beiden anderen Seiten eine gegebene sein soll.

Losung. Man bestimme zunichst die Ecken B und C
und als Ort fiir die dritte Ecke eine Parallele zu BC. Dann
ist die dritte Ecke der in der Parallele liegende Mittelpunkt
des Kreises, welcher durch € und dessen Gegeupunkt in bezug
auf jene Parallele geht und, wenn die Summe der Seiten ge-
geben ist, den um B mit dieser Summe als Radius beschriebenen
Kreis beriihrt; ist die Differenz der Seiten gegeben, so ist der
zu beriihrende Kreis um B mit dieser Differenz als Radius
der beschriebene Kreis.

496. Ein Dreieck in ein anderes zu verwandeln, welches
einem gegebenen Dreiecke dhnlich ist.

Losung. Man erreicht am einfachsten die Ahnlichkeit,
wenn man daftir sorgt, dafs die Winkel iibereinstimmend wer-
den. Legt man daher in B und C an der Seite BC des zu
verwandelnden Dreiecks die entsprechenden Winkel des ge-
gebenen Dreiecks an, so erhilt man ein Dreieck BC D, welches
dem gegebenen zwar &hnlich, aber nicht gleich 4BC ist.
Zieht man nun durch A4 die Parallele 4E bis in BD, so ist
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A\ EBC==/\ ABC. Es ist also noch EBC durch eine Paral-
lele zu €D zu verwandeln. Ist nun 4°C’ diese Parallele, so
ist auch 4'C | EC’, weil A EC’'A’ = EC’C ist und beide Drei-
ecke dieselbe Grundlinie £C’ haben. Wir haben daher die
Proportionen
A'B:EB=BC:BC' und, wenn EF ] CD gezogen,
A'B: EB = BC". BF. Aus beiden folgt

BC: BC' = BC': BF, woraus BC’ und also auch die
Parallele ¢’ 4’ bestimmt werden kann.

497 und 498. Das neue Dreieck soll einen gegebenen Winkel
und eine gegebene Summe (oder Differenz) der nicht zugehorigen
Hohen haben.

Losung. Konstruiert man die Summe (oder Differenz)
der Hohen A, und A, durch Verlingerung der einen iiber ihren
Fufspunkt um die andere (oder durch entsprechende Abtragung)
und man zieht durch den 8o erhaltenen Endpunkt eine Parallele
zu b (oder ¢) bis in ¢ (oder b), so erhilt man ein konstruier-
bares rechtwinkliges Dreieck, dessen Hypotenuse b -4 ¢ oder
b — ¢ ist. Dadurch ist aber die Aufgabe auf A. 480 oder
A. 481 reduziert,

499 und 500. Das neue Dreieck soll eine gegebene Summe
(oder Differenz) zweier Seilen und ein gegebenes Verhdlinis der
zugehorigen Hohen haben.

Losung. In beiden Fillen ldfst sich nach vorhin ange-

gebener Konstruktion der Winkel 4 bestimmen, und dadurch
die Aufgabe ebenfalls auf A. 480 oder A. 481 reduzieren.

501. Ein Dreieck in ein gleichseitiges zu verwandeln.

1. Losung. Die Aufgabe ist als Spezialfall von A. 496
zu bebandeln.

2. Losung. Zieht man durch 4 eine Parallele zu BC
und legt in B an BC einen Winkel von 609 8o erhdlt man
zunichst ein inhaltsgleiches Dreieck BC D, welches unter Bei-
behaltung des Winkels DBC so zu verwandeln ist, dals die
den beibehaltenen Winkel einschlie(senden Seiten einander
gleich werden. Ist nun BX eine dieser Sciten, so muls
BX*= BD.BC sein, woraus BX in einfacher Weise zu
konstruieren ist.
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3. Losung. Beschreibt man iber der Seite BC des zu
verwandelnden Dreiecks ein gleichseitiges Dreieck BCD mit
der Hohe DH, und ist EF || DC so gezogen, dals A EBF =
A ABC ist, EJ und AG die entsprechenden Hohen, so ist

A ABC: A DBC = AG : DH und
A DBC: N\ EBF= DH?: EJ?
also A ABC: A\ EBF= AG.DH: EJ2.

Ist nun A ABC= A\ EBF, so mufs EJ2= AG . DH sein.
Daraus ist aber EJ leicht zu konstruieren.
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Brockmann, F. J., vorm. Oberlehrer am kinigl. Gymnasium zu Cleve,
Lehrbuch der ebenen und sph#rischen Trigonometrie.
Fir Gymnasien und Realschulen bearbeitet. [Mit 46 Holzschnitten

im Text.] Zweite Auflage. [VIII u. 156 S.] gr. 8. 1880. geh.
n. A 1.60.

Herr Dr. Wiegand in Halle sagt am Schlusse einer eingehenden Rezension in der ,,Zeit-
schrift fir mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht* tiber dieses schon vielfach
eingefithrte Buch: ,,Wir erkliren, dafs wir es hier mit einem ganz vortrefflichen S8chulbuche
zu thun haben, das auch polytechnischen Schulen gentigen wird und ganz besonders zum Privat-
studium empfohlen werden kann. Die Ausstattung ist, wie bei allen Schriften, die aus der
Teubnerschen Offizin hervorgehen, ganz vorziiglich, der Druck korrckt und der Preis aufser-

ordentlich billig.*
Lehrbuch der elementaren Geometrie fiir Gymnasien und

Realschulen bearbeitet. 2 Teile. gr. 8. geh. n. A 3.60.

Einzeln:
I. Teil: Die Planimetrie. Mit 139 Figuren in Holzschnitt. Dritte
verbesserte Auflage. [IX u. 201 S.] 1887. n. K 2.—
II. — Die Stereometrie. Mit 84 Figuren in Holzschnitt. [IV u.
128 8.] 1876. n. A 1.60.

In gleicher Weise wie die mit allseitigem Beifall aufgenommene Trigonometrie hat der
Verfasser die Planimetrie nach streng wissenschaftlichen Prinzipien bearbeitet. Das ganze
planimetrische System ist klar und tibersichtlich geordnet. Die Anordnung und Einteilung des
Ganzen weicht von den meisten denselben Stoff behandelnden Lehrbiichern insofern ab, als eine
Menge von geometrischen Thatsachen, die nicht notwendig zum Systeme gehdren, in den einzelnen
Kapiteln in Form von Ubungssiitzen zusammengestellt ist, um neben der ziemlich reichhaltigen
Sammlung systematisch geordneter Aufgaben, deren Auflésungen meistens nur andeutungsweise
gegeben sind, dem Schiller als ein reichliches und zu selbstiindiger Beschiftigung mit dem Ge-
lernten anregendes Material zu dienen.

Um bei Vollstiindigkeit doch den Umfang des Lehrbuches nicht itbermiifsig zu erweitern,
hat der Verfasser die fruchtbaren Siitze tiber die Potenzlinie und in gleicher Weise das re-
nommierte Taktionsproblem nicht in einem besonderen Kapitel, sondern in Kiirze als Zugabe
zu betreffenden Aufgaben behandelt. Die Lehre von der harmonischen Teilung, vom Pol und
der Polare beim Kreise, Bernoullis Satz tiber Transversalen, sowie die wichtigsten Siitze tiber
Maxima und Minima, soweit sie der Elementargeometrie angehdren, haben in einem Anhange
in einer dem Schulzweck entsprechenden Weise ihre Behandlung gefunden. Den Bau der Pa-
rallelentheorie, an welcher bis jetzt die rigorosen Anforderungen der Wissenschaftlichkeit meistens
riitteln zu mussen geglaubt haben, meint der Verfasser auf Grund frither entwickelter Vor-
stellungen 8o aufgefithrt zu haben, dafs sich e¢in nicht zu #ingstliches wissenschaftliches Gewissen
damit sufrieden gestellt halten diirfte.

Wie in der Planimetrie, so ist auch in der Stereometrie mit einer streng wissen-
" schaftlichen Behandlung eine klare und tibersichtliche Anordnung zu verbinden gesucht worden,
ist zwischen den erschdpfenden Handbiichern und den aphoristischen Leitfiiden die richtige
Mitte gehalten und der Zusammenhang der stereometrischen Thatsachen mit den planimetrischen
und unter sich in leicht fafsbarer Darstellung gebtihrend hervorgehoben worden.

Die Einteilung der Stereometrie ist die allgemein ibliche, auch sind wesentlich andero
Gesichtspunkte, als die hergebrachten, nicht aufgestellt. In Riicksicht auf die Bestimmung
dieser Schrift konnte der Verfasser sich nicht entschliefsen, den hergebrachten ILehrgang zu
verlassen. Denn ob fir ein I.ehrbuch, welches gum Gebrauche an Gymnasien und Realschulen
bestimmt ist, der gewohnliche, oder der den Anschauungen der neueren Geometrie an-
gepafste moderne Schnitt der bessere sei, diirfte vorderhand noch zweifelhaft sein.

Die als Ubungsmaterial systematisch zusammengestellten Ubungssititze und Aufgaben
bilden das letzte Kapitel und kénnen in ihren Abteilungen den einzelnen Kapiteln des Systems
mit Auswahl angereiht werden. Da sie vorzugsweise auf die Anregung und Belebung der
selbstindigen Thiitigkeit des Schiilers berechnet sind, so fehlen entweder bei dem meisten
Ubungssiitzen die Beweise ganz, oder sind doch nur andeutungsweise gegeben; desgleichen
sind fiur die I.0sung der Aufgabon die Wege meist nur angedeutet. Wo in einzelnen Yiillen
Ubungssiitze ausfithrlich bewiesen und Aufgaben vollstiindig gelost sind, moge man eine



beabsichtigte Erweiterung des aufgestellten Systems erblicken. Bei der Aufstellung der Auf-
gaben ist auch noch dadurch dem Schiiler eine hoffentlich willkommene Gelegenheit selb-
stindiger Thiitigkeit gegeben, dafs die spezielle Formulierung einzelner Aufgaben aus einer
allgemeinen Gruppe unterlassen ist.

Brockmann, F. J., vorm. Oberlehrer am kénigl. Gymnasium zu Cleve,
Materialien zu Dreiecksconstructionen nebst Anwendung
auf fast vierhundert Aufgaben. [VI u. 88 S.] gr. 8. 1888. geh.

M 1.20.

Diese Schrift hat den Zweck, den leider nicht zu leugnenden Ubelstand, dafs die
Pflege dor Konstruktionsaufgaben auf unseren Schulen durchweg am wenigsten erfreuliche
Resultate liefert, vom methodischen, didaktischen und p#dagogischen Standpunkte zu be-
kiimpfen. Zuniichst sind die Aufgaben auf Dreieckskonstruktionem beschrinkt. Die hierzu
ndtigen Materialien sind in verschiedenen Gruppen als Orter, Data, Lehrsitze, Reduktions-
aufgaben und algebraische Analysis zusammengestellt und die dann folgenden 360 Aufgsben
durch steten Hinweis auf das betreffende Material zur Losung so durchsiclitig vorgearbeitet,
dafs einerseits die vollstindige Durchfithrung derselben keine Schwierigkeiten mehr bietet,
andererseits aber die bestiindig angestrengte Thiitigkeit des Lesers nicht ilberflilssig wird. —
Der Verfasser spricht die Zuversicht aus, dafs jeder, welcher diese Schrift vorurteilsfrei mit
Ernst und Ausdauer durcharbeitet und dadurch namentlich die ,Materialien* in sich auf-
nimm¢t, das von ihm beherrschte Terrain weit tiber die dem Systeme angehdrenden Elementar-
aufgaben hinaus erweitern und sich in den Stand setzen werde, sich auch fiir solche Aufgaben,
fur welche die Materialien hier nicht gegeben sind, durch selbstthitiges Studium die Wege
zgur Lisung zu ebnen.

planimetrische Constructionsaufgaben nebst deren
L&sung. KEine Vorschule zu des Verfassers Materialien. Ent-
baltend 501 Aufgaben nebst deren Ldsungen. [VI u. 103 8.] gr. 8.
1889. geh. M 1.50.

Der Verfasser verfolgt den Zweck, den Leser durch Vorfihrung von vollstiindigen
Losungen vob fiinfhundert planimetrischen Konstruktionsaufgaben in das Gebiet der geometrischen
Konstruktion in leicht falslichcr Weise einzufithren, namentlich ihn zu bifihigen, dufs er fortan
sielbewulst an die Losung ferncrer Aufguben und mit Erfolg herantrete. Nur die Kenutnis
der Elementaraufgaben de¢s plinimetrischen Systems und deren l.osungen, sowie einzelner re-
nommierter Probieme, welche aufs innigste mit dem Systeme zusammenhiingen, ist beim Leser
vorausgesetst. Durch die Beschrinkung der Liésungen auf die Analysis ist zuxleich dem Leser
Veranlassung gege''en, durch selbstindige Ausfilhrung der Konstruktion uund des Beweises,
sowie durch Aufstellung c¢iner Determination tiefer in die Aufgabe einzudringen. Der Verfusser
hat nur an einzelnen Stellen Winke fur diese Tuvile der Lisung gegeben.
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Vorrede.

Gelten bdiixfte ein Autor in betreff der Vegriindung ded Er-
jdheinend feiner Sdjrift o wenig auper Sorgen fein, ald wir e3
bei ber Derandgabe bed vorliegenden ,Berjudjed einer Wethobif
fiic bie Aufldjung planimetrijder Konftrultiondaufgaben” jein diirfen.
Wir Hhaben nid)t notig, nad) funftreiden Rebewendungen 3u juden,
die und al3 Begriindung dienen jollen; jo entjdhieden fritt namlid
bie Sadjlage fiiv und ein.

Denn wenn wir und in der deutjden Litteratur der Mathematit
vergebend nad) einer ©dyrift umjehen, in welder in {yjtematijder
Form eine ,Methodit fiir die Vehandlung planimetrijder Kon-
{truftiondaufgaben” entwidelt wird, fo diirfte jeber BWerfud), durd)
Ausfiillung diefer Liide den Untervidht frudptbarer zu madjen, von
ven Fadgenofjen entidjieden gebilligt werden.

So frudtbar namlid) aud) die einjd)lagige LQitteratur in Leit-
faden und SLehrbiidhern fiir den {yftematijden Unterridt in der
Geometrie genannt werben muf, in bejug auf eine jyjtematijde
Methodit fiic die Aufldjung von Konftruttiondaufgaben miifjen wir
Diejelbe fteril nennen. Weift diejelbe aud) eine ftattlide Anzahl
von Aufgabenjammliungen auf, jo verfolgen dod) die und befannten
alle nur den Jwed, entweder die Schule mit Hinveihendem Nbungs-
material zu verfehen, indem bdie Aujgaben bdiejer Sammliung oft
nad) Taujenden zdahlen, oder an eingelnen Beijpielen fiir jujammen-
geftellte Gruppen die Art der Behandlung zu zeigen. Wenn 1wir
aud) gern jugeben, dbap die Sammlungen der lepten Art (beijpiels-
weije die von Hofimann [Paderborn, bei Sdivningh], oder die von
Lieber und von Lithmann [Berlin, bei Simion]) {id) jhon mehr
einev IMNethodit ndhern, o ift diejelbe dod) nur al3 latent darin
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enthalten zu begeidinen; von einer wirflid) jyjtematijhen Wethobit
fann aud) Hier feine Rede fein. —

Nun ift e3 aber eine nidht wegzuleugnende Thatjade, dap bdie
Leiftungen unjerer Sdyulen auf bem Gebiete ber Konjtruttiondaufgaben
durdjiveg 3u wiinjden iibrig lajfen. Dabher muf e3 Sadje der Sdul-
mathematifer fein, diefen Ubelftand in objettivfter Weife 3u betampfen.

Darum haben aud) wir in 3wei voraujgegangenen Sdyrijten, die
Fiiralid) in bemjelben Berlage erjdienen {ind, ndmlid) in 1) Materialien
su Dreiedstonftrultionen, nebjt Anwendung auf fajt 400 Aufgaben,
und 2) Planimetrijhe Konjtruftiondaufgaben, eine BVorjdyule u
obigen Materialien, enthaltend 501 Aufgaben nebit beven Lojung,
ywohlmeinend und in befter Abfidht den Kampf gegen genannten
unleugbaren Ubelftand aufgenommen. Jn ber crftern Sdrift Haben
wir nad) ent{predjender Criveiterung de3d gangbaren planimetrijden
Syftems faft 400 Aufgaben mit Hilfe von aufgefteliten Ortern
und dburd) Rebultion mitteld3 Daten und auf eine Anzahl Hervor-
ragender Reduftiondaufgaben flar und durdyfidtig sur Ldjung ge-
bracdyt, dabei aber dber eignen vollen Thdtigleit bed Lejerd hin-
reidenben Spielvaum gelajjen. Jn der anbern Sdyrift, planimetrijde
Sonftruftiondaufgaben, {ind die Lojungen der ftattlihen Anzah! von
501 Aufgaben aufgeftellt. Dabei Haben wir dad Pringip der Lijung,
D. i. bie Methobde, ftetd jo Hervorjubheben gejudyt, dbap dadburd) dem
aufmertjamen Lejer eine Abfjtraftion der Wethodit vermittelt werden
fonnte. Denn nur durd) dad jorgfiltigjte Stubium einer nidht 3u
fleinen Reihe von vorgefithrten Aufldjungen fann man fid) fiiv eine
jelbjtindige und erfolgreide Jnangrifinahme vorgelegter Kon-
{truftiondaufgaben geniigend vorbereiten.

Soll aber der Sdiiler einer Aufgabe nidht ratlod gegeniiber
ftehn und der Lebhrer {tetd jielberwoupt an bie Ldjung hevantreten,
{o fonnte eine blof latente WMethodit nidht geniigen. €3 war daher
notwenbig, die vereingelt vorfommenden und angewandten Wethoden
ju einer |yjtematijden Wethodif u veveinigen; eine Aufgabe, die
um jo jdwieriger zu [djen ift, dba einerjeitd nad) der Natur ber
Gadje eine allgemeine, fiir alle Uufgaben durdygreifende Wethobit
nidt aufgeftellt werben fann, audererjeitd aber bei der Aufftellung
die verfdjiebenartigiten Riidfidyten zu nehmen {ind.

Bundadit ift namlid) bei der Aufftellung einer {yjtematijden
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Methode dad Bebdiirfnid ded Durdyjdhnittdiditlerd gebiihrend 3u
beriidjidhtigen, da ja da3 Aufldjen einer-geometrijden Konjtrultions-
aufgabe nid)t etwa ein PMonopol ded befibigteren, bejondersd findig
angelegten Sdiilerd ift, nod) jein joll; vielmehr aud) der minder
befibigte, nur mit normalen eiftedfdbhigleiten ausgeriijtete Durd)-
jdnitta|diiler Herangezogen twerben fann und joll.

LWenn wir dann an zweiter Stelle aud) die Beriidjidtigung
bed Lehrerd fiir notwendig Halten, jo ift died dbamit begriindet, dap
berfelbe in feinem Bildbungdgange auf bder Univerfitat oft feine
Gelegenbeit findben fonnte, auBer mit der Hoheren Analyiid, wie
3 B. mit elliptijden und Abeljdhen Jntegralen, mit Beta:, Gamma-
und Theta-Funftionen, der hypergeometrijden NReihe und anberen
fid aud) nod) mit ber Sdulmathematif intenjiv zu bejddftigen
und jeine Kenntnifle darin zu vertiefen. €3 ift ja in der That
leiber fehr 3u beflagen, daf in bem Bilbungdgange der zutiinftigen
Mathematitlehrer vielfad) entweder gar feine, oder dod) zu wenig
Ritdfidht auf 1hren piteren Beruf genommen wirb. —

Angefidtd jolder Sdwierigteiten haben wir allen Grund, um
eine nad)jidytige Beurteilung ded vorliegenden BVerfudjed zu bitten;
gleidywohl rdumen wir der dffentliden Kritif gern ein, riidhaltdlos
3u erflaren, in wieweit bderfelbe al3 gelungen gelten fonne, in-
wieweit nidht. Jedenfalld beruhigt un3d dad Bewuptiein, dap bdiefe
Arbeit eine Jrudjt ded ungejdwddten Interefjed fiir die Nupbar:
madung de3 mathematijden Unterrid)ted in unjern Sdulen ift.
Den notigen Wut zur Abfajjung derfelben hat una eine autoritative,
giinjtige Beurteilung unjerer ,WMaterialien”’ gegeben.

Cleve, 18. Juni 1889.
& J. Brodmann.
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Begriff der planimetrifdien Konfirnkiionsaufgabe.
Allgemeines iiber ihre Lofung.

§ 1. Wihrend in den dad planimetrijde Syftem aufbauenden
Qehridgen bewiefen wird, daf in einer Figur, in welder Linien
und Winfel gewiffen Bebdingungen entjpreden, infolge bdiejer er-
filllten Bedbingungen aud) nod) andevre Relationen befjtehen, (man
denfe 3. B. an den Pythagoreijden Lehriah, durd) den bewiejen
wird, baB in einem Dreied, weldjesd einen rvedjten Wintel hat, dad
Quadrat fiber der Hypotenufe gleid) der Summe der Quadrate
iiber ben Katheten zufammen ift) verfteht man unter einer plani-
metrijden Konftruttiondaufgabe die Forberung, eine Figur zu fon-
ftruieren, deren Seiten ober Wintel u. §. w. gegebenen Bedingungen
entjpredjen. (Dag Wort Figur ift hier in weiterem Sinne zu
faffen, indem bdie geftellte Forderung fid) ebenjowohl auf Linien
ober Winfel einer nidht gejdloffenen ald auf gejdlofjene Figuren
beziehen fann.)) DBeijpieldweije wire ed eine planimetrijdhe Kon-
ftruttiondaufgabe, wenn die Konjtrultion eined Luadrated gefordert
wiitbe, twelded jo grof fein joll, wie zwei gegebene Luadrate
sujammen. Die LWwjung bdiejer Wufgabe wiirde {idh unmittelbar
dburd) ben Pythagoreijden Lehriah ergeben, indem man nur bdie
©eiten der gegebenen uabdrate zu Katheten eined redhtwintligen
Dreiedd zu madjen braudt. Die Hypotenuje diejed Dreiedsd wiirde
die Geite ded gejudhten Quabdrated fein.

Jnded fo einfad) und unmittelbar, dbap man nur einen ent-
{predhenden Lehrfap anzuwenden braudit, geftaltet fid) die Ldjung
nur fehr jelten, 3. B. bei den Fundamentalaufgaben dez Syjtems.
Die LWjung einer beliebigen Wufgabe ift darum im allgemeinen
jhwieriger, Da biefelbe einerfeitd die fidjere und ftetd gegenwirtige
Kenntnid ded gangbaren planimetrijden Syjtems vorausdfeht, das

Brodmann, Methodil. 1



2 1. Die geometrijdhe Analyfis.

in vielen Fillen nod) einer entjpredjenden Criveiterung bebarf,
anbererfeitd aber — und da3 ift der Hauptgrund der generellen
CSdwicrigleit — lat jid) der Natur der Sadje nad) feine all-
gemein giiltige und durdhgreifende Wethode fiir die LWwjung auf:
ftellen, wie bdad im VWerlaufe unferer Cntwidelungen mehr und
mebr flar gelegt werden wird.

§ 2. Die fiir bie Lojung aller Aufgaben giiltige, aljo all-
gemeine, Methodit bejdrantt {idh ndmlid) auf das Gejes, nadh
weldem jede Lojung, joll fie eine wiffenidaftlid) jtrenge fein, vier
Teile enthalten mup, namlid) 1) die Analyfis, 2) die Konftruttion,
3) ben Beweid und 4) die Determination. Wie bei der Aufftellung
diejer vier Feile zu verfahren ift ober vielmehr verfafren werden
fann, - dafiic wollen wir verjudjen, die gebraudliditen und pwed:
mdpigften Pethoben audeinander zu fegen und diefe durd) Beifpiele
illuftrieren.

I. Die geometrijfhe Analyfis.

§ 3. Die Analyfia, der Kern ber ganzen Ljung, geht davon
aud, dapB fie annimmt, e3 fei dad in der Aufgabe Geforberte fon-
{truiext, und entwirjt unddit eine entjpredhende Figur, welde
swedmdfgig die analytijde Figur genannt werden fann. Alddann
judt man aud diejer Voraugjepung unter Anwendung von zwed:-
mdgigen Hilfstonftrultionen und einjdlagiger Lebridge Sdliifje
auf geometrijde Thatjaden zu madjen, die entweder unmittelbar
fonftruiert werden fonnen, jo dap {id) davausd da3 Geforderte der
Aufgabe ald Folge ergiebt, oder dod) eine Buriidfiithrung (Re-
puftion) auf friithere Konjtruftionen geftatten.

Um biexbei eine analytijde Figur zu erhalten, welde bden
geftellten Forderungen moglidjt entipridht, empfiehlt e3 {id), bdie
gegebenen Ctiide {o zu nehmen, wie Diefelben in der vorher ent-
worfenen analytijden Figur vorfommen. Bejonberd Hat man fid
beim Cntwerfen der analytijden Figur vor Bujdlligleiten zu biiten;
man joll fein gleid)jdentlige3 ober redhtwintliged Dreied entwerfen,
wenn ein allgemeined Dreied gefordert wird, um nidht Verhaltnijfe
und Thatjaden in die Figur zu bringen, welde fiir den vorliegenden
Fall nidht jutreffen und daher nur zu verwirrenden Sdlupfolge-
rungen fiihren fonnten.
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§ 4. JIn den jeltenften Fdllen jedbod) gelangt man durd) Auf-
findbung einer bejiiglidien geometrijdhen Thatjadje an der analytijden
igur zu einer abgejdhlofjenen Analyfid. Jn den andern (meijten)
Fdllen hat man bdie gebrdudyliden Hilfdmittel fiix die Analyiid
anguwenden, derent e3 Hauptjadlid) swei giebt, ndmlid) 1) bdie geo-
metvijgen Orter, 2) die Reduftion.
~ §5. Da in ben meiften Fdllen bei Aufgaben von nidht
fomplizierter Art die Wnalyfid durd) Vejtimmung eined ober
mehrerer Puntte abgejdhlofien werben fann, (aud) wenn die Kon-
{truttion eined Rreifed ober einer Gevaben, eined Dreiedd ober
eined Polygond verlangt wird,) jo mad)t man in vielen Fdillen
von dem Hilfdmittel der geometrijfen Orter Gebraud), was wiv
al8 Anwendung der ,Methode durd) geometrijdhe Orter” be-
seidnen wollen.

Unter einem geometrijden Orte (ober dhlechtweg Orte) fitr
einen Punft verjteht man im ftrengen wiffenjdaftlidhen Sinne bdie
Oejamtbeit aller Puntte, welde eine verlangte Cigenjdaft befigen;
filr bie geometrijhe WAnalyfid evweitert man bdiefen VBegriff und
verfteht unter demfelben jedbe Gerade ober jede RKreidperipferie,
in welder jener Punft gemdp einer beftimmten Eigenjdaft liegen
mufi. Bermag man aud den Bebingungen der Aufgabe fiir einen
gefucjten Puntt 3wei Orter zu beftimmen, jo ift der Durd)jchnitts-
puntt biefer beiden Orter der gejudhte Punft, jo daB man, wenn
beibe Orter Gerabe find, einen, wenn aber ein Ort ober beibde
Drter Rreife find, swei Puntte (im allgemeinen) erhilt, welde die
geftellten Bedingungen erfiillen. — Durd) bdie oben angegebene
Crweiterung bded Begriffd ,geometrijder Ort”’ gewinnt derjelbe
erft feine Frudtbarleit filv die geometrijde Unalyfid, dba man in
vielen Fdllen den Ort eined Puntted im engeren Sinne mit Lineal
und Birfel gar nidht fonjtruieren fann.

§ 6. Die vorhin in bem erweiterten Begriffe ded geometrijdhen
Orted aufgefjtellte Bejdhrantung auf eine Gerade und eine Kreis-
peripherie ift durdjaud nidht willticlid), jondern eine wifjenjdhaftlich
begriinbete Notwenbdigleit. Denn bdie Geometrie fennt nur zwei
Poftulate, oder, wasd dadjelbe ift, fie giebt nur zwei Konftruttionen
ald unmittelbar moglid zu, ndmlid) 1) zwei Puntte durch eine

Gerabe 3u verbinden, und 2) um einen gegebenen Punft mit einer
1‘
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begrenzten Gevaden al3 Rabdiuad einen Kreid su bejdreiben. Daraud
folgt notwendig, dap nur eine Gerabe oder eine RKreigperipherie
in ben geometrijen RKonftruftionen al8 Orter auftveten tonnen.
Jn bdiejem Sinne ift aud) bei den Konftruftionen bder Gebraud
pweier medjanijdhen Hilfdmittel geftattet, bed einfacdhen Lineald und
bed einfadjen JBirfeld, welde beiden JInftrumente ber ftete reale
Auaddrud jener beiden Poftulate {ind. Cine Aufgabe, welde {id
nidt mit Hilfe diefer Poftulate oder der beiden genannten Jnftru-
mente [djen [dgt, gilt ald3 geometrijd) unlosbar, wie 3. B. bie
Dreiteilung eined beliebigen Winleld, bdie Luadratur de3d Kreifed
und bdie delijde Aufgabe, weldje forbert, aud der Kante eined ge-
gebenen Wiirfe[8 bdie Kante ded bdoppelt jo grogen Wiirfeld zu
fonjtruieren.

§ 7. Der Ort fiir einen gejudyten Punft lapt {idh nun ent-
weber aud Dden Bebingungen der Wufgabe unmittelbar ableiten,
pber derfelbe mup anderweitig aufgejucdht werden. Jn bdiefem Falle
verbindbe man bden gejudyten Punft mit einem belannten Puntte
ber analptijden Figur, oder iehe durd) ihn ein Lot oder eine
Parallele zu einer befannten Gevaden, betradyte die jo gezogenen
Geraben al3 Ort und judje diefelben unter Anwendung einjdldgiger
Lehridpe zu fonftruieren. Durd) den gegebenen Puntt, womit man
ben gejudjten verbinbet, oder durd) die gegebenen Geraben, wozu
man durd) jenen ein Lot ober eine Parallele jieht, ift jedenfall3
eine Cigenjdjaft ded gejudhpten Orted gegeben. Bur wirtliden Be-
{timmung bed gejudyten Puntted bedarf e3 bann nur nod) ciner
aweiten fonftruierbaren Cigenjdaft.

§ 8. Jft aber in ber analytijden Figur tein Puntt unmittelbar
gegeben, durd) deffen Berbindung mit dem gejudhten Puntte {id
ein Ort fitr diefen ergeben wiirbe, jo wdhle man dazu einen leidht,
etwa mit Hilfe der Elementaraufgaben fonjtruierbaren Puntt, 3. B.
pie Mitte einer befannten Strede, oder den Punft, welder eine
betannte Strede nad) befanntem BVerhdltnid teilt, oder bden Enbd-
puntt einer um fid) felbft verlingerten Strede ober bergl.

§ 9. AB fernerer Weg, entweder unmittelbar einen gejudhten
Punft u beftimmen, ober dod) die Beftimmung eined notwendigen
Orted zu vermitteln’, ift die Ausfiihrung der in den Vedingungen
ber Aufgabe enthaltenen Bejiehungen von Linien an der analytijden
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Figur zu empfehlen, wie 3. B. dber Summe ober Differen jiweier
Qinien, obder ihred VBerhdltniffed. KLephtered ilbertrdgt man, wenn
miglid), auf eine anbere befannte Gerabe. Bei der Konftruftion
ber Summe oder Differeny zweier Geraden ift zu unterjdpeiden,
ob Diefelben von einem Punfte auldgehen ober nidht. Jm erftern
Falle ftellt man die Summe bdar, indem man die eine um bdie
anbere iiber diefen Punft hinausd verlingert, die Differeny, indem
man von bdiefem gemeinjdaftlihen Punfte aud bdie eine von bder
andern abtrigt. WMan fann Hierbei aud) (geometrijd)) die grigere
von ber fleineren abtragen, indem man bdieje verlangert, bi3 fie
gleid) der grdferen wird.

Gehen aber die Linien nid)t von einem Puntte aus, jo madpe
man bdiefelben Konftruftionen von einem Punfte ausd, in weldem
bie eine von ihnen durd) ivgend eine Gerabe begrenzt wird, 3 B.
von einem FupBpuntte der einen,. wenn f{ie eine Sentredite ift,
pber bergl.

Kommt bdbie Summe (oder Differens) bder Luadrate jweter
Linien ober ihr Prodult (Redjte€) unter gegebenen Bedingungen
vor, fo ftelle man lefstered durd) Nbertragung auf andere Linien
par und jwar am beften auf grund ded Sebhnen- und Sefanten-
jaged beim RKreife ober mittel3 Anwendung der Proportionen beim
rehtwinfligen Dreiede, erftered auf grund ded Pythagoreijden
Lehriages. Die Differeny zweier Luadrate wird Hhiufig zwedmdpig
al3 dad Redjted aud der Summe und der Differeny der Seiten
bargeftellt. JIn Dbejonderen Fdllen ift man jedbod) der bejonberen
Tarjtellung bdiefer Begiehungen iiberfhoben, wenn {id) bdiejelben
namlid), wie hiaufig bei Kreid- und Dreied3aufgaben, jdon in der
analytijden Figur dargeftellt vorfinden, in welden Fdllen nur eine
Nbertragung erforderlich ift.

§ 10. Hier mobgen die Sdpe itber geometrijhe Orter eine
Stelle findben, welde zur Aufjtellung einer Analyfid am Hhaufigften
Anwendung findben und bei einer groen Jahl von Aufgaben ein-
facdjerer Art zur BVollendung bderjelben fiir fid) audveidend {ind.
Die hauptiddlidjten {ind:

1) Der geometrijdhe Ort fitr alle Puntte, welde von
einem feften Puntte eine gegebene Entfernung Haben, ift
eine RKreidperipherie, welde mit der gegebenen Cnt-
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fernung al3 Radiud um den feften Puntt ald Mittelpuntt
bejdhrieben ift.

Ober

2) ber geometrijde Ort fiir die WMittelpuntte bdber
RKreife, welde, mit einem gegebenen Radiug bejdrieben,
purd) einen fejten Punlt gehen, ift eine mit bem gegebenen
Radiusd um den feften Punft bejdriebene Rreidperipfherie.

Die Beweije ergeben {id) unmittelbar .auld der Definition ded
Kreifes.

3) Der geometrijde Ort fiir die Punlte gleider Cnt-
fernung von 3wei feften Punlften ift dbad in der Mitte der
BVerbindbungsdlinie der beiden feften Punlte zu diefer er-
ridtete Lot

Beweid leidht durd) Kongrueny.

4) Der geometrijde Ort filr die Punite gegebener
Cntfernung von einer gegebenen Geraden ift eine in der
gegebenen Cntfernung ju diejer gezogene Parallele.

Beweid. Parallelen zwijden Parallelen find einander gleid).

Bujah. Der parallele Ort tann auj beiben Seiten bder ge-
gebenen eraden liegen.

5) Der geometrijde Ort fitr die Punlte gleider Ent-
fernung von 3wei Geraden ift die den Wintel ber Geraden
halbierende Gerabde.

Beweid leidht durd) Kongrueny.

Bujap. Die Geraden bilben zwei Wintel miteinanbder.

6) Der geometrijdhe Ort filr die Spipe eined redt:
wintligen Dreiedd mit gegebener Hypotenuje ald Grund-
linie ift bie Kreidperipherie, beren Diameter die gegebene
Hypotenufe ift.

Beweid. Der Winfel im Halblreid ijt ein redhter.

) Der geometrijde Ort fiir die WMittelpunite aller
Sehnen eined Rreifed von gegebener Grofe ift bdie
Peripherie eined mit diefem Kreije Lonzentrijden Kreifes,
bejfen Radiug gleid) der Entfernung einer Sehne von der
gegebenen Grofe von dbem MWittelpunfte ded Kreifes ift.

Beweisd. Dad Lot vom Mittelpuntt auf die Sehne Halbiert
biefe; und O. 6.
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8) Der geometrijde Ort fiir die Mittelpunite dDer
Kreile, welde eine Gerade in einem gegebenen Punite
beriihren, ift dad in Diejem Punfte zur Geraden er-
ridytete Lot.

Veweid. Dad Lot im VBeriihrungdpuntt jur Tangente geht
dburd) den Mittelpuntt.

9) Der geometrijde Ort fiix die Punfte, ausd welden
an einen gegebenen Kreid Tangenten von gegebener Gripe
gejogen werden fonnen, ift eine mit der gegebenen fon-
sentrijde Kreidperipherie, dbeven Radiugd die HYypotenuje
ded redtwintligen Dreiedd ift, beren Katheten ber Radius
bed gegebenen Kreifed und die gegebene Linge der Tan-
genten jinbd.

Beweid einfad.

10) Der geometrijde Ort fiir die Mittelpunite der:
jenigen Kreife, welde einen gegebenen Rreid in einem
gegebenen Punlte berithren, ift der durd) diefen Punftt
gehende und eventuell verlingerte Durdmejjer.

Beweid. Wenn zwei Kreije einanber beriifren, {o liegt der
Beriihrungdpuntt auj der Centrale.

Bufap. Bwei Orter!

11) Der geometrijde Ort fiir die Mittelpunite der
Rreife mit gegebenem Radiusd, welde einen anbern ge-
gebenen Kreid beriihren, ift ein mit bem gegebenen fon-
sentrijder RKreid, bdejjen Radbiud entweber gleid) bder
Gumme oder der Differens der beiden Radien ift

Beweid. Jft die Centrale zweier Kreije der Summe ober
ber Differeny ihrer Rabdien gleid), jo beriihren {idy die RKreife.

12) Der geometrijde Ort filr die Mittelpuntte der
Rreife, weldye 3wei gegebene tongentrijdhe Kreije berithren,
ift ein britter fongentrifjder Kreid, defjen Radiug ent-
weder der halben Summe oder der Halben Differeny der
gegebenen Kreife gleid ift.

Beweid gany dhnlid) wie bei 11.

13) Der geometrijde Ort fiir die Puntte, fiir welde
dbie Summe der Duabdrate der Cntfernungen von jwei
gegebenen Punften eine gegebene ift, ift ein Kreis,
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bejfen Mittelpuntt dbie Mitte dber Verbindbungslinie jener
Punite ift.

Beweid. Die Summe der Quabdrate zweier Dreiedsfeiten ift
um bad Bhalbe Quabdrat der dritten Seite groBer ald da3d bdoppelte
Quabdrat der jur bdritten Seite gehovenden WMittellinie.

14) Der geometrijde Ort filr die Puntte, fiir welde
pie Differeny der Vuabrate der Cntfernungen von zwei
gegebenen Punlten eine gegebene ift, ift ein Lot zu ber
BVerbindungslinie jener Punite.

Beweid. Die Differeny der Vuadrate weier Dreiedsjeiten
ift gleid) der Differens der Quadrate ihrer Projeftionen auf die
britte.

15) Der geometrijde Ort fiir die Spisen aller Drei-
ede mit gegebener Grundlinie und gegebenem Winkel an
ber Spipge ift ein Kreidbogen itber der Grundlinie ald
Sehne, an bdeffen Peripherie ein Winfel [iegt, welder
bem gegebenen Winlel an der Spipe gleid ift.

Beweid. Peripheriewinlel auf demjelben Bogen find gleid.

16) Der geometrijde Ort fiir alle Puntte, welde von
jwei parvallelen Geraden gleide Cntfernung Hhaben, ift
bie in Der Mitte zwifden ihnen liegende Parallele, bdie
Mittelparallele.

Beweisd leidt.

17) Der geometrijde Ort fiir die WMittelpunite der
von einem gegebenen Punfte ausd bid an eine gegebene
Gerade gezogenen Geraden ift die jur gegebenen Geraden
gejogene Parallele, welde den Abfjtand ded Punited von
ibr halbiert.

Beweid. Die Parallele durd) die Mitte einer Dreiedjeite
au einer weiten Halbiert aud) bdie dritte.

18) Der geometrijde Ort fiir die Endpuntte der ge-
raben Linien, welde von einem Puntte aus gezogen durd
eine gegebene Gevabe halbiert werden, ift die Parallele
sur gegebenen Geraden, welde gleiden Abftand von ihr
hat, wie der gegebene Punfit.

Beweid wie bei 17.

19) Der geometrijde Ort fitr die Endpuntte der Ge-
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taben, weldje von einem Punlte aud bid an eine gegebene
Gerabe gezogen in diefem Punfte Hhalbiert werden, ift
bie yur gegebenen Geradben im doppelten Ubftande bdes
Puntted gezogene Parallele.

Beweid wie vorhin.

20) Der geometrijde Ort filr die Mittelpunite berx
Kreife mit gegebenem Radiusg, welde eine gegebene Ge-
rabe unter einer gegebenen Sehne {|dneiden, ift eine
Parallele sur gegebenen Geraben in der Entfernung der
gegebenen Sefhne vom WMittelpunite eined mit dem ge:-
gebenen Radbiusd bejdriebenen Kreifes.

Beweid. Sehnen eined Kreijed find gleid), wenn fie gleide
Cntfernung vom Mittelpuntte dedjelben Haben.

Bujay. Bwei Orter!

21) Der geometrijdhe Ort fiir die Mittelpuntte der
Kreife von gegebenem Radius, welde einen gegebenen
RKreid unter einer gegebenen Sehne {dneiden, ift ein jum
gegebenen fongentrijder Kreisd, defjen Radiusd gleid bder
Summe oder der Differvens der Abftande der gegebenen
Sehne vom Mittelpuntte ift, welde man erhdlt, wenn
man Ddiejelbe in ben gegebenen Rreid und in einen mit
bem gegebenen RNadiud bejdriebenen Kreid abtrdgt.

Beweid ergiebt {id) leidht.

22) Dexr geometrijde Ort filr die Puntte, dbeven €nt-

Sig. 1. fecnungen von
3wet feften Punt-
ten ein gegebenes
Berhialtnid Ha-
ben, ift ein Rreis,

|, deffen Diameter
~]* bie Entfernung
berbeiden Puntte
ift, inweldembdie

\_/ Cntfernung bder

feften Punilte in-

nerlid) und duperlid nad) jenem Verhaltnild geteilt wird.

Beweid. Liegen die Punfte C und C’ fo auf 4B, baf
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AC:BC= AC': BC' =m:n ift, und ift X ein Punft in der
Peripherie ded RKreifed itber CC’ al3 Diameter, deffen Mittel-
puntt O, {o ergiebt {id) aus

AC’ : AC= BC’: BC aunidjt

AC:2C0 = BC:2BO0, und hieraus

AO : CO=CO: BO.

Run ift CO= X0, alfo A0: X0= X0: B0, woraud
folgt, bap A AXO0~ BXO, folglih) ift S BX0 =4, aljo
AXC = BXC, woraud nad) befanntem Lehriage der Planimetrie
{id) ergiebt, dbaf AX: BX = AC: BC=m:n ift.

Bufab. Jjt m = n, jo tritt ftatt diefed Orted O. 3 auf.

§ 11. Die Anwendung vorftehender Sipe iiber die gebrdud)-
lidhften geometrijgen Orter, weldje wiv bei jpdterer Bezugnahme
ald .1, 2 u. |. w. begeidhnen werben, moge an einigen Aufgaben
niher gezeigt werben.

Wufgabe 1. Cin Dreied zu tonftruieren, wenn eine
Seite bedfelben und bie zu diefer Seite gehirige Hifhe
und Mittellinie gegeben {inbd.

Oder ein Dreied zu fonjtruieren ausd a, A, und m,.

Analyfis. Da durd) die eine gegebene Seite a (ober BC)
bie beiben Cden B und C ded Dreied3 gegeben {ind, wenn man
mur eine Gerabe BC = a bhinlegt, jo fehlt zur Konftrultion nur
nod) dbie Beftimmung bder dritten Cde 4. RNun ift durd) die ge-
gebene Hobe h, die Entfernung ded Puntted 4 von BC, durd
die gegebene Mittellinie aber die Entfernung ded Punfted A von
per Mitte von BC gegeben. Pan fann daher nad) O. 4 und
. 1 je einen Ort fiiv 4 Tonjtruieren. Der Durdjidynitt beider
Drter giebt den Puntt 4, wodurd) man dasd ganze Dreied ABC
erhlt.

Anfgabe 2. Durd) einen Puntt in einen Kreid eine
Sehne von gegebener Grofe zu legen.

Analyfis. €3 ift durd) den gegebenen Punft eine Tangente
an Den nad) O. 7 fonftruierten Kreid zu 3iehen.

Wufgabe 3. Cinen RKreid zu fonjtruieren, der 3wei
einanber durdjdneidende GHerade beriihrt und deffen
Mittelpuntt auf einer gegebenen Geraden obder RKreil:-
peripherie [iegt.
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Analyjis. Durd) die gegebene Gerade oder Kreidperipherie,
worauf ber Mittelpuntt ded gejudyten Kreijed liegen {oll, ift un-
mittelbar ein Ort filv den Wittelpuntt gegeben. C€in weiter Ort
ergiebt {id) nad) . 5. Der RNadbiud ded gejudjten Kreifed ift das
Qot von dem durd) bie awei Orter beftimmten Mittelpuntte auf
eine ber gegebenen Gerabden.

Aufgabe 4. Cinen Rreis zu fonftruieren, welder durd
einen gegebenen Puntt geht und eine gegebene Gerabe
in einem gegebenen Punite beriihrt.

Analyfis. Soll der gejudhte Kreid durd) P gehen und bie
Gevadbe M N in A beriihren, fo ift nad) . 8 bad in 4 3u MN
erridytete Lot ein Ort fiir den gejudhten Mittelpuntt X. Da nun
aud) X P = XA fein muB, jo erhdlt man einen zweiten Ort fiix
X nady O. 3.

Wufgabe 6. Cinen Kreid 3u fonjtruieren, welder dburd
einen gegebenen Puntt geht und einen anberen gegebenen
Kreid in einem gegebenen Punite beriihrt.

Analy|id durd) Anwendung von O. 10 und 3.

Aufgabe 6. AMit gegebenem Radiud einen RKreid zu
bejdyreiben, welder durd) einen gegebenen Punft geht
und eine gegebene Gerade beriihrt.

Analyjid durd) Amwvendung von O. 2 und 4.

WAufgabe 7. IMit gegebenem Radiud einen Kreid ju
bejd)reiben, weldjer 3wei gegebene Geraden beriihrt.

Analyfid. Wegen ber geforderten Veriihrung findet O. 5
Anwendung, wegen ded gegebenen Radiug L. 4.

WAnfgabe 8. Wit gegebenem Rabdiud einen RKreid 3u
bejdreiben, welder durd) einen gegebenen Punft geht
und einen anbern gegebenen Kreid berithrt.

Analyfis. Der eine Ort ift nad) O. 2 ein Kreid um dben
gegebenen Punft mit dem gegebenen Radiud; der andere nady
. 1 ein mit bem gegebenen fonzentrijdher Kreid mit einem Radius,
ver gleidh) ber Summe zweier befannten Rabdien ijt.

Aufgabe 9. AMit gegebenem Radiud einen RKreid zu
bejdreiben, welder eine gegebene Gerade und einen ge-
gebenen RKreid beriihrt.
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Analy{is. Durd) den gegebenen Rabiud ijt mit Riidfidt
auf die Beriihrung der Gevaden fiir den Wittelpuntt ded gefor-
perten Kreifed ein Ort nad) O. 4 gegeben, mit Ritdjidht auf die
Berithrung ded Kreifed aber ein jolder nady O. 11.

®Anfgabe 10. Mit gegebenem Radiud einen Kreid zu
fonftruieren, welder j3wei gegebene Kreife beriifhrt.

Analyjisd. Fiic den Mittelpuntt ded gejudhten Kreifed lafjen
fih nad) O. 11 leidht zwei Orter beflimmen.

Aufgabe 11. Cinen RKreid zu fonftruieven, welder
burd) einen gegebenen Punft geht und zwei parallele
Gervade berithrt.

Analyfid durd) Amwvendung von O. 16 und O. 2 einfad).

Wufgabe 12. Cinen RKreid zu fonftruieren, welder
burd) einen gegebenen Puntt geht und eine Gerade in
einem gegebenen Puntlte beriihrt.

Analyjid. Die letere BVedingung giebt einen Ort fiir den
gejudhten Wittelpunit nad) O. 8; Anwendung von O. 3 giebt einen
aweiten Ort.

Aufgabe 13. Cinen Kreid ju fonftruieven, der zwei
parallele Gerabe und einen gegebenen Kreid beriihrt.

Analyfisd. Aufer nad) O. 16 ergiebt {id), da der Rabdius
Ded gejuchten RKreifed leid)t abzuleiten ift, filx den WMittelpuntt
nod) ein weiter Ort nadh) O. 11.

Wufgabe 14. Mit gegebenem Radiusd einen Kreid ju
bejdreiben, der dburd) einen gegebenen Punft geht und
einen anbern Kreid unter einer gegebenen Sefhne jdhneibdet.

Analyjis. Fiic den gejudhten Mittelpuntt ergiebt {id) aus
erjterer Bebingung ein Ort nad) O. 2, aud der andern nad) O. 21.

Aufgabe 16, Mit gegebenem Radiud einen Kreid zu
bejdyreiben, welder eine gegebene Gerade berithrt unbd
eine andere unter einer gegebenen Sefhne {dhneidbet.

Analyfid durd) Anwendung von . 4 wegen bder erftern
Bedingung; wegen der zweiten Bedingung wende man O. 21 in
einer filr den vorliegenden Fall leidht erfennbaren Wobdififation an,

Wufgabe 16. WPit gegebenem Radiusd einen Kreid zu
bejd)reiben, der einen von 3wei gegebenen Kreifen berithrt
und den anbern unter einer gegebenen Sehne jdneidet.
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Analyfid. Cin Ort fiir den gejudten Mittelpunft wird
nad) O. 11, der andere nad) O. 21 beftimmt.

Wufgabe 17, Cinen Kreid zu befdreiben, der 3wei
parallele Gerade jedbe unter einer gegebenen Sebhne
{dneidbet und dabei durd) einen gegebenen Puntt geht.

Analyfis. Wenn man in einem beliebigen Puntte zu den
gegebenen Parallelen dad gemeinjdaftlihe Lot zieht und von bden
Suppuntten desdfelben auf jedber Parallele nady beiben Seiten bdie
halbe entipredjenbe Sehne abtrigt, jo ift bie Entfernung ded Wittel-
puntted bed RKreifed, den man durd) die vier Endpuntte der ab-
getragenen Sehnen legen fann, von einem bdiefer Enbdpuntte bder
Radiuz ded gejudyten Kreifed und die Parallelle durd) defjen Wittel-
punft ju den gegebenen SParvallelen bder eime Ort fiir den Miittel-
punft ded gejudjten Rreifed. Der andere Ort ergiebt fid) mitteld
be3 gefundenen Rabdiud nad) O. 2.

WAufgabe 18. Von einem Punfte auperhald eines
Kreifed an diejen eine Selante zu ziehen, welde von der
Peripherie dbedjelben Halbiert wird.

1. Analyjis. Jft AXY bie verlangte Selante, welde in
X Balbiert wirdh, und M bder Mittelpuntt ded gegebenen Kreifes,
fo ldft fid) auf dem Orte MX (filx den Punft X) der Punit B
beftimmen, wenn man M X bi8 B um {id) felbft vexlingert. Jieht
man dann AB, o ijt AB = MX. Dabdburd erhilt man aber
fiit B awei Drter nad) O. 1, dba bdie Entfernungen BA und M B
durd) den Radiuad des S{‘retieé gegeben {ind. Jft aber B beftimmt,
jo giebt bie Berbindbungslinie M B den Punft X und dbie ganze
Gefante AX Y.

2. Analyfis. MPan erhalt aud) einen zweiten Ort fiir X
(ber eine Ort ift unmittelbar durd) den Rreid gegeben), wenn man
e3 mit der Mitte C von A M verbindet, wobei {idh) ergiebt, dap
XC gleid) der Dilfte bed Radiud ded gegebenen RKreifed ift.

3. Analyfis. Cine dritte Ort3beftimmung fiilr X ergiebt
fid) dburd) folgende Betvadhtung. Sdineidet ber durd) A gejogene
Diameter den gegebenen Kreid in D und E, und man verbinbet
X mit der Mitte F von AD und mit der Witte G von AE,
joift XF|| YD, und XG | YE, aljo <X FXG =1R. Daraus
evgiebt fid) filr X, ba F und G gegeben {ind, ein Ort nad) O. 6.
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4. Analyjis. Aud) fann man filr Y einen zweiten LCrt
leidht beftimmen. Bieht man ndmlid) den Diameter YMT und
verbinbet 7 mit A4, o ergiebt fid), dba << YX T = 1R ift, da
AT gleid) bem Diameter ded gegebenen Kreifed. €38 ift alfo T
su beftimmen und 7'M giebt Y.

WAufgabe 19. Durd) einen Punft in der Peripherie
bed inneren zweier fonzentrijden Kreije in den duBeren
eine Sefhne zu legen, welde durd) die Peripherie des
inneren Kreifed in drei gleide Teile geteilt wird.

Jit A bder gegebene Punft und bdie Sefhne BACD jo ge-
jogen, dap BA = AC = CD ift, jo exgiebt {id) folgenbde

Unalyjis. Verbindet man den Mittelpuntt M mit 4 und
verldngert diefe Verbindungdlinie itber A um {idy jelbft big E, {o
it EB gleid) bem fleineren Radiud, EC gleid) dem griferen,
woraud nad) . 1 jowohl fiir B ald aud) fiitr C ein pweiter Ort
beftimmt werden fann, da ja fiir beidbe Puntte ein erfter Ort
burd) die RKreidperipherie jelbjt gegeben ift.

WAnfgabe 20. Durd) einen Durd)jdnittdpunft zweier
Kreife in den einen eine Sehne ju legen, welde durd
die Peripherie bed andern halbiert wird.

Jft A bder betreffende Durd)jdnittdpuntt bder beiden Kreife
um M und M, jo erhdlt man jolgenbde

1. Analyfis. Die Sehne A B moge in den Kreid um M
gelegt und in C auf der Peripherie ded Kreijed um M, bHalbiert
fein. Berbindet man M mit C, jo it < MCA = 1R, bdabex
ergiebt {id) ein Ort filr C nad) O. 6 al8 Halbfreid iiber dem
Radiugd AM ald3 Durdymeffer.

2. Analyjis. BVerlingert man MC, bi3 fie die Peripherie
pe3 Kreijed M, zum zweiten Wale in D {dneidet, jo ift AM, D
Diameter, da L ACD = 1R. Der pweite Ort DM fiic C ift
alfo fonjtruierbar.

3. Analyjis. BVerbindet man C mit der Witte £ von 4N,
jo it EC gleih) 4 M4, woraud fid) nad) O. 1 ein Trt fiir C
beftimmen [ldift.

4. Analyfig. Verbindet man D (§. 2. Analyfid) mit B, {o
it DB = AD = Diameter de3d Kreijed M,, woraud {id) nad
0. 1 ein Lt fiivr B beftimmen [dft.
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ufgabe 21. Bwijden die Katheten einesd redhtwint:
[igen Dreieds eine gegebene Strede jo ju legen, dbaf jie
von der Pypotenufe Hhalbiert wird.

Analyjis. Liegt die gegebene Strede DE = a o awijden
ben RKatheten AB und AC, bdaf fie durd) die PHypotenuje BC
in F Dalbiert wird, und man 3ieht durd) F die Paralelen FG
und FH ju AB und AC bi8 in AC und AB, o ergiebt fid)
leidht die Kongrueny der Dreiede FHD und FGE; darausd aber,
baf GE = HF = AG ijt, woraud {id) wiederum bdie Kongrueny
vot FAG und FEG ergiebt. Aud bdiejer Kongrueny folgt aber,
o FA = {a ift, woraud {id) nad) O. 1 fiix F der weite Ort
ergiebt.

Bujap. Unmittelbarer ergiebt {id), dbaf FA = L a aud dem
Umitande, dbag DE Hypotenuje wird und nad) dem Sape iiber
ben Winfel im Halblreid bdie Witte der Hypotenuje von ihren
Cndpuntten und dem Sdjeitel ded redhten Winteld gleid) weit ent-
fernt ift.

Wufgabe 22. BVon jweiPuniten auBerfhalb eined Kreifes
an diefen zwei Sefanten zu ziehen, von denen bdie eine
bie anbere redhtwintlig jdhneidet und halbiert.

Analyjis. Wird von den beiden zu einander redtwinfligen
Sefanten PA und P'B bie lebtere durd) die erfte Halbiert, jo
ergiebt {id) leidht, bap PP = PB ijt. PHieraud ergiebt {idh fiir
B ein aweiter Ort nad) O. 1.

Wufgabe 23. Cin Dreied zu fonftruieren aud wei
Seiten und einer zugehorigen Wittellinie. (Ctwa aus
a, b und m(,.)

Analyjis. Durd) a {ind die Cden B und C bded Dreied3
gegeben. JFilv Die MWitte D der Seite CA erhilt man nad
0. 1 zwei Orter, den einen, weil BD == m,, den anbdern, weil
CD = b ijtt Cde A exrgiebt {id) dbann leidht.

WAufgabe 24. Cin Dreied zu fonjtruieren augd einer
Seite, einem anliegenden Wintel und der Hohe von dem
Sdyeitel diejed Winteld ausd. (Yusd a, <X B und k)

Analyjis. Durd) die Seite a {ind die beiden Eden B und
C be8 Dreieds gegeben; durd) den Winfel B die Ridhtung bder
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Ceite BA, weldje zugleid) ber eine Ort fiir die Cde A ift; der
anbere Ort ift bie aus C an ben um B mit bem Radiud &, be-
jdriebenen RKreid gezogene Tangente.

Anfgabe 25. Cin Dreied zu fonftruieren augd einer
Seite, bem gegeniiber liegenden Winfel und einer u
einer anbern Seite gehdrigen Mittellinie. (Mud a, x4
und m,.)

Analyjis. Durd) die Seite a {ind die beiben Cden B und
C be3 Dreied? gegeben. Fiir bdie bdritte Ede A erhdlt man 3u-
nidft einen Ort nad) O. 15 durd) den gegebenen Gegenwintel A.

Fig. 2. Der jweite Ort filr 4 ijt bdie
A Seite CA, von welder nur der
eine Punft C befannt ijt. €3

muf aljo nod) ein weiter Puntt

beftimmt erben. Wegen Dber

/ \ gegebenen Mittellinie m, wible

M man BHierzu den Mittelpuntt D

o oon CA. Man Hhat jofort ald

einen Ort dafiiv die Peripherie

bed Rreifed um B mit bem

Radiug m,. BVerbindet man nun

ben Mittelpuntt M bed erjten

Orted fiilv 4 mit C und ebenjo mit D, jo it X MDC=1R,

woraud {ih nad) O. 6 ein weiter Ort fiir D ergiebt. Daburd)
erhilt man aber aud) CD al8 weiten Ort fiir A.

Wufgabe 26 und 27. Cin redtwintliged Dreied ju
fonftruieren, wenn dazu gegeben jind bie HPypotenuje (a)
und die Summe (ober Differenz) eined PHypotenujen:
abjdnitte3 und der Hypotenufenhdhe. (Ausd a unbd
q + ha)

Analyjis. Da durd) die Hypotenuje a bdie beidben Cden B
and C, und durd) den redjten Wintel ein Ort filv die britte
Cde A gegeben ift, jo bebarf e8 nur nod) der Beftimmung eined
gweiten Orted fiiv 4. Wenn man nad) § 9 bie gegebene Summe
g -+ h baburd) an ber Figur dbarftellt, bap man dad Lot 4 F iiber
F um FE = F(C vexlingert und EC jieht, jo ift X FCE=1R,
bie Linie CE geht aljo durd) die Mitte D bed Bogend BC.




I. Die geometrijde Analyfis. 17

Bwijden bdieje (fonftruierbare) Linie CE und bden erften Ort fiir
A ift nun eine Gerade fenfredht auf BC jo zu legen, daf fie

Fig. 8. &' gleid) ¢ + A wird. Crridytet
17 man bdafer in C auf BC ein
/ Lot CG == q 4+ h, jo ift bdie
Barallele durd) G 3u CE bder
aweite Ort filr 4. Jft {tatt
ber Summe bdie Diffeveny ¢ —4h
gegeben, jo madje man bDa3
Lot CG'=¢q— h und lege
biefed Lot in entgegengefepter
Ridtung, naddem man FA
itber 4 um AE gleid) bDer
gegebenen Differeny verldngert
hat; dbann ift die dburd) G’ zu
CE gejogene SParallele derx
gweite Ort fiir 4.

Wufgabe 28. Cin Dreied
3u fonjtruieren augd einer
Seite, der Hobhe zu einer
andern und bder WMittel-
linie zur bdritten Seite.
(Aug a, hy und m..)

' Analyfis. Durd) bdie
Seite a find die beidben Cden B und C bed gejudjten Dreieds
gegeben. Fiiv bdie bdritte Cde A4 ift junddijt ein Ort die von C
aud an den um B al3 Mittelpuntt mit 2, al3 Radiugd bejdriebenen
RKreid gezogene Tangente. Bon dem zweiten Orte fiir 4, ndmlid)
ber Ceite BA l[dht fid) auger B nod) ein Punlt, namlid) bdie
Mitte D beftimmen. Filr D Hat man zwei rier, einen durd
bie befannte RLinge CD = m, nad) (. 1), den andern in bder
Parallele durd) die Mitte £ von BC 3zu dber aud C gejogenen
Zangente.

Aufgabe 29. Cin Dreied zu fonjtruieren aud den aufj
einer Seite durd) die Hohe gebildbeten Ab{dnitten und
einer zu einer anbern Seite gehorigen Wittellinie. (Ctwa

aud p und ¢ [dben Abjdnitten auf a] und m,)
Brodmann, MetHodil. 2
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Analyfis. Durd) die Abjdnitte »p und ¢ ift ihre Summe,
die Ceite a, aljo die Eden B und C bded gejudten Dreieds ge-
geben; auBerdbem ber Fuppunft D ber zugehorvigen Hohe. ALB
erften Ort fiir die dritte Ede 4 hat man dann zundidjt dad Lot
in D auf BC; von bem jzweiten Orte, Seite CA, wovon ber
Puntt C befannt ift, [at fidh) mittel8 sweier Orter nod) ein Puntt,
die Mitte E, beftimmen. Der eine Ort dafilr ift nad) O. 1 bie
Peripherie bed um B mit m, bejdriebenen SKreijed, der anbere
bagd in der Mitte 7" von DC ju DC erridjtete Lot. (Der Punft £
lieBe fidh) aud) andersd beftimmen. Berldngert man die Mittellinie BE
um {id) felbjt bid3 F und fillt FG L BC, jo lift fid) leid)t be-
weifen, dbaf CG = BD =p ift. Dabdurd) erhdlt man aber wei
Orter fiix F, den einen nad) O. 1, dba BF = 2m, befannt ift,
und dag Lot in dem beftimmbaren Punft G auf BC.)

Wufgabe 30. Un einen Kreid eine Tangente 3u 3iehen,
fo bap Dad Stiid derjelben zwijden dem Berithrungs-
punfte und einer gegebenen Geraden oder einer anderen
RKreigperipherie von gegebener Grife werbde.

Analyjis. Nad) O. 9 erhilt man einen Ort filr ben Punit,
in weldem die Tangente die gegebene Gerade ober bdie anbdere
Kreidperipherie jdmeibet.

Wufgabe 31. Bwifden jwei Kreidperipherien eine Ye-
rabe von gegebener Grofe jo ju legen, dah |ie Tangente
eined der beiben gegebenen Kreije wird.

Analyjid wie zu A 30.

WAufgabe 32. Jnnerhalb eined Dreiedsd einen Punft
su beftimmen, {o dap bie Berbindbungsdlinien mit den
Cden ded Dreieds unter jid) gleide Wintel bilden.

Analyfid. €38 ergiebt {id) leidht, daR jeber bdiefer Wintel
120° betragen muf, wonad) man zwei Orter fiiv den gefudhten
PLuntt nad) O. 15 erhilt.

Anufgabe 33. Jneiner Dreieddjeite (BC) einen PunitX
3u beftimmen, {o dbap bie Berbindbungsdlinie DE bder von
X auf AB unbd AC gefdllten Lote der Seite BC parallel
wir.

Analyfis. Wenn man aufer dem Paralelidmud von DE
und BC nod) beriidfidtigt, daf AEXD ein Sehnenviered ift,
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und man zieht nod) die Diagonale AX, jo laft fid) der Winlel
AXC ober AXB feiner Oridfe nad) beftimmen und davaud nad
0. 15 ein weiter Ort filr X ableiten.

§ 12. Neben bder WMethode, die Analyfid durd) geometrijde
Orter zu beftimmen, ift al3 jweite Methode bdie IMethode ber
Reduftion Hervorzuheben, welde in allen Fdallen anzuwenden ift,
in welden bdie erftere nidht zum Biele fiihrt. Diefe Methode be-
{teht dbarin, baB man aus den in der analytijden Figur unmittelbar
exfennbaren ober dburd) ywedmdpige Hilfslonjtruttionen erreidbaren
Beyiehungen entweder bie Dbetreffende ufgabe auf eine friihere
diveft vebugiert, oder einen Teil ber gejudjten Figur, meift in
Seftalt eined Hilfddreieds, vorab ald fonftruierbar nadyweift, und
aud bdiefem Teile durd) dhlieplide Amwendung von geometrijden
Ortern die gange gefjuchte Figur ableitet. Wir engen den Begriff
ber Methode durd) Redultion dabhin ein, dap fie die betreffende
Aufgabe entweder divelt auf eine friihere uriidfithrt, odber dodh die
vorferige Konjtrultion einer Hilifigur erfordert. Wo eine Analy|is
burd) blof mittelbare Ortsbejtimmungen aufgeftellt ift, wie bei den
Aufgaben 28 und 29, rubrizieren wir dieje unter die WMethobde
burd) geometrijhe Orter; und Heben dies deshalb bejonders Hervor,
weil von manden Uutoren aud) in diefen Fdillen die Wethode dex
Reduftion erfannt wird.

Der Wege einer jolden NReduftion werden ver{djiedene be-
treten. Wir wollen bdiejelben bier ndher bejpredhen und durd
Beijpiele illujtrieven.

§ 13. Wejentlidhen Dienft, namentlid) bei Dreiedtonitrultionen,
leiften zundd)it die jogenannten Data. Unter einem Datum ver-
{teht man die Berbindung von drei oder vier planimetrijden Srifen,
bie in ber Art voneinander abhingig {ind, dap man im erften
Fall (einer BVerbindung von drei Grigen) aud je zweien derfelben
ein redytwintliged, im anbern (einer Verbindung von vier Grigen)
aud je bdreien ein |diefwintliged Dreied fonftruieren fann, jo daf
in jenem dad bdritte, in diejem dad vierte Stiid mit gegeben er-
deint. Jn beiden Fdllen fann man jedbed bdritte Stiid ded fou-
ftruierbaren redytwintligen, ober jeded vierte Stild bed |diefwintligen
Treiedd al3 mit gegeben betradjten und fiir die Gewinnung bder

Analyfid verwerten.
2 *
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Um nur ein Beifpiel angufithren, indem wir und vorbehalten,
die anberweitigen Daten an betreffender Stelle der Anwendung
niher Hervorzufeben, fei bemerft, baf beifpieldweife eine Dreieds-
feite, Der gegeniiber [iegende Winfel und ber Radiud bded um-
ge|driebenen RKreijed, alfo 3. B. a, T 4 und r ein Datum bilben.
Denn aud je jweien diefer Stiide (aft {id) dad redhtwintlige Dreied
fonftruieren, welded man erhilt, wenn man den MWittelpuntt M
bed3 umgejdjriebenen KRreifed mit einem Cndpuntte der Sehne
BC = a, etwa mit B und mit dbem Wittelpuntte D bderjelben ver-
bindet. Da aber died Dreied aud je zwei feiner Stiide, unter
weldjen inded eine Linie vorfommen mup, fonjtruiert werben fann,
{o bilben je zwei joldher Stiide mit jedbem anderen Stiide dedjelben
ein Datum. Wan fann alfo in vorliegendem Falle jagen, dap je
awei obiger Stiide aud) mit der Entfernung ded Wittelpuntte3 M
von der Seite BC ein Datum bilben und bdieje ald gegeben be-
tradjten. |

§ 14. €3 mige hier bejonderd davauf Hingewiejen werben,
baB wir die Beziehungen der in den Bebingungen gegebenen Grogen
su andern, weldje entweder nad) den Gefepen bder allgemeinen
Gropenlehre oder dburd) die nad) Fundamentalaufgaben mdgliden
Sonftruttionen aud jenen ald neue filr die Analyfid verwendbare
Grofen abgeleitet werden fonnen, nidht ald Data auffajjen, jondern
viefmehr al3 notwendige Konjequeny der Gefehe bder allgemeinen
Groenlehre. Daf man 3 B. aud zwei gegebenen Grigen ihre
Summe ober Differeny, ihr Redyted, ihr Verhiltnis, die Summe
ober Differeny ithrer Lluadrate, ihre mittlere, dritte und harmonijde
Proportionale ald gegeben ableiten fann, fei hier ald jelbitverftindlid)
voraudgefet, ohne dap wir ndtig haben, den VBegriff , Datum
darauf audzubdehnen. Ju gleider Weije gelte ed al3 {elbjtveritandlich,
baff man aud je zweien biejer abgeleiteten Formen bie Grien
eingeln ableiten fann. Denn eine Lollifion mit der algebraijdhen
Analyfid finbet Hierdburd) nidht ftatt, ba man bie GroBen in jedem
Falle der Kombination unmittelbar durd) rein geometrijde Kon-
{truftionen abzuleiten vermag.

§ 15. Unter den Hier folgenden Aufgaben, deren Analyfid ent-
weder durd) direfte Buritdfiihrung auf ecine friihere Aufgabe, obder
mit Pilfe von Daten gemad)t werden fjoll, fommen aud) joldhe
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wiederholt vor, deren Analyfis {Hon mitteld geometrijdher Orter
beftimmt worbden ijt.

Anfgabe 34. Durd) einen Puntt in der Peripherie
bed tleineren 3weier fonzentrijden Kreije in den grogeren
eine Sehne ju legen, welde durd) bdie Peripherie des
fleineren in drei gleidje Teile geteilt wird. (Vergl. A. 19.)

Analyfis. Bieht man den Diameter DOE und verlingert
E B iiber B Hinaud um {ich jelbjt bi3 F, jo ift die verlangte Sehne
DCAB Mittellinie im Dreied EFD zur Seite EF und, da
BA = $ AD ift, A der Durd)jdynitt der drei WMittellinien. €8 ijt
alfo, ba aud) O A F eine Mittellinie ded Treiedd ift, AF = 2. 40,
alfo Punft F beftimmbar. Bon bdiejem Punfte F ift nun an den
groferen Kreid eine Sefante zu legen, welde in der Pevipherie
dedfelben Halbiert wird. Dad gejdjieht aber nad) A. 18.

Aufgabe 35. Cinred)twintliged Dreied ju fonjtruieren
aud der Pohe und ver Differeny der Abjdynitte, welde
die ohe auf der Hypotenuje bildet.

Analyiis. Jft 4D die Hohe ded Dreiedd und man madt
CE = BD, fo ift DE bie gegebene Differeny und Dreied ADE
burd) feine Katheten gegeben. Da nun bdie Mitte F' von DE
qugleid) Mitte von BC ift, jo ift burd) AF=FC=FB je ein Ort
filx B und C gegeben, wofiic die Gerade DE der andere Ort ift.

WAufgabe 36. Cin Dreied zu fonftruieren ausd einer
Hobhe, der sugehorigen Mittellinie und dem Rabdiug ded
umgejdyriebenen Kreifes. (Aus h,, m, und r.)

Unalyjia. Jit 4D die Hohe k, und A E die Wittellinie m,,
jo ift Dreied ADE gegeben. Dann Hhat man filr den Wittel-
puntt M ded umgejdriebenen Kreifed zwei Orter, namlid) dad Lot
in E 3u ED und nad) O. 2 einen Kreid um 4 mit r. Durd
den Kreid aber werben die Punfte B und C beftimmt.

Wufgabe 37. Cin Dreied zu fonftruieren aug einer
Seite, dber Dohe zu einer andbern und dber Differeny der
Wintel an diejer andern Seite. (Yus ¢, h,, B— C)

Analyjid. Sei AD bdie Hohe h,, und AE bder Wintel-
balbierer w,; bann ldgt {id) zeigen, dad 2, w, und {(B — C)
¢cin Datum bildben. Bezeidnen wir ndmlid) < BAD durd) «,
X DAE bdurd) 0 und 9 CAE dpurd) 8, o ift junidft «a + 0 =B
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odet 0= —a RNun ift aber =R —C—9d, «a = R — B,
alfo  — e« = B — C — 4, woraud fid) exrgiebt d = 4 (B — O).
Durd) basd tonjtruierbare Dreied A D E ift aljo die winfelfalbierende
Trandverjale w, al3 ein mit gegebened Stiid beftimmt. Konftruiert
man A ADE aud ber Kathete AD = h, und < 6 = 4 (B — 0),
{o ift auBer DE ein aweiter Ort nad) O. 1 durdy C gegeben, ebenjo
daburd), daf 9B = « + & ift, ein weiter Ort fiir C.

Bujap. Wire {tatt k, die w, oder aud ftatt B — C die w,
gegeben, o wiirbe fid) auf grund obigen Datuma die Aufgabe mit
Hilfe degd Hilfadreieded ADE [djen lafjen.

Aufgabe 38 und 39. Cin redhtwintliged Dreied zu
fonftruieren ausd bder Pypotenuje und der Summe (oder
Differeny) der Katheten. (Ausd a und b +¢.)

Analyjis. Jjt ABC dad gejudte Dreied und man madt
AD auf ber Berldngerung von CA und AD’ auf AC felbjt
gleid) AB, fo ift die Lojung direlt auf dbie Konftruttion ded Drei-
ed3 BCD ober BCD’ rvedbugiert. JIm erfteren Dreiede ift nimlidy
gegeben BC = a, CD =b+ ¢ und << D = 45°, im anbdern
BC=a,CD'=b—c und <D =14 R. FFiir A hat man
in beiden Fdallen nad) O. 3 einen zweiten Ort.

Wufgabe 40 und 41. Cin Vuadrat zu fonftruieren,
wovon die Summe (oder Differeny) der dboppelten Seite
und der Diagonale gegeben ift. (Segeben 2a 4 ¢.)

Analyjis. BVerlingert man die Diagonale AC iiber jeden
Cndpuntt um bdie Seite ded Quadrate3, jo daf AE = AB und
CF = CB ift, Yo ift bad Dreied £ F B dburd) die Seite EF =2a -+ ¢
und die anliegenden Wintel, beren jeder 1 R betrdgt, gegeben. Filr
die Punfte A und C ergiebt {id) je ein zweiter Ort nadh O. 3. —
Stellt man im anbern Falle die gegebene Differeny 2a — e dbadburd
par, bap man AB um {id) felbjt bi3d F verldngert, und A E=AC ab-
{dneidet, jo ift A EF B gegeben burd) bie Seite EF=2a—c und bie
anliegenden Winfel. €3 ift nimlih) XL EFC=4 R und L FEC
pa3 Supplement von 674° Fiic B ergiebt {icdh) wiederum ein zweiter
Ort nad) O. 3; fiiv A ift ein zweiter Ort dad Lot in C auf CF.

Wufgabe 42 und 43. Cinen Rhombusd ju fonjtruieren,
von weldem die Seite und die Summe (obder Differeny)
ber beiben Diagonalen gegeben jind. (Aus a, e 4 1))
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Analyfid. Wird in beiben Fdillen auf die Konjtruttion eines
ber vier redytwinfligen Dreiede reduziert, in welde der Rhombus
dpurd) die Diagonalen zerlegt wird. Wan fennt davon aufer bder
Hypotenuje die Summe (oder Differens) der Hhalben Diagonalen,
alfo (e + /) oder 4 (e — f). Folglih A 38 und 39.

WAufgabe 44. Cin Dreied zu fonftruieren ausd einem
Wintel, ber jugehdrigen Hohe und der Differeny der durd
die Hohe auf der Gegenjeite gebildbeten Abjdhnitte. (Aus
A, hy und p —q.)

Analyjid. Jft D der Fuppunft der Hohe A,, und man
trigt CE = q von CB ab, fo it ED = p — ¢q. Berbindet man
nun die Witte F von DE mit 4, jo it FD = 4 (p — ¢q), und
N AEF gegeben, daher p — q, h, und m, ein Datum bilben.
Berlingert man dann die hierburd) gegebene Mittellinie AF iiber
F um {id) jelbjt bi8 G, jo ift ABGC ein Parallelogramm und
aljo << ABG ba3 Gupplement von A gegeben. Dadurd) erhilt
man aber im Dreied AGB nad) O. 15 einen pweiten Ort fiiv
bie Cde B. |

Aufgabe 46 und 46. Cin Dreied zu fonftruieren aus
einer Seite, dbem gegeniiber liegenden Winfel und ber
GSumme (oder Differenz) der den Winkel einjdhliegenden
Seiten. (Aus a, < 4-und b + ¢.)

Analyjid. BVerlingert man CA iiber 4 hinaud um AD =c
(ober fdyneidet von A4 aud AD’ = ¢ von AC ab) und verbindet
D und D’ mit B, jo {ind die Dreiede BCD und BCD’ durd
3wei Geiten und einen Gegenwinfel gegeben, nimlid) BC = q,
DC=b+c¢, X D=34; umd D'C=0b—¢, X BD'C
= 1R+ 1 A. $ilr 4 erhdlt man in beiben Fdllen einen weiten
Ort nad) O. 3.

Wufgabe 47 und 48, Cin Dreied ju fonftruieren aus
per Summe (oder Differeny) zweier Seiten und den beiden
Gegenwinteln. (Aud b+e¢, B und C)

Analyjid. Da durd) die zwei Winfel B und C aud) bder
britte 4 gegeben ift, jo filhrt die UAnaly|id auf bdiefelben beiden
Hilfedreiede, wie die vorhergehenbde.

Aufgabe 49 undb 50. Cin redtwintliged Dreied zu
fonftruieren aus einer- Kathete und bder Summe (oder
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Differeny) ber Hypotenufe und der andern Kathete. (Aus
b und a 4 ¢.)

Unalyjis. Verlingert man bdie Kathete AB iiber B um
BD = B(C (ober {dneidet von B aud auf der Verldingerung von
BA iiber A ein Stiid BD" = BC ab), jo erhdlt man in beiden
Fdllen durd) Berbindbung von D und D’ mit C ein redhtwintliges
Hilfsdreied A DC (odber 4D’C) tonjtruierbar aud jeinen Katheten,
aud weldem der Ubergang zum gejuchten Dreiede mit Hilfe eined
pweiten Orted fiiv B nad) O. 3 fehr leidht ijt.

Anmerfung. €3 wire in vorliegendem Falle unzwedmdpig,
die Hypotenuje um die Kathete 3u verlingern, ober lepstere von der
Hypotenuje abjutragen, da in beiden Fdallen der vedhte Winfel fiir
bie Unalyfid verloren gehen wiirde.

Aufgabe 61. Cin Dreied zu fonftruieren augd einem
Wintel, der jugehorigen Hobhe und der Differeny der Ab-
jdnitte, weldye dieje Hohe auf der dbem Wintel gegeniiber
([iegenden Seite bildet. (Yusd 4, h, und p — q.)

Analyfis. Bejdreibt man um 4 mit AC ald Radbiug einen
RKreid, dbex CB in E {dneidet, fo it BE=p — q. Betradjtet
man nun BEA al3 Hilfsdreied, dba die beiden Cden B und E
burd) p — g unmittelbar gegeben {ind, jo ift fiir die Ddritte Cce
sunddijt ein Ort durd) die gegebene Hohe k, gegeben. (Vergl. O. 4.)
Sn dem weiten Orte fiiv 4, ndmlid) der Seite C A laft fid) der
Puntt G beftimmen, in weldem bdad in £ ju BC erridtete Lot
bie Seite AC trifft. €3 liegt namlid) diefer Punft auf dem um
A mit AC bejdyriebenen Kreife und e3 ift daher EG = 2h,.
Berbindbet man nun bdiejen fonftruierbaren Puntt mit B, o ift,
ba XL BAG = 2 R — A durd) 9C A gegeben ift, fiilv 4 ein jweiter
Ort nad) O. 15 gegeben.

Wufgabe 52. Cin Dreied zu fonftruievren augd einer
Hohe und der zugehorigen Mittellinie, wenn bdie Hierzu
gehdrige Seite boppelt jo grop jein jollall eine der beiben
andern. (Aud h,, m;, wenun a = 25.)

Analyjis. Jft ABC dad verlangte Dreied, und in demjelben
AD =m,, AE = h,, jo ift Dreied ADE unmittelbar gegeben,
und D E ein Ort fiir C. Da aber gemdp der Bebingung a = 2b
Ceite AC=DC {ein {oll, {o ift filx C ein zweiter Ort nad O. 3 gegeben.
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Wufgabe 63. Cin Dreied zu fonftruieren ausd dem
Radiugd ded umgejdriebenen Kreifed, einer Hohe und der
Differens der beiden nidyt yugehorvigen Winfel. (Aud r, A,
und B—C)

Analyjig. Die Hohe h,, der jugehorige Winlelhalbierer und
bie Differeny der beiden anderen Wintel bilden ein Datum (§. A. 37).
E3 ift daber der Wintelhalbievrer AE durd) da3 Treied ADE
(D Fuppuntt der Hobe h,) gegeben. Verbindet man nun A mit
bem Mittelpuntt M bded umgejdyriebenen RKreijes, fo ijt X EAM
= DAE. Vent <C BAE = CAE und ICBAD = CAM,
weil ihre Komplemente al8 Peripheviewinfel auf demjelben Bogen
AC einander gleid) find. Dadburd ift aber ein Ort fiir den Wittel-
punft M gegeben, ein anderer durd) » nady ©. 1.

WAufgabe 64. Cin Dreied 3u Yfonftruieren, wenn ge:
geben {ind eine Hohe, der entipredende Wintelhalbierer
und die Differens der durd) die Hohe gebilbeten Abjdnitte
ber betreffenden Seite. (Uusd A,, w,, p — ¢ auf a.)

Analyjis. Bieht man 4D | BC bid in die Peripherie desd
umge{driebenen Kreijed, fo ift AD =p — q; ferner < ACD
=B—C, DH=h,, Da mun B — C dpurd) h, und w, ge:
geben ift (vergl. A. 37), jo ift dbad Pilfedreied A DC fonftruierbar.
Der um A DC fonjtruierbare Kreid ift ein weiter Ort fiiv B; der
erftere ift die Parallele dburd) C 3u AD.

Wufgabe 66. Cin Dreied zu fonfjtruieren augd zwet
Seiten und der Differeny ihrer Projeftionen auf die
dbritte Seite. (Aud b, ¢, p — q.)

Analyjid. A ADC (Fig. wie vorhin) ift durd) feine dret
Seiten gegeben.

WAufgabe 66. Cin Dreied zu fonftruieren ausd ber
Differeny der durd) eine Hohe auf einer Seite gebildbeten
Abidnitte, der Differeny der an diefer Seite anliegenden
Wintel und einer der beiden andeven Seiten. (Aus p—ygq,
B — C unbd b [oder ¢c))

Unalyfis. Wiedberum ift (vergl. vorige Analyfis) dad Dreied
A DC unmittelbar gegeben.

Aufgabe 567. Cin Dreied zu fonjtruieren ausd bdem
Rabdiusd ded umge{driebenen Kreijesd, ber Differeny zweier
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Wintel und einer anliegenden Seite. (Ausd r, B—-C
und b.)

Analyjis. Wiederum Dreied A DC gegeben, dba der Rabdiug,
X ACD und ©eite AD ein Datum bilden. (BVergl. § 13.)

ufgabe 58. Die vorige Aufgabe mit der Anbderung,
baf ftatt B— C die Differeny p — q gegeben ift.

Analy|id wiederum durd) dbad Dreied A DC.

Wufgabe 69. Bwijden die Seiten AB und BC bdie
Geradbe XY =a o 3u legen, dbaB AX:CY =p:q wird.

Analyfis. Madh)t man AY # XY und 3ieht YY', o
muf aud) DB: BC=p:q jein. Dadurd) ift aber CD zu fon-
ftruieren ald ein Ort fiir Y, ein zweiter Ort wird dburd) bdie
gegebene Linge a nad) O. 1 beftimmt.

WAufgabe 60. JIn eihr BVieved einen Rhombusd zu be-
fdhreiben, dejfen Seiten den Diagonalen bded Biereds
parvallel werben.

Analyjis. Sind X, Y, Z und T die Eden ded eingejdriebenen
Rhombug in ben Seiten AB, BC, CD und DA, fo ergiebt {id
leidht, bap jebe Seite in diejen Puntten nad) dem BVerhaltnid der
Diagonalen geteilt werbde.

Wufgabe 61. Bon einem Punfte auBerhaldb eines
Rreifed an diefen eine Sefante zu ziehen, welde durd
bie Peripherie nad) dbem goldenen Sdhnitt geteilt wird.

Analyjisd. Jjt O der Mittelpuntt ded gegebenen RKreijed und
AXY bie verlangte Sefante, jo muf
entweder AY: AX=AX: XY
pder AY : XY =XY:AX
fein, je nadjbem bDad duBere odber dad innere Stiid der Selante
ber grifere Abjdhnitt fein joll. Jm erftern Falle lapt fid) der
Durd)idnitt der Parallele X B 3u OY mit 40, jowie die Linge
ber Parallele beftimmen; im anbdern Falle ergiebt {id), dag bdie
Sehne X Y der von A an den RKreid gejogenen Tangente gleid ift.

Wufgabe 62. Von zwei Punften auBerhalb einesd Kreifes
an diefen durd) einen gemeinjdaftliden Punkt der Peri-
pherie 3wei Sefanten jo ju ziehen, dbap die Verbindungs-
linie der andern Enbdpunfte der BVerbindungsdlinie bder
beiden gegebenen Puntte parallel wird.



1. Die geometrijhe Analyfia. 27

Unalyfig. Der Durd)idnitt einer in einem der Endpunite
ber einen Sefante an den Kreid gelegten Tangente mit der Ber-
bindbungslinie der beiben gegebenen Puntte lapt fid) mitteld einer
Proportion beftimmen.

Anmerfung. €3 fei bemerlt, bap man auf bdieje Aufgabe
eine Beriihrungdaufgabe: Durd) zwei Punite einen Kreid ju
legen, ber einen gegebenen Kreid berithrt vedbuzieven fann.

Aufgabe 63. Cin Dreied zu fonftruieren aud zwei
Geiten und der Palbierungsdlinie ded eingefdhlojfenen
Winleld. (Ausd b, ¢ und w,.)

Analyjiz. Mit Hilfe der Pavallele dburd) B 3u AC bi3 in
bie verlingerte w, (in D) fann man bdiefe BVerlingerung al3
4. Proportionale fonfjtruieren. Dann dad Dreied ABE (E €nbd-
puntt der Berlingerung), aud bdiejem ABD und endlid) 4BC.

Aufgabe 64. Cin Dreied zu fonftruieren ausd einer
Hohe, Mittellinie und einem Wintelhalbierer, welde alle
brei von berjelben Cde ausdgehen. (Uus A, m,, w,)

Analyjis. Sind D, E und F bdie Juppuntte von A,, m,
und w,, jo {ind die Dreiede ADE und ADF gegeben. Filr den
Mittelpuntt M ded dem gejudyten Dreiede umgejdyriebenen Kreijed
ift ein Ort dag in E ju DE erridhtete Lot, Der andere bejtimmt

{id dadburd), daf SC MAF = FAD ift. Der Radiusd ijt AM,
und der RKreid beftimmt die Punfte B und C.

WAufgabe 66. Von der Spipe eined Dreiedd jur Grund-
linie eine Gerabe fo zu 3iehen, dDap jie die mittlere Pro-
portionale yu denvonihrgebildeten Ubjdnitten ber Grund-
linie wird.

Analyfisd. Jft AD bie verlangte Geradbe, weldye iiber D
bid in dben um ABC bejdricbenen Kreid verlangert diefen in E
trifft, fo muBp AD = DE fein. Berbindet man daher den Mittel-
punft M jened Kreifed mit D, o ift MD L AE, baher filxr D
gemiB O. 6 ein pweiter Ort u beftimmen, wihrend die gegebene
Seite BC ber erfte Ort filv D ijt.

Aufgabe 66. Cin Dreied zu fonftruieren ausd einer
Seite, der Differens bder anliegenden Winlel und bder
Summe der beiden anbern Seiten. (Augd a, B—C, b4 c.)
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Analyfiz. BVejdreibt man um A mit der fleineren Seite ¢
einen Rreid, welder die Seite b in D, ihre BVerlingerung in E
jdhneidet, und man verbinbdet D mit B, jo ift LA BD = (B — O).
Berbindet man ferner E mit B, jo it S DBE = 1R und dad
Pilfsdbreied CBE bdurd) zwei Seiten, nimlih) CE =0b 4 ¢,
CB = a, und bden der grofern diefer gegeniiber liegenden Wintel,
X CBE = 1R+ } (B — C), gegeben. Fiir A4 erhilt man dann
in einfachfter Weije einen zweiten Ort auBer ber Seite CE
nady O. 3.

WAufgabe 67. Cin gleidjdentliged Dreied 3zu fon-
ftruieven augd einem Winfel und der Summe der beiden
ungleiden Hohen. (Aud << 4 [oder B] und ks 4 he.)

Analyjis. Berlingert man die Hohe BE (h,) iiber E bid F,
o baR EF = AD (h,) wird, und ieht F'G bi3 in BC |enfredht
s BF, jo ijt X FBG = 4 A. Uud dem planimetrijdhen Sate,
bap fih) die Hohen eined Dreiedd umgelehrt wie die zugehorigen
Seiten verhalten, ergiebt f{id) durd) bdie Proportion BC:CG
= BE:EF, baf CG = CA ijt. Deshalb hat man, wenn
Dreied BF G tonftruiert ijt, fiiv A einen Ort in der Halbierungs-
linie de3 < FG B, weldjer = < C ift. Nun ift ST ABF ba3
Somplement von A4, und dadurd) ein weiter Ort fiiv 4 gegeben.
Dag Lot von A4 auf BF beftimmt C.

Aufgabe 68. Statt ber Summe der beiden ungleiden
Hohen moge ihre Differeny gegeben fein.

Analyjis. Wenn man von E aud auf EB bdad Stiid
EF = AD abtrdgt, jo ijt &B bie gegebene Differens, und wiederum,
wenn FG L FE gejogen witd (F in BC), da8 Dreied GBF
gegeben. it A4 ergeben fid) zwei Orter, einer, weil GA bden
Nebenwintel von < G Halbiert, der anbdere dburd) I AGC, weldjer
fih beftimmen [dft.

§ 16. Wenn in der analptijhen Figur die gegebenen Stiide
niht jo zujammen liegen, daf {ie einen Ffonftruierbaren Teil bder
gejudhten Figur bilden, {o fann man einen folden Hhaufig dadurd)
erfalten, da man bie betreffenden Linien in anbdere Qagen bringt,
weldje den urjpriinglidhen parallel {ind. Bei einer folden Ber-
legung von Geraden bleiben, wad ein grofer Vorteil ift, die etwa
gegebenen Winfel zwijden bdenjelben unverdndert erhalten. Mit
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etwa vorfommenden Kreifen fann eine bderartige BVerlegung obder
Ber|dyiebung in zweifadjer Weije vorgenommen werben. Entweder
wird unter Beibehaltung ded Rabdiug der Mittelpuntt ded Kreifes
auf einer Gevaben von beftimmter Ridhtung veridhoben, odber man
veridhiebt unter Beibehaltung der Lage des Mittelpuntted bdie Peri-
pherie gewifjermafen pavallel mit fid), indem man ben Rabdius
grofier ober fleiner nimmt, wobei aud), wenn man den Rabdius
Null werden [dpt, der Fall eintritt, dbap ber ganze Kreid auf
feinen Mittelpuntt vedusiert wird. Diefe lepte Art der Verjdiebung
eined Rreifed ift ibentijd mit der Hilfstonftrultion fonzentrijder
RKreife. BVerwandt mit diejer WMethode ift aud) die Umlegung eines
Teild bder analytijhen Figur, um eine bequemere Lage ber ge-
gebenen Stiide ju einander zu erhalten. Diefe WMethode der Ver-
jdhiebung von Geraben und Kreijen, jowie der Umlegung finbet
iibrigend jo BHiufig mit Vorteil Anwendung und bringt will-
fommene Crleidterung durd) Reduttion, dap {ie verdient, ald eine
Methodbe Der Rebultion unter dem Namen Methode der Pa-
rallelverjdiebung und bder Umlegung bejonderd Hervor-
gehoben zu werden. Die Art ihrer Amwendung moge an einer
Anzahl von Beifpielen ndher erdrtert werden.

Wufgabe 69. CinParalleltrapes su fonftruieren, dejfen
vier Seiten gegeben find.

Analyfis. Ber|d)iebt man eine der nidht parvallelen Seiten
parallel mit {id) jo, dbaf {ie von dem einen Endpunfte der anbern
auggeht — zieht man zu diejem Bwede 3. B. CE | D4, fo ift
Dreied EBC dburd) jeine drei Seiten gegeben.

Anfgabe 70. Cin Dreied zu fonftruieren aud zwei
Mittellinien und der dritten Hofhe. (Uusd m,, m. und A,.)

Analyjis. Berlegt man bdbie HPohe AD in ben Fuppuntt
ber einen Mittellinie, etwwa nad) F, dem Fuppunfte von m,, fo
wird da3 Lot FH = Lth, und Dreied BFH ift unmittelbar
gegeben.

Wufgabe 71. Bon den Cudpuntten einer Sehne nad
einem Puntte der Kreidperipherie ywei Gerade ju ziehen,
welde auf einer zweiten Sehne ywijden |id ein Stiid
von gegebener Linge abjdneiden.

Analyjis. Sind bdie Geraben 4 X und BX jo durd)y CD



30 I. Die geometrijhe Analyiis.

gesogen, baBp FG = a ift, und man jieht AH # FG, fo ijt
Puntt H befannt und HG | AX. Daher ift I HGB gleid)
bem Peripheriewintel X, welder durd) die Sehne A B gegeben ift
und durd) ihn itber HDB einen RKreidbogen ald zweiten Ort fiix G.

Wufgabe 72. Cin Trapes zu fonfjtruieren ausd jeinen
Diagonalen, dbem Winlel derfelben und einer Seite.

Analyfid. Berlegt man bdie Diagonale DB nad) CE, wo
CE | DB ijt, {o ift Dreied ACE gegeben, dba << ACE ba3
Supplement ded Winteld der Diagonalen ober aud) diefem Wintel
jelbjt gleidy ift. Dad Trapey fjelbft ift mit Hilfe der gegebenen
Seite, weldje e3 aud) fei, in einfad)jter Weije abjuleiten.

Wufgabe 73. Cin Trapey zu fonjtruieren ausd ben
Diagonalen und den parallelen Seiten.

Unalyjid durd) diefelbe BVer{djiebung, wie vorhin.

WAufgabe 74. Cin Trapez zu fonftruieren ausd bden
Diagonalen und den nidht parallelen Seiten.

Unalyfig. €3 fei ABCD bHad verlangte Parvaleltrapes,
AB und CD bdie parallefen Seiten. Bringt man nun durd
Parallelverjdiebung DA und DB in bdie Lage CE und CF,
o liegen bie vier gegebenen Linien zujammen. €8 ift bdann
AE = DC = BF und man wiitbe dad verlangte Trapes leidht
erfalten, wenn man durd) die vier um C mit den gegebenen Linien
al3 Rabdien bejdriebenen fonzentrijden Kreije eine Gerade jo legen
fonnte, dbaf AE = BF wiirdbe. Wenn bdie Gerade bdie Kreije
bejiehungdweije sum zweiten Male in dben Punften E°, 4', B, F’
jdhneidet, und man beriidfidtigt, dap je zwei Abidnitte ber Se-
raden, weldje ywijden denfelben Peripherien liegen, einander gleidy
find, fo miigte EA = B'F’ fein. Beftimmt man nun fiir den
Puntt E in Bezug auf den duperften Kreis, fiiv Punft 4 in Bejug
auf den Kreid burd) B bie (innere) Poteny, o ijt jene EF . EF",
biele AB’. AB; ba nun EF = AB ift, {0 verhilt fid) EF': AB’
wie die Potengen der Puntte £ und A in den bezeidneten Kreifen.
Nun find bdiefe Potengen filr einen beliebigen Punft ber Peri-
pherien fiir die bezeidhneten Kreije fonftant, ba bdie feinften Sehnen
fonjtant find. Pan erhilt alfo dad Berhdltnid diejer Potengen
burd) zwei Gerabe audgedriidt, wenn man durd) einen beliebigen
Punft in jeder der Peripherien eine Sehne jo legt, dap der eine
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Ubjdnitt der einen einem Wbjdnitte ber andern gleid) wird. Jn
furger Bezeidnung erhalten wir aljo EF': AB = m:n oder
2AE+ AB': AB'=m :n. Daraud aber ergiebt {i) AE: AB’
=% (m —mn):n Hiernad) fann man aber bei beliebiger An-
nahme de3 Punfte3 4 den Punft £ und B’ und fo bdie gange
Gerade beftimmen.

Wufgabe 76. Cin Parallelogramm zu fonftruieren
augd jeinen Seiten und dbem Wintel der Diagonalen.

Analyjis. Berlegt man DB parvallel mit {idh nad) CF,
jo ift Dreied ACF gegeben, ba AF die Summe der gegebenen
Getten, die Mittellinie CB eine bdiefer Seiten und T ACF durd
ben Winfel der Diagonalen befannt ift. Fiir C hat man einen
Ort nad) . 1, ba B und BC gegeben, den anbern nad) O. 15,
dba 9T ACF beltannt ift.

Aufgabe 76. Cin Viered ju fonftruieren, von weldem
Die Geiten und die Verbinbungsdlinie der WMitten feiner
Diagonalen der Linge nad) gegeben {ind.

Unalyjis. Jfit ABCD ba3 verlangte Biered, £ und F
bie Mitten ber Diagonalen BD und AC, und man zieht EG
(G in BC) parallel 3u CD, FG || AB (FG muf namlid) eben-
jall3 bie Mitte G von BC treffen), und in gleider Weije durd
E und F bdie Parallelen EH und FH 3u AD und BC, jo {ind
die beiben Dreiede EFG und EFH durd) ihre drei Seiten ge-
geben. Nun witd HG | AC, aljo ijt die Parallele durd) F zu
HG ein Ort fiir C, ein anberer die Parvalele durd) G zu FH.
C beftimmt B, dba CG = GB, bdiefed 4, ba BH = HA ift.
Aud) filr die vierte Ede ergeben fidh leiht zwei Orter, nimlid)
die Parallele dburd) 4 3u HE und eine andere durd) C ju GLEL.

Uufgabe 77. Cin Vieved zu fonftruieren ausd feinen
Seiten und der Verbindbungsdlinie der Mitten jweier
Gegenjeiten.

Unalyjis. Beridjiebt man bie beidben andern Seiten, etwa
DA und CB, parallel bi3 an die Witte E der einen Seite (DC),
fo baff EG # DA und EH 4 CB ift, jo ijt, wenn F bdie Mitte
von AB ift, dbie Berbindbung von G mit F, und F mit H eine
eingige Gerade, da fid) aud ber Kongrueny der Dreiede AGF
und BHF bie Gleidheit von < AFG und BFH ergiebt. Aus
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berfelben Kongrueny folgt aud), baf F'G = FH, aljo EF eine
Mittellinie dbed Dreiedd EGH ift, von weldem auperdem nod

Gig. 4. die Seiten EG = DA und

g % — EH=CD gegeben find.

D N Fiiv dag Dreied ‘EG H er:

/ giebt {id) aber eine einfache

Analyfiz durd) Umlegung.

Berlingert man nimlid) EF

/ iiber F um fid) jelbjt biad J,

/ fo ift Dreied EJH bdurd

4 [ Gl . feine brei Geiten gegeben.
F\I;\’ Bufag. Wan fann in

ben Fdllen, wo eine Wittel-
linie zu den Beftimmungsjtiden eined Dreiedd gehort, die Ber:
lingerung bdiejer itber ihren Fuppunft um f{id) felbft al3 eine
siemlid) {ider exfolgreide Hilfatonftruttion bezeidnen.

Rufgabe 78 und 79, Cin Dreied zu fonitruieren aus
einem Winfel, der Summe (oder Differeny) bder ein-
{hlieBenden Seiten und der aud dem Sdeitel des ge:
gebenen Winteld gezogenen Mittellinie. (Aud 4, b4
und ms,.)

Analyjid wird gemdp Bufap zu A 77 auf ein Dreied
reduziert, von weldem ftatt der Wittellinie bdie bdritte Seite ge-
geben ift, dejfen WAnalyfid in A. 77 audgefiihrt ijt.

Aufgabe 80. Cin Parallelogramm 3u fonftruieren aus
einer Seite und den beiden Hohen.

Analyjis durd) Parallelveridjiebung der einen Hohe in den
cinen Endpuntt der gegebenen Seite.

Aufgabe 81. Durd) zwei audeinanber liegende Kreife
in gegebener Ridtung eine Gerade 3u ziehen, jo daf die
entitehenden Sehnen eine gegebene Summe bilden.

Analyjig. Ber{d)iebt man den Mittelpuntt B ded einen
Kreifed fo, daf feine Cntfernung von bder gejudten Geraben bdie-
felbe bleibt, aljo parvallel der die Ridhtung der gejuditen Geraben
angebenden Geraden, jo bleibt die Griofe der Sehne in demjelben
ungeindert. €3 empfiehlt {id aljo, dburdy eine joldje Verjdiebung
bie gegebenen Rreife in eine Qage zu einander zu bringen, welde
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der Lojung biejer Aufgabe gilnjtiger ift. CEine jolde ift aber bdie,
wo {id) diefelben auf der Gejudhten durdjdneiden. PHeift nun ¥ X
die Gelhne im Kreije um 4, T'Z bdie im Kreife um B, und man
veridiebt den Mittelpuntt auf der die Ridhtung der Sejudhten an-
gebenen Geraden bid in B’, {o daB ber Kreid durd) X geht und
bie Gehne XZ' exhilt, fo it XZ' = TZ, aljo die Summe
YX+ XZ' =YX+ TZ Filt man nun von bem Mittel-
punfte 4 und dbem neuen Mittelpuntte B’ Lote auf die gejudte

Sig. 5.

.——

HE

YZ, fo liegt awijden deren Fuppuntten F und G eine Strede,
weldje der halben gegebenten Summe gleid) ift. Da nun da3 Lot
von 4 aud) dbie BE etwa in D redtwinflig trifjt, welder Punft
beftimmt werden fann, {o ift aud) DB’ gleid) jener halben Summe
und der neue Mittelpuntt B’ hierdburd) gegeben. Konftruiert man
dbann um DB’ ben verjdobenen Kreid, jo Hat man zur CErhaltung
ver Gejuditen YZ durd) den Durdhjdnittspuntt X beider Kreije
Dad Lot zu dem Lote zu ziehen, welded man von A auf die ihrer
Ridtung nad) gegebene B E ervidytet Hat.

Wufgabe 82. Von einem Puntte, der auferhalb 3weier
getrennt liegenben RKreije liegt, eine Gerabe durd) bdieje
3u legen, daf die in denfelben entftehenden Sehnen ein-
anber gleid) werden.

Analyjis. Konnte man den einen Kreidmittelpuntt unter
Beibehaltung feiner Enifernung von bder gejudhten Geraden o ver-
jdieben, dap die gleiden Sehnen aufeinanber fielen, jo wdre bie
Aufgabe durd) die gemeinjdaftlide Sehne in dex neuen Lage geldit.

Brodmann, Methobil.
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Da3 geht aber auf folgende Weije. Berjdhiebt man bden Mittel-
puntt N bed einen Kreifed auf einer Geraden, welde parallel bder
gefudyten Geraden PD ijt, welde im Kreije um M bdie Sehne 4 B,
im anbern bdie gleid) groge Selhne CD bilbet, bid8 X, jo dbap bie
Sefhne CD mit AB zujammenfdllt, jo ift, wenn man MX jiebt,
X MXN = 1R, woburd) ein Crt fiilvr X nad) O. 6, namlid) ber
Halblreid itber der Centrale M N ald Diameter gegeben ijt. Nun
ift bie Tangente von P an den RKreid um M gleid) der Tangente
an den Kreid um X, defjen Radiud gegeben ift. Man erhilt alfo
dburd) die fonftruierbare Grofe PX nad) . 1. einen jweiten Ort
filr X.

Aufgabe 83. Cinen Kreid zu fonftruieren, der einen
gegebenen Kreid und jwei einander {dneidende Geraben
beriihrt.

Analyfid. Beriihrt der Kreid um X den Kreid um A und
bie beiben Geraben BC und BD und man ver{djiebt die Peripherie
ped RKreifed um X, wad hier mit der BVeridjiebung der Peripherie
be3 gegebenen RKreife3 bi3 auf den Mittelpuntt A gleidbedeutend
ift, jo erhilt man jtatt ded gejudhten einen mit diefem fongentrijden
Rreid, weldjer dburd) einen gegebenen Punft geht und zwei Gerabde,
weldje von den gegebenen um bden Rabdiud bded gegebenen Kreijed
entfernt {ind, beriihrt. Durdy die Verjdhiebung ber Kreidperipherie
ift aljo eine Reduftion auf eine einfadhere Aufgabe gewonnen.

Wufgabe 84. Cinen Kreid zu bejdreiben, der jwei
andere berithrt und jwar den einen in einem gegebenen
Puntte.

Analyjis. Beriihrt der Rreid um X bden Kreid um 4 in B
und auferbem den Krei? um C, jo wird, wenn man die Peripherie
beafelben bid in C veridjiebt, diejer fongentrijde RKreid, aufer daf
er durd) C geht, nod) einen um A mit einem Radius, welder der
Differeny der gegebenen beiden Rabien gleid) ift, bejdjriebenen Kreid
in einem beftimmbaren Punlte berithren. Wljo wiederum eine
Reduttion auf eine einfadere Aufgabe.

Aufgabe 856. Cin Biered zu fonftruieren ausd feinen
Winfeln und zwei gegeniiber liegenden Seiten.

Analyfis. Verjdiebt man bdie eine bder gegebenen Seiten,
AB etwa an bie andere al8 DE, jo ift Dreied DCE gegeben,
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bda XCDE= A+ D — 2R gegeben ift, wenn 4 4+ D >2R
ift, ober SCCD E = 2 R— (A + D) fiix ben Fall, baf 4 4+ D <2R
ift. 3t 44+ D=2R, jo ift bie Lojung jehr einfad.

WAufgabe 86. Durd) zwei ausd einander liegende Kreife
in gegebener Ridhtung eine Gerabe ju legen, o dap bdie
entftehenden Sehnen eine gegebene Differeny bilden.

Analyfis. (BVergl. A. 81.) Beridjiebt man den Wittelpuntt
B bed Meineren Kreifed in der gegebenen Ridhtung bi3 B, {o dap
DB’ gleid) der halben gegebenen Differeny ift, jo ift B’ X gleid)
bem Rabiud bdiefed Kreifes, aljo X bdireft beftimmbar.

Wufgabe 87. Cin Paralleltrapez zu fonjtruieren aus
pen nidyt parvallelen Seiten, einer Diagonale und bdem
Berhdaltnid der parallelen Seiten.

Analyjis. Berlegt man bdie Seite AB nad) DE, jo {ind
die brei fonzentrijfen Kreife um D mit DC, DE und DB ge-
geben. MMan Hat in dieje eine Sehne BEC 3u legen, bag BE : BC
ba3 gegebene Werhiltnid ift. (S. Nadytr. 14.)

Wufgabe 88. €in BViered zu fonftruieren aud bdret
Seiten und den beiden Winfeln an der vierten Seite.

Analyfisd. Sind DA, AB und BC bdie gegebenen drei Seiten
und D und C bie gegebenen Winlel, und man jallt von 4 und B
bie Qote AE und BF auf bdie vierte Seite, {o find durd) bdie
fonftruierbaren Dreiede ADE und BCF, in welden aufer der
Hypotenuje ausd den gegebenen Winfeln D und C fid) je ein Winfel
ableiten [ift, die beiden parallelen Seiten AE und BF eine3d
Trapezed gegeben, von dem man nod) bie Seite A B fennt. Died ex-
halt man dburd) bad Dreied 4 BG, in weldem BG=BF—AE iit.

Anfgabe 89. Cin Trapez zu fonftruieren ausd fjeinen
Diagonalen, dber Verbindungsdlinie der Mitten ber nidt
parallelen Seiten und einem Wintel.

Analy{is. Jft EF bie gegebene Berbindbungslinie, DB und
AC bie Diagonalen, B der gegebene Winlel, und man bringt die
Diagonale BD in die pavallele Lage A K, {o wird, wenn man EF
bi3 G in AK verlingert, {id) beweijen lafjen, bap G H (H Durd):
{dnitt mit AC) gleid) EF ift. €8 it aljo A AGH gegeben, ba
AG und A H bdie Dilften der betreffenden Diagonalen {ind. Fiir

B ift ein Ort durd) < B gegeben nad)y . 15, wenn man zuvor
3*
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AH bi8 C um {id) felbft verlingert, der anbere ift die Parallele
pburd) 4 3u GH. Durd) da3 o beftimmte B erhdlt man einen
Ort filr D al3 Parallele dburd) B ju AG. Sdlieplid) hat man
AG um {id) felbft bi8 K ju verlingern, und KC ift ber pweite
Ort fitr D.

Wufgabe 90. Cinen Kreid zu bejdreiben, der jwei
andbere und eine gegebene Gerade berithrt.

Analyfis. BVerjdyiebt man die Peripherie bed gejudjten Kreifes
bid in ben WMittelpuntt bed einen der gegebenen Kreife, fo ift biejer
neue Kreid ein joldjer, weldjer dburd) einen gegebenen Puntt gebt,
eine Gerade und einen Kreid berfihrt, und der {idh al3 PHiljalreid
einfacdjer fonftruievren ldpt, al3 der verlangte. Apollonijdesd Be:
rithrungdproblem!

Wufgabe 91. Cin Dreied zu fonjtruieren ausd jzwei
Seiten und der Differeny ber gegeniiber liegenden Wintel.
(Aug b, ¢ und B— C)

Analyfid mitteld Umlegung. Legt man dad Dreied A BC fo,
pag C’ in B, und B’ in C zu liegen fommt, wobei die Cde A°
in der burd) A 3u BC gezogenen Parallele liegt, o ift A AB'A’
unmittelbar durd) zwei Seiten und den eingejd)lofjenen Wintel ge-
geben. €3 ift nimlid) ST AB'A" =B — C.

Aufgabe 92. Jn einen gegebenen Kreid ein Biered 3u
befdreiben, wovon man 3wei gegeniiber liegendbe Seiten
und die Summe der beiden andern Seiten fennt.

Analyjid durd) Umlegung. Bringt man namlih A ACD in
bie Lage ACD’, o dbag AD' = CD und CD' = AD ijt, {o
liegen beibe Paare Seiten, die gegebenen und bie nidht gegebenen,
mit ihren Cndpuntten an einander. Dasd Dreied A BD’ lift (i
dbann unmittelbar fonftruieren und bie Cde C beftimmen. Qegt
man dann dad Dreied ACD’ wiedber um, jo dap AD = CD’ und
CD = AD’ wird, jo ift ABCD bdad verlangte Biered.

Wufgabe 93. Cin Dreied 3u fonftruieren aug einem
Wintel und der yugehdrigen Hohe und Mittellinie. (Aus
X A, h, und m,.)

Analyjid durd) Umlegung in bdie Lage A" BC, wo A’ an
ber andbern Seite von BC liegt, und 4B = AC, A'C= AB
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wivb. €38 ift bann ABA'C ein Paralelogramm und aljo
AA =2m,; fexner L ABA' =2R — A.

WAufgabe 94. Cin QLuadrat zu fonftruieren, wovon
3wei Jegeneden aufeiner gegebenen Geraden in gegebenen
Puntten liegen, die beiden anbern aber in die PeripPherie
jweier gegebenen Kreije fallen {ollen.

Analy|id durd) Umlegung. Sind ndimlid) 4 und B bie ge:
gebenen Cden in ber Geraden MN, X und Y bdie Cden auf den
Peripherien der Kreife um O und O, jo ift XY L AB. Wenn
man daher den Kreid O° mit feinem Wittelpuntt in den Gegen-
punft von O° in bejug auf MN verlegt, jo wird bderfelbe den
Krei3 0 in X durdhjdhneiden.

Aufgabe 95. JIneinen Kreid ein Bieved einjujdreiben,
wenn man von demjelben 3wei gegeniiber liegende Seiten
und dad Verhdltnid der beidben andern fennt.

Analy|igd durd) Umlegung wie bei A. 92.

Anfgabe 96. Cin Tangentenviered ABCD ju fon-
ftruieren aud jwei an einander ftogenden Seiten (4D unbd
AB) und den beiden anliegenben Winteln (von denen
feiner eingefdlojjen ift).

Analyfid durd) Umlegung. Legt man ndamlid) da3 Dreied
ADC an bie anbere Seite der den Winfel 4 halbierenden Geraden,
fo wird D'C’ in ber neuen Lage Tangente bleiben und man erhdlt
ein fonftruierbared Dreied, wovon man bdie Seite D' B und bdie
beiben anliegenden Winfel fennt. Dadburd) aber erhilt man aud
pen dem Bierede einjujdreibenden Kreid al3 einen dufern Be-
rithrung®treid biejed Dreieds.

§ 17. Cine Umlegung bdiejer Art, wie {ie {Hhon bei Aufgabe 94
vorfam, pilegt man ihrer bejonberen Natur wegen , Umlegung durd
Drehung um eine Are” zu nennen. Jn A. 94 war dbie gegebene
Gevabe, hier die ben Wintel 4 Halbievende Gerade die Ure. Die
LBorteile filv die Lojung ergeben fid) hierbei aud der {ymmetrijden
Lage der urjpriingliden und der durd) Dvehung erhaltenen Figur
jur Drehungsare.

Jn vielen Fdllen ergeben fidh) verwendbare Borteile fiir die
Lijung einer Aufgabe durd) die Drehung einer Figur (b. h. einesd
Cyftemsd von Geraden und Kreizbogen) in weiterem Sinne. Wir
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verftehen barunter bie Drehung einer Figur in bejug auf einen
gegeberten Punft in der Weije, daf die BVerbindungslinie eine3
jeden Puntted der Figur mit dem gegebenen Punfte um einen be-
ftimmten Winlel (ben Drehungdwintel o), felbitverjtandlid) in dem-
felben ©inne, gedreht wird, und bdie Cntfernungen zweier ent-
fprechenden Puntte vom gegebenen Puntte vor und nad) der Drehung
in einem fonftanten VWerhiltnid {tehen.

Man iiberfieht die {id) hierbei ergebenden BVorteile am f|iderften,
wenn man den Drehungdwintel o sunddit gleid Null nimmt. Fite
diefen Fall redugiert {id) die ganze Operation auf die Konjtruftion
eined Syftems, weldjed in besug auf den gegebenen Punft dhnlid
liegt, wie da3 gegebene, twobei man eine direft dhnlide und eine
umgefehrt dhnlide Lage unterjdheidet, je nadhdem der dem Puntte A
be3 gegebenen Oyfjtems entjpredhende Punft 4’ bded neuen mit
biejem an berjelben obder entgegengejepten Seite bded gegebenen
Puntted P liegt.

Da bhierbei jebe KLiinge PA’ de3 neuen Syftem3 aus bder
ent{predjenden Linge PA bded gegebenen nad) bder Proportion

PA': PA = m:n gewonnen wird, jo dbaf P4’ = 2. P4 ift,
fo fann man biefe Konftruttion pafjend eine Multiplifation bdesd
Syjtemd mit + L:- nennen, je nadydem eine dirveft oder umgelehrt

dhnlide Lage erhalten wird.

Jit die multiplizierte Figur ein Kreid, jo lafjen fid) die durd)
eine jolde Pultiplifation {id) ergebenden BVorteile am beften iiber-
jehen und in ihrer allgemeinen Giiltigleit am einfadhjten beweijen.
Durd) die fonjtruttive Ausfithrung einer joldjen ergiebt fid) zugleid,
wad unter Multiplitation eined Puntted in bezug auf einen gegebenen
su verjtehen ift.

Man fann ndmlid) von je zwei Kreifen in der Ebene jeben
al8 durd) Multiplifation ded anbdern entitanden bdenfen. Hierbei
heigen Hhomologe Punfte beidber Kreife je zwei, weldje auf bemjelben
Ahnlidteitaftrahl liegen; Homologe Gerade werden aufer den BVer-
bindbungglinien Homologer Puntte (Ahnlicteitsjtrahlen) je zwei
®erade genannt, von denen die eine zwei Puntte ded einen Kreijes,
die andere die hHomologen Puntte bed anderen verbindet (homologe
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Linien dber erjten und bder weiten Art!); homologe Wintel endlid)
heigen die Winlel, weldje je eine Hhomologe Gerade der erjten und
aweiten Art mit einandber bilden.

Algdann ergiebt {id) mit Hilfe befannter Lehridge jehr leidht
der Beweid fiir jolgende beiben Thatjaden:

1) Homologe Gerade (der zweiten Urt) jind parallel.

2) Homologe Wintel jind einander gleid.

Auf grund diejer Thatjadjen ijt dbann ferner leid)t zu erfennen,
bap zur Multiplilation einer Gevaben nur ein Punft derjelben zu
multiplizieren ijt, da die Ridtung bderfelben nidht gedndert wird,
und daf ein RKreid durd) Multiplifation feined WMittelpuntted und
eined3 Punfted jeiner Peripherie multipliziert wird.

gindet nun in der oben ndbher bezeidhneten Weife nod) eine
witflide Drehung bder Figur um bden Winlfel & ftatt, weldpe

Operation, wenn — = f gefebt wird, fymbolifd) einfach als Wul-

tiplitation mit f3 in begug auf einen gegebenen Punft bezeidynet
werdben fann, jo ift leidht u erfennen, daB aud) fiir diejen Fall
obige beiben Thatjadjen bejtehen bleiben; denn zum VBeweije bder:
jelben Hat man nur auf die gednderte Lage ded Aphnlidhteitapunttes
Ritdfidht zu nehmen.

Die hierdurd) begriindete Aujldjungdmethode mag al3 Methobde
per Umlegung durd) Drehung bezeidnet werden.

Wufgabe 97. Jn ein Dreied einen Halbireid jo zu be-
{dreiben, bdap bDerfelbe eine Seite in einem gegebenen
Punlte berithrt und mit jeinen Endpuniten auf den beiden
andern Seiten liegt.

Analyjid. €3 fet P ber gegebene Verithrungdpuntt in bder
Geite AB und XPY bad dem gejudhten Halblreije entjprecdhende
redhtwintlige Lreied, wovon X in AC, Y in BC liegt. Mul:
tipliziert man eine der beiben Seiten AC ovder BC, etwa BC in
bejug auf P mit — 1 (man madit PB’ = PB und durd) B’ bdie
Parallele B'D zu BC), {o ijt, wenn man Y P bi3 Y in bdiefer
Parallele verlingert, X Y XP= YXP= XPM (M Wittel-
punft ded Halblreifed) d. h. XY ' | PM. Wenn man daher PM
nach) beiben Seiten bid zu den Durdhjdnitten F und G mit ber
@eite AC und der Parallele DB’ verldngert, o hat man zur
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Beftimmung ded Puntted X iu dad Dreied G D F ein redhtwintliges
Dreied fo zu bejdyreiben, daf der Sheitel ded redhten Wintels in P
fdllt, und die Hypotenuje XY’ | FG werde. Diefe Aufgabe wird

aber durd) die fpdter su behandelnde Whulidteitdmetfhode geldit,
wedhald wir auf A. 125 verweifen.

Wufgabe 98, Jn ein Kreidfegment ein einem gegebenen
ihnlidesd Dreied jo zu befdreiben, dap eine Cde in einen
gegebenen Punit der Sehne fallt.

Analyjis. Man beriid{idtige bie gegebene Form bded zu
fonftruierenden Dreiedd bdadburd), dap man bden Wintel, deffen
Sdjeitel in den gegebenen Punft der Sehne fallen joll, jowie das
Berhaltnid der denjelben einjdhliegenden Seiten al3 gegeben be-
tradjtet. Jjt diejer Winlel = « und dasd BVerhdltnid der Schentel

beafelben = = £, fo multipliziere man ben Rrei3 M, wozu bda3

gegebene Segment gehort, in bejug auf den gegebenen Puntt P
ber Sehne AB mit f;, indbem man aunddit < BPC =« und
PC=f.PB madt; al8dbann made man << MPM' = « und
PM" =f.PM’'. Daunift M” Wittelpuntt und M"”C Rabdiud
bed durd) bie Multiplitation erhaltenen Kreifed. Derfelbe jdhneidet
ben Bogen ded Segmented in X; madyt man nun nod) X X PY == ¢,
o iit XPY bag verlangte Dreied.

Der Beweid folgt aus der Ahnlidhleit der Dreiede MPB und
M”"PC, und PM"X und PMY. (M und M” {ind Homologe
Wintel.)

Bufap. ©oll PXY gleid)jeitig werden, jo vereinfadht {id) die
Konftruttion wefentlid.

Aufgabe 99. Cin Dreied mit einer Ede in einen ge-
gebenen Puntt und mit dben beiden andern Cden auf jwei
Kreidperipherien zu legen, fo daf e3d einem gegebenen
ihnlid) wird.

Analyjis. Liegt bad Dreied 4 XY, defjen Cdpuntt 4 ge-
geben ift, mit ben Cden X und Y auf den Peripherien der Kreije
um M und N und ift einem gegebenen Dreied dbhnlid), oder, was
badfelbe ift, ift 9C A gegeben und ebenjo dad BVerhaltniz AX: 4Y
=m:n, |0 fommt die gange Lojung auf die Beftimmung besd
Puntted X (oder Y) hinaud. Dreht man nun AN in die Lage AP,
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jo baB X NAP = bem gegebenen Winfel 4 ift, jo ift aud
X PAX =NAY. Beftimmt man nun AN fo, baB AN : AN
= m : » ift, |0 muf, dbamit die Dreiede AN'X undb ANY dhnlich
werden, aud) N'X: NY=m:% fein. Da nun NY al3 Radbiug
be3 Kreifed N gegeben ift, jo laft {idh N’ X beftimmen und dadurd
per Punft X felbft. Bieht man dann A X und madit I XAY
= PAN, {0 ijt AX Y bad verlangte Dreied. Denned ift XL N'AX
= NAY,fexnet AN : AN=m:n, bdedgleien N' X : NY =m:n,
folgid ANNAX~NAY,aljo AX:AY=AN': AN = m:n.
Da aber I XAY bdem gegebenen gleid) ift, jo entipridt das
Dreied AX Y bden geftellten Bebingungen.

§ 18. Durd) bie vorhergehenden Aufgaben zeigt {id), dap bie
Methode ber Parallelverjdhiebung zum Bwede einer Reduttion mit
bejonberem Borteil bei Vievreddaufgaben angewandt werben fann.
&8 wird daher pwedmdpig fein, eine allgemeine, in jehr vielen
Fdlen nupbringende Ver{djiebung beim (ordindren) BVierede nod
bejonberd in RKilrze Hervorjuheben. Man veridiebt zwei Seiten
bi3 in die gegeniiber liegende Ede und die ju diejer Ede gehorende
Diagonale bid in bdie Nadbaveden. Dadurd) erhilt man ein
Rarallelogramm, in weldem viele Stiide ded Biereds in einfadjerer
und unmittelbarerer Berbindbung mit einander vorfommen. So {ind
bie Seiten ded entftehendben Parallelogrammy bdie Diagonalen bed
urjpriingliden Biered3, die von obiger Cde ded Viered3d zu den
Cden ded Parallelogramms laufenden Linien find die Seiten bded
Bieved3. Die Diagonalen ded Parallelogramms {ind doppelt jo
gro wie die die Mitten ber gegeniiber liegenden Seiten deld Vievedd
perbindenden Geradben. Aud) Wintel ded Wiered3 fommen in bem
Parvallelogramm vor; 3. B. {ind die Winlel ded3 Pavallefogrammsa
die Wintel ywijden den Diagonalen ded BVieveds. Selbft der IJnhalt
be3 Parallelogramms fteht in einfadhjter Beziehung zum Inbalt ded
Bieveds, indem e3 boppelt jo grof ift.

§ 19. Cine fiir die Redbultion Haufig mit BVorteil anzu-
wendende Methode ift ferner bdie jogenannte Ahnlidhteits-
Methode. ie findet in den Fdllen nwendung, in twelden
man awar nidt auf einen volljtandig fonftruierbaren Teil der ge-
judjten Figur vedbujieren, wohl aber aud bden Bedingungen bder
Aufgabe eine Figur ableiten fann, welder der gejuditen Figur
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oder einem Teile berjelben dhnlid) ift. Gany bejonderd empfiehlt
{id) biefe Methode, wenn zur Konftruttion einer Figur aufer einer
Qinge nur Winfel ober Verhiltniffe von Lingen gegeben {ind.
Durd) leptere erhilt man bei einev beliebig gewdhlten Linge eine
Figur, welde der gejudten dhnlid) ift und aud welder dburd) bdie
Cinfithrung dber gegebenen Linge meift mitteld3 Pavallelen in ein-
fadhfter Weile bie gejudhte Figur abgeleitet werden lann. Wire
beijpiel3weije die Konjtruftion eined Dreiedd verlangt ausd jzwei
Winleln und irgend einer dbaran vorfommenden Linge (Seite, Hohe,
Mittellinie, einem Winfelhalbiever, einem jugehdrigen Radiusd u.{.1w.),
jo geidme man vorerjt ein beliebiged Dreied, weldeld bdie ge-
gebenen Winlel enthdlt. Died beliebige Dreied ift dem gejudjten
dhnlid). Bieht man bdann in demjelben bdie bder gegebenen ent-
predhende Linie und madyt fie bdiejer gleid), jo lipt {idh in ein-
fadyjter Weije meift durd) Parvallelen (nur wenn der Radbiud bdesd
umgefdriebenen Kreijed die gegebene R[inge ift, ift die Ubleitung
etwwad anberd) bdad gejudhte Dreied ableiten. Auper diejem zur
allgemeinen CHharatterifti! angefithrten Beijpiele midgen ur niheven
Darlegung der WMethode nod) einige Beijpiele folgen.

Wufgabe 100. Cin Dreied zu fonftruieren ausd einer
Seite, dbem gegeniiber liegenden Winfel und dem Ber-
hdltnid der beiben andern Seiten. (Yud a, 4 und b:ec.)

Analy|isd. Sieht man unddjt von der gegebenen Linge a
ab und fonfjtruiert ein Dreied 4A'B’C’, worin 9T A'= A4 und
AC': A'B" =b:c ijt, o ijt A A’B’C’ bem gejudten ABC
dhnlid). Wan Hat nur in died Dreied bdie gegebene L[iinge ent-
jpredjend einjufithren, indem man etwa B'C = a madt, und durdh
C bdie Parallele CA4 bi3 in B'A" 3u jiehen. Dann ijt A AB’C
ba3 verlangte.

Hufgabe 101. Bwijden zwei Rabien eine Tangente
jo an ben Kreid ju legen, dafp fie im VBerithrung3puntte
nad) einem gegebenen BVerhdltnid (m:n) geteilt wird.

Analyjis. Sind MA und MB bdie Rabien und twird bdie
Zangente CD im Beriihrungdpuntte X o geteilt, dbaf CX: DX
= m :n ift, {0 wird jede zu CD parallel gezogene, von denjelben
Radien begrenzte Gerade C’'D’ in ihrem Durd)jdnittdpuntte X’
mit X nad) demfelben Berhaltnid gefeilt. Cine folde Gerade
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C'D’ lat fid) aber Tonftruieren, wenn man bdad beliebige Stiid
MD' abjdneidet und X’ durd) zwei Orter beftimmt. Der eine
ift ber Halblreid iiber M D', ba X MX'D’= 1 R fein mufs, der
anbere die Parallele 3u M A aud einem Punfte E in bder be-
liebigen M.D’, weldje diele nad) dbem gegebenen Berhiltniffe m :x
teilt. M X" giebt dbann den Beriihrungdpuntt X und die dburd) X
3u C'D’ gezogene Parallele die verlangte Tangente.

Aufgabe 102, Cin Dreied zu fonftruieren ausd einem
Wintel, der jugehorigen Hohe und dem BVerhdltnid ber
burd) bie Hdhe auf der Gegenfeite gebildeten Abjdnitte.
(Aug A4, h, und p:q)

Analy|is. Betradjtet man A, ald den Nadiug und I 4
ald ben Centriwinfel eined Kreifed, jo ift dieje Aufgabe von ber
vorigen nidt veridieden. Ctwad anderd geftaltet fidh) folgende
Analy|id. Cine beliebige Parallele 3u BC, etwva B’C’, wird von
ver Dihe AD nad) dbemijelben Berhdltnid geteilt. Man fann alfo
swei Linten B'D’ und D'C’, welde dad gegebene Berhiltnid
haben, aneinandber legen und, nadpem man bad8 Lot in D’
su B'C’ exvidhtet hat, mittel8 . 15 den Punft A4 beftimmen.
Dann made man AD gleid) der gegebenen Hohe u. j. w.

Wufgabe 103. Cin Dreied zu fonftruieren ausd einem
Wintel, der sugehdrigen Hohe und Mittellinie. (Aus 4,
he und m,.)

Analyjid. Jft D der Fuppunft der Hohe k., E die Mitte
von BC, o ijt dburd) ben Winfel 4 und den dburdy da3 fon-
{truierbare Dreied AED gegebenen Winfel AED (3wijden bder
Mittellinie und der zugehirigen Seite) ein Dreied gegeben, welded
dem gejudhten dhnlidy ift.

WAufgabe 104, Bon einem Punlte einer RKreidperi:
pherie aud eine Sehne 3u ziehen, welde eine andere fo
jdneidbet, bap bie Cntfernungen ihred anderen Endpunttesd
pom Durd)jdnittdpunite und dem einen Cndpunite bder
gegebenen Sefhne ein gegebened BVerhaltnid Haben.

Analyfis. Jjt von 4 aud bdie Sehne AD jo durd) bie
gegebene Sehne BC, welde in E gejdnitten wirb, gezogen, daf
DE:DC=m:n ift, jo ift dburcd) den Bogen AC bder Winfel
EDC und durd) Hingunahme de3 gegebenen Berhdltnified DE: DC
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ba3 Dreied DEC feiner Form nady fonftruierbar. Konftruiert
man nun ein jolded in der ridtigen Lage, jo erhilt man Puntt D
in einfachfter Weife.

WAufgabe 105. Bwijden 3wei Dreieddjeiten eine Pa-
rallele ur dritten zu legen, {o dbaf diefelbe die mittleve
Proportionale werde wijden den Abjdnitten einer der
beiden Seiten.

Analyjiz. Jjit DE| BC, vann ijt. AD: AB= DE:BC
obet AD?*: AB*= DE?: BC®. 3ft min DE?= AD.DB,
fo folgt AD: DB = AB%: BC? wa3 {id) fonftruieren ldigt.
(©. Nadytrag 10.)

Aufgabe 106. JIn ein Dreied ABC eine Gerade XY
swijden AC und BC jo 3u legen, dbaf BX = XY= YC
wird.

Analy{is. BVerbindet man B mit Y und jieht durd) den
beliebigen Puntt D bdiejer BVerbindbungslinie die Pavallelen DE
und DF 3u XY und YC, o ldft {id) dba3 Bievred BEDF fon-
{truieren, dba < B gegeben ijt und BE = ED = DF ift. Die
Diagonale BD beftimmt dann den Punft Y, durd) welden
YX || ED 3u legen ift.

WAufgabe 107 und 108, Cin Dreied zu fonftruierven
aud einem Winfel und den Summen, welde jede der ein:
jelnen Seiten mit der dritten madyt; {peziell ein redyt-
winfliged Dreied ausd der Summe der Hypotenuje und
jeber Kathete. (Ullgemein aud 4, a4 b, a4+ ¢.)

Analyfis. ©tellt man bdie gegebenen Summen unter Bei-
behaltung ded gegebenen Winteld bdar (vergl. Anm. zu Analyiid
von A. 49 und 50), fo erfennt man bdie Jbentitdt diejer beiden
Aufgaben mit der vorhergehenden.

WAufgabe 109. Cin Dreied ju fonftruieren ausd dem
Radiud bed umgejdriebenen Kreifed und dbem Verphaltniy
ber drei Geiten zu einander. (Aud r und a:d:¢)

Analyfis. Durd) dad gegebene BVerhiltnid der drei Seiten
ift ein Dreied A'B’C’ gegeben, welded dem gejuditen ABC
dhnlid) ift. SRonftruiert man bdied und bejdreibt darum einen
Kreid, deflen Wittelpuntt O fei, jo hat man nur die Rabdien 04,
OB’ und OC’ bejiiglid) bid8 4, B und C ju nehmen, fo baf
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OA=0B = 0C=r ift, um da3 gejudte Dreied ABC 3u
erhalten.

Anfgabe 110, Cin Dreied zu fonftruieren ausd einer
Seite, bem BVerhaltnid einer yweiten Seite zum Radiug
bes umgefdriebenen Kreifed und dem Gegenwinfel der
britten Seite. (Aus a, b:r und C)

Analyfig. Cin dem Dreiede MDA, in weldjem A der
Mittelpuntt ded umgejdhriebenen Kreijed und D bdie Witte von B
ift, dhnlided Dreied, welded Tonftruiert werben fann, giebt den
X DMA=DB. Dadurd) f{indb aber alle Winlel ded Dreieds
befannt.

Wufgabe 111. Cin Dreied zu fonftruieren aus einer
Seite, bem Radius ded umgejdriebenen Kreijed und dem
Berhdltnid einer anbern Seite ju ihrer Hohe. (Aug a,
r und b:hb.)

Analyjid. Crridtet man in 4 und C Lote auf b und aq,
welde {ih in F {dneiden, fo ijt A CAF ~ BCD, wobei BD
die Hobe h, ift. CF ldpt fid) aber durd) eine Proportion ausd
ber Afnlichleit diefer Dreiede beftimmen, und, nadhpem F beftimmt,
laffen {id) fiiv Punft A wei Orter angeben und zwar nad) O. 6
und . 1 durd) den gegebenen Radius.

WAufgabe 112. Cin Dreied zu fonftruieren augd einer
Seite und den Verhdltnijfen jeder der beiden anberen
Geiten 3u ihrer Hohe. (Auld a, b:h, und c: k)

Analyjid. AuBer dem Punfte F (in voriger WAnalyjid) be-
ftimmt man in dhnlider Weije in dem Lote in B auf BC bden
Puntt E und Hat dann fiir 4 zwei Orter, beide nad) O. 6.

Wufgabe 113. Cin Dreied zu fonftruieven ausd wei
Seiten und dem Berhdltnid der dritten Seite zu ihrer
Hohe. (Yud a, b und c:h.)

Analyjid wie bei den vorhergehenden Aufgaben.

Aufgabe 114, Cin Dreied zu fonftruieren ausd jwei
Seiten und dem Berhdaltnid der dritten Seite zu einer
ber Hobhen, welde 3u einer der gegebenen Seiten gehort.
(us a, ¢, b:h,.)

Analyjis. Durd) bdie Proportion b:h, = a: h, lipt {id
bie obe h, beftimmen.
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HAufgabe 1156. Cin redtwintliged Dreied zu fon-
ftruteren aud dem BVerhdltnid dber Vuadrate der Katheten
und ber Hohe auf die Hypotenuje. (Aud d*: ¢ und A,.)

Analyjis. Da dagd BVerhdltnid d*:c® = p:q ift, {o lakt
{id) ein Dreied A'C'B’, dhnlid) dem gejudhten, in einfader Weije
fonjtruieren.

Anfgabe 116. Cin Dreied zu fonftruieren ausd einer
Seite, ber jugehorigen Mittellinie und dem BVerhdltnis
einer der beiben andern Seiten ju ihrer Hohe. (Yus a,
m, und b:h,.)

Analyjid wie bei A 109. Cin zweiter Ort fiiv A ergiebt
{idh nad) O. 1 durd) m,.

Wufgabe 117, Cin Dreied zu fonftruieren ausd feinem
Umfange, dbem YVerhdltnid zweier Hohen und dem VBer-
haltnid der dritten Seite jum Rabdiug bed umge|driebenen
Kreifed. Aud a4+ b+ ¢, hy:h, und c:r.)

Unalyjis. Durd) c:r ift der Wintel C gegeben und durd
ha:h, Dad Berhiltnid b:a. €8 ijt dbaher ein Dreied CEF ~ ABC
gegeben. Stellt man an diefem Dreiede den Umfang dar, indem
man EF itber E und F 5i8 G und H um EC und FC ver:
langert, {o Hat man nur GH bi8 J zu verlingern, o bdaf
GJ=a-+ b+ ¢ witb und durd) eine Parallelle JK 3u CG
bi3 in CH den Punft K zu beftimmen, durd) welden eine Parallele
KL s G H ein Dreied LKC giebt, aud weldlem ABC in ein-
fadjter Weije abyuleiten ift.

Wufgabe 118. Cin Dreied zu fonftruieren ausd einer
Seite, der jugehorigen Hohe und dem Verhdaltnid eimer
andern Seite 3u ihrer Hohe. (Aud a, h, und b:h,)

Analyfid wie A 114.

Aunfgabe 119, Cin Dreied zu fonftruieren augd einer
Seite, dem Fliadeninhalt und dem WVerhaltnid einer
andern Seite ju ihver Hohe. Mus a, F, b: k)

Analyfigd. Aud F und a beftimmt {id) A,; dadurd) ift bdiefe
Aufgabe auf die vorhergehende redbujiert.

Aufgabe 120. Cin BVieved zu fonjtruieren aug einer
Seite, dem Berhaltnid zweier anbdern Seiten und den
Winfeln. (Aud a, b:¢, A, B, C)
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Unalyjisd fithrt leidht auf ein fonftruierbared dhnlided Biered,
woraud bad gejudhte durd) Cinfithrung bder gegebenen Seite leidht
abgeleitet werden fann.

WAufgabe 121, Cin Sehnenviered zu fonftruieren, wo-
von gegeben find eine Seite, bad BVerhdaltnid zweier Nady-
barjeiten und die Winfel. (Ausd a, b:c und 4 und B)

Analyjisd. Durd) den Winfel C und dad BVerhdltnid b: ¢
ift jundd)it ein Dreied CB'D’ gegeben, welded man durd) bdie
befannten Wintel D und B zu einem CSehnenviered CB'A'D’
vervoll{tandigen fann, weldesd dem gejudhten dhnlidy ift. Legt man
nun awijden CB’" und CA’ bie Gevabe BA = a und parallel
su B°A’, jo vollenbet die Parallele AD u 4’'D" da3 gejudyte
Sehnenviered A BCD.

Aufgabe 122. Cin Dreied zu fonftruieren aud bdem
BVerhdaltnid zweier Seiten und den zugehorigen Wittel:
{inien. (Wusd a:b, m, und m,.)

Analy)is. [Bieht man CF | m, bid in m,, fo ift AF = $m,,
CF = 3my, und CD: AC= }a:b. Man Yhat alfo leidht filx C
swei Orter, einen durd) dad befannte FC nadhy O. 1, den anbern
dburd) dbad befannte Berhiltnid CD : AC nad) . 22.

Aufgabe 123. Cin Dreied zu fonftruieven ausd zwei
Seiten und dem Berhdaltnisd der jugehorigen Wittellinien.
(Aug a, b und m, : m,.)

Analyfis. Bieht man AF || m, bi3 in a, fo ift CF=2aq,
DF = 14a und DA : FA = m,: 2m,. Unter Hingunahme von
CA="b ergeben {id) fiir 4 swei Orter und swar nady O. 1 und O. 22.

Unfgabe 124. Cin Paralleltrapez su fonftruieren aus
ben Diagonalen bdedjelben und den Winteln an einer
Grunbdlinie.

Analyjid. Sdyneiden die verlingerten Seiten AD und BC
einanber in F, jo ift dburd) die Winlel 4 und B bdie Form bded
Dreiedd ABF gegeben. Beriidfidhtigt man ferner, dbap die Ver-
bindungslinie von F mit dem Durd)jdnittdpuntte £ der Diago-
nalen jede der parallelen Seiten halbiert, und dap fih) AE: BE
verhilt wie die Diagonalen, jo dft {id) aud) leiht ein Dreied
A'B’E’ tonftruieren, welded dem Dreiede ABE dhnlid) ift.
Davausd aber ift dad gejudyte Trapes einfad) abzuleiten.
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Bufap. Dap jede Parallele 3u AB von FE Hhalbiert wird,
seigt fid am einfadjjten, wenn man, wad leidt gejdehen fanm,
beweift, dap die Parvallele durd) E in der That von jener Linie
halbiert wirbd.

Aufgabe 125. JIn ein Dreied ABC ein Dreied DEF
jo 3u bejd)reiben, dbap der Sdyeitel ded gegebenen Winfels
F in einen gegebenen Punft fallt und DE einer gegebenen
&eraben parallel wird.

Analyjid. Jjt DEF bda3 verlangte Dreied, von weldem
ber Punft F auf A B gegeben und DE ber Geraben L pavallel
ift, jo aiehe man durd) eine Ede ber A B, etwa A4, die AH
parallel su L bi3 in die Gegenjeite BC und durd) 4 und H
Parallelen zu EF und DF, welde {id) in G jdneiden. Diejer
Punft G auf bder Geraben CF lift {idh durd) den Wintel
AGH = F beftimmen und dbann durd) die Pavallelen FE und
FD s AG undb HG bdie Puntte £ und F.

Bujats. Soll dbad Dreied mit einer Ede in einem gegebenen
Puntte liegen, wihrend die beiden andern auf zwei Geraden liegen,
jo ziehe man, wenn bie beiden Geraden einander jdneiden, durd
pen Puntt eine beliebige, diejelben jdneidende Gerade, im andern
Falle eine britte Parallele, wodurd) eine Reduftion auf A. 125
erhalten wird.

II. Die Konftruttion und der Beweis.

& 20. Der pweite Teil einer ftreng wifjenidajtliden Lojung
einer Sonftruttiondaufgabe, bdie Konfjtruftion, Hat bdie durd) bie
Analyfid ald fonfjtruierbar feftgejebten Puntte, Geraden oder Lreije
wirflid) dburd) eine Beidnung darzuftellen. Je naddbem bdie Ana-
[yfis blo3 durd) geometrijdhe Orter oder durd) Reduttion aufgeftellt
ift, find im erftern Falle die in der Unalyfis gefundenen Orter
wirflid) zu zeidmen und bdie erforderlihen Punfte dadurd) fejt-
uftellen; im anbern Falle ijt die Beidnung etwa gefundener Hilfs-
figuren wirtlid audzufiihren und darvan bdie Feft{tellung bder er-
forderlichen Puntte nod) mit Hilfe von geometrijhen Ortern wirtlich
su bewirfen. Der Weg der Konftruftion muf offenbar der um-
gefehrte der Analyfid fein, indem diefe von bden u beftimmenden
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Puntten und Linien audgehend zu einem au3d bden Bedbingungen
der Aufgabe fonftruierbaren Punfte ober Linie zu gelangen judt,
jene, audgehend von der Konftruftion ded zulest in der Analyjis
al8 fonjtruierbar gefundenen Puntted (oder Linie), in umgelehrier
Ordbnung bdie gejudhten Punfte bejtimmen musf.

Jm dann folgenden britten Teile, bem Beweife, ift bder
Nadyeid zu liefern, dap durd) bie S?onftruftwn eine Figur er-
Balten ift, weldje bie in der Anufgabe geftellten Bedingungen erfitllt,
baB aljo erhaltene Linien und Winlel bie vorgejdyriebene Grige
haben. Der Beweid |dlieht fid) unmittelbar an die Konftrultion
an, und madht barum alle Sdlitffe in umgelehrter Folge, wie in
ber Analyiis.

Um bie Teile einer Lojung nidht nod) mehr ausdeinander zu
reifen, al3 e durd) die Trennung der Analyfid jdon notwendig
wurbe und durd) die im folgendben Rapitel getrennte Behandlung
bed vierten Teiled (ber Determination) nod) ferner notwendig
wird, jollen im folgenben SKonjtruftion und Beweid einer NReibe
per vorhergehenden Analpjen nadjeinander und verbunden ange-
jdlofjen werden. Wir werben dabei diejenigen Analyjen unberiid-
{idhtigt lafjen, bei denen {id) dbie Konjtruftion und der Beweid fo
3u jagen gany unmittelbar ergeben, und etwa vorfommende Elementar-
fonftruftionen al3 befannt vorausdjegen.

8u Aufgabe 25.

KSonftrultion. An einem Cndpuntt der Hingelegten Seite
BC = a, etwa in B, lege man den Winfel CBE = A, erridjte
in B auf BE ein Lot, bedgleiden ein Lot zu BC in bderen
Mitte . Um den Durd)jdnitt M bdiejer beiben Lote bejdreibe
man mit MB al3 Radbiud einen Kreid, jo ift diejer ber eine Ort
filt 4. Dann verbinde man M und C, bejdjreibe itber MC al3
Diameter einen RKreid und um B einen Kreid mit m, ald Radius.
Der Durd)idnitt D beider Kreije ift die Mitte der Seite CA.
Die Berbindbungslinie C.D {dhneidbet verldngert dben erften Ort in A4,
und A ABC ift ba3 verlangte.

Beweid. BE ift Tangente und BC Sehne ded Kreijed
um M; e3 ijt aljo, ba ST CBE gleif) I A gemadht ift, jeder
Peripheriewintel an diejem Bogen, defjen Sdentel durd) B und C
geben, diejem Winlel gleid). BC ift gleidh) a gemad)t und CA

Brodmann, Methobdil.
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in D Balbiert, ba MD | CA ift; e8 ift aljo BD Wittellinie
und gemdp der Konftruftion gleid) m,.

Ju Aufgabe 70.

Konftruttion. Naddem dad redtwinflige Dreied BFH,
worin bie Hypotenuje F B = m, und bie Kathete F'H = 4k, ift,
fonftruiert wordben, beftimme man in FB ben Puntt S fo, daf
FS = im, Dann ziehe man durd) F j3u B H eine Paralele
unbd bejdhreibe um S mit einem Nadiud == 4 m, einen Kreid, der
bie Parallele in G durd)jdneidet, ziehe GS und verlingere diefe
Linie bid in C (in BH), und jiehe endli) CF und BG bis
jum Durdjdnitt 4. Dann it A ABC bad verlangte Dreied.

Beweid. Weil GF | BH gegogen, ift GS: SC=FS:SB,
alio, ba GS = {m.,, GC=m, BWeil ferner FG: BC= FS:SB,
jo ijt FG = § BC, woraud folgt, bag G und F bie WMitten von
AB und AC, aljo BF = m, und CG = m, wirtli) Wittellinien
{ind; endlid) ijt AD = 2FH = h,.

8u HAufgabe 74.

KSonftruftion. Naddem man gemdp der Analyfid dag Bex:-
hiltnid8 EF’': AB'=m:n gefunden und daraud unter Beriid:
{idtigung, ba B'E = A F’ wexben {oll, bad BVerhiltnid EB': B'A
= p:q feftgeftellt Hat, ziehe man bden beliebigen Radiug CA,
teile diefen in G nad) dbem gefundenen BVerhdltnid p:q und be-
ftimme bie fLinge von G B’ bdurd) dbie Proportion GB': CE
=gq:p+q Mit dem gefundenen G B’ bejdreibe man um G
einen Kreid, welder den Punft B’ beftimmt, wodburd) man bdie
gejudjte Gerade erhilt. Den Durd)jdnitt B verbinde man mit C,
siehe durdy C zur fonftruierten Geraden eine Pavallele, auf welder
man endlid) mittel3 einer Parallele durd) 4 zu CE den Puntt D
beftimmt. Dann ift ABCD bdad verlangte Parvalleltrapes.

Beweid. Die Seiten AD und CB, jowie die Diagonale
CB fommen in dem [Biered, welded, dba CD | AB gejogen, ein
Paralleltrapey ift, vor, und zwar CB und CA unmittelbar al3
Rabdien zweier fongentrijder Kreije, A D al3 Seite eines Parallelo-
gramm3, in weldem die Gegenjeite CE gleid) dber gegebenen Seite
genommen ift. €3 bleibt bloB zu beweifen itbrig, dbaB die Diago-
nale DB == CF ift; benn CF it al8 bdie gegebene Qinge ber
Diagonale zum Rabiud genommen. Nun ift aber gemdp bderx
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Sonftruttion AE = BF = CD, aljo aud) DB = CF, weil aud
CD | AE ift.

8u Aufgabe 76.

Qonftruftion. Wan fonftruiere bdie Dreiede EFG und
EFH, beren Seiten man fennt, jiehe durd) G und F Parallelen
su FH und G H, welde {id) in C {dneiden. Die Parallele durch
H zu FG beftimmt die Ede 4 und die Pavallelen durd) 4 und C
s EH und GH den Puntt D. CG und 4 H bejtimmen enblid
ben Puntt B und ABCD ift ba3d verlangte Biered.

Beweid. Durd) F, G und H f{ind die Parallelen AC 3u
HG, AB 3u FG und BC j3u FH gejogen, aljo {inb FG BH,
FGHA und FHG C%Parallelogramme. Aljo it 'G=HB=AH;
folglih AB =2FG. JIn gleider Weile ergiebt {id), baf
BC=2FH, undb F bdie Mitte von AC. Weil fexnexr CD | EG
und AD || EH, fo folgt, baf DC=2FEG und AD=2.FEH
und auferdem E bdie Mitte von BD ift. Nun ijt EF gemdip
ber Konftrultion bdie gegebene Cntfernung der Mitten der Diago-
nalen und die Seiten FG, FH, EG und EH ber Reihe nad
bie halben gegebenen Seiten, weshalb dad BViered bdie gegebenen
Stiide enthalt.

8u Aufgabe 77.

Konftruttion. Wan fonftruiere dad Dreied EG H, worin
EG und EH jweien Gegenfeiten de3 Bieved3 gleid) find. Dann
nimmt man F al3 WMitte von HB und bejdreibt dad Dreied
FBH, worin B und HB bejiiglid) die Dilften der gegebenen
Seiten AB und CD find. Dann beftimmt man durd) Parallelen
dburd) £ 3u HB und dburd) B 3u EH bden Puntt C, und endlid
durd) Berlangerung von CE und BF iiber E und F um {id) jelbft
die Punfte D und 4. ABCD ijt al38bann dad verlangte Biered.

Beweisd. Nad) ber Konftruttion ift EF gleid) ber gegebenen
Berbindungslinie der Mitten jweier Gegenjeiten, die Punite F
und F aber wirflid) die Mitten von CD und AB. Ferner ift
E HBC ein Parallelogramm, aljo EH = BC, HB= EC=}CD.
gerner it AGED ein Parallelogramm, alfo AD = EG. Da
nun bie Seiten F B und HDB gleid) dben Hilften der entjpredhenden
gegebeinen Seiten genommen worden find, fo ergiebt {id), dap das

Biered die gegebenen Stiide wirklicdh) enthalt.
4%
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8u Aufgabe 81,

Konftruttion. Durd) den MWittelpuntt B ziehe man eine
Geradbe BL parallel zu der gegebenen Ridtung, fille dbarauf von
bem Mittelpuntte A ded anberen RKreijed dad Lot AC und nehme
auf der Geradben CB’ gleid) der halben gegebenen Summe. Dann
bejdreibt man von B’ mit bem Rabdiud ded gegebenen Kreijed B
einen Kreid, der den Kreid 4 in X durd)jdneidet. Der Kreid B’
ift die burd) DBerjdjiebung erhaltene neue Lage ded Kreifed B.
Cndlid) zieht man durd) X ein Lot auf AC, fo ift dieje Gerabe
bie gejudyte.

Beweid. €3 ift CB" = {s, alfo die Summe bder Sefhnen
in den Kreifen 4 und B’ gleid) s. Da nun der Punlt B bie
gleide Cntfernung von ber zu AC fenfredt durd) X gejogenen
Geraden Hat, wie B’, {o bleibt aud) in diefer Lage die Sehne von
berjelben Grdge und die Summe beider Sefhnen gleid) s d. i. gleid)
ber gegebenen Summe.

Ju Aufgabe 82.

Sonftruftion. Uber der Centrale M N bejdjreibe man einen
Halbtreid, bann von P an den Kreid M eine Tangente. Aus diefer
Zangente und dem Rabdiud ded Kreifed N ald Katheten tonftruiere
man ein vedtwinfliged Dreied und mit dejjen Hypotenuje um P
al3 Mittelpuntt einen Rrei3, welder dben Halbireid ilber MN in X
burd)jdneidet. Dann bejdreibe man um X mit bem Rabiusd bdes
RKreifed N einen RKreid, weldjer den Kreid M in 4 und B jdneibdet.
Dann it PAB bdie Ridtung der gejudhten SGeraben.

Beweisd. Weil die Tangenten von P an bdie Kreife um M
und X gemdp der Qonftruftion eirtander gleid) find, jo ijt PAB
cine @evabe, aljo A B bdie gemeinjame Sehne. Durd) BVer{djieben
e Kreigmittelpuntted X nad) NV bleibt aber die Sehne ungednbert
ba XN _| XM ift, aljo Sehne 4B = CD.

8u Aufgabe 85.

Konftruttion. Man tonftruiere A EDC, worin ED und DC
ben gegebenen Gegenjeiten und X EDC = A 4+ D — 2R ft.
Dann beftimme man durd) <D und < C je einen Ort filr 4
und B, bdie Parallele dburd) E ju DA beftimmt dbann B, und
BA | ED giebt 4. Dann ift ABCD bad verlangte Bieved.

Beweis. Die beiben gegebenen Gegenfeiten find in dem BVieved
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enthalten, ba AB = DE ift. Ferner {ind in D und C bdie cnt-
fpredjenden gegebenen Wintel angelegt. Nun ijt
XEDC=A+D—2R=D—(2R—A) =D — ADE,
aljo < A4 ein gegebener Winkel, folglid) aud) der vierte Wintel B
ber gegebene.

8u Aufgabe 87,

Sonftrultion. Um bden Dbelicbigen Punft D bejdreibe man
brei tongentrijdje Rreife, wovon der innerfte und duperfte ald Rabdien
die gegebenen nidht parallelen Seiten Haben modgen, bder mittlere
al8 Radiug bdie im Bievred von D audgehende Diagonale. Be-
seidnet man bdie parvallelen Seiten BC und DA durd) b und d,
jo ift, wenn man EF || BD jieht, DF: FC=d:b — d, ebenjo
EF:BD=CF:CD=05b—d:b Durd) diefe Proportion [dft
fid) in dem beliebigen Radiugd DC der Punlt F beftimmen und
aud) die Linge von EF, dba aud dem gegebenen Lerhiltnid b: d
leid)t dad Hier nitige Verhdltnid d : b — d ober b : b — d abgeleitet
werben fann. Lurd) dbad gefundene EF bejtimmt man den Punft £
in ber Peripherie ves innerften Kreifesd mittels eined Kreidbogens um F
und erhilt dann dad Trapey in einfadyjter Weije al3 dad verlangte.

Beweid. Da B, E und C auf der Peripherie der fongentrijden
Streife liegen, jo {ind die gegebenen Ceiten und bdie eine Diagonale
pon felbjt in bem Zrapeze enthalten. €3 it ferner
BE:EC=DF:FC=d:b—dund EF: BD=d —b:0,
woraud {id) ergiebt, baf BE: BC=d:b. Da nun BE = AD,
fo haben aud) die parallelen Seiten dad gegebene BVerkiltnis.

8u Aufgabe 89.

Sonftruttion. Pan fonftruiere Dreied A HG, worin A H
und 4G bdie halben Diagonalen und HG (= EF) bdie gegebene
Berbindungslinie ber MWitten dber nidyt parallelen Seiten ift. Sdhneidet
ndmlid) dbie Berbindbungslinie EF die Diagonale BD in J, jo it
nad) einem befannten Lehriape der Planimetrie EJ = HF, und
ba JF = FG ift, aud) EF = HG. Dann verlingere man 4 H
iiber H um fid) felbjt bid8 C und beftimme durd) einen Kreidbogen
iitber AC mit Riid{idt auf den gegebenen Winfel B und durd)
eine Parallele durd) 4 3u HG bden Puntt B; verlingere AG
iiber G um {id) felbft 6i3 K und made KD = AB, bann ift
ABCD ba3 verlangte Trapes.
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Beweid. AC=2A4AH AD =2 AF, aljo EF bie gegebene
Mittellinie. Cbenjo {ind H und J die Mitten von AC und BD,
baher haben aud) die Diagonalen die gegebenen Lingen. Cnbdlid)
ift 3 B gleid) dem gegebenen und AB || CD, alfo dagd Biered
ein Paralleltrape;.

Bu Aufgabe 100,

Konftruttion. Man fonjtruiere Dreied 4°B’'C’, worin
X A’ ber gegebene Winfel und A'C': A’B" =b:c ift. Dann
madje man B’C = a und jiehe durd) C die Parallele CA 3u C' 4’
jo ijt ABC bad verlangte Dreied.

Beweid. A ABC~A'B'C’,alio AC:AB=A'C':A'B’
=0bl:¢c, BC=a unb L A= A"

Su ¥Aufgabe 101,

Qonftruttion. Uber bem beliebigen Stiid M D’ de3 Radius
MB bejdreibe man einen Halblreid, teile M D" in E jo, bdap
ME:ED =m:n (b. 5. ba8 gegebene [Werhiltnid) ift, ziehe
burd) E eine Pavallele ju IA, weldje den Halblreid in X" jdneibdet;
verlingere M X’ bid in bdie Peripherie ded RKreifed, bi3 X, und
lege in Diefem Punfte die Tangente CXD an den Kreid, welde
die verlangte jein wird.

Beweid. €3 ift CX: XD=C'X":X'D"= ME:ED’
= m:n.

Bu Wufgabe 105.

Konftruftion. JIn B erreifte man auf BA bdad Lot
BF == BC, jiehe von B dad Lot BG auf AF, und durd) G die
Parallele GD (bi8 in AB) su BF. Die dburd) D 3u BC ge:-
3ogene Parallele DE ift die gejudhte.

Beweid. €3 it AD: DE=AB: BC
ober AD*: DE?*= AB®: BC* = AG:GF = AD: DB,
aljo AD?: DE? = AD: DB, woraud folgt DE? = AD . DD.

Bu Aufgaben 107 und 108.

KSonftruftion. Man fonjtruiere A ADEaud AD=a+c,
AE = a + b und dbem gegebenen Wintel 4. Dann {dneidbe man
von DA und EA bdie beliebigen, aber gleiden Stiide DF = EG
ab, bejdreibe um F mit F D einen Kreid und verjdjiebe LG parallel
mit {id) bi3 in die Qage HJ, in welder H in ber Peripherie de3
um F bejdjriebenen Kreijed liegt; verldngere dann die Diagonale
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DH, bi8 fie AE in C {dneidet, und ziehe CB || FH; dann ift
ABC ba3 verlangte Dreied.

Beweid. DF = FH = HJ, aljo aud), ba BC | FH und
HJ| AE ift, DB=BC = CE. ®a nun AD=a + ¢,
AE = b+ ¢ gemadit ift, it AB=¢c, AC=0.

8u Aufgabe 109.

KSonftruttion. Man fonftruiere dbasd beliebige Dreied A" B'C,
in weldem bdie Seiten dad gegebene BVerhaltnid Haben, bejdyreibe
barum einen RKreid, bdefjen Mittelpuntt M fei, und made M A’
MB’ und MC’ durd) Berlingerung, rejp. Vertiirzung gleid) dem
gegebenen Radiugd. PHierdurd) erhilt man die neuen Cden 4, B, C
und badurd) dasd verlangte Dreied 4 BC.

Beweid. Weil MA = MB =r ijt, jo it MA": MB’
=MA: MB,alip AB || A’B’. Gbenjo 3eigt man, bag BC || B'C’
und AC|| A°C’ ift. Die Seiten 4B, BC und CA Hhaben alfo
dasdfelbe BVerhiltnid wie A’B’, B'C’ und C'4A" b. §). bad gegebene,
gerner it MA = MB = MC gleid) bem gegebenen Radiud r
gemadt.

8u ¥Aufgabe 111.

Konftrultion. Yusd bder Proportion a:CF =h,:b fon-
{truiere man zunidft CF; dann erridhte man auf @ in C ein Lot
gleid) CF und bejdyreibe iibex CF a3 Diameter einen Halblreig;
beftimme dbann mittel3 ded gegebenen Radiud den Mittelpuntt des
umgejdriebenen Kreijed. Der Durdh|dnitt dedjelben mit dem Halb-
freife ijt A und dad Dreied ABC dad verlangte Dreied.

Beweid. MA=MB=MC=r. Beilferner < FAC=1R
ift (Wintel im PHalbreid), jo ift A CAF ~ CBD, woraus {id)
durd) eine Proportion in Niidfid)t auf dbie KLonftruttion, wodburd) CF
erhalten wurbe, evgiebt, dbak b: %4, dad gegebene BVerhiltnid ijt.
Endlid) ift CB = a gemadt.

Bu ¥Wufgabe 113.

Sonftruftion. Jn 4 und B auf b und ¢ erridytete Lote
jdmeiden einander in E. BWegen der Ahnlichteit der Dreiede ABE
und ACD lifgt fid) die Linge von AE fonjtruieren; dann fon-
ftruiere man A CAE, worin CA=0>b und < CAE ein redjter
Wintel ift. Dann befjdreibe man iiber AE ald Diameter einen



56 II. Die Konftrultion und der Veweis.

Halblreid3 und um C einen RKreid mit a. Der Durd)jdynitt beiber
ift bie €de B und 4 BC bda3 verlangte Dreied.

Beweis. Augd bder Ahnlidteit der beiben Dreiede 4 BE
und ACD ergiebt fid), daB c: k. Dad gegebene Berhdltnisd it
wenn man bdie Konftruftion von AE beriidfidtigt. €3 ift aber
aud) AC=>, und CB = a.

8u Aufgabe 115.

Sonjtrultion. Uber einer beliebigen Geradben B'C’, die
in D’ nad) bem gegebenen Berhiltnifle p : ¢ geteilt wird, bejdyreibe
man einen Palbireid und ervidte in D’ auf B'C’ da3 Lot, weldjed
pen Halblreid in A {dneidet. Madt man nun auf AD’ bdad
Stild AD gleid) der gegebenen Hohe und zieht durd) D eine
Parallele 3u B'C’, weldje die Katheten AB° und AC’ in B und C
{dneidet, jo ijt ABC dad verlangte Dreied.

Beweid, L A=1R. AD=h, Fenet B'D' :D'C’
= p:q, folglid) aud) BD:CD=p:q= AB*: AC3,

8u Aufgabe 120,

Sonftruttion. Bwei beliebige Linien D'C’ und B’'C’, weldje
bad gegebene Lerhdltnid haben, jepe man unter dem gegebenen
Wintel aneinanbder, und lege in D’ und B’ an D'C’ und B'C’
bie gegebenen Winfel an. Daburd) erhilt man ein BVieved B'C'D’ A4,
welded dem gejudhten dfhnlid ift. Wadht man nun auf 4B’ bas
CStild AB gleid) der gegebenen ©Seite und zieht durd) B eine
Parallele 3u B’'C’, welde die Diagonale AC" in C jdneidet, und
dburd) C cine Pavallele C'D’ big in ben Durd)jdnitt D mit bder
(verldngerten) ©eite AD’, jo it ABCD bad verlangte Biered.

Beweid. Gemdp bder RKonftruftion Hhat AB bdie gegebene
Qinge a, B'C’ und D'C’” haben in gleider Weije dad gegebene
Berhiltnis, aljo aud) die Parallelen BC und CD. Cndlid) {ind
aud) bie Winfel bed Bievedd die gegebenen.

8u Aufgabe 121, |

Sonftruttion und Beweid gany dhnlid) wie zu A. 111.

8u ¥ufgabe 122,

KSonftruttion. Manmadje AF = $m,; FDauf FA={n,,
teile AD innexlid) und duperlid) in £ und G nad) bem Berhiltnid
3 a: b; bejdeibe itber EG al3 Diameter einen Kreid und um F
cinen Kreid mit einem Radiug gleid) 3 my. Der Durd)jdnitt diefer
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beiben Kreife ift die Cde C. Danun verbinde man C mit D und
verldngere CD bi3 B, jo baf DB = CD wird, und verbinde B
mit C. Dann ift Treied A BC dad verlangte.

Beweisd. Wegen ded Rreifes iiber EG it CD: AC=14%a:b,
alijo CB:CA =a:b. emner it AF = 4m,, DF = {m,,
aljo AD = m, und gemip der KQonftruftion D bdie Witte von CB.
Madyt man nun auf DA da3 Stiid DH = DF, jo it BHJ
Mittellinie u b. Da nun BH = CF = §m, ift, jo ift BJ = m,.

8u ¥Anfgabe 123.

Konftruttion. Auf CF = 2a madje man CD = 1 a, teile
DF innerlid) und duperlid) (in G und H) nad) dem Berhiltnid
mg : 2m, und befdreibe itber G H ald Durdymefjer einen Kreis.
Cin pweiter Kreid um C mit einem Radiud gleid) b jdyneide den
exftern in 4. Nehmen wir dann die Witte £ von AC und ziehen
daburd) bie PLarallele EB zu A F, jo ift A BC bas verlangte Dreied.

Beweid. CRiftAD: AF = m,:2m,, E die Mitte von AC,
aljo aud) B bie MMitte von CF, aljop CB = a; ferner CA = b;
EB=31AF=%. 2m, = m,; aljo m,: m, bad gegebene Ber-
haltnis.

8u ¥Aufgabe 124.

Konftrultion. Man Lonftruiere bag beliebige Dreied A" B’ F7,
worin die Winfel A" und B’ die gegebenen find. Dann beftimme
man in ber Mittellinie F'G den Punft E’ jo, dbap bad Verhltnis
A'E’ : B'E’ gleid) bem DBerhiltnid der gegebenen Diagonalen ijt.
Alzdann made man A'E'K und B'E'K ben Diagonalen gleid.
Die BVerbindungslinie KL {dneidbe B'F und A'F in H und J.
Cnblid) zieht man durd)y H bdie Pavallele H4 zu KA" und ver:
binbet 4 mit L, dbann it AB'HL bdad verlangte Trxapes.

Beweid. X B’ ift gleid) einem der gegebenen Winfel gemadyt;
X A4 ift = 4°, weldjer dem anbern Wintel gleih gemadt ijt.
B’L ijt die eine gegebene Diagonale, A H bdie anbdere, da fie ald
Gegenfeite in einem Parvallelogramm gleih 4'K ift.

Anjdhaulidjer diirjte folgende

Konftrultion fein. Sdyneidet die KL (§. vorige RKonftruttion)
bie Mittellinie G in G" und man madt LD = DJ, HC = CK
unbd zieht dburd) D und C die Parallelen DA und CB, jo ijt ABCD
pa3 verlangte ‘Trapes.
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Beweid. C3ift DC| AB,weil A’'E': A'K = B’E’: B'L,
da3 Biered ijt aljo ein Paralleltrapez. Da nun G bdie Mitte
von JH und aud) von KL ijt, jo {ind die vier Stitde LD, DJ,
HC und CK untexr einanbder gleid), folglid) gemdf der Konjtruttion
AC= A'K, BD — B’L.

II1I. Die Determination.

§ 21. Der vierte Teil einer volljtindigen wifjenidaftliden
Lojung einer Konftruftiondaufgabe, bdie Determination (weldjed
Wort nad) feiner Etymologie joviel bedeutet als ,CinjdlieBung in
beftimmte Grenzen” oder ,ndhere Beftimmung”), unterjudyt, ob bie
Aufgabe unter den gegebenen Bebdingungen allgemein (83lid) ift,
ober nidht, ob mehrere Lojungen moglid) find, ob unter jpeziellen
Bedingungen die Lojung eine Wobdififation erleidet, und ftellt bdie
Bebingungen etwaiger WMobdifilationen, bdie Bebingungen der all-
gemeinen oder mehrfacdhen Aufldjungdmoglidleit, jowie bdie Be-
bingungen der Aufldjungdunmiglidhleit jujammen. Dabdurd) werden
in der That, entjpredjend dem etymologijden Begriffe ded Wortes,
bie genauen Grenzen feftgejebt, inmnerhalb welder fid) die Uuf-
gabe allgemein, einfacdh) oder mebrfad), mobdifiziert oder gar nidht
[djen ldft.

Die hiersu notwendige Unterjudjung liefert eine Wenge lehr-
veicher und bildender Momente betreffend die Cinfidht in den inneren
Bujammenbang zwijden gegebenen und gejudhten Grigen, jowie
awijden den gegebenen allein. Ausd diejem Grunbe mufp die Deter-
mination al8 ein Hervorvagend widtiger Teil der Aufldjung be-
seidynet werben.

§ 22. Um bdieje verjdjiebenen Biele ber Determination zu er-
reidjen, hat man durd) Beriidjidtigung einjdldgiger Lehridpe sunddit
bie Frage nad) der allgemeinen Lojungd3mdglidhleit zu beantworten,
ingdbejonbere, bie ganze Konftruftion durdgehend, beim Biehen irgend
einer GJeraden, oder beim VBejdreiben irgend eined Krveijed feft-
sufteen, ob {id) dbie Geraben unter ben gegebenen Bebingungen
ber Aufgabe in jebem Falle ziehen und bie RKreife in jebem Falle
bejdreiben laffen. erner ift feftzujtellen, ob die etwa fonftruierten
Orter ben erforderlidhen Durchichnitt evgeben, ob ein Durdhidmitt
ober mefhrere Durd)jdnitte, wobei namentlid) die Bedingungen auf-
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geftellt werden miifjen, meIcI)e die gegebenen Grogen unter {id) zu
erfilllen Haben, damit jene Linien und Kreije moglid find, und
baf die fonftruierten Orter einen odber mehrere Durdyjdnitte Haben.
— Da, wie wir bereitd erfannt, nur Gevade und Kreife ald Orter
vorfommen bdiirfen und zwei Gerade nur einen Durdyidhnitt Hhaben
fonnen, fo ift in dem Falle, in meId)em bie beiben Orter fiiv einen
gejuchten Punft Gerade find, nur ein SBunft al3 gefudhter Punft
moglidh; ift aber einer Der beiden Orter ein Kreis, ober find beide
Kreife, jo find jur Fejtiebung der Anzahl der Durd)jdnittdpuntte
ober der Unmidglidleit eined Durd)jdnitted bie befannten Sipe
iiber die Qage einer Geraben ju einem Kreife, ober weier Kreife
au einanber (lepstered durd) BVergleidung der Summe und Differen;
ihrer Radien mit der Centrale) eingehendsd zu bdidfutieren.

§ 23. Jn begug auf fonftruierbare rter ift u unterjuden,
ob f{id), entipred)enb ben gegebenen Bedingungen, ein Ort obder
mehrere Orter fiir einen gejuchten Puntt tonftruieren lafjen, woraus
eventuell eine mehrfache Lojung Hervorgeht. o it {id) eine
Parallele zu einer Geraden in einem gegebenen Abftande auf beiden
Seiten bderfelben Ffonjtruieren; aud) ift die PHalbierungdlinie bed
Nebenmwinteld von den Sdenfeln ded urjpriingliden Winfeld in
jebem Puntte gleid) weit entfernt; ein RKreidbogen [dft {id) nad
beiben Seiten einer gegebenen ©ehne jziehen, und eine Gerade
[t {id) in zwei Puntten nad) einem gegebenen Verhiltni3 teilen.
Bejonders ift hierbei su unterfudjen und fejtzutellen, ob die durd
verjdjiedene Durd)jdnitte zweier Orter fid) ergebenden Puufte ge-
judjte Figuren liefern, bdie wirllid) verjdjieden {ind, ober bei be-
{tehenbder Kongrueny {id) nur durd) die Lage unterjdeiden. Jm lepten
Falle darf man nur von einer Lwjung der AUufgabe reben.

§ 24. Bur Aufftellung einer erjddpfenden Determination
empfiehlt e3 {id), Die gejudjten Linien in ihrer Abhdingigleit von
ben gegebenen Linien und Winleln auf algebraijdem Wege durd)
eine Gleidung audzudriiden, ywozu, wenn Wintel gegeben ober ge-
judt find, aud) die Lehriipe der Goniometrie und Trigonometrie
anguwenden {ind, und dbann bdie erhaltene Gleidung in bejug auf
ihre Cin- oder WMehrdeutigleit, Moglidhleit und Unmoglidhfeit der
Sonftruttion zu dislutieren.

§ 25. Um da3 BVerfahren bei der Aufjtellung der Determination
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etwad ndher zu erldutern, wodurd) wir zugleid) eine Anzahl von
Lojungen erhalten, weldje, entjpredhend dem planimetrijden Gejese,
{treng in ifre vier Teile gegliebert erjdjeinen, foll Bier nod) bdie
Determination einigen Lojungen hinzugefiigt werben, bderen brei
erfte Teile im BVorftehenden bereitd aufgeftellt {ind.

8u Aufgabe 25.

Determination. Jft der gegebene Wintel ein Hohler, d. §.
fleiner al8 2 R, jo ldBt {id) in jedem Falle aud ihm und ber ge:
gebenen Seite a ber bem gejuditen Dreiede umgejdyriebene Kreid
fonjtruieren. Nur in dem Falle, dap die gegebene WMittellinie ma,
eine gewiffe Groe nidht erreidht ober eine anbdere iiberjdjreitet,
findet ein Durd)jdnitt ded um B mit m, bejd)riebenen Kreijed
unbd degd iiber bem Radiugd MC bejdjriebenen Halblreifed nidht ftatt,
jo baB man aljo ein Dreied ABC nidht erhilt. Berbinbet man
nimlid) B mit dbem Mittelpuntt O von MC, weldje BVerbindbungs-
linie Qen Halbfreid zuerft in D', und zum jweiten Male in D”
jhneidet, jo bezeidhnet BD’ den Heinjten, BD” bden griften Wert,
ben m, haben darf, wenn ein Dreied mioglid) jein joll. Bezeidhnet man
dbiejen fleinjten Wert mit x, jo ijt, ba der Halblreis iiber M C die Seite
BC in ihrer Mitte E durd)jdneidet (benn ME 1 EC), fiir diefen
minimalen Wert z (x + ) = % a?; b. §). diefer Wert ift die um bden
balben Rabdiud ded umgejdyriebenen Kreijed verminderte Hypotenuje
eined redhtwintligen Dreieds, deffen Katheten jener halbe Radbiud und
die halbe Diagonale des iiber ber Seite a bejd)riebenen Quabdrates find.
Ler magimale Wert ift um jenen Halben Radbiugd groger ald jene
Hypotenuje. Diefe Rejultate ergeben {id), wenn man die quadratijde
Oleidung z (4 r) = 4 a® nad) z aufldft. Hierbei tann man aud) fiix »

jeten sﬁl “A. &itr jeden Wert fitr m, innerhalb biejer juldjjigen Greny-
werte ergiebt Der Rreid mit m, al3 Radiud zwar zwei Durd)jdnitte,
wenn man den gangen Kreid iiber MC al3 Durdymefjer bejdjreibt,
indefjen ijt nur der eine zu verwenden, da der andere al3 Winfel
an der Spipe nidht den gegebenen Wintel 4, fondern defjen Supple-
ment ergibe. Wan erhdlt aljo nur eine LWjung.

Bufap. Aud) wenn der gegebene Wintel 4 = 1 R ift, erhilt
man nur eine Lojung, da dad zweite, hier aud) zuldffige Dreted
bem erften fongruent ift und nur eine anbere Lage Hat.




III. Die Determination. 61

8u WAufgaben 26 uud 27,

Determination. (S.Fig.3.) Aud) der zweite Durdjdnitt 4’
ift eine ent{predjende Spie, jowohl bei gegebener Summe ald bei
gegebener Differens. Damit die Parallele durd) G 3u CE ben
RKreid itber BC wenigjtend beriihre, aljo eine Spige A bed gejudhten
Dreiedd ergebe, muB s §r.cot 1 R fein. ilr bdie gegebene
Differeny ift genau diejelbe Limitation zu madjen.

8u Hufgabe 70,

Determination. Dad Dreied BFH ift immer miglid,
wenn nur m, > 3 h, ift. Aud) (@Rt fid) dann jeberzeit dburdy F
bie Pavallele 3u BH jziehen und in FB der Puntt S bejtimmen.
Damit aber ber um S mit bem Radbiud §m. bejdriebene Kreid
dbiefe Parallele wenigftensd einmal treffe, jo mup 4 m. > 4 h. ober
m.S L h, fein. €8 muB alfo eine Mittellinie groBer ald bie
halbe Hobhe fein; und bdie anbere minbdeftend gleidh der Halben
Hofe. JIn diefem Falle exhdlt man nur ein Dreied; ift aber bie
anbere aud) groBer al8 bie halbe Hihe, 3wei Dreiede.

8u Aufgabe 77. |

Determination. €8 ergiebt fid) bie Moglidteit eined Vieveds
immer, wenn A EGH Yonftruiert werben fann. Died Dreied ift
aber immer moglid), wenn bdie dboppelte Entfernung der Witten E
und F Peiner ift, al3 dbie Summe bder beiben andbern Vievedieiten.

8u Wufgabe 81.

Determination. Die [Wjung der Aufgabe ift mdglidh, fo
lange dad3 Dreied M XN miglid) ift, deflen Cde N ber Mittel-
puntt ded verjdjobenen Kreifed in feiner neuen Lage ift. Bezeidnet s
die gegebene Summe bder entjtehenden Sefhnen, R und r die Radien
ber gegebenen Rreife, fo find in dem Dreiede M XN bie Seiten
MX undb NX dburd) » und R, bdie Seite MN durd) {s zu be:
seidnen. Aud bden fiir die Seiten eined Dreiedd beftehenden Be-
stehungen ergiebt {id) alfo filr die gegebene Summe der Sehnen,
baB biejelbe Heiner ald 2 (R 4 r), und grofer ald 2(R — r) fein
mup. Liegt daber die gegebene Summe auBerhalb diejer Grenzen,
jo ift bie Lojung unmdglid). Dazu fei bemerlt, bap dad Mayrimum
2(R + r) fiiv die Sehnen nur bdann eintveten fann, twenn bdie
Oerabe in der Ridtung der Centrale ber beiden Kreife gezogen
werden joll. Fiir diefe Lage ift aber dad Minimum bdie Sehne
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im groBeren Kreije, weldje verlingert Tangente an dem Pleinern ift.
Bilbet aber die Ridtung der gejudhten Geraben mit der Centrale
ber RKreife in ihrer urfpriingliden Lage ben Wintel @, und be-
seidnet c dieje Centrale, jo ift fiir dbie Moglidleit, in der geforderten
Ridtung durd) beide Kreife eine Geradbe ju legen, erforderlid), dah
diejer Wintel fleiner fei, ald der, den bdie gemeinjdaftlide innere
Tangente mit der Centrale madit. Da ber Sinud bdiejed Wintels

R+r ift, jo mup sin @ < R ’c" " jein. Jebe Gerade, weldje

c
einen groferen Wintel mit der Centrale madht, fann nur einen bder

beiben RKreife treffen. Tad Wagimum der Sehnenjumme einer ur
Centrale geneigten Geraden, bdie beide Kreije jdyneidet, wird aber
erreid)t, wenn bdiefe Gerade durd) den innern Ahnlichteitdpuntt geht,
bag Winimum ijt die Sehne bed groBeren Kreifed, welde ver-
lingert ben anbderen berithrt.

8u ¥ufgabe 82.

Determination. Die PHypotenuje ded redtwintligen Drei-
edes, beflen Ratheten die Tangente von P an den einen Kreid und
ber Radiud ded andbern Kreifed find, mup mindeftend gleid) bder
tiivzeften Cntfernung jened Puntted von dem PHalbfreife itber M N
und darf Hodjtend gleid) der gropten Cntfernung bdesfelben von
dem Halblreije jein. Liegt die Hypotenuje auperhalb diejer Grenzen,
fo findet tein Durd)jdnitt de3 RKreijed um P mit dem PHalblreife
ftatt, und e3 [aft fidh aljo dann der MWcittelpuntt ded verjdobenen
RKreijed in feiner neuen Lage nidyt bejtimmen.

8u Aufgabe 856.
Determination. Sind die Nadybarwintel 4 und D grifer

ald@ 2 R, |o ergiebt fid) ber Wintel CDE == 4 4 D — 2R; find
fie feiner al@ 2R, fo with SXCDE=2R — (A 4 D); in
beiben Fdllen ift alfo dad Hiljddbreied CDE zu fonjtruieren und
ba3 Bieved darausd abzuleiten. Jjt aber 4 + D =2 R, {o wird
bag3 Biered ein Paraleltrapes, zu defjen Konfjtruttion {id) in ber
Seite DC der Punft E bejtimmen [dft, o dbag DE = AB ift,
woraud f{id) dbad Trapes wiederum leidht ableiten [dft.

8u Aufgabe 89.

Determination. Damit dad dad ganze Trape; bebingende
Preied 4G H Tonftruiert werdben fonne, mup die gegebene Ber-
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bindbungslinie der Mitten der nidit parvallelen Seiten ded Zra-
pezed fleiner al3 bie halbe Summe bder gegebenen Diago:
nalen fein.

8u ¥Aufgabe 100.

Determination. Die Aufgabe fann immer geldft werden,
wenn nur der gegebene Winfel 4 < 2 R ijt.

8u Aufgabe 105.

Determination. Die Lofung ift immer moglid.

8u Aufgabe 108,

Determination. Heipt = die Hypotenuje bed gejudhten
Dreieds, s und s” die gegebenen Summen, jo erhilt man nad) dem
PBythagoreijden Lehriae fiir die Hypotenuje leidt den Auddrud
r=s4+ 84+ VY2s.s. €3 ift offenbar, dbapg zur Konftruftion
nur dad negative Borzeiden der Wurzel gemommen twerben bdarf.
Wiewoh! nun der Ausdbrud s + s° — Y2s. s’ fiir jeden beliebigen
Wert von s und s’ einen rveellen Wert ergeben wiirde, jo ijt dod
ber Wert {iiv z nad) ben Sipen iiber Dreieddjeiten zu limitieren.
Nad) bem Sape iiber die Differeny pweier Dreiedsfeiten in ihrer
Beziehung zur dritten mup nun fein s — s’ <s 4 s'—Y2s.5
woraud fid) ergiebt s < 2s’, b. §. die Aufgabe tann immer geldjt
werden, {0 lange bdie eine der gegebenen Summe fleiner ift, als
bie doppelte anbdere.

Bufap. Fiir die Aufgabe 107 lipt {idh) die Determination
mit Hilfe ded Cofinusfaed, aber bei weitem nidht jo einfad), be-
{timmen.

8u Wufgabe 109,

Determination. Die Lojung der Aufgabe ift immer moglid).

8u ¥ufgabe 111.

Determination. Damit die Lojung diejer Aufgabe moglid
fei, mug »S fa fein.

8u Wufgabe 112,

Determination. Wenn bdie beiden Palblreije iiber BF
und AE einen ober zwei Puntte gemeinjam Haben jolen, wo-
pburd) die Dreieddede A4 beftimmt wird, jo mup ihre Centrale
gleid) oder grifier ald8 BC (ober Seite a) fein; ober e8 muf a
gleid) ober fleiner ald die Summe der Rabien jein. Nun ijt der
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Rabdius des Halblreifes iiber CF aber 4 -a, wenn bag Ber:

haltnid b: h, durd) m : n gegeben ift; in gleiher Weife ift der
Radiud ded Palbfreifed iiber BE, wenn dad Berhiltnid c: A,

- p:q gegeben ift, =1 - %’- .a. &8 ergiebt fih aljo ald3 Be:
bingung filr die Miglidyteit bder Lbfung: 2¢ X > -a + -g- .a
ober 2<;-+?. Ebenjo mup 2¢> —-a— 78 ober
25 = — -’qi fein, welde beiven Bebingungen fih fo ausdbdriiden
laffen. €3 mufp = — -’;- <222+ !q’- fein. Giir den Fall
= -’qi <2<+ %’- erhilt man einen doppelten Durd)jdnitt
unb zwei verjdjiedene Ldjungen.

8u ufgabe 113.

Determination. - Fiir die Moglidhleit ber Ldjung ift e3 not:
wendig, daR der um C mit b bejdyriebene Rreid bden Kreid {iber
AE treffe, baB aljo b wenigjtend jo grof fei, wie die um bden

Radiud 1 AE verminderte Cntfernung ded Puntted C von bder
Mitte O der Linie AE. Driidt man bdiefe Begiehung analytifd)

aud, inbem man da3 gegebene Verhiltnid wie vorhin durd -’3

begeidynet, {0 ergiebt {idh) nad) leidhter Cntwidlung die Bedingnis-
gleidung 4n® 4+ 4mn 4+ m* > 40 + m* Diefe ift aber immer
erfilllt, und man erhilt daher immer wei verjdiedene Dreiede.

Zu Uufgabe 116.

Determination. Wollte man durd) BVerldngerung ber ge-
gebenen Mittellinie eine Reduttion verjudjen, jo wiirdbe man finden,
bap i) die Aufgabe in {id) jelbft vedusiert, aljo ein anderer Weg
eingujdhlagen ift. — Filr die Moglidhleit der Lojung .mup bie
gegebene Mittellinie wenigftend jo grof fein, al3 bdie Heinfte Ent-
fecnung der Mitte F' der Seite BC von dem Kreile iiber CE,
undb darf die entipredhende gropte Entfernung nidht itberjdreiten.
Analytijd) wiicben fid), wenn man den Heinjten Wert von m, mit =
bejeidynet, bie Bedbingungen der Moglidhteit der Lojung evgeben

burd) die Gleidung: = (z + 2. a) = }a.
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8u Aufgabe 124.

Determination. Die gegebenen Wintel miifjen, je naddem
fie ber groBern ober ber Ieinern bder parallelen ©eiten anliegen
jollen, zujammen Peiner ober grifer al8 2R fein; bdedgleichen
miiffen die gegebenen Diagonalen verjdjiedener Grispe fein. Wiren
bie gegebenen Winlel sujammen gleidh) 2 R, {o erhielte man {tatt
eine3 Paralleltrapezed in einfadjter Weije ein Paralelogramm,
indem man leidht ein Dreied ald Hdlfte bedjelben aud einer Seite
(einer gegebenen Diagonale), demn gegeniiberliegenden Winfel und
ber zugehorigen Mittellinie (ber Hilfte der anbern Diagonale)
fonjtruieren fonnte. Sind aber die Diagonalen gleid), jo milfjen
aud) die gegebenen Winlel gleid) fein, und dad gejudjte Parallel-
trapey wird ein gleid)jdjentliges.

IV. iibungsbeijpicle.

§ 26. Jm folgenden Haben wir eine Unzahl Aufgaben zur
Ubung sujammengeftellt und diefelben jo ausdgewdbhit, dap fie jamt-
lidd nad) einer ber audeinandergejepten Methode in einfacher
Weije aufgeldjt werden fomnen. Die von und etwa beigefiigten
Winte zur LWojung bejdrinten {idh auf den Himweid auf bie an-
suwendende Methode; bie Ausfiilhrung ift in jedem Falle bdem
Lefer itberlaffen. Wo e3 in eingelnen Fillen zwedmdipig erjdien,
find furze Bemertungen, betreffend die Determination, hinzugefiigt.

Wufgabe 126. JIn einen gegebenen Kreid ein redt-
wintliged Dreied zu bejdreiben, dejjen Katheten je durd
einen gegebenen Punft gehen.

Lojung mit Pilfe von O. 6. — Man exhilt im allgemeinen
gwei veridjiebene redhtwintlige Dreiede.

Wufgabe 127, Jn einen gegebenen RKreid ein red)t-
wintliged Dreied zu bejdreiben, von weldem man einen
jpigen Wintel und einen Puntt der einen Kathete fennt.

Lijung mit Hilfe von O. 15, nad)dem man bden gegebenen
Puntt der Kathete mit dem Mittelpunite ded gegebenen Kreifed
verbunden Hat. — Bwei Dreiede!

ufgabe 128, Cin redtwintliged Dreied zu fon-

ftruieren, von weldem die Pypotenujenhohe, zwei Punite
Brodmann, Methobdil. b
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ber Hypotenuje und je ein Punit der Katheten gegeben
jinbd.

Lifung mitteld O. 6. — Jwei Dreiede!

Wufgabe 129, Cinen Kreid 3u fonftruieren, ber drei ge-
gebene gleidie RKreije umidlieBend oder von aupen berithrt.

Lojung durd) Beridjiebung bder Peripherie bed gejudhten
RKreijed in die Mittelpuntte der gegebenen. (BVergl. § 16.)

WAnufgabe 130. Cin Dreied ju fonjtruieren ausd einer
Seite und ber jugehivigen Hohe und Mittellinie. (Aus
a, ha, m,.)

Lojung mitteld O. 4 und O. 1.

WAufgabe 131. An einen Kreid eine Tangente 3u legen,
welde vom Beriithrungdpunite bid aneine Gerade (ober bis
an die Peripherie eined Kreifed) von gegebener Linge fei.

Lojung mitteld ©O. 9.

Hufgabe 132. Cinen Puntt ju beftimmen, von weldem
aud die an jzwei Kreife gezogenen Tangenten gegebene
Lingen haben.

Lojung mitteld O. 9.

Wufgabe 133. Jn ein Dreied ein gleidjdentliges
Dreied, dejjen Hiohe gegeben ift, {o einzujdreiben, dap
feine Grundlinie der einen Dreieddjeite parallel wird.

Lijung. Die Spige muf in der Dreiedsjeite liegen, weldjer
bie Grundlinie ded gleid)jdentligen Dreied3 parvallel werden foll.
Nbrigens Bilft O. 4.

Aufgabe 134. Junerhalb eined Dreieds einen Punft
s beftimmen, defjen Verbindbungen mit den Eden bdag
Dreted in drei gleide Teile teilen.

Lijung. Soll AOB = AO0C fein, jo miifjen, dba die Grunbd-
linte AO beiben Dreieden gemeinjdaftlid) ift, die Lote ausd B
und C auf A0 einanbder gleid) jein. Dajg ift nur miglid), wenn
A O vexlingert die Mitte von BC trifft. Daber liegt der gejudyte
Puntt auf jeder der drei Mittellinien.

Aufgabe 135, Cin Dreied ju fonftruieren, von weldem
eine Seite, bie zugehdrige Hohe und dbad Verhdltnid der
beiden anbern Seiten gegeben find. (a, A, b:c)

Lojung. Fiiv die bdritte Cde ded gefudhten Dreiedd erhilt
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man je einen Ort nad) O. 4 (dburd) A,) und nady O. 22 durd)
b:c. — JIm allgemeinen zwei Dreiede!

WAufgabe 136. Cinen Punft zu beftimmen, von dem
aud drei Kreife unter gleidem Winlel erjdeinen.

Lofjung. Berbindet man den gejudhten Punft mit den bdret
Mittelpuntten und dieje mit ben Berithrungdpuntten der ausd jenem
Punfte an bdie Kreije gezogenen Tangenten, o entitehen drei dhm-
lihe Dreiede, worausd jid) ergiebt, bap die Ubftinde ded gejudhten
Puntted3 von den Mittelpuntten der RKreife {idh) verhalten wie bdie
Radien. Daher O. 22.

WAufgabe 137, Cin Dreied zu fonftruieven ausd einer
Seite, bem gegeniiber l[iegenden Winkel und ber juge-
hovigen Hohe. (Yud a, 4 und k,.)

Lijung durd) O. 15 und O.4. — Jm allgemeinen gwei Dreiede!

WAufgabe 138. Cin Dreied zu fonjtruieren, wenn ftatt
ber jugehdrigen Hohe der vorigen Aufgabe die sugehorige
Mittellinie gegeben ift.

Lijung. Statt O. 4 tritt O. 1 ein.

Aufgabe 139. Cin Dreied ju fonftruieren aus einem
Wintel, dber Palbierungsdlinie desdjelben und dem Radius
bed eingefd)riebenen Kreifed. (Yus A4, w, und o.)

Lijung. Pan beftimmt den MWittelpuntt ded eingejdyriebenen
Kreifed mit Hilfe von O. 4.

Wufgabe 140. Statt ber Halbierungslinie bed Wintelsd
fei die feined Nebenwinfeld und ftatt ded Radiug bdes
eingejdyriebenen RKreifed der Radiud eined duBeren Be:-
tiithrungdtreijed gegeben, ber eine der den Wintel ein-
jdhliegenden Seiten zwijden ihren Endpuntten beriihrt.

Lojung genau wie vorhin.

Wufgabe 141. Cin Dreied u fonftruieren ausd einer
Seite, bem Gegenwintel und dber Summe der Quadrate
ber beiben anbern Seiten. (Ausd a, 4 und ¥ 4 &)

Lojung durd) O. 13 und O. 15.

Aufgabe 142, Cin Dreied zu fonftruieren aus einer
Geite und den beiden nidyt yugehdrigen HPohen. (Aus a,
h, und k)

Lijung durd) ©. 6 und O. 1.

5*
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WAufgabe 143. Cin Dreied zu fonftruieren aus einer
Seite, bem Gegenwintel und der Differeny dber Duadrate
ber beiben andern Seiten. (Aus a, 4 und »* — ¢%)

Lojung durd) O. 15 und O. 14

WAufgabe 144, Cin Dreied zu fonftruieren augd einer
Seite, der yugehorigen Pohe und ber Summe dber Quadrate
ber beiden anbern Seiten. (Uus a, h, und »* 4 )

Lijung durd) O. 4 und O. 13.

Wufgabe 145. Cin Sehnenviered zu fonftruieren aus
einer Seite, einem anliegenden Wintel und den Diago:
nalen.

Lijung. Jjt AB=a und < 4 gegeben, jo ijt durd) Hinzu-
nahme ber gegebenen Diagonale BD bdad Dreief A BD gegeben.
Bur Beftimmung der vierten Ede benupt man entwebder, ba durd
X A aud) fein Supplement C gegeben ift, O. 15 und O. 1, ober
man beftimmt den Radiud ded RKreijed um bdad Dreied ABD,
welder Rreid ein Ort filr C ift, und wenbet nod) O.1 an. — Jm
allgemeinen zwei verjdjiedene Bierede. Unter Umitinden audy vier!

Wufgabe 146. Cin Sehnenviered zu fonftruieren aus
einem Wintel, dben beiden Diagonalen und dem Wintel,
welden die eine Diagonale mit dem einen Sdhentel des
gegebenen Biered3winleld m adt.

Lijung. Cin Stild ded BVieredd ift unmittelbar gegeben;
badburd) ber jugehirige Rreid. Die vierte Ede ergiebt fidh) durd)
. 1. — Bwei Bierede!

Wufgabe 147. Cin Parallelogramm zu fonftruieren
aud einer Seite und dben beidben Diagonalen.

Lofung durd) Redbultion auf ein Dreied, defjen drei Seiten
gegeben findb. — Determination!

Wufgabe 148. Cin Dreied zu fonftruieren aus einer
Seite, dber jugehorigen Mittellinie und einer nidht zu-
gehdrigen Hohe. (Ausd a, my und A,.)

Lifung durd) Redultion auf ein redytwintliged Dreied, wovon
bie ypotenuje und eine Kathete befannt find. Dann O. 1.

Wufgabe 149. Cin Dreied zu fonftruieren ausd der ju
berjelben Seite gehorigen Pohe und Mittellinie und dem
Berhdaltnid diejer Seite zu einer anbern.
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Lijung durd) Redultion auf ein red)twintliged Dreied; dann
Anwendung von O. 22,

WAufgabe 1560. Cin BViered zu fonftruieren ausd zwei
Nad)barfeiten, dbem eingejd)lofjjenen Wintel, der von dem
Sdeitel ausgehenden Diagonale und einem fernern, dem
gegebenen nidt gegeniiber liegenden Wintel.

Lojung durd) Redultion auf ein Dreied, von weldem et
Geiten und ein Gegenwinfel gegeben {ind, dbann O. 1. — Unter
Umijtinden zwei ver{djiedene Bierede!

Aufgabe 151 und 162. Cin Sehnenviered zu fon-
ftruieren aud den beiben Diagonalen, dbem Rabdiug bes
jugehdrigen RKreifed und bder Summe (oder Differeny)
jweier benad)barten Seiten.

Lijung durd) Rebuftion mittel3 eined Tatums, wenn man
in ben gegebenen Rreid3 bdie Diagonale ald Sehne einlegt, welde
pem Winlel ber Seiten gegenitber liegt, deren Summe (ober Diffe-
reny) gegeben ift. Diefer Wintel ift dann durd) ein Datum ge-
geben und exrmdglidht bie Konftruttion eined Dreiedy, defjen Grund-
linie jene al3 ©ehne eingelegte Diagonale ift, deren Gegenwinfel
befannt unbd Defjen eine Seite bie gegebene Summe (oder Diffe-
reng) ift. ©Sdlieplid) wird jur Beftimmung der vierten Cde nody
£. 1 angewanbdt.

Wufgabe 1563. Cin Dreied ju fonftruieren ausd einem
Wintel, der Differeny der einfdlieBenden Seiten und der
Differens ihrer Projeftion auf die dritte Seite. (Uus 4,
b— ¢ P— Q)

gojung dburd) Redultion auf ein Dreied, von weldem jwei
CSeiten und ein Gegenwintel befannt {ind. Man erhdlt died Hilfs-
breied, wenn man um A4 mit ¢ einen Kreid bejdyreibt, dber b in D,
a in E \dneidet. In demfelben it CD =6 — ¢, CE=p —q,
X DEC =1 A. SLeptered erfennt man durd) dad Sehnenviered
BEDF, wortin F ber Durd)jdnitt der verlingerten CA mit dem
nm A bejdyriebenen Kreife ift. — Jwei Dreiede!

WAufgabe 164. Durd) zwei Puntte einen Kreid ju be:-
jdyreiben, der eine burd) ben erften Puntt gehende Gerade
in einem Punfte jdneidbet, dejfen BVerbindbungslinie mit
einem dritten Punfte Tangente an dbem Kreife wird.
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Lijung. Sind 4, B, C bdie brei gegebenen Puntte, und
{dneidet ein durd) A und B lonftruierter Kveid bie Gerabe durdy
A in D fo, dbaB DC ZTangente an bdiejem Rreife ift, jo ijt
X CDB = <X BAD, aljp O. 15. — Bwei Kreije!

WAnfgabe 1565. Cin Dreied zu fonjtruieren ausd einem
Wintelhalbierer, dbem Berhdaltnis der Summe bder bden
betreffenden Winlel einjd)liegenden Seiten zur dritten
Seite und der Differeny der beiden andern Wintel. (Aug
We, b+ c:a und B—C)

Lojung. Jft AD ber Wintelhalbievrer w,, jo ift DC: DB
=b:codert DC:a=b:b+c obet DC:b=a:b+c¢c Da
nun, wenn AE 1 BC ift, dber Winfel EAD befannt und alfo
A AED 3 fonftruieren ift, fo hat man filr C, wofiix ED bder
eine Ort ift, einen zweiten nad)y O. 22,

Aufgabe 156. Cin BViered ju tonftruieren, von weldem
bie Projeftionen bed Durdidnitted dber Diagonalen auf
bie vier Seiten gegeben {ind und die Wintfel der Gegen-
feiten.

Lijung. Der Winlel zwijden jwei auf zwei gegeniiber
liegende Seiten gefdllten Loten fept {id) aud den Supplementen
aweier Biereddwintel jujammen, ober ift aud) dad Supplement ded
Winteld, den jene gegeniiber liegenden Seiten miteinandber bilden.
Aljo O. 15.

WAufgabe 157, Cin Dreied zu fonftruieren aus einer
Seite, bem zugehorigen Winfelhalbierer und der Summe
ber beiben andern Seiten. (Yud a, w, und b 4 ¢)

Lijung. Jjit AD ber Wintelhalbierer w, und bdie Ber-
lingerungen von CA und B A iiber A hinaug, nimlid) 4 E und
A F, bejiiglid) gleid) ¢ und b, o ergiebt {idh) leidht aud den Winteln
E und F, bag EB und FC beide ju AD parallel {ind. Dann
ergiebt fif) aber BD: BA=a:b+ c und ebenjo CD:CA
=a:b+c Durd den Durd)jdnitt der beiden bhierburd) ge-
wonnenen Kreife ald Orter fiir B und C ift dbann zur Beftimmung
biefer Punfte eine Gerabe = a zwijden bie Peripherien jo 3u
legen, daf zu den entftehenden ©ehnen beider RKreife gleidhe Peri-
pheriewinfel gehoren. (BVergl. Nadytrag 15.)
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WAufgabe 1568. JIn ein Viered ein Parallelogramm ju
bejdyreiben, dejjen WMittelpuntt dber Lage nad) gegeben ift.

Lojung. Man Hat durd) den gegebenen Mittelpuntt zwijden
die Scdjenfel zweier Winlel je eine Gerade zu legen, weldje in
jenem Puntte Halbiert werden. (&. Nadytrag 1.)

WAufgabe 169. Durd) zwei fonzentrijde RKreije eine
Gerabe {o 3u legen, dbap die tleinere Sefhne Hhalb jo groh
witd wie die grofere.

Lijung durd) Redultion, indem man vom MWittelpuntte dad
Qot auf dbie Sehne und im Cndpuntte der Heineren Sehne dasd
Lot auf ihr erridhtet bid in einen zum entjpredhenden Endpunite
ber grifieren Sehne gehorigen Radius.

Aufgabe 160. Cin Parallelogramm zu fonftruieren,
von weldem 3wei Gegenedpuntte gegeben jind, und dejjen
beiden andbern Gegeneden auf der Peripherie eined ge-
gebenen Kreifed liegen jollen.

Lijung leidht, wenn man bedentt, dbap die Verbindungglinie
per Mitte einer Sehne mit dem Kreidmittelpuntte auf der Sehne
fenfredyt ftebt.

WAufgabe 161. Cin Dreied zu fonftruieren ausd einem
Wintel und zwei Mittellinien.

Filr die Unalyfid ift zu unterjdeiden, ob eine bder beiden
Mittellinten zu dem gegebenen Winlel gehort ober nidht. Jit
namlid) << 4, m, und m, gegeben, und man legt BE == m, Hin,
{o Bat man fiiv 4 einen Ort durd) den gegebenen << 4 nadh . 15.
Da ferner der Durd)jdynittdpuntt S der beiden Wittellinien belannt
ift, jo giebt bdie belannte RQinge AS = $ m, den jweiten Ort.
Wegen der zwei Durdhidynitte beider rter erhdlt man zwei Puntte A
und daraud zwei verjdjiedene Dreiede, weldje leidht abzuleiten {ind,
bie die gegebene Mittellinie enthalten; aber Dad eine enthdlt {tatt
be3 Winleld A fein Supplement. Jit dagegen I 4, mp und m,
gegeben, jo IBft man durd) Redultion. Durd) den Winlel 4 Hat
man fiilv 4 einen Ort al3 Kreidbogen iiber ber Sehne BD = m,.
Bejdhreibt man dann um bden belannten Durd)jdnittdpuntt S mit
einem Radiugd = §m. einen RKreidbogen, o hat man durd) D
swijden beidbe Peripherien eine Gevadbe zu legen, die in D halbiert
with. (BVergl. Nadtrag 2.)
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Aufgabe 162. Cin Dreied ju fonftruieren ausd einer
Seite, bem Berhaltnid der beidben andern und bem Radiug
bed umgejdyriebenen RKreifed. (Ausd a, b:c und r.)

Lojung. Der umgejdyriebene RKreid mit der Seite BC al3
Sehne in demjelben ift gegeben. Cin pweiter Ort fiir A4 ift bdie
Berbindbungslinie bed Wittelpuntted ded Bogend BC mit dem
Puntte D, in weldem BC nad) dbem Berhiltnid b: c geteilt wird.

Aufgabe 163. Cin Dreied ju fonftruieren ausd einer
Mittellinie und den BVerhdaltnifjen derfelben ju jeber der
nidt jugehdrigen Hohen. (Ausd m,, my: hy und m, : he.)

djung nad) der Ahnlidhfeitdmethode auf die Aufgabe zu
redugieren: Durd) einen Puntt zwijden den Sdhenteln eined Wintels
swijden diefe Sdjentel eine Gerade zu legen, welde in dbem Puntte
halbiert wirth. (Nadytrag 2.) Falt man ndmlid) vom Fuppuntte D
ber gegebenen Mittellinie m, die Lote DE und DF auf b und ¢,
jo ldft {id) aud den redhten Winfeln E und F und ben BVerhilt-
niffen AD: DE =m,:3h,und AD: DF = m, : 4 h. eine §Figur
AE’D F tonftruieren, an welder AD'E'~ADE und AD'F~ADF
ift. Der Wintel 4 wird aber dadburd) beftimmt, und e fann ber
Puntt D auf AD’ beftimmt werben, durd) dben BC o zu legen
ift, baf BD = CD wirb.

Wufgabe 164. Cin Dreied ju fonftruieren, von weldem
ber Sdwerpuntt (ber Durd)jdnitt der Mittellinien) und
eine Ede ber Lage nad), und fiir deffen beidben anbern
Cden je eine Gerabe oder eine Kreidperipherie ald Ort
gegeben {inbd.

Lijung dburd) Redbultion. Durd) die Ede A und den Sdhwer-
punft S ift aud) ber Fuppunft D ber einen Mittellinie gegeben,
burd) welden eine Gerade pwijhen bie gegebenen Orter zu legen
ift, welde in D BHalbiert wird. (Nadjtrag 1 ober 2.)

WAufgabe 166. Cin Dreied zu fonftruieren ausd einem
Wintel, ber zugehorigen Hohe und dem BVerhaltnid ber
von dbiefer Pohe auf der Gegenjeite gebilbeten Abjdnitte.
(Aus A4, h, und p: q.)

Qofung durd) die Afnlicdhleitmethode, indem man zunddit
ein beliebiged Dreied B'C'A fonjtruiert, weldjed ben gegebenen
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Wintel 4 enthdlt, und deven Abjdynitte B'D" und C'D’ bas ge-
gebene Berhiltnid p : ¢ Haben.

WAufgabe 166. JIn einen Halbireid ein Viered, dhnlid
einem gegebenen, jo einzutragen, dbap j3wei Cden dedjelben
auf bem Diameter [iegen.

ofung durd) bdie Hhnlidteitsmethodbe mit Hilfe eines in
gleider Lage um bdad gegebene Biered bejdhriebenen Halblreifes.

Aufgabe 167, Jn ein Dreied einen RHombugd ein:-
subefdyreiben, ber mit bem Dreiede einen Wintel ge-
meinfam Hat.

Lojung durd) Halbierung diefed gemeinjamen Wintel3, wodurd)
man in dber Gegenfeite die Gegenede ded Rhombusd erhlt.

®ufgabe 168. Cin Dreied ju fonftruieren ausd einem
Wintel, bem BVerhdltnid der ugehorigen Hohe zu einer
anbern und dber britten Hohe. (Aus X 4, h,: hy, unbd k)

2Lojung durd) bdie Ahnlidleitdmethode. Gin redtwintliges
Dreied AB'E’, worin B'E" ber Dibhe A, entfpridt, und A ber
gegebene Wintel ift, ift feiner Form nad) gegeben. Beftimmt man
nun nad) der Proportion %, : hy = AD’: B’E’ die AD’ al3 vierte
Proportionale, jo erhilt man aud) ein Dreied A B'D’, und durdy
Berlingerung von AE’" und B'D’ ein Dreied AB'C’, weldjes
bem gejudyten dhnlidy ift.

WAufgabe 169. Cin Dreied zu fonftruieren aqusd-einer
Seite, der zugehorigen WMittellinie und dem BVerhdltnisd
ber nidt jugehorigen Hohen. (Ausd a, m, und A, :A,.)

Lojung dburd) Redbultion; denn durdy A, : &, ift c: b gegeben.

Anfgabe 170. Cin Dreied zu fonftruieren aus bden
Berhdaltniffen einer Mittellinie zur zugehdrigen Seite
und ju einer anbern, jowie der dritten Seite. (Aus m,: a,
me:b und c.)

Qdjung durd) dbie Afnlidhfeitdmethode. Aus den gegebenen
beiben Berhiltnifjen m,:a und m, : b lift fid) ndmlid) dbad BVer-
hiltni3 a : b bejtimmen, jo dbaf von dem Dreied ADC, in weldem
AD = m, ift, bad Berhiltnid der drei Seiten befannt ift.

WAufgabe 171. Cin Dreied zu fonftruieren ausg bden
Berhaltnijjen einer Hohe zur zugehdrigen und ju einer
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nidt jugehorigen Mittellinie, und der dritten Mittellinie.
(Aud hy:m,, hy:m, und m.)

Lojung durd) die Apnlidhteitsmethode. Ein bem Dreiede ADE,
wotin AD = h, und AE = m, ijt, dhnlided Dreied AD'E’ ift
ndmlid) gegeben, und aud bdiefem mit Hilfe ded zweiten Verhilt-
nifled h,:m, leidht ein Dreied AB'C’ abzuleiten, dad bem ge-
fudpten dahnlidy ift.

WAufgabe 172, Cin Dreied zu fonftruieren ausd bden
Berhaltnijjen einer Seite yu den nidt jugehorigen Mittel-
linien und der bdbritten Mittellinie. (Aud a:m,, a:m,
und m,.)

QLojung mittels Reduftion durd) Orter. Filr den Durdy:
jnittdpuntt S der drei Mittellinien find zwei Orter befannt.

Wufgabe 173. Cin Dreied zu fonftruieren ausd bden
BVerhaltnifien einer Hohe zu den nidht yugehorigen Mittel-
linten und ber bdritten Mittellinie. (Aud h,:my, hy:m,
und m,.)

Lojung durd) Paralelverdiebung der Hohe in ben Durd)-
jhnitt S der Mittellinien; alzbann die Afnlichteitdmethode.

WAufgabe 174. Cin Dreied zu fonftruieren ausd dem
BVerhdltnid einer Seite jur Halbierungslinie eined an-
liegenden Winfeld, der Differeny ber beiden anbern Wintel
und dber andern am halbierten Wintel anliegenden Seite.
(Aus c:w,, B— C und d.)

ojung durd) die Ahnlidhfeitdmethode und Ort 22, da durd
bie gegebene Wintelbiffereny ein dem Dreiede ADE, in weldem
D und E bdie Fuppunfte von A, und w, {ind, dhnlides Dreied
AD'E’ gegeben ift. Dad entjpredjende C° erhilt man nad) O. 22
aud obigem Berhdltnid in BVerbindung mit dem fonftruierten 4 E".
Dadurd) aber findet man dann leidt ein Dreied AB'C’, weldjed
pem gejudhten dhnlidh ift.

WAufgabe 175, Cin Dreied zu fonftruieren aud einem
Wintel, bem BVerhdltnisd der jugehorigen Hohe yum Um-
fange und bem Radiusd ded eingejd)riebenen Kreifes. (Aus
X A, hg:4s und o.)

ofung durd) Rebuttion und Abnlidfeitsmethode. Stellt
man namlid) den Umfang ded Dreied3 al3 DE durd) Verldngerung
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ber Seite BC itber B um BD = B A, und iiber C um CE = CA
bar, jo it X DAE=1R + } A und die Aufgabe rvedbuziert auf
die anbere: Cin Dreied aud einem Wintel, der ugehirigen Hobe
und der Grunbdlinie ju tonftruieren, indbem man ndmlid) iiber einer
beliebigen al3 Umfang angenommenen Linie D’ E’ ein Dreied A'D’E’
fonjtruiert, weldjed ben Winlel A'== 4 und eine Hohe A'F ent-
hilt, welde man nad) dber Proportion {s:h, =4 D'E’ : A'F
fonftruiert. Beftimmt man Hieraud dad dem gejudyten entjpredjende
Dreied A" B'C’, {o findet man aus diejem mitteld bed eingejdyriebenen
RKreijed leidt dad gejudte 4A"BC.

Aufgabe 176. Cin Dreied zu fonftruieren ausd den
LBerhdltnijjen einer Mittellinie zu der zugehorigen und
einer nidyt jugehdrigen Seite und der dritten Seite. (Wus
Mm@, mg:b und c)

ojung durd) die Whnlidteitdmethode, da ein dem Dreied
ADC, in weldem D ber Fuppuntt von m, ift, dhnlided Dreied
burd) bad Berhidltnid jeiner Seiten gegeben ift.

Wufgabe 177, Cin Dreied zu fonftruieren ausd bden
Berhaltnijjen einer Seite ju ihrer jugehorigen Hohe und
Mittellinie, und dbem Radiud dbed umgejdriebenen Kreifes.
(Mus a:h,, a:m;, und r)

Lofung durd) die Ahnlidteitsmethode, nadhdem man aus den
gegebenen beiden Berhiltniffen dbad BVerhiltnid &, : m, beftimmt Hat.

Wufgabe 178. Cin Dreied zu fonftruieren aus bden
LBerhaltnijjen einer Seite su den Rabien desd ein- und um-
gejdriebenen Kreifed und einer Hohe. Ausd a:r, a:p undi,.)

Lojung durd) die Apnlidyteitsmethode, da durd) bag Verhiltnis
a:r relp. $a:r ber Winfel 4 gegeben ijt. RKonftruiert man einen
bie Scenlel bed Winfel3 beriihrenden Kreid und legt an bdiejen
swijden bie beiden Tangenten eine bdritte a’, welde, wenn bder
Radiud ded fonftruierten Veriihrungtreijed o’ ift, aud der Pro-
portion g:a =9 :a’ abjuleiten ijt, jo erhdlt man ein Dreied
AB’C’, welded dbem gejudhten dhnlidy ift. Die hiersu erforderlidhe
Kenntnid der Ljung der

Wufgabe 179, Bwijdien 3wei Tangenten eined Kreifes
eine britte {o 3u legen, bap dad begrenjzte Stiid eine ge:
gebene Ldnge erhalte
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witb vermittelt dburd) bie geometrijfe Thatiade, daf dad Stiid
einer gemeinjdaftliden inneren Tangente swijden den gemeinjdaft-
liden duBeren der Ringe einer dufern zwijden ben beiben Be-
rithrungdpunften gleid) ift.

Wufgabe 180, Cin Dreied ju fonftruieren ausd einem
Wintel, bem BVerhdltnid der zugehorigen beiden Radien
und ber bem Winfel ent{predenden Hohe. (Aud < 4, r:9
unbd h,.)

Lijung durd) Reduftion auf A. 176. Denn durd) 9 4 ijt
bad Berhiltnid r : a gegeben; aud der BVerbindung bdiejed BVerhilt-
nifje3 mit bem gegebenen »: ¢ fann man aber aud) ¢ : a ableiten.

Aufgabe 181. Cin Dreied zu fonftruieren augd einem
Wintel, bem Verhdltnijje feiner Halbierungsdlinie jum
Umfiange und dbem Radiugd ded umgejdriebenen Kreifjes.
(Aud K< A4, w,:4sund r)

2djung dburd) die Afnlidfeitdmethode. Bejdreibt man nimlidh
ben duBeren Beriihrungstreid an dad gejudhte Dreied, weldher die
Sdjentel ded gegebenen Winteld 4 in F und G trifft, jo ift be-
fanntli) AF = AG = dem halben Umfang ded gejudjten Dreieds.
€3 ijt aljo, wenn D ber Fuppuntt ded Winfelhalbiererd w, ift,
allezeit ein Dreied AD'G'~ ADG 3u fonftruieren, dba von dbem-
jelben ein Winfel (= 4 4) und bdad Berhdltnid von AD': AG’
(0ad Berhiltnid ded Winfelhalbiererd um Halben Umfang) gegeben
ift. Aud bdiejem erhdlt man aber mittel8 einer Tangente von D’
aud an den in G' und F” berithrenden Kreid ein Dreied 4 B'C,
weldjed dbem gejudhten dhnlidy ift.

Aufgabe 182, Cin Dreied zu fonftruieren aus einem
Wintel, bem BVerhdltnisd dber jugehorigen Mittellinie jur
Summe ber ben Wintel einfdlieBenden Seite und einer
winfelhalbierenden Transdverfale. (Ausd <4, m,:b+4c¢
und w, ober w, oder w..)

2ofung durd) Redultion nad) der Apnlidyteitsmethode. Man
verlingert ndamlid) die Mittellinie A D iiber D hinaug big F um
fid) jelbjt, verbindet E mit C und verlingert AC big F um
CF = CE. Dann ijt im Dreied A EF bdad Berhiltnid AE: AF
befannt, ndmlidy 2m,: b 4 ¢, ferner ber Winfel F aud A be-
j{timmbar. Man fann daher junddjt ein Dreied AE'F '~ AEF
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Tonftruieren und erhdlt durd) die Berbindbung der Mitte D’ von
AE’ mit bem Punfte, in weldem dad in der Mitte von E'F” 3u
biejer Qinie ervidytete Lot AF” {dyneidet, leidht ein dem gejudhten
dhnlided Dreied ABC'.

Wufgabe 183, Statt ded Verhaltuijjed m, : b 4 ¢ mige
pad BVerhdltnid m,: b — ¢ gegeben fein.

Lojung der vorhergehenden gany analog, wenn man CF = CE
von CA abjdneibet.

WAufgabe 184, Cin Dreied zu fonftruieren ausd einem
Wintel, dem BVerhdltnid der Gegenjeite jur yugehdrigen
Hohe und der Summe der den Wintel einfd)liefenden
Geiten. (Yud K< 4, a:h, und b+ ¢.)

ojung durd) die Abhnlichfeitsmethodbe. Uber einer beliebigen
B’C’ al8 Schne bejdyreibe man einen Kreidbogen fiir ben Peripheries
winfel = A4, beftimme bann augd der Proportion a: by, = B'C’: x
bie entipredende Hohe AD’, wodburd) man ein Dreied AB'C’
erhilt, weldjed dem gejudhten dhnlid) ift. Um BHieraud dasd gejudte
Dreied abjuleiten, hat man nod) 4B zu beftimmen. Dad erhilt
man aber dburd) die Proportion AC'4+ AB’ : b4+ c= AB’: AB.
Cine Parallele dburd) B 3u B'C’ vollendet dag Dreied 4 BC.

- Aufgabe 1856. Statt dber Summe b4 c{oll die Differeny
b— c gegeben fein.

Lijung ber vorigen gany analog.

Dem aufmerfjamen Lejer fann e nidht entgangen fein, dap
bei vielen der vorhergehenden Aufgaben die Lojung auf die Kon-
{trultion eined Dreiedd vedugiert werben fonnte, bad dem gejudhten
Dreied dhnlid) war, und dap man aud diejem meift in einfadyfter
Weile dad gejudjte Dreied ableiten fonnte. Darum bdiirfen wir
aud) bie Abnlidyleitdmethode eine frudhtbare Methode der Rebduttion
nenmnen. —

Wenn man in den vorhergehenden Aufjgaben unter Beibehaltung
ber Stiide oder Bebingungen, aud welden dag dhnlide Hilfddreied
abgeleitet werben fonnte, an Stelle ded bdritten Stiided, weldhed
sur definitiven Bejtimmung der Grige ded gejudyten Dreiedd diente
und ftetd3 eine Liinge war, irgend eine anbere am Dreiede vor-
fommenbe Linge ober eine Kombination jolder Lingen, in Seftalt
von Summe oder Differeny, al3 gegeben annimmt, jo erhdlt man
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{tatt jeber eingelnen Aufgabe fo viele, al3 wie viele verjdjiedene
britte CStilde man al3 gegeben annimmt. Uuf diefe Weife famn
man aud den vorhergehenden Aufgaben leidht mehrere Hhundert auf-
{tellen, wenn man von ben zahlreiden Geraden, welde an einem
Dreiede vorfommen, und bderen Kombinationen irgend eine al3
britte3 gegebened Stiid annimmt. Die Aufjtelung einer Reihe
biejer Aufgaben und ihre Lojung ift sur Mbung jehr zu empfehlen.

§ 27. €38 foll hier nod) eine aweite Gruppe von Ubungs-
beijpielen folgen, bie mehr gemifhter Natur {ind, waihrend in bder
vorhergehenden Gruppe Dreieddfonftruttionen und Konftruttionen
anderer gejdlofjener Figuren prdvalierten. Jur Ldjung bderjelben
{ind nur in den Fidllen audfiihrlidere Andeutungen gemadt, in
welden {id) entweder grofere Sdwierigleiten jeigten, oder bie Art
ber Lojung ein Hervorragended Intereffe darbot.

Wufgabe 186. Cinen RHombusd zu fonftruieren, von
weldem 3wei Seiten auf 3wei gegebenen. Parallelen [iegen,
und defjen beiden anberen Seiten jede durd) einen ge-
gebenen Puntt gehen jollen.

Bur Lojung beriidfidhtige man, dap ein Rhombud wei gleidje
Hohen Hat. Da bdie eine gegeben, jo giebt die Tangente ausd einem
ber gegebenen Punfte an den um den andbern mit diejer Hobhe ald
Radiud bejdjriebenen Kreid die Lage der bdritten Seite. — Bwei
Aufldjungen!

Aufgabe 187. Auf einer von 3wei Pavallelen ift ein
Punit gegeben, ein andever auBerhald bderfelben. Man
foll ein Parallelogramm fonftruieren, wovon 3wei Gegen-
feiten auf den Parvallelen [iegen und eine €de in dem
auf der einen Parallelen gegebenen Puntte; die Gegen-
jeite diejer Ede joll durd) den anbern Punit gehen und
bad Parallelogramm einen gegebenen Umfang erhalten.

Lijung. Jt ABCD bda3 gejudite Parallelogramm, unbd
liegen AB und CD auf den Parallelen, A in dem gegebenen
Puntte, und geht BC durd) den andern Punft P, und man ver-
lingertt AB um BE = BC, o ijt AE ber halbe Umfang, aljo
E betannt; ferner ift A BEC gleid)identlig, und daher die Hohe
vonn E gleid) der Hohe von C, aljo gegeben. Cine Tangente
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burd) P an einen um E zu bejdjreibenden Kreid giebt dbann den
Puntt B; aber nur bie eine.

Anfgabe 188. Dad unter gleiden Bedingungen hin-
{idtlid) feiner Lage zu fonftruierende Parallelogramm
foll eine gegebene Seitendifferens Haben.

Lijung mittel3 der anbern Tangente.

Aufgabe 189. Dad Verhaltnid ber Seiten ded 3u
fonftruierenden Parallelogramms joll gegeben fein.

Lojung. Aud dem Seitenverhiltnid ergiebt {idh dad Ber-
haltnid der Hohen, von denen bdie eine belannt ift. Cin Kreid
um A und eine Tangente von B an bdiefen vollenden die Lojung.

WAufgabe 190. Cinen Kreidbogen jo zu teilen, dbaf die
3u den Teilen gehdrigen Sehnen ein gegebened Verhdlt-
nid Haben.

Lijung einfad).

WAufgabe 191. Cin Dreied zu fonftruieren ausd einer
Hohe, der jugehirigen Mittellinie und dbem zugehorigen
Winlelhalbierer. (Yusd h;, m, und w,.)

Lijung mittel3 ded umgejdyriebenen Kreijes.

WAufgabe 192. Durd) jwei Puntte einen Kreid ju be-
jdreiben, dber einen andern o {dhneidet, dbap die gemein-
jame Sehne Tangente eined jzweiten gegebenen Kreijes
wird.

Lifung. Der Durdyidynitt der gemeinjdaftliden Sehne mit
ber Berbindung bder gegebenen Punfte ift dbad Potenzzentrum bdesd
einen gegebenen, be3 gejudjten und jeded bdritten durd) die ge-
gebenen Puntte gehenben und den erften Kreid beriihrenden RKreijes.
Diejer Durd)jdnittdpuntt Lt fid alio in einfadjter Weije be-
ftimmen. Die Tangente ausd diejem Puntte an den andern ge-
gebenen Sreid {dneidet den erften unter der gemeinjdaftlidhen Sehune,
und ein Kreid durd) dbie gegebenen Puntte und jene Durd)jdhnitts-
puntte, wad immer moglidh ift, ift der gejudhte. — Bwei RKreife!

Aufgabe 198. Cin Dreied, tongruent einem gegebenen,
fo 3u fonftruieren, dbap awei Seiten dedjelben durd ge-
gebene Punlte gehen und die Halbierungadlinie ded ein:
ge{dlofjenen Winleld Tangente eined gegebenen Kreifesd
werde.



80 | IV. {1bungabeifpiele.

Lojung. Befdreibt man iiber ber BVerbindungslinie bder
Puntte B’ und C’, durd) welde bdie Seiten AL und AC bed
gejudyten Dreied3 gehen follen, ald3 Sehne einen Kreid, der iiber
B’C’ einen Peripheriewinlel gleid) dem befannten Winlel 4 faft,
fo ift bie Mitte ded Bogend B'C’ (auf ber anbderen Seite) ein
Punit ded Wintelhalbiererd, weldjer aljo, da er aud) Tangente
an einem gegebenen RKreife jein |oll, feiner Lage nad) beftimmt ijt.

Aufgabe 194. Jn einen gegebenen Kreid ein BVieved
3u befdyreiben, dad jugleid) ein Tangentenviered ift, wenn
von bemielben eine Diagonale und der Wintel der Dia:
gonalen gegeben iit.

Lijung. Legt man bdie gegebene Diagonale AC in bden
Kreid, o fennt man, dba die Ridtung der andern Diagonale BD
gegeben ift, die Mitten der zu BD gehirigen Bogen. Dadurd)
find aber bie Linien befannt, welde die Winlel 4 und C bes
gejudhten Vievedd BHalbieren und einander in bem Mittelpuntte
bed eingejdjriebenen RKreifed {dneiden. Die Verbindbung bdiefesd jo
gefundenen MWittelpuntted mit den Witten der j;u AC gehorigen
Bogen giebt die Diagonale DB,

Aufgabe 1956. Cin Sehnenviered ju fonftruieren aus
feinen Diagonalen, einem Winfel und dem Winlel, den
bie vom Sdjeitel ded gegebenen Winlfels ausdgehende Dia-
gonale mit einer Gegenjeite madt.

Lojung. Durd) die Diagonale DB und < 4 ift der um-
gejdyriebene Rreid gegeben; und man erhdilt durd) ben andern
Wintel entwedber BA oder DA, jedenfalld aljo den Puntt A.

WAufgabe 196. Cin Viered zu fonftruieren ausd bdrei
Seiten und den Winfeln an der vierten Seite.

Lojung durd) Parallelveridhiebung. IJjt ndimlid) AD bdie
vierte Seite, an welder die befannten Wintel 4 und D liegen,
und man verjdiebt AB in die parallele Lage DB’, jo ijt dasd
Dreied DB'C durd) feine awei Seiten DB" und DC und ben
eingejdlofienen Winlel CDB’, der {ih) aud 4 und D ableiten
[aft, gegeben. Wud der befannten Ridtung DA unbd der gegebenen
LQinge CB erhilt man je einen Ort fiir B.

WAufgabe 197, Cin BVieved zu fonftruieven ausd jeinen
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Diagonalen, bem Wintel derfelben und den Winteln,
welde eine Diagonale mit 3wei Gegenjeiten madt.

Lijung durd) Parallelverjdiebung. Sind die Winlel zwijden
ber Diagonale AC und den Gegenjeiten BC und AD bie ge-
gebenen, {o bringe man bie andere Diagonale DB durd) Pavallel-
verjdjiebung in bdie Qage CB’. Widdbann ift A ACB’ gegeben,
ba 3 BCB’ beftimmbar ift. giicr B und D hat man ferner je
einen Ort durc) die Wintel, weldle AC mit ben Gegenjeiten BC
und AD bildet, ywijden welde man DB # CB" zu legen Pat.

Aufgabe 198. Auf einer Geraden einen Punit zu be-
{timmen, jo baf die von ihm an 3wei Kreife gezogenen
Tangentenpaare unter {id) gleide Wintel bilben.

Lifung durd) O. 22, wa3 man erfennt, wenn man den ge:-
judten Puntt mit den Wittelpuntten der beiden Kreije verbinbdet.

Aufgabe 199. JIn 3wei Kreifen zwei parallele Radien
jo zu 3iehen, dbaf diefelben von einem Puntte auperhalb
ber RKreifje unter gleiden Winteln er{deinen.

Lojung durd) Umlegung. Sind bie parallelen Rabdien 4 X
und BY jo gejogen, dafp X APX = X BPY ift, madht dann
PAA"= PB und legt Dreied PAX jo an B, bap BC=PA
und < BCD = < APX wird, {o hat man durd) Y die Parallele
YP' 3u 3iehen, damit der Sdjentel ded Winteld BCD dburd) Y
gehe. Dann ift X BPY = APX = BPY und aljo Y mittel3
ped RKreifed durd) B, P und P’ bejtimmbar, dba P’ fjelbft leidht
su Deftimmen ijt.

Aufgabe 200. Cin Dreied zu fonjtruieren ausd einem
Wintelhalbierer und den beiden Differenzen ywifden den
andern Seiten und den AUbjdnitten der von jenem ge-
teilten Dreiedsfeite.

Lojung. Jft AD bder gegebene Wintelhalbierer, und man
madyt auf BC jowohl BE = BA, ald aud) CF = CA, o find
DE und DF bie gegebenen Differenzen, und AE und AF bdie
Grundlinien weier gleidjdentligen Dreiede. Pieraud folgt, dap
ber AEF umgejdriebene RKreid Ponzentrijd ift mit dbem ABC
eingejdriebenen Kreife. Den Durdymefjer A DG jened Kreifed be-
ftimmt man aud der Gleiung DE. DF = AD . DG, woraud

man junddjit DG findet. Dann legt man in den jo Deftimmten
< Brodmann, Methodil. 6
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freid dad Dreied AEF, beftimmt den Radiugd ded dem Dreiede
ABC eingejdjriebenen RKreijed (er ift dad Lot vom Mittelpuntte
bed erjtern Kreifed auf EF), bejdyreibt diejen und vollendet 4 BC
dburd) Tangenten an biejen.

Aufgabe 201, Cin Trapey zu fonftruieren ausd jeinen
Diagonalen, bem Wintel derfelben und dber Summe zweier
aneinanbder {tofenden Seiten.

Ldjung durd) Parallelveridjiebung der einen Diagonale in
bie Cde, wo Die beidben Seiten zujammenitoBen, deren Summe
gegeben ijt. VBerjdjiebt man 3. B. DB in bdie Lage CE, wenn
CD + CB befannt, jo ift A ACE gegeben. Madht man nun
EBF gleid) der gegebenen Summe, jo ijt BF = BC, aljop B
leiht au Dbeftimmen, wenn man FC j3ieht.

Aufgabe 202. Diefelbe Aufgabe mit der Anberung,
Dap ftatt jener Summe bdie entipredende Differens ge-
geben fein joll

Lijung in analoger Weije einfad); nur Hhat man bdie ge:-
gebene Differeny auf der EB in entgegengejepter Ridtung ab:
gutragen.

Anfgabe 203. Bu zwei Punften auf der Peripherie
eined Kreijed einen dritten {o zu beftimmen, daf das
Redyted ausd den Cntfernungen dedjelben von den beiden
erften Puntten gleid) jeti dem Quadrate itber dber bie beiden
erften Punfte verbindenden Sehne.

Lofung. Durd) die Punfte 4 und B auf der RKreidperipherie
ift dber Winfel AX B gegeben. Durd) diejen und dag Produft
ber einjdlieBenden Seiten ift aud) der JInhalt bed Dreteds 4 B X
gegeben, o bap man, wenn man A B al3 Grunbdlinie diefed Dreieds
anfieht, die zugehorige Hohe finden fann.

Bujap. Bezeidynet man den fonftanten Wintel A X B durd) «,
bie Hohe von X auf ADB dburd) h, AB fjelbft dburd) a, jo ift dex
Snhalt bed Drveiedd AXB=1A4AX.BX.sina=1%a’. sina
= }a.h, woraud {id) ergieht: h =a .sine. Soll bad Redjte
AX . BX irgend einem gegebenen Quabdrate, etwa m2, gleid) fein,
jo erhdlt man m? sin @ = ah, woraud ~ al3 vierte Proportionale
su fonftruieren ijt. — Dad Magimum jened Redjteded ift leidht
3u beftimmen.
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Aufgabe 204. Auf einer Kreidperipherie einen Puntt
su beftimmen, dejfen Berbindung mit den Endpuniten
3weier gegebenen Streden gleidhe Dreiede bilden.

Lijung. Ausd den gegebenen Streden A B und CD [ipt {idh
pad Berhdltnid der Hohen von dem gejudhten Puntte aud beftimmen,
daraud ein Ort filr diejen Punft. — Aud) wenn bdad Verhiltnis
ber entftehenden Dreiede ein gegebene3d fein joll, etwa m :n, fo
it i) dad Verhiltnid diejer Hohen beftimmen. Wan findet
h:h'=m.CD:n.AB, wenn h und A" ju AB und CD ge:-
horen. Dad Berhiltnid m .CD:n. AB lift fid) aber leidht in
ein lineared Yerhdltnid p : ¢ umwanbdeln.

Aufgabe 205. BVon einer Geraden ausd an einen Kreid
eine Sefante 3u 3iehen, welde auf der Geraden jenfredt
fteht und durd) die Kreidperipherie halbiert wird.

Lojung mitteld einer Tangente, welde wijden der gegebenen
Geraben und dem Kreife eine Liinge hat, welde dem Diameter ded
Kreifed gleid ijt; der Berithrungdpuntt ift der diametrale Gegen-
punft ded3 Cndpunited der Cefante.

WAufgabe 206 bis8 208. BVon dem einen Durd)jdnitts-
punfte 3weier Kreife in jedben eine Sehne 3u legen, jo dap
Diefelben einen gegebenen Wintel mit einander bilben und

Aufgabe 206 eine gegebene Summe bilden.

Lojung mitteld8 Drehung bed einen Kreijed in eine Lage, in
welder bdie beiben Cehnen eine Gerabe bilben. Diefe Drehung
(iBt fid) in zweifadjer Weife ausfihren. — Haben bdie gegebenen
Kreife die Wittelpunfte M und M, ijt P der Durd)jdnittdpuntt,
von weldem aud die Sehnen PX und PY jo gejogen find, bap
X XPY = o und PX 4+ PY = s ift, {o verlingere man XP
iiber P BHinaud b3 Y', jo dap PY = PY ift, und made
A PYC~PYM und awar fo, dbag C und M’ an verjdjiedenen
Geiten von XPY liegen. Bejdhreibt man dann um C ald Wittel-
punft mit CP = CY’ al8 Radiud einen Kreid, fo ift died ber
Kreid M’ in ber neuen Lage, in weldjer bdie gejudjten Sehnen eine
eingige Gerade bildben. Ler Mittelpuntt C ijt aber leiht zu be:-
ftimmen, da jid) in einfacdhjter Weije exgiebt, bag X M ' PC=2R —«a
ift. Qu bdie RKreife M und C lagt jidh aber leiht durd) P bdie
Gerabe XPY’ o legen, baf XP 4+ PY = s with. Dann hat

6*
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man in den Kreid M’ die Sefhne PY nur o ju legen, bag < XPY =«
wirh. €3 ift algdbann PY = PY’, aljo XP+4 PY =y £bher
man legt PY al3 PY” auf PX und fonfjtruiert A PC'Y "= PY M’
fo, bafp C" und M’ an bderjelben Seite von PY” liegen. Dann
ift C° der Mittelpuntt ded dem Kreife M’ fongruenten Kreijes, in
welden man von P aud eine Sehne zu legen hat, weldje mit der
in ben Kreid M fallenden Sehne bdie gegebene Summe bilbet. —
Die erftere Umlegung ift vorzuziefhen.

Aufgabe 207 eine gegebene Differeny bilden.

Lojung in gany analoger Weije mitteld8 ber erfteren Um-
legung ded einen RKreijes.

Wufgabe 208 einanbder gleid {ind.

Lojung ebenfalld mittel3 derjelben Umlegung.

WAufgabe 209, Durdheinen P unttinnerfhalbbdesd tleineren
sweierfonzentrijden Rreijezwijdendiebeiden Peripherien
eine Gerabe 3u fegen, die in diejem Puntte halbiert wird.

Lojung mittels eines leidht 3u tonftruievrenden Parallelogramms.
— Bwei LWjungen!

NAufgabe 210. Durd) einen bder Durd)jdnittdpuntte
sweier Kreife in den einen eine Sehne zu legen, welde
dpurd) die Peripherie ded andern nad) einem gegebenen
BVerhdltnid geteilt wird.

Lojung. Sdneidet die Sehne PY im RKreije M’ bie Peri-
pherie de3 RKreijfed M in X, und bdbie durd) Y zu M X gejogene
Parallele die BVerlingerung von PM in Z, jo lipt i) mitteld
Proportionen fowohl ber Punft Z, al3 aud) die Liinge von 27,
und Hierdurd) der Punlt Y bejtimmen.

. Wufgabe 211, Auf dber BVerlingerung eined Diameters
einen Punft zu bejtimmen, dejjen Entifernung von einem
gegebenen Puntte auf bem Durdymefjer gleid) ift ber aus
ihm an den Rreid gejzogenen Tangente.

Lojung redugiert {id) auf die Konjtruftion einesd redytwintligen
Dreieds, von weldem man eine Kathete und den Nberidup der
Hypotenuje iiber bdie andere RKathete fennt. Dieje RKonftruftion
erreiht man am einfacdyiten, wenn man bdie befannte Differen;
dadburd) barftellt, bag man die Hypotenuje auf die andere Kathete
legt, {o baB bdiejelbe al3 wirtliher Uberjdyuf erfdeint.



IV. lbungsbeifpiele. 85

Bur Determination fei bemerft, daf ber gefudhte Puntt
nur auf derfelben Seite vom Mittelpuntte liegen fann, auf welder
der gegebene Punft liegt.

Wufgabe 212. Bon jzwei Punften auferhalb eines
Kreifed jwei Sefanten durd) denjelben Puntt der Peri:
pherie zu ziehen, fo daR Die Sehne 3wifden den Enbd:
punften derjelben von gegebener Grifge fei.

Lijung einfad) mit Hilfe von O. 15, da bder Peripherie-
winfel iiber einer ber GroBe nad) gegebenen Sehne eined Kreifed
gegeben ift.

Aufgabe 213. Durd) jwei Punlte auf der Peripherie
eined Kreijed 3wei Sehnen zu demfjelben dritten Puntte
3u ziehen, fo dap jie ndtigenfalld verldngert ein gleid)-
fdhentliged Dreied bildben, deffen Grundlinie auf einer
gegebenen Geraben liegt.

Lojung einfad), wenn man durd) einen der gegebenen Puntte
eine Parallele jur gegebenen Geraben jieht.

WAufgabe 214, Jn einen RKreid eine Sehne von ge-
gebener Groe jo zu legen, dap fie dburd) eine anbdere
Sehne Halbiert wird.

Lijung leidht. |

Aufgabe 215. Durd) einen bder Durd)jdnittdpunite
sweier Kreife eine Gerade jo 3u legen, dap auf ben ent-
ftehenden Sehnen gleidje Peripheriewintfel {tehen.

Lojung mitteld eined Loted im gegebenen Durd)jdhnittdpuntt
aur gejuditen Geraden, welded den Wintel zwijden den zu jenem
Turd)|dnittdpuntte geforigen Durdymefjern dex beiden Kreife halbiert.

Wufgabe 216. Zu den parallelen Seiteneined Trapezesd
eine Parallele jo zu legen, dap jie dburd) die Diagonalen
bedfelben in brei gleide Teile geteilt wird.

Lijung. It XYZT | AB- - und CD o gezogen, baP
XY=YZ=ZT ift, jo ijt ftet3, wenn nur XT | AB ift,
XY= ZT, wie {id) leid)t beweijen ldpt. €3 tommt aljo darauf
an, 3wijden Seite 4D und Diagonale BD bdie XZ | AB fo 3u
legen, bap fie durd) AC Balbiext werbe, daB aljo XY = YZ
werde. Jfit nun E der Durd)jdnittdpuntt der Diagonalen, jo hat
man wegen Ahnlidhteit der Dreiede YZE und CDE sunddjit die
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Proportion: YZ: DC = YE: EC. Wud) bejteht die Proportion
XY:DC=AY: AC. ©oll nun YZ = XY fein, jo ergiebt
fih AY: YE= AC:CE, b. 5. Puntt Y ift vierter harmonijder
Puntt u A, E und C, und zwar fonjugiert zu C.

Bujap. Hierburd ift aud) die Aufgabe geldjt: Jwijden zwei
Dreiedzjeiten in gegebener Ridtung eine Gerade zu legen, welde
burd) die britte Seite halbiert wird. Aud) ift die Ldjung durd)
vorjtehende gegeben, wenn {tatt der Gleidheit der Stiide XY
und YZ ihr Berhiltnid m : n gegeben ijt. Man erhilt fiiv diefen
Fall AY: YE=m.AC:n. EC.

Wufgabe 217. Bwijden zwei Parallelen eine Gerade
pon gegebener Linge fo 3u legen, dbap jie bie Grunbdlinie
eined gleidjdentligen Dreiedd wird, defjen Spipe ein
swijden den Pavallelen gegebener Puntt ift.

Lojung mitteld einer durd) jenen Puntt ywijden die Parallelen
geleqten Gevaden, weldje jene gegebene Groge hat, und eined auf diejer
@eraden in jenem Puubte ervidyteten und bi3 zur Wittelparallefe
perldngerten Lotes.

Determination. Der Punft muf auBerhalb bder MWittel-
parallele liegen. D.rjelbe darf aud) auBerhalb der Parallelen liegen.

Wufgabe 218, An einen Kreid eine 3u einer gegebenen
Geraden fentredite Sefante jo au ziehen, dap bdiejelbe
burd) die Peripherie nad) einem gegebenen Verhaltni3
(unter anbdern nad) ber sectio aurea) geteilt werbe.

Lijung. Jft XY Z bdieje auf der gegebenen Geraden jent:
redyte Sefante, jo Bt {idh in jedem Falle der Durdjidhnitt desd
s Z gehorigen Diameterd mit ber gegebenen Geraben aud dem
gegebenen Berhaltnid beftimmen.

Aufgabe 219. Durd) einen gegebenen Puntt eine Ge-
rabe burd) die Sdhentel eined Winfeld 3u legen, dap die
von den Sdenteln abgejdnittenen Stiide ein gegebenes
Redted bilden.

Lojung dburd) Umlegung. Jjt << ML AN bder gegebene, P bderx
gegebene Puuft, deflen Lage wir innerhalb ded Winfeld annehmnen,
und {dneidet die Gerade X PY von den Sdjenteln AM und AN
bie Stiide AX und AY ab, fo dbaff AX. AY=m.n ijt, fo
siehe man PC und PD parallel 3u AN und AM big in AM
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und AN und auferdbem YE | DX bi8 in AM. Dann {ind C
und D Dbefannte Punfte. Ferner ift AD: AY = AX: AE,
woraud {id), dba AY. AX = m .n gegeben ift, der Puntt E be-
{timmen ldgt. Nun it PC=AD, aljo AD: AY=PC:AY
und PC: AY =CX: AX. Daberift aud)CX: AX=AX:AFE
und dabdburd) ein Berhdltnid auf eine befannte Gerade umgelegt.
Auz bdiejer Proportion erhilt man aber

AX —CX:AX=AE— AX:AE, vber AC:AX=EX: AE,
woraud man ben Punft X beftimmen fann, indem man AF in X
fo teilt, bap dad Redjted aud bden beiden Stiiden bdiejer Strede
einem befannten Redytede (4C . AE) gleid) wirdh. Dad gejdhieht
aber badburd), dbap man bdie mittlere Proportionale zwijden AC
und AE in einen iiber AE al3 Diameter bejdriebenen Halblreid
fentredht auf dem Diameter einlegt. Ter Fuppuntt bderjelben ift
per Teilpuntt.

Bujab. Liegt der Punft P auBerhalb ded Wintels, jo madje
man bdie entjpredjenden Konftrultionen und ftelle die entjprechenden
PBroportionen auf, beadyte aber bei ber Ableitung dber Sdlupproportion
bie gednderte Sage der Puntte.

Nufgabe 220. Jwijden die Sdentel eined Winfels
eine Gerade in gegebener Ridytung jo 3u legen, dap bdie
Cntfernungenihrer Endpunfte voneinem gegebenen Puntte
einanber gleid {ind. (Vergl. A. 217.)

Qifung. Man beftimme bdie Witte der einzulegenden Geraden
burd) ywei Orter. Der eine Ort ift bie von dem gegebenen Puntte
auf bie gegebene Ridtung gefillte Sentredhte (dieje Richtung fann
al3 Gerabe durd) den Sdjeitel ded3 Winteld gegeben fein). Der
anbere Ort ift die BVerbindungdlinie ded Scheiteld mit der WMitte
einer beliebigen, aber in ber gegebenen Ridhtung zwijdhen die Schentel
gelegten Geraben.

Wufgabe 221, Cinen Punft ju beftimmen, von weldem
aud jwei gegebene Streden unter gegebenen Winteln
erjdeinen. (Pothenotide Aufgabe.)

Lijung mitteld . 15.

Bujap. Die Aufgabe wird unbeftimmt, wenn die gegebenen
Wintel fid) su 2 R ergdngen.

Aufgabe 222, Cinen Puntt ju beftimmen, von weldem
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aud zwei gegebene RKreife unter gegebenen Winteln er-
{deinen.

Lijung durd) Redultion auf die vorhergehende Aufgabe.

WAufgabe 223. Cinen RKreid zu fonftruieven, deffen
Mittelpuntt aufeiner gegebenen Gevaben liegt, und dbeffen
Peripherie gegebene Abjtdandbe von zwei gegebenen Ge:
raben Hat.

Lijung. Die Differens der Abftinde ded Mittelpuntted bdes
gejudhten Kreijed3 von den beiben Geraden ift befannt, und daraus
[aBt fid) ein Ort fiir denjelben ableiten. Diefer Ort ift ndamlid)
bie Palbierungslinie dbed Winfel3, ben bie entferntere Gerade mit
ber anbern madyt, wenn man bdiejelbe um bdie gegebene Differen
rarallel verjdjiebt.

WAufgabe 224, Cinen Kreid zu bejdreiben, der bie
Oypotenufe eined redtwintligen Dreiedd berithrt, durd
pen Sdeitel ded redhten Wintelsd geht, und dejjen Wittel:
puntt auf einer Kathete liegt.

Lojung fehr einfad).

WAufgabe 225. Jn einem Bieved einen Punflt zu be-
ftimmen, befjen Entfernungen von demeinen Paare Gegen:
feiten eine gegebene ©umme bilben, wdhrend die Cnt:
fernungen be3jelben von dem anbern Paarve ein gegebenes
BVerhaltnid Hhaben.

Qofung leidt mit Hilfe zweier Orter, von bdemen der eine
aud ber gegebenen Summe, der andere augd dem gegebenen Ber-
haltnid abgeleitet wird. Der der gegebenen Summe entipredjende
Ort ift bie Dalbierungslinie ded Winteld, den bie um bdieje Summe
parallel verjdjobene eine Gerade mit ber andern madyt. Der anbere
Ort, welder dem gegebenen Werhaltnid entfpriht, ift die Ver-
bindbungdlinie bed Durd)jdnitted bder betreffenden Geraden mit
einem beliebigen Punfte, deflen Entfernungen dad gegebene Ber:
hialtnid Haben. Cin f|older Punft ift aber in einfadjter Weife
au beftimmen. (&. Nadytrag 12.)

Bujap. Die Aufgabe ift in dhnlidher Weije zu (djen, wenn
bie beiben Paare Entfernungen wei gegebene Summen, Differenzen
ober Berhdltnig, ober eine Kombination bdiejer Grofen bilden jollen.
Man ftelle diefe fiinf Aufgaben auf und Idje diejelben!
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Wufgabe 226. BVon einem ‘Punfte aus durd) jwei
Dreiedsfeiten eine Gerabe zu [egen, jo daB die Durd)-
jhnittapuntte mit den Cden an bder dritten Seite bdie
Cden eined Sehnenvieredsd bilben.

Liojung einfad).

fufgabe 227, Auf einer Gerabden einen Punit zu be-
ftimmen, bder gleide Cutfernung von einem gegebenen
Puntte und einer gegebenen Geraden hat.

Lifung durd) einen Kreid, weldjer durd) ben gegebenen Puntt
und deffen Gegenpuntt in bejug auf die Gerade geht, in weldjer
per Mittelpuntt liegen {oll, und die andbere Gerabe beriihrt; aljo
Apollonijdjed Berithrungdproblem.

Aufgabe 228. Durd) jwei Kreije eine Gerade julegen,
jo baf die entftehenden Selhnen gegebene Gropen erhalten.

Lijung mitteld einer gemeinjdaftlidhen Tangente an wei
feid)t au beftimmenbe, mit den gegebenen fongentrijde Rreife.

Aufgabe 229, Durd) einen gegebenen Punit eine Ge-
rabe 3u legen, weldje dburd) den Durdjdnitt3puntt jweier
Geraden geht, ohne dap man Hhierzu diefe Geraden bis
3u ihrem Durd)jdnitt verlingert.

Lijung. Bieht man durd) dbie Gevaben zwei beliebige Pa-
tallelen, bie eine durd) den gegebemen Punft, und teilt die anbere
nad) bemjelben Berhiltnid, nad) weldem bdie erftere durd) bden
Puntt geteilt wird, {o geht die BVerbindungslinie beiber Teilpunite
burd) ben Durd)jdnittdpuntt der Geraben.

Aufgabe 230. Jneinen Kreid ein Dreied einjujdyreiben,
wenn die Mittelpunfte ber yu dben Seiten gehdrigen Bogen
gegeben jinbd.

Lojung. Die BVerbindbunglinien der gegebenen Mitten mit
bem Mittelpuntte ded Kreifed {tehen auf den Seiten ded gejudjten
Dreiedd jentred)t. Darausd ergiebt {id) aber, daf die Wintel, weldje
biefe Berbindbungslinien madjen, die Supplemente der Wintel ded
gejucdhten Dreiedd {ind. Man fann aljo in einfad)jter Weije einen
biefer Winfel und durd) ihn die gegeniiberliegende Dreiedeite dex
Orofe nad) beftimmen und bdiejelbe entjpredhend einlegen. Die
britte Cde ift dann leidht su beftimmen.

Cine elegante Lojung erhdlt man durd) Anwendung bder
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Drehung. Dreht man ndmlid) etwa die Cde A zuerft um », fo
daf der Punft um ebenjo viel jenjeitd y liegt, wie jeht dbiedjeits,
Dannt weiter um « und endli) um 8 (¢, B und y beseidynen bie
Mitten der Bogen BC, CA4 und AB), fo fehrt A in feine an-
finglihe Lage zuriid. Madt man nun bdiefelbe Operation mit
einem Puntte D der Peripherie zwijden 4 und B, jo wird nad
Bollendung derfelben D in einen Punft D’ fallen, der an bder
andern Geite von A in gleider Cnifernung liegt, wie D. Man
tann nun von einem beliebigen Puntte D audgehn und bdie durd)
die Drehung erjielte Lage D’ beftimmen; dann ift die Mitte bdes
Bogend DD’ die Ede A, worauf die beiden andern Cden B und
C leidht zu beftimmen {ind.

Aufgabe 231. Um einen gegebenen Kreid ein Dreied
3u fonftruieven, daf Die Cden auf die BVerldngerungen
breier gegebenen Rabdien fallen.

Lojung. Jft M bder Mittelpuntt bed gegebenen SKreijes,
XYZ ba3 verlangte Dreied und find «, B und p besiiglid) bdie
Wintel der gegebenen Rabien und bder Beriihrungdradien, jo [aft
fid) die Differeny je zweier diejer Winfel beftimmen, und da ihre
Gumme befannt ijt, aud) jeder Winfel einzeln. Dadurd) erhilt
man aber junddyjt einen Beriithrungspuntt, durd) den dasd gejudyte
Dreted gegeben ift.

WAufgabe 232, Auf der Potenzlinie 3weier Kreije einen
Punft zu beftimmen, jo dafp die 3wei augd diefem Punftte
burd) zwei in ben Peripherien gegebene Punfte ge-
jogenen Sefanten die Kreife jum jweiten Wale in Puntten
jdhneiden, deven BVerbindungsdlinie jentredt zur Poten;-
[inie ift.

Lojung mitteld Drehung. Jjt namlid) X bder gejudyte Puntt
und find XAC und X BD bie gejudjten Sefanten, jo drehe man
pen Kreid, auf weldem A liegt, um bdie Potenzlinie, dbann fallen
A und C auj befannte Puntte 4" und C'. Nun find die BVierede
ABDC und CA’BD Cehnenvierede; denn aud) XA'. X’
= XB.XD. RQeidt ergiebt {id) ald3dann, dbap L XA’ A= XB A
ift, woraus folgt, bap aud) X A'B A ein Kreidviered ift, und aljo
per Kreid durd) A, 4" und B den Punft X beftimmt. — Bwei
Lojungen!
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WAufgabe 238. Auj einer Geraben auperhalb eines
Kreifed, auf welderein Punft 4 gegeben ift, einen 3weiten
Puntt X o ju beftimmen, daf die Entfernungen dedjelben
von ber Kreidperipherie und dem gegebenen Puntte ein
gegebened Berhdltnid haben.

Lijung. Sdneidet die Berbindbungalinie bed gejudhten Punfted
X mit bem Mittelpuntte M de3 gegebenen Kreijed bdiejen in Y,
und it XY : XA =m:n, {0 ift aud), wenn bdie Parallele M B
su AY bi3 in bie gegebene Gevabe gezogen wird, MY : ADB
=1r:AB=m:n Davaus [(dft {id)y A B und BM beftimmen.
Die Parallele durd) 4 z3u BM beftimmt dann im allgemeinen
swei Puntte Y, deren jedem ein X auf der Geraden entjpridyt.

Bujap. Jjt die gripte Entfernung bded gejudhten Punftes
von der Kreidperipherie (jtatt der oben gewdbhlten fleinjten) gemeint,
fo ift bie LWwjung gany analog. Dad zu fonjtruierende AB fdllt
in bem Falle nad) der andern Seite von A.

Aufgabe 234. Lon zwei Punften auBerhalb eines
freijed 3wei Sefanten, welde |id) auf der Peripherie
jdneiden, {o 3u 3iehen, dap die Sehne 3wijden den beiden
andern Durdhfdynittdpuniten von gegebener Grofe fei.

Lojung durd) Orter. Durd) die gegebene Grofe der Sehne
ift ber zugehirige Peripheviewinfel, durd) diejen aber. ein Kreis:
bogen iiber der Berbindungslinie ber gegebenen Puntte al3 Sehne
ald Ort fiir den gemeinjamen Durd)jd)nitt beiber ESelanten mit
der Peripherie gegeben.

Aufgabe 2835, Auf einer Sehne eine gegebene Strede
fo abzutragen, baf die von bden Cnbpuntten der Strede
aud gezogenen Diameter 3wijden ihren Cndpunlten eine
Sebhne enthalten, weldje dexr gegebenen pavallel ift.

Lijung. Die Mitte der Strede ift der Fuppunft ded Lotes
vom Mittelpuntte ded Kreifed auf die gegebene Sehne.

Aufgabe 286. Die entftehende Sehne joll von ge:-
gebener Grope fein.

Lofung. Jft M der Wittelpunft ded gegebenen Kreijed und

XY bie auf der Geraden abgetragene ©Strede, jo fennt man von
dem Dreiede M/ X Y bdie Grundlinie X Y, die Hohe MC und durd
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bie gegebene Grdge ber entftehenden Sehne aud) den Wintel an
ber Spige. Durd) die Konftruftion biefed Dreiedd erhilt man
MX und MY, wodburd) die Lage der Punfte X und Y auf ber
Geraben beftimmt wird. — Biwei veridjiedene Lagen!

Aufgabe 237. Die gegebene Strede auf der Sehne
{o abzutragen, dap die von den Cudpuntten derfelben
auf einen gegebenen Durdymefjer gefdllten Lote gleidye
Sehnen in dbem Kreije bilben.

Lijung. Die Witte der Strede ijt der Durd)jdnitt ber
gegebenen Geraben mit dem im Kveidmittelpuntte zum gegebenen
Piameter errichteten Lote.

WAufgabe 238 und 239, Die ausd den Cndpuniten der
abgetragenen Strede an den Kreid gejogenen Tangenten
jollen einanber gleid) (oder pavallel) werbden.

Lijung filv beibe Aufgaben leidht. Diefelbe wird fiir bie
{eptere vermittelt burd) einen zur gegebenen Geraben parvallel ge-
sogenen und bid in die Tangenten verlingerten Diameter. — Die
gegebene Strede mup in diefem Falle minbdeftend gleid) dem Dia-
meter jein.

Wufgabe 240. Durd) jwei gegebene Puntte auf einer
Sreidperipherie et einander auf der Peripherie {dnei-
benbe Sefhnen jo zu ziehen, dap jie ein gleidjdentliges
Dreied bilben, defjen Grundlinie aufj einer gegebenen
Geraden liegt.

Lojung. Bieht man durd) den einen ber gegebenen Punfite,
etwa A, eine Parallele zur gegebenen Geradben bi3 in die anbere
Sebne, die in Y gejdynitten werden midge, jo laft fid) dbie Grope
be3 Winfeld AY B aud bem dburd) die Sehne AB gegebenen
Wintel an der Spige ded gleid)jdentligen Dreieded ableiten, wo-
burd) man einen zweiten Ort fiix ¥ erhdlt.

Aufgabe 241. Durd) die zu jziehenben zwei Sefhnen
1oll auf dber gegebenen Geraben eine gegebene Strede
abge{dnitten werbden.

Lijung durd) Parvalelverjdiebung und O. 15.

Anfgabe 242, Die 3u jiehenden Sehnen follen auf
einem gegebenenDurdymefier vomMittelpuntte aus gleide
Stiide abjdneiden.
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Lijung. Sdneiden die Sehnen 4 X und BX auf dem Dia-
meter CD bie gleiden Stiide MY und MZ ab, und man 3ieht
pen Diameter AE, {o ift IC EZD al3 Supplement ded durd) bdie
Puntte 4 und B gegebenen Peripheriewinfeld befannt, daher ein
Ort fiiv Z nady O. 15 gegeben.

Aufgabe 248. Die Sehnen jollen in analoger Weije
gleide Stitde auf einer gegebenen Sehne abjdneiden.

Lojung der vorigen gany entipredend, wenn man, ftatt den
Diameter von 4 aud zu jiehen, A mit der Witte der gegebenen
Sehne verbindet und bdieje Verbindungslinie um {id) felbft big A
verlingert. €3 ift dbann wiedberum T A°ZB und durd) diejen ein
Ort fiix Z nad) O. 15 gegeben.

Nufgabe 244. Bu 3wei Sefanten PAL und PCD eine
dbritte PXY jo 3u 3iehen, dap Bogen AX = DY wirbd.

Lojung. Man erfennt leidht, dap die Sehne XY = AD
jein muf, da bdie jugehirvigen Bogen gleid) {ind.

Anfgabe 245. JIn ein gleidjdentliged Dreied bdrei
Kreife jo zu befdreiben, dap jeder 3wet Seiten bed Dreieds
und die beiden andern Kreife beriihrt.

Lifung. Die Mittelpunfte der die Grundlinie und je einen
Sdjentel beriihrenden Kreife find die Durd)dnitte der Halbierungs-
linien ber Wintel an der Grundlinie einerfeitd und der Halbierungs-
linie der von dber Hohe an der Grundlinie gebildeten redhten Winfel
andererfeitd. Der dritte Kreid ergiebt {idh) dann leidht.

Bujap. Fiir ein gleid)jeitiged Dreied erledigt fid) Hiernad
die Lojung in einfadjter Weije. Die Kreije werben natiirlidy gleid),
und ihre WMittelpuntte liegen in den dret Hohen jo, dap ihr Ab:
ftand vom Fuppuntte gleid) der Halben Seite ift.

Unmerfung. Die entjpredhende allgemeine Aufgabe: Jn ein
beliebiged Dreied drei Kreife zu bejdyreiben, welde {id) gegenjeitig
und je zwei Seiten ded Dreiedd beriihren — bdad {jogenannte
Malfatti’jhe Problem — ift in einfacher Weife nidht geloit.
Tenn bie von Steiner gegebene Lojung ift trop ihrer Clegany
dod) 3iemlid) tompliziert, und Malfatti’3 eigene Lojung ift trigono-
metrijd) und durdjaus nidt einfad). Wir diirfen dedhalb auf bdie
Lojung diefer allgemeinen Aufgabe Hier verzidhten.

Aufgabe 246. JIn einen gegebenen Kreid bdreiggleide
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Sreife fo 3u bejdreiben, bap jeber die beiben andern und
ben gegebenen beriihrt.

Lijung. Die Beriihrungdpunfte in dem gegebenen Kreife
{ind bie Endpuntte dreier Rabien, welde miteinander Winfel von
120° madjen. Diefe {ind aljo zundd)ft zu beftimmen. Die Be-
riifrungdpunfte der Kreije unter {id) {ind aber bdie Durd)jdnitts-
punfte der Dalbierungalinien der Winfel, weld)e die urfpriinglid
gezogenen Radien mit den Verbindungslinien der Beriihrungs-
punfte im gegebenen Kreife bilben. Aud den jo beftimmbaren
Beriithrungdpuntten evgeben fid) bdie WMittelpuntte bder gejudyten
RKreife jehr leid)t.

Aufgabe 247. JIn ein Quadrat vier gleide Kreife o
su bejdyreiben, dap jeder von ihnen zwei derfelben unbd
3wei Seiten ded Quabdratd beriihrt.

Lojung leidht. Die Mittelpuntte der gejudjten Kreife {ind
bie Witten der halben Diagonalen ded gegebenen Luadrates.

WAufgabe 248. Jn ein Quadrat fiinf gleide Kreife fo
3u bejdyreiben, dDaf einer die vier iibrigen und jeder diefer
vier nod) 3wei Seiten ded Quabdrated beriihrt.

Lojung. Der Durd)idnitt O der Diagonalen ift offenbar dex
Mittelpuntt ded einen Kreifed, der die vier andern beriihrt. Die
Mittelpuntte der andern vier Kreife liegen auf den Diagonalen.
Jft nun X auf 04 der Mittelpuntt eined der vier iibrigen Kreife
und Y defjfen Beriihrungdpuntt auf A B, o ift, wenn man 0Y
sieht und bi3 in die verlingerte DA, bid in Z verlingert, wie
jich Leidyt evgiebt, AZ = § A0. Hiernad) {ind aljo die Berithrungs-
punfte in den Seiten, und dbarvaus die Mittelpuntte der gejudhten
Kreife leidt u beftimmen.

Aufgabe 249. JIn ein reguldred Fiinfed fiinf gleide
Kreije zu befdyreiben, von denen jeder jwei bder iibrigen
und jwei Seiten ded Fiinfeds beriihrt.

Lijung. Die Wittelpuntte der gejudyten Kreije liegen auf
ben grofien Rabdien de3 fFiinfeds und zugleid) auf der Palbierungs-
linie Ded3 vedhten Winfeld, den dad von einer Ede bded Fiinfeds
auf die Gegenjeite gefillte Lot (oder aud) der fleine Radiud mit
Diefer Seite) bildet. Der Radiug ergiebt fid) dbann leidyt.

Aufgabe 260. Jn ein reguldred Fiinfed fedhd gleidye
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Kreife zu bejdyreiben, von benen einer bdie fiinf itbrigen
und jeber von diefen nod) zwei Seiten ded Fiinfeds be-
riihrt.

Lijung ahnlid) wie in A 248 durd) Beftimmung dber Be-
riihrungdpunfte in den Seiten.

Wufgabe 261 und 262, JIn ein reguldred n-ed » gleide
freife, wie in . 249, und (n 4+ 1) Kreife, wie in A. 250
3u bejdyreiben.

Lojung. Jm erftern Falle exgeben fid) die Mittelpuntte bderx
gejudhten Kreife, weldje jamtlid) auf den grofen Rabdien ded n-eds
liegen, dburd) Halbierung ded rechten Wintel3, den der fleine Rabdius
mit der Seite Ded Polygond madyt; im anbern Falle werben bdie
Beriihrungdpuntte auf den Seiten durd) ein dhnlided BVerfahren
beftimmt, wie bei A. 250 gejdehen ift.

Hufgabe 263. LVon zwei Puniften auf der Peripherie
eined Kreijed nad) einem dritten Puntlte zwei Sehnen jo
3u 3iehen, dap zwijden den Durdjdnitten ihrer VBer-
lingerungen mit dber Peripherie eined zweiten Kreijesd
eine Sebhne von gegebener Grife entfteht.

Lifung durd) Paralelver|diebung. Sdneiden die Eehnen 4 X
und BX bed RKreijed M verlingert die Peripherie ded Kreijed O
in Y und Z fo, dbap YZ bie gegebene Grofe s hat, und man
verjd)iebt YA pavallel mit {id) bis in die Qage ZA’, fo liegt der
Durd)jdynitt 3wijden 04" und der Kreidperipherie O um den durd
bie Sehne s gegebenen Bogen vom Durd)jdynitte dexr Centrale O
mit derjelben Peripherie entfernt. €3 ift aljo die Lage von 04’
gegeben, und da 4A4'=3s ift, aud) Punft A’. Berbindet man
nun A" mit B, jo ift BZA' = X, welder Wintel durd) bie
Puntte A und B gegeben ift. Der Punit Z ift aljo beftimmbar.

Bujap. Fiiv die Determination ift ju beriidjidhtigen, dap
die Ordfe der Sehne fid) auf die Sehne wijdjen den erften, zweiten
Durd)jdhnitten, und je einem erften uund zweiten Durd)jdnitte Le-
siehen fann.

Rufgabe 264. Cinen Kreid zu befdreiben, welder
eine gegebene Gerabe in einem gegebenen Puntte beriihrt
und eiine andere Gerade unter einer gegebenen Sehne
jdneibdet.
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Lojung mittel3 bed Tangentenjapesd, wenn die gegebenen Ge-
raben fonvergent find; {ind diefelben parallel, jo find die Cnbpuntte
ber abzujdmeidenden Sehne unmittelbar gegeben.

Aufgabe 2565. Cinen Kreid zu bejdreiben, dber einen
andern RKreid in einem gegebenen Puntte berithrt unbd
eine gegebene @erade unter einer gegebenen Sehne
jdneidet.

Lojung mit Hilfe der gemeinjamen Tangente im gegebenen
Beriihrungdpunite durd) dben Tangentenjap.

Aufgabe 266. Cinen Kreid zu bejdreiben, der durd
swet Punite geht und eine Gerabe unter einer gegebenen
Sehne {dhneidet.

Lojung mit Hilfe ded Sefantenjabes, wenn bdie BVerbindbungs-
linie der Puntte der gegebenen Geraden nidht parallel ift; im andern
&alle wie in A. 254.

Aufgabe 267. Cinen Kreid zu bejdreiben, der durd
einen gegebenen Punft geht, eine gebene Gerade unter
gegebener Sefhne {dneidbet, und dejjen Mittelpuntt auf
einer anbern gegebenen Geraben [iegt.

Lofung durd) Redultion auf A. 255, da fid) leidht ein weiter
Puritt der Peripherie ded gejudhten Kreifesd beftimmen Iift.

Aufgabe 2568. Um einen Punft einen RKreid zu be-
jdreiben, {o dbaf die von zwei andern Punften an den:
jelben gezogenenTangenten einengegebenen Wintelbilden.

Lojung mitteld O. 15.

Aufgabe 269. Um ein Parallelogramm ein Redyted jo
3u bejdreiben, dap zwei durd zwei Gegeneden ded Pa-
rallelogramm3 gehenbe Seiten dbedjelben in diejen Puniten
halbiert werben.

Lojung leidt.

Aufgabe 260. BVon dem Durd)jdnittdpunite weier
Tangenten aud an den Kreid eine Sefante o zu ziehen,
bafy die Bogen zwijden den Berithrungdpunften und ben
Durd)jdnitten der Setante mit bem Kreife gleid) werden.

Lojung. €3 ergiebt {id) leidjt, daB Dad innere Stiid ber
Selante der Beriihrungdjehne gleidh) fein mup.

Aufgabe 261, Bon bdem Durdidnittdpunfte zweier
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Gefanten aud eine bdritte {o 3u ziehen, dap die Bogen
jwijden einem Durd)jdnitte diejer dritten Sefante mit
perPeripherieundeinem Durd)idnittedererftern Setanten
einander gleid) werbden.

Lojung. €3 lapt fid) dad innere Stiid der dritten Sefante
dhnlid) wie bet A. 260 beftimmen.

Aufgabe 262. Bu einer Sefante eine 3weite von dbem-
felben Punfte ausd jo 3u ziehen, dap die Bogen 3wijden den
Durd)jdnitten beider mit bem Kreifje eine gegebene Summe
bilden.

Lojung durd) Reduftion. Jjt PAB bdie gegebene, PXY
dbie gejudyte Sefante, jo dbap AX -} BY eine gegebene Grige ijt,
fo madje man Bogen YC = A X, aljo BC gleid) der gegebenen
Summe, und lofe fiic bie Setanten PB und PC bdie A. 261.

Aufgabe 263. JIn einen Kreidabidnitt ein BViered zu
bejdyreiben, bejjen eine Seite die Sehne ded Ab{dnittes
ift, wenn nod) in bder verldngerten Sebhne der Durd-
{dhnittdpuntt mit ber Gegenjeite und der Winlel der Dia-
gonalen gegeben ift.

Lojung. Aud dem Winfel der Diagonalen und dem durd
bie Sefne gegebenen Peripheriewintel ijt der Peripheriewintel itber
ber Gegenfeite, aljo aud) dieje felbjt bejtimmbar.

Aufgabe 264, Die A. 262 mit der Abdanderung, dahp
ftatt dber Summe bdie Differens der entftehenden Vogen
eine gegebene fein joll.

Lojung durd) Paralelveridiebung und Beriidjidtigung, dap
awijden zwei parvallelen Sehnen gleide Bogen [iegen.

Aufgabe 265. Aujd vier gegebenen Streden ald Seiten
ein Bieved o ju tonftruieren, dap eine Diagonale einen
Wintel halbiert.

Lijung leidt durd) einfadje Umlegung einer dexr Seiten, welde
ben Dalbierten Winlel einjdjlieen, auf die anbdeve.

Aufgabe 266. Bwei Dreiedjeiten jo ju durdjdneiden,
baf ein doppelt zentrijded Viered (Sehnen: und Tan:
gentenviered zugleid) abgejdnitten wird.

Lojung. Die Ridtung der an den eingejdyriebenen Kreid
au 3iehenden Tangente ift gegeben.

Brodmann, Methodil. 7
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Unmerfung. Aud) die Verldngerungen zweier Dreiedjeiten
itber bie bdritte fann man zu gleidem Bwede durd)jdyneiden.

UAnfgabe 267. Ju drei Puniten auf der Peripherie
eined Kreifed einen vierten jo zu beftimmen, daf ein
Tangentenviered entfteht.

Lojung redbugiert fid) auf die Konftruftion eined Dreied
aud Grundlinie, Gegenwinfel und Differeny der beiden anbderen
Seiten.

Wufgabe 268. Bu drei Tangenten an einem Kreije
eine vierte jo zu Ffonftruierem, dafy ein Sefhnenviered
entiteht.

Lojung wie gu A. 266.

Aufgabe 269, Jn einen RKreid ein redtwintligesd
Dreied {0 zu bejdreiben, dap bdie Katheten jede durd
einen gegebenen Punft gehen.

Lojung durd) O. 6.

Aufgabe 270. Cin Dreied aud einer Hohe und der
jugehdrigen Mittellinie o zu fonftruieren, daf bdie u-
gehorige Seite dboppelt jo grop wird, wieeine der anderen
Seiten. (Aud h,, m, und a = 29.)

Lijung einfad.

Wufgabe 271. Um ein Vuadrat ein anbered jzu be-
{dreiben, bejjen Seite gegeben ift.

Lojung durd) die Konfjtruftion eined redtwintligen Dreieds
aud dev YHypotenuje und der Summe der Katheten.

Wufgabe 272. Cinen Kreid zu fonftruieren, (o daf
ju 3wei Sehnen von gegebener Gripe Bogen gehdren, von
benen der eine doppelt jo grof ift, ald ber andere.

Lojung. Wenn man fid) die gegebenen Sehuen von einem
Puntte aud cingelegt dentt, jo lafjen {id) die Endpuntte derjelben
beftimmen. Cin Kreid um dad jo erhaltene Dreied ift der gejudyte.

Wufgabe 273. Auf einer Geraben jzwei Punfte in
gleider Cntifernung von einem gegebenen Punfte jo zu
beftimmen, dapB ihre Cntfernung in einem anbdern ge:
gebenen Punite unter gegebenem Wintel erideint.

Lojung jehr leidht mitteld O. 15.

Wufgabe 274, Cin Dreied ju fonftruieren ausd einem
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Wintel, ber Tiffereny der einjd)liegenden Seiten und der
Tiffeveny der Abjdnitte, in weldye die gegeniiber [iegenbde
Seite durd) bie betreffende Hobhe geteilt wird.

Lojung. Trdgt man von 4 aud auf A B und A C bdie gegebenen
Tifferenzen ald@ AD und AE ab, o lipt {id) aud der Gleid)heit
von BD, BE und BC bdic Groge ded Winteld A ED beftimmen.
Derjelbe ift gleid) 2R — 4 B, wenn B ber gegebene Wintel ift.

Aufgabe 275. Cin Treied zu fonftruieren aus einer
Seite, dem Gegenwinfel und dber Summe ausd einer der
beiben anbern Seiten und einem BVielfaden der dritten
Seitee. Mud a, A und b4n.c¢)

Lojung. Berlangert man Seite b iiber A4 Hhinaud um ».c
bi? D, jo ift Dreied BAD fjeiner Form nad) gegeben. Dann
legt man von C aud bdie gegebene Seite a mit dem andern Enbd-
punfte auf DB und fann dad verlangte Dreied durd) eine Pa-
rallele erhalten.

WUnfgabe 276, Cin Sehnenviered zu fonftruieren aus
jwet gegeniiber [iegenden Ceiten und den beiden Dia-
nafen.

Lojung. Jjt ABCD bad verlangte ESehnenviered, von
weldem die Gegenfeiten BC (= 10) und DA (= d), jowie bie
Diagonalen AC =e¢ und BD = f gegeben find, und man zieht
BF| CD big in DA, fo lapt fid) aus der Abhnlichteit der Treiede
DDF und ABC bie Qinge DF, jowie dad Berhiltnid BA: BF
(=c:f) beftimmen. Der Puntt B ijt dann durd) zwei Orter
3 fonjtruieren und aud) die vierte Ede C leidht zu Oeftimmen.

Wufgabe 277. Cin Dreied ju fonftruieren, von weldem
bie Durdjdnittdpuntte jeiner Hohen mit ber Peripherie
Ded umgejdjriebenen Kreifed gegeben jind.

Lojung. Die Lote aud dem Wittelpuntte ded Kreijed auf
die Yerbindungslinien der Turd)jdnittzpuntte geben die Eden ded
gejudyten Dreieds.

Aujgabe 278. Jn einem Kreife einen Diameter jo zu
jiehen, daB dad Lot auf denfelben von einem Punfte
auperhalb ded Kreifes die mittlere Proportionale ywijdjen
jeinen Abftdnben werbde.

Lojung. Jft M der Kreidmittelpuntt, PX dad Lot auf dbem
7*
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Diameter AMB und XY Tangente bed Kreifed, fo ergiebt f{id)
PXou XY= MP'— MX?= MX®— »® und bdarausd 2.M X3
= MP? 4 »? woraud {id) MX der Grofe und Lage nad) ergiebt.

Wnfgabe 279, Cin Dreied zu fonftruieren augd einer
©eite, einem anliegenden Winfel und der Differeny
swijden der Gegenjeite diefed Winteld und der Hohe
auf bie erfte Seite. (Ausd a, B und b — &,.)

Lojung. Berldngert man bdie Pohe h, itber a Hinaug, jo
bap A E= AC wird, {o ift die dritte e 4 de3 gejudhten Dreieds
per Mittelpuntt de3 RKreijes, weldjer dburd) C geht und die Paralele,
welde durd) £ 3u a gezogen wird, berithrt.

Nufgabe 280, Jn einen RKreid ein Dreied zu fon:
jftruieren, von dem eine Seite der Grofe und Ridtung
nad) gegeben ijt, wenn die Halbierungslinie ded Gegen-
winfeld dburd) einen gegebenen Puntt gehen joll.

Lojung ergiebt fid) leidht, da die WMitte de3 Bogend BC ein
yweiter Puntt ded Wintelhalbievers ift.

WAnufgabe 281. Bur Konftrultion eined Dreiedsd fei die
Ridhtung einer Seite, die Palbierungsdlinie ded gegen:-
itber liegenben Winfeld und ein Puntt diefer gegeben.

Lofung durd) die Apnlidhteitamethobde, da eine beliebige Sefhne
Ded Rreifed von der gegebenen Ridtung der Seite a die Witte
bed zugehirigen Bogend beftimmt.

Wufgabe 282. Bwijden zwei Dreied3jeiten eine ge-
gebene Strede jo einjulegen, dbap die Abjdnitte diefer an
ber britten Seite ein gegebened Verhdltnid Hhaben.

Lijung. Jjt XY bdieje Strede 3wijden 4B und BC und
AX:CY =m:n, {v nehme man CD beliebig und die Parallele
DE ju AB Yo, bag DE: DC = m : n ijt, und beftimme in CE
pen Punft Y’ mitteld eined Kreijed um A, deffen Radiud die ge-
gebene Strede ift. Dann giebt die Parallele dburd) ¥ 3u DE bden
Puntt Y.

Wufgabe 283. Cin Dreied zu fonftruieren, wovon eine
Cde, dber Hohendurdidnitt und der Puntt gegeben ift,
in weldem bder ju jener €de gehdvige Rabdiud desd um:
gefdriebenen Rreifed die Gegenjeite trifft. (Gegeben
Cden 4, H und D,.)
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Lojung. Unmittelbar gegeben {ind bdie Treiede A HD, und
AH,D, (H, ijt der Fuppunft der Hohe aud 4). Da nun bdex
obere Hohenabjdnitt doppelt fo grof ift, wie die Mitteljenfrechte
auf dber Gegenjeite, o ldpt fid) der Mittelpuntt dbed umgejdyriebenen
Kreifed, diefer Jelbjt und durd) diefen die Cdpunfte B und C leidt
beftimmen.

Wufgabe 284. Statt D, in ber vorigen Aufgabe foll
D, gegeben jein. (Dreied ausd 4, H und D,.)

Lojung. Unmittelbar gegeben ift A A HD, DBejdreibt
man um ABC ben Kreid und verlingert BD, bis in E in bdie
Peripherie dedfelben, jo ift L ABL = ACE = HAD, Daraud
ergiebt {id) fiit B ein Ort, ber andere ift dad Lot von H auf 4AD,.

Wufgabe 286. JIn ein Dreied ein einem anderen dhn-
{ided o 3u bejdyreiben, dbaf eine Ede bedjelben in einen
gegebenen Punft einer Seite fallt.

Lijung. Jit DXY bdad verlangte Dreied und D bdie ge-
gebene Gde in BC, und man bejdjreibt um bdasdjelbe den RKreid, o
entftehen am Durd)jdnitt E desfelben mit der Berbindungslinie
DA bdie Wintel XED und YED, welde befannten Winteln
gleid) find. Wenn man bdaber in einem beliebigen Punfte E’
jener BVerbindungslinie dieje Winlel durd) £'X" und E'Y" anlegt,
jo wird X'Y" ber gejudjten X Y parallel, daher ift die Aufgabe
auf A. 125 rvedbuziert, welde man aud) jo lofen fann: Um ba3
beliebige Dreied E'X'Y’ bejdreibe man einen RKreid. Diefer
jdneidbe DA in D', dbann {ind DX und DY Parallelen ju D'X’
und DY’

Wufgabe 286, JIn ein Parallelogrammeinen Rhombus
ju befdyreiben, bdejjen Diagonalen ein gegebened Ber:
haltnig Haben.

Lojung auf bdie vorige Wufgabe zuriidyufiithren, da bdajd
Parallelogramm und der einzujdyreibende NRHombud bdenfelben
Diagonalendurd)jdnitt Haben.

Wufgabe 287. JIn ein Dreied ein anbdered zu be-
jdhreiben, beffen Seiten zu den Seiten ded erften {ent-
red)t ftehen.

Lojung wie zu A 285, ywovon dieje ufgabe ein jpezieller Fall.
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Wnfgabe 288. Durd) ywei Punfte bid an jwei einanbder
jhneibende Gerade zwei Gerabe o zu legen, dap bdie
©tiide bi3 an bdbie Geraben ein gegebenesd Berhdltnis
baben und die Geraben einen gegebenen Wintel mitein:
ander bilben.

Lofung. Sind AX und BY durd) 4 und B bi3 an bdie
Geraden MC und NC jo gelegt, bap AX: BY = m:n ift und
baf fie ben gegebenen Wintel ¢ einjdhlieBen, jo verjdjiebe man X A4
und Y B parallel mit {id) nad)y C.4" und CB’, wodurd) die Auj:
gabe auf A. 275 vedbujiert wird, dba L A'CB’ = ¢ wird.

Wufgabe 289 und 290. Jn ein Kreidfegment ein gleid:
jdentiige3 Dreied fo einzuzeidhuen, daf die Spipe des-
jelben in Pittelpuntte der zugehdrigen Sehue liege und
pie Grundlinieund Hohe desdjelben eine gegebene Summe
(oder Differeny) bilben.

Lojung. Berldngert man im exftern Falle die Hohe CF ded
gejudyten Dreieds um die Grundlinie, jo lapt {id) der Durd)jdynitt
ber Berbindbungslinie ded Endpuntted der BVerlangerung mit einem
Cndpuntte der Grundlinie und der Sehne einfad) beftimmen. —

Jm andern Falle lege man die Grunbdlinie auf die Hohe und ver-
fabre ebenjo.

Wufgabe 291. BVon einem Dreiede jei die Seite AB=c¢
ber GrdBe und Lage nad) gegeben, ferner der Winfel 4
und der Durd)jdnitt D der Seite AL mit dem 3u C ge-
horigen Durdmefjer ded umgejdjriebenen Kreijed; das-
felbe 3u fonftruieren.

Lojung. Jjt M der Mittelpuntt ded umgejdriebenen RKreifes,
fo erfennt man leiht, dap %: B MD ein gegebener ift. Der Mittel-
puntt ift alio burd) zwei Orter gegeben.

Wufgabe 292. Cin Dreied zu fonjtruieren aud einer
Seite (n) und dem gegeniiber liegenden Wintfel (4), wenn
bie Stiide befannt find, in welde eine Trandverjale AD
pen Winfel 4 und die Seite a teilt.

Lijung. Durd) den befannten umgejdricbenen Kreid fann
man mit ilfe der gegebenen Wintelftiide in einfacdhjter Weije
aufer D einen zweiten Punft der Trandverjale beftimmen.
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§ 28. ©dlieplid) midge nod) da3 renommierte Berithrungs-
problem ded Apoloniud Hier eine Stelle finben, dbamit wir dem
jonjt beredjtigten BVorwurfe entgehen, eine fiithlbare Liide gelaffen
3u baben. Nad) dem Beridite ded Pappusd Hatte Apollonius
in zwei verloven gegangenen Biidern meol dmagpaor fein Problem
behanbelt: Wenn von Puntten, Geraben und RKreifen irgend drei
ber Lage nad) gegeben f{ind, einen RKreid zu bejdreiben, welder
dburd) die gegebenen Punfte geht und die gegebenen Geraben und
RKreife berithrt.*)

Jn bdiejem Beridyte vereinfad)t Pappusd dad Problem bdesd
Apolloniud gleidhjam ald8 Borbereitung auf dadjelbe dahin, daf
er ftatt Dreier Clemente nur wei ald gegeben annimmt und einen
Kreid ju fonjtruieren verlangt, defjen Rabiud gegeben ift. Dies
{o mobifizierte Problem ded Pappud umfapt jed)d Aufgaben, nimlid):

Mit gegebenem Radiuld einen Kreid ju bejdreiben,
welder

Anufgabe 293. Durd) 3wei gegebene Puntte geht,

Wufgabe 294. Durd) einen gegebenen Puntt geht und
eine gegebene Gerade berithrt,

Wufgabe 296, Durd) einen Punft geht und einen ge:
gebenen Kreid beriihrt,

WAnufgabe 296. Bwei Gerade beriihrt,

Uufgabe 297. Cine Gerade und einen Kreid beriihrt,

Aufgabe 298. Bwei gegebene Kreife beriihrt.

Lie Lojung diejer jedh3 Aufgaben lift fid durd) alleinige
Anwendung einfad) 3u beftimmender Orter bewirten.

Bum Nbergang zum eigentlihen Berithrungsdproblem bdes
Apolloniug ift inded nod) eine andere Mobdififation bdedjelben
fehr swedmdpig, namlid) die Lojung der Aufgabe:

Gegeben find drei obiger Clemente, und zwar ftetd darunter
ein Punft auf einer Geraden oder auf der Peripherie eined Kreijed;
einen Kreid zu fonftruieren, welder die gegebene Gerade ober den

*) Cine Wieberheritellung der verlorenen Sdhrift ded Apolloniusd Hat
belanntlid) Francidcud BVieta durd) dbie im Jahre 1600 Herandgegebene
Sdyrift verjudt: Apollonius Gallus, seu exsuscitati Apollonii Pergaei
neel dnapay geometria
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gegebenen Kreid in bem auf bdiejem Elemente gegebenen Punfte
berithrt.

Wiederum ergeben fid) fed)8 Aufgaben, ndamlid):

Cinen Kreid zu befdreiben, dejjen Berithrung mit
ber Geraben ober dbem Kreife in dbem gegebenen Punite
ftattfinbet, wenn gegeben jind

WAufgabe 299. Cin Punft und eine Gerade mit einem
Punite auf ihr,

WAufgabe 300, Cin Punftund einKreid mit einem Punite
in feiner Peripherie,

Aufgabe 301. Bwei Gerabe und ein Puntt auf einer
dperjelben,

Aufgabe 302. Cine Gerade und ein Kreid mit einem
Puntte auf dber Geraben,

WAufgabe 303. Cin Kreid und eine Gerabde mit einem
Puntte auf dber Peripherie dbed Kreifes,

Aufgabe 304. 3wei Kreife und ein Punlt auf dbem Um-
fange ded einen Kreijes.

Die Lojung aud) diejer jed)3 Aujgaben ift einfad). A. 299
wird ndamlid) geldft dburd) O. 3 und 8; A. 300 durd) O. 3 und 10;
A 301 dburd) O.5 und 8; A. 302 und 303 finden ihre Cr-
(ebigung durd) einfacdhe Beftimmung bed jededmaligen anbeven Be-
tiihrungdpuntted; denn wenn ein Kreid eine Gerade und einen
andberen Kreid beriithrt, jo liegen die VBeriihrungdpunfte in einer
Geraden mit dem einen Endpuntte bed auf ber Geraden jentredyten
Diameterd ded beriifhrten Kreifed. Aud) bei A. 304 lipt fid) der
Berithrungdpuntt auf dbem andern RKreife bejtimmen, dba beide mit
einem Afnlichfeitdpuntte der beiben Kreife in einer Geraden liegen.
Cinen anbderen Weg bder Lijung erhilt man, wenn man bdieje Auf-
gaben al3 fpezielle Fille bed eigentlidhen VBeriihrungdproblems
anfieht, dbagd nun folgen {oll.

Da drei Clemente f{idh mit Wiedberholung zu drei auf

? ; g = 10 Arten fombinieren laffen, fo enthdlt die Apolonijde

Beriihrungdaufgabe zehn Aufgaben, ndmlid)
Cinen Kreid ju bejdreiben, welder
Nufgabe 305. PLurd) drei gegebene Punite geht,
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Aufgabe 306. Durd) zwei gegebene Puntte geht und
eine gegebene Gerabde beriihrt,

Wufgabe 307. Durd) zwei Puntte geht und einen ge:
gebenen Kreid beriihrt,

Wufgabe 308, Durd) einen Puntt geht und 3wei Gerabde
beriifhrt,

ufgabe 309. Durd)einen Punit geht und eine Gerade
und einen Kreid beriifhrt,

Wufgabe 310, Durd) einen Puntt geht und 3wei Kreife
beriifrt,

Rufgabe 311, Drei Gerade beriihrt,

Anufgabe 312. Bwei Gerade und einen Kreid beriihrt,

Aufgabe 313. Cine Gerabe und jwei Kreije beriihrt,

Wufgabe 314. Drei Kreife berithrt.

Die Aufgaben 305 und 311 bdiirfen wir, dba fie ald im
planimetrijen ©Spjteme unerliplide Clementaraufgaben voraus:
gefebt werben, hier itbergehen. Die Lojungen bder ilbrigen wollen
wir fury andeuten.

8u Anfgabe 306.

Sdjneidbet die BVerbindbungdlinie der gegebenen Puntte B und
A bdie gegebene Gerade in C, |o fann man in ber Geraden ben
Beriihrungdpuntt auf Grund ded Tangentenjages beftimmen. Bwei
Lojungen!

Jit die BVerbindbungslinie der Puntte parallel zur gegebenen
Gevaden, fo [dft {idh) bder Beriihrungdpunift leidhter beftimmen.
Cine LWjung!

Su ¥Aufgabe 307,

Die gemeinjdaftlide Tangente und die Verbindungylinie der
gegebenen Puntte jdneiden einanber im Potenzzentrum, weldes
man Ddurd) einen bDeliebigen Rreid bdurd) bie gegebenen Punfte
einfad) beftimmen famn. Die Tangenten aud bdenjelben an bden
gegebenen RKreid beftimmen bdie Berithrungdpuntte. Jwei Lojungen!

8u Aufgabe 308.

Lojung auf A 307 zu vebugieren, da bder gejudite Kreid
aud) dburd) ben Gegenpuntt ded gegebenen Puntted in Bejug auf
bie den Wintel ber beiben Geraden Halbievenden Gerade gehen muf.
Sind bie gegebenen Geraden parallel, fo ift die Ljung einfadjer.
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8u Wufgabe 309,

Lojung dhnlid) wie zu A 202 ober 303.

8u Aufgabe 310,

Lojung mitteld eined fongzentrijfen Rreifed auf A. 307 3u
redugieren.

8u Aufgabe 312.

Lofung mittel8 eined fonzentrijdhen Kreifed auf A. 308 3u
reduzieren.

8u ¥ufgabe 313.

Lijung durd) einen fongentrijfen Kreid auf A 309 j3u
redujieren.

8u ¥Aufgabe 314.

Lojung durd) einen Ffongentrijden Kreid auf A. 310 zu
redujieven.

V. Radtrag.

§ 29. Damit der ftrengen Wiffenjdaftlidyleit geniigt werbe,
mogen bier nod) einige Aufgaben BVehandlung finden, auf weldye
wir im Borhergehenden iwiederfholt Lojungen redusiert Hhaben, bdie
man aber trof der Cinfadhheit ihrer Lojung nidht ju den Elementar:-
aufgaben ded Syjtems zu redmen pflegt. Wegen ifrer Bedeutung
fiir die NReduftion infolge ifhrer Haufigen Anwendbarfeit werden
wir bdiefelben augfiihrlid) behandeln, zumal diefelben ald friihejtes
lbungdmaterial beftend empfohlen werben tonnen.

1. Durd) einen Punft zwijden den Sdenfeln einesd
Winteld eine Gerade o 3wijden die Sdentel 3u legen,
bap fie in jenem Punfte halbiert wird.

Lifung. Jit dbie Gevadbe XY jwijden den Sdenteln 4B
und AC be3 Winteld8 BAC in P Balbiert, und man legt etwa
burd) X eine Parallele u AC, dbann wird jede durd) P zwijden
ben Sdenfel AC und bdie Parallele gelegte Gerabe EPD in P
Dalbiert. €3 [dft |ih aljo mitte[8 einer beliebigen P.D, bie man
iiber P bi3 E um fid) jelbjt verlingert, und durd) die Parallele
purd) E ju AC der Puntt X beftimmen. (Peift findet man bei
ber Ljungdangabe diefer Wufgabe ald bdie willtiirlide Gerade bdie
BVerbindbung ded Puntted P mit dbem Sdjeitel ded Winfeld. Ter
Borteil diejer Geraben bejteht dann dbarin, daff die Parallele durd)
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den Cndpuntt ihrer BVerlingerung zu jebem bder beiden Sdhentel
gezogen werden fann.)

Bieht man durd) P eine Parallele zu AC i3 in AB, fo
wird AX halbiert, woraud {id) eine anbere Art ergiebt, ben Punft
X au beftimmen.

Bufap. ©ollen bdie Stiide X P und PY bHad Berhiltnis
m : n haben, fo ergicht die Betradhtung der entjpredjenden Dreiede,
welde in bdiejem Falle dhnlid) {ind, ebenjo einfache Lojungen. —
Gitr die Determination ift zu beadjten, dap bdie Lojung der Auf-
gaben fiir zwei parallele Gerade im allgemeinen unmiglidh) ijt;
penn dad Verhiltnid der Stiide einer jeden zwijdengelegten Ge-
raben ift fonftant. — Die Ljung bleibt fiir beide Fille analog
und einfad), wenn der gegebene Puntt auferhalb dbed Winteld liegt,
und bdie zu ziehende Gerade durd) den einen Scdhentel halbiert ober
nad) einem gegebenen BVerbhiltnid geteilt werben foll.

2. Bwijden jzwei Kreidperipherien eine Gerade 3u
legen, weldje in einem gegebenen Punite halbiert (oder
nad) einem gegebenen Verhdaltniffe geteilt) wird.

Lifung. 3Jft XY bdie gejudhte Gerade, welde fo wijden
ben Peripherien der Kreije M und M, liegt, baf X P = PY iit,
{o verldngere man M P iiber P bi8 N um fid) felbft. Die Be-
tradytung ded Parallelogrammd XM YN giebt leidht die Analyiid
fiitv den erfterm Fall. Jm jweiten Falle erhilt man leidht zwei
dhnlide Dreiede MX P und NY P, welde ebenfall3 eine einfadye
Analy|id ergeben.

Bujap. Statt bed einen der beiben RKreije fann aud) eine
®crade gegeben fein, wa3 die Ljung nur unwejentlid) modifiziert.
— Behujsd der Determination beadhte man bden doppelten Durd)-
{dnitt einer Gevadben mit einer Kreisperipherie!

3. Durd) einen Punft innerhalb eined RKreifjed eine
Sehne 3u legen, welde in diejem Punite halbiert wird.

Lijung leiht, wenn man beriid{idtigt, dap die Verbindungs-
{inie Ded Mittelpuntted einer Sehne mit bem Rreid@mittelpunite
auf der Sefhne jentredit {tebht.

4. Auf einer Geradben (ober einer Kreidperipherie)
einen Punftt zu beftimmen, von weldem aud die Tangente
an einen gegebenen Kreid von gegebener Linge jei.
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Lojung. Die Cntfernung ded gejudhten Puntted vom Mittel-
puntte bed beriifhrten Kreifes [dft fid) ald Hypotenuje eined redyt-
winfligen Dreied3 beftimmen, defjen Katheten gegeben find. — Jit
im erftern Falle die Cntfernung ded Wittelpuntte3 M von bder
gegebenen Geraden =a, jo mup bie gegebene Linge ber Tangente
minbefténd Ya® — ® fein; eine obere Grenge giebt ed nidht. Wird
aber der Punft auf der Peripherie eined Kreijed mit dem Radbiug »’
gejudit, und ift bie Centrale beider Kreife c=r 4 "4 d, fo
mu ¢ mindeftend = Vir +d)) — P =Y (c— r' ) — ¥ fein
und barf die Grofe V(c + »')* — »* nidht iiberdreiten.

5. JIn einen gegebenen RKreid eine Sehne von ge:-
gebener Groe jo zu legen, daf fie ju einer gegebenen
Geraden parallel ift (oder auf ihr jenfredt fteht).

Lojung einfad), da fidh) in beiden Fdllen ein fonzentrijdher
freid beftimmen [dft, an weldem bdie gejudte Sehne Tangente
fein mup, und {id) in jebem Falle leidt der Verithrungdpuntt
angeben [dpt.

6. Bon einer Gevaben ausd an einen Kreid eine Se-
fante ju 3iehen, welde in der Peripherie Hhalbiert wird.

Lojung. Cine {olde Selante ijt von jedbem Puntte der Se-
fante wijden Den Punften 4 und B, deren Cntfernung vom
Mittelpuntte ded Kreifed defien dreifadem Rabdiuad gleid) ijt, moglid
und in einfad)jter Weije zu fonftruiven; aud) von jenen Puntten
jelbjt aus.

Buja. Soll die Kreidperipherie die Sefante nad) bem Ber-
haltnifje m : n teilen, jo ift die Lojung analog. Wenn dag Stiid
swijden der Geraden und dem Kreife feiner werben foll, ald die
entftehende Sehne, (o liegen die Punfte der Geraden, von benen
aud bie geforberte Sefante moglid) ift, innerhalb bder oben an:
gegebenen Grengen, im umgetehrten Falle viiden bdieje Grengen
weiter hinaug.

7. Die Sefante joll von der Peripherie einesd 3weiten
Kreifed augd gezogen werden.

Lojung. Die Grengen, innerhalb welder die Puntte auf der
Peripherie bed jweiten Kreijed liegen miifjen, dap die verlangte
Gefante moglid) fei, fann man, wie vorhin, in einfader Weije
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fejtiepen. — Filr den Fall eined gegebenen BVerhiltnifjed ift ein
dfhnlider Bujap zu madjen, wie vorhin.

8. Bwijden 3wei Kreidperipherien eine Gerade von
gegebener Ldnge parallel der Centrale einjulegen.

Lojung mittel3 eined tonjtruierbaren Parvallelogramms, wenn
man bie gegebene Linge von einem Mittelpuntte aud auj bder
Gentrale abtriigt. — Man beriidfidtige die vier verjdjiebenen Lagen
der Geraden, weldje dieje infolge ded boppelten Durdjjdnitted mit
jebem Rreije haben fann; filr jede Lage ift die gegebene Linge in
der angegebenen Weije abjutragen.

Bur Determination fei bemertt, dap dad abjolute Minimum
der gegebenen RLinge d, dagd abjolute Maximum ¢ 4 » 4 »' be:
trdgt, wenn wir, wie in 4, bezeidnen.

9. Die gegebene Linge joll parallel einer anbern ge:
gebenen Geraden eingelegt werbden.

Lojung wird in dhnlider Weije wie bei 8 erhalten, wenn
man bdie gegebene Gerade parallel mit fid) in den einen MWittel:
punft verjdjiebt. Uud) Hier find die vier verjdjiedenen Lagen zu
beriidfidytigen.

Die Determination hingt von dem Wintel ab, den die
gegebene GJerabe mit ber Centrale der beiben Kreife madht. Der-
felbe darf iiberhaupt nidht grifer fein, ald der Wintel wijden
ber Centrale und bder gemeinjdaftliden innern Tangente. (BVergl.
Determination u A. 81.)

10, Cine gegebene Strede o ju teilen, dap die Teile
jid) wie 3wet Quabdrate (m?: n?) verhalten.

Lojung. Mad)t man aud m und n ald Katheten ein vedt:
winfliged Dreied 4 BC, |o wird die Hypotenuje dedjelben BC
durd) bad Lot 4D fo geteilt, baf BD:CD = m?: n® ift. Daj
Weitere ift nad) der Ahnlidteitzmethode leidh)t ausdsufiifren, indem
man bdie gegebene Strede pavallel zu BC ald3 Hypotenuje einlegt
und AD bid in bdieje verldngert.

11, Cine gegebene Strede jo 3u teilen, dap die Qua-
brate ber Stiide jidh wie 3wei Gerade (m:n) verhalten.
Lijung. Jijt a die ju teilende Strede und = der eine Xeil,
jo baf z*: (@ —2)*=m :n, jo jepe man z*:(a — 2)*=m*: mn,
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ober wenn mun = p? ijt, x:a — z = m: p, woraud man erfalt
z:a==m:m-4 p, wad leidht zu fonftvuieren ijt.

£ber man fonftruiere ein redhtwintliged Dreied, in weldjem
bie Rathetenprojcttionen fid) wie 7 : n verfalten, und teile aldbann
die gegcbene Strede nad) dem Werhdltnid bder Katheten bdiejes
Dreieds. — Der Anjdaulidleit wegen bdilrfte diefe zweite Lojung
vorzuziehen fein.

12. Den geometrijden Ort filr die Puntte zu be-
ftimmen, beren Entfernungen von 3wei gegebenen Geraden
ein gegebened BVerhdaltnid haben.

Lijung. Mittel3 zwei Parallelen zu den gegebenen Geraden
in Abftinden von benfelben, die bad gegebene BVerhiltnid Haben,
beftimme man einen Punft diefer AUrt, dbann ijt die BVerbindungs-
linie dedjelben mit dbem Durd)idnitt der Geraden der gejudyte Ort.
— il pwei parvallele Gerade ift eine dritte Parallele, weldje ein
gemeinjdaftliched Lot zu den gegebenen Parallelen nad) dem ge-
gebenen Werhiltnid teilt, ber gejudjte Ort.

13. Bon einem Puntte ju einer Kreidperipherie eine
Gervadbe zu ziehen, welde von einer gegebenen Gerabden
halbiert(odernadjeinemgegebenenBerhdaltnidgeteilt)wird.

Lojung wird leidht gefunden, yenn man den gegebenen Puntt
mit dem Rreidmittelpuntte, diejen mit dem Durd)jdnitte (man be-
adhte beibe miglidyen Durd)jdnitte) der gejudhten Geraben verbinbdet,
und durd) den Durd)jdnitt mit bder gegebenen Geraden eine Pa-
rallele zu jenem Radiud zieht. Jn beiben Fdallen ldft fid) der
Durd)jdnitt diejer Parvallele mit der erften Berbindungslinie und
ihre Grofe beftimmen.

14. Bon einem Punite in dbem Umfange ded duferen
jweier fongentrijden Rreife nad) bder Peripherie bdes
innern eine Gevadbe ju ziehen, welde durd) die Peripherie
bed lepptern halbiert (ober nad) gegebenem BVerhdltnisd ges
teilt) wird. (BVergl. A 209.)

Lofung. BVerbinbet man bden gegebenen Puntt 4 mit dem
gemeinjamen Mittelpuntte M, diefen mit den beidben Durd)dnitts-
punften X und Y auf der Peripherie ded inneren Kreifed und
sieht XDB | MY bi3 in AM, fo lapt fid) in beiden Fdllen {orwofh!l
ber Puntt B ald aud) dbie Linge BX beftimmen.
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16. Durd) einen Durdh)jdnittdpuntt jweier Kreife in
biefe eine GJerade ju legen, dap die entftehenden Sehnen
eine gegebene Summe bildben und beide zu gleiden Pe-
ripheriewinfeln gehoren. (. A. 156.)

Lojung. Jit dburd) den Durd)jdhnitt D dex beiben Kreije um M
und M’ dbie Gerabe B.DC Yo in die Kreije gelegt, dbaf BD + DC=a
ift und nadppem MEL BD, M'F_| DC gejogen, 5. DM E=DM'F,

io it ED DF , b. . bie Sehnen milfjen {id) wie die entjpredhenden

SRabten nett)a[ten, ed3 muB aljo jein: DB: DC=17r:7". PDa nun
DE + DC = a gegeben ift, jo lafjen {id) mit Hilfe de3 befannten
LBerhaltnifjed die Sehnen eingeln beftimmen. Man erhilt namlid)
BD:a=r:r4 7, undb DC:a=1r":r 4 r’.

Bufap. Die Ljung bleibt ebenfjo einfad, wenn ftatt ber Summe
ber Sehnen ihre Differeny, ihr Redhted, Luadratjumme, Luabdrat-
biffereny ober eine andevre Kombination dhnlider Art gegeben ift.
(Bergl. § 14.)
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