Sur le principe de la condensation de singularités.

Par

S. Banach et H. Steinhaus (Léopol = Lwéw).

Hankel a donné le nom du principe de condensation
de singularités a une méthode que I'on rencontre dans beaucoup
de raisonnements mathématiques et qui consiste en ce que l'on
construit un objet jouissant d’une infinité des singularités a partir
des objets (en nombre infini) qui n’ont chacun qu’une seule sin-
gularité.

Cette méthode exigeant chaque fois des artifices nouveaux,
notre but est de remplacer ces artifices par deux théorémes du
calcul fonctionnel; ces sont les théorémes I et Il du § 2. Le
§ 1 est consacré aux définitions des certaines notions du calcul
fonctionnel; nous n’aurons d’ailleurs & nous occupper que des
fonctionnelles linéaires. Pour montrer comment on" applique les
théorémes en question sans recourir aux raisonnements spéciaux
nous avons choisi la théorie de séries orthogonales; ces exemples
constituent le § 3. Il faut constater que la théorie de fonctions
réelles et complexes et la théorie des équations fonctionnelles
fournit aussi beaucoup d’exemples ou notre méthode conduit
aux théorémes connus et inconnus.

M. Saks ayant lu notre manuscrit a remarqué que les
démonstrations du § 2 admettunt des simplifications considéra-
bles. Nous avons donc abandonné notre propre texte du § 2
en y substituant le texte de M. Saks. De cette maniére nous
avons évité certains calculs assez laborieux.

§ 1.

Soit D un espace 1°) vectoriel, 2°) métrique et 3°) complet.
Nous entendons par la

1°) que les éléments de cet espace — qui seront désignés
par des petites lettres latines — obéissent aux lois ordinaires
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de l'algébre en ce qui concerne leur addition mutuelle et leur
multiplication par des nombres réels — désignés par des lettres
grécques — ces deux opérations étant toujours possibles et con-
duisant toujours aux éléments de D,

2°) qu'a tout élément e de D il correspond un nombre
non-négatif || e || appelé norme de e, aux propriétés suivantes

la+bl < Ha T+l &l
ral=
lal|=0 equivaut aa=H,

6 étant I'élément nul existant en vertu de I'hypothése 1°) et
satisfaisant aux égalités @ + 6 =a, 0.4 = 6,
3% que la relation

®) lim ||a,—a,||=0

implique I'existence d’'un élément a de D tel que

() lim |la—a,|=0
p—®

Au lieu de (L) on écrit aussi

lim a,=a
p—>®

et au lieu de (R) on dit que ,{a,} est une suite convergente”

Soit C un autre espace vectoriel et métrique. On définit
une fonctionnelle u (x) en faisant correspondre a chaque point x
d’un espace D un point u (x) de C. On appelle D le domaine
et C le contredomaine de la fonctionnelle u (x). Cette fonction-

nelle sera continue si
lim x, = x
n—oo
implique
lim u(x,) =u(x);
n—oo

elle sera additive si
u(x+y) =u(x) + u(y)

Pour abréger nous dirons qu’une fonctionnelle est linéaire
quand elle sera continue et additive. On voit que u (k x) =
A u(x) si u(x) est linéaire. On démontre aussi sans peine
qu'a toute fonctionnelle linaire u (x) il correspond un nombre
N tel que

lu) | <N x| (x)
Désignons par M le moindre parmi les N; M portera le nom de
la norme de la fonctionnelle u (x), en symboles
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M=u.

Etant donné un espace vectoriel et métrique on dit ‘qu’un
ensemble situé dans cet espace est parfout dense s'il admet
des points communs avec chaque sphére: une sphere est définie
par l'inégalité || x —a|| <p, a étant le centre et p (p = 0) le rayon
de la sphére. Un ensemble E, est dense dans un ensemble E,
si toute sphére ayant a l'intérieur des points de E, contient auss;j
des points de E;,. (L'intérieur de la sphére ||x —al| <p est
défini par l'inégalité ||x —a| <<p). Un ensemble est non dense
s'il n’est dense dans aucune sphére.

Un énsemble est de 7 catégorie, s'il est la somme d'une
série des ensembles non. denses; il est de 2™¢ catégorie, s'il n’est
pas de 1% catégorie. On sait que dans un espace vectoriel,
métrique et complet 'ensemble complémentaire 3 un ensemble
de 1 catégorie est partout dense. Il s’ensuit que cet ensemble
est non vide et qu'il est de 2™ catégorie ).

§ 2.

Lemme 1. {u,(x)} étant une suite des fonctionnelles con-
tindes, 'ensemble E de points ot lim sup || u, (x) || est finie, est
: n—>co

la somme d’une suite d’ensembles fermés, tels que les || u,(x)||
aient dans chacun d’eux une borne supérieure indépendante de n.
Démonstration. Définissons

Fow = EL 4, () | < m] ()

F,= T Fon (m)

n=1
Chaque F,,,, donc chaque F, est fermé, car les u, (x) sont
continues. Pour x ¢ F,, on a

Ny ([ < m ()
quelque soit n. D’autre part, si E est l'ensemble des x ou
lim sup ||u, (x)|| est finie, on aura

E=ZX F,
m:l

ce qui est la représentation annoncée.

1) F. Hausdorff: Grundziige der Mengenlebre, Leipzig, 1914, pp.
327—328, VIIL
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Lemme 2. Soit {u, (x)} la suite du lemme 1; si dans tout
point x d’'un ensemble H de 2™¢ catégorie lim sup | u, (x)|| est
n—o

finie, alors il existe une sphére dans laquelle les || u, (x) || sont
uniformément bornées.

Démonstration. En vertu du lemme 1 H est contenu
dans une sommé des ensembles fermés F,_, les || u, (x) || étant
uniformément bornées dans chaque F,. H étant de 2™¢ catégorie

il est impossible que tous les F, soient non denses. Il y a donc
un F, qui est dense dans une certaine sphére et comme il est
fermé, il la contient. Dans cette sphére on a

| u, (x) || < k. (n)

Lemme 3. Si {u, (x)} est une suite des fonctionnelles li-
néaires et lim sup | u, (x) || est finie dans un ensemble de la 2™
n—wo
catégorie, alors lim sup E" est finie.
n—>owo
Démonstration. En vertu du lemme 2 les || u, (x) |}
sont uniformément bornées dans une sphére et comme les u, (x)

sont linéaires, la sphére du centre 6 et du rayon 1 jouit de la
méme propriété.

Il existe donc un nombre N tel que || x| <1 implique
Il u, () [| < N. (n)

On aura alors pour tous les x %= 6 et tous les n

Ju, =y () 1< Nl

ce qui donne
u, < N. (n)

Lemme 4. Si une suite de fonctionnelles linéaires {u, (x)}

converge dans un ensemble dense dans une sphére K et si

lim sup u, est finie, alors la suite en question converge dans
n—>wo

tout 'espace.



54 S. Banach et H. Steinhaus:

Démonstration. Par hypothése il existe un nombre
positif N tel que
lu, @I <N x| (x,n)

Soit @ un point de K et ¢ > 0. Par hypothése il existe un y
dans K tel que

ly —all< 3N

et que la suite {u, (y)} est convergente. Soit alors p un nombre
tel que m > p, n > p impliquent

lu, () —u, (W< ;

on aura pour m = p, n = p.

|ty (@) —u, (@ || < Hu (y)--u W+ g (@) |+

3N
La suite {u, (a)} est donc convergente pour tout a de K et, les
u, (x) étant linéaires, pour tous les a.

Jusquici nous avons supposé seulement que l’espace ou
les u, (x) de ce § ont été définies était vectoriel et métrique;
maintenant nous utiliserons aussi sa troisiéme propriété: qu'il
est complet.

Théoréme I. Soit {u,, (x)} une suite double de fonction-

nelles linéaires; si a tout p il correspond un x, tel que l'on ait
1) lim sup [ upy (x,) | = oo, (p)

alors il existe un x (indépendant de p) remplissant toutes les
relations

(2 }g; sup [ u,, () || = oo (p)
Démonstration. Soit E, ensemble des x ou
li <
lim sup | tpg (%) || << oo
Comme — par hypothése — (1) est vérifié par certains x,, on a

lim sup u = oo (p)
>
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et, suivant le lemme 3, E, est de 1™ catégorie; 'ensemble
<o}

E= X E, estdonc aussi de la 1™ catégorie. Or, la relation (2)
p=1

est évidemment valable pour tous les p si x appartient & I'en-

semble complémentaire & E. Cet ensemble complémentaire étant

de 2™ catégorie et partout dense, comme on a remarqué a la fin

du § 1, le théoréme est démontré.

Théoréme II. Soit {u, (x)} une suite double de fonction-
nelles linéaires; si a tout p il correspond un x, rendant diver-

gente la suite simple {u,, (x,)}, alors il existe un x (indépen-
q—>o©
dant de p) qui rend divergentes toutes les suites simples

{u,, (©)}.

9o

Démonstration. Désignons par E, l'ensemble des x

pour lesquels la suite {u,, (x)} est convergente. Je dis que E,
q—>©

est de 1™ catégorie. En effet, si

lim sup u,, << oo,
3w

E, est non dense, car, sil était dense dans une sphére, il rem-

plirait d’aprés le lemme 4, tout I’espace, contrairement a I'hy-
pothése. Si — au contraire —

lim sup u, = o
b
e Pa

on voit, en vertu du lemme 3, que I’ensemble E; des x ou

lim sup [lu,, (x)|| est finie, est de la 1™ catégorie; or, E, est
9

[+ o]
contenu dans E; . Dans les deux cas E, donc E= X E,
p=1
est de 1™ catégorie. Les x qui appartiennent 3 G = l'ensemble
complémentaire a4 E, rendent évidemment divergentes toutes
les suites
{u,, (x)}
Q>
a la fois. @ étant de 2™° catégorie et partout dense, la démon-
stration est achevée.
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Remarque. Pour pouvoir parler de la convergence ou di-
vergence d’une suite des fonctionnelles il faut que les ,contre-
domaines“ C, des termes u, (x) soient identiques. Cela nimplique

nullement que les contredomaines correspondants aux différentes
lignes d’une suite double u,, (x) des fonctionnelles soient iden-

tiques: nos theorémes I et Il s’appliquent aux cas ou chaque
suite ,{upq (x)} posséde un contredomaine C, dépendant de p.
q->oe

§ 3.

Nous aurons a nous occupper dans ce § du développement
d'une fonction f(z) suivant lés fonctions g, (r) de la variable
réelle 7, les g, (r) étant continues et formant un systéme ortho-
gonal et normé dans lintervalle <a, B >.

On écrira:

K,, (f) “)) - 2 g (1) 9k (‘”)

k=1

e
s, (f) = s, () = fKn (o) f@)de

s, (t) est donc la n-iéme somme partielle du développement de.
f (x) suivant les g, ().

Prémier exemple. Le domaine D soit I'ensemble de toutes
les fonctions x(r) continues pour o < t < B. La somme, le
produit et la norme soient définies comme il suit:

x+y=4x(x) + y(x) (le signe + au deuxiéme mem-

bre a la signification ordinaire).

rx = h.x (0 (le signe . au second membre
a la signification ordinaire).
)] = maximumde |x(z)| dans <{=x, B)>.
L’élément ,nul” @ soit donné par la fonction x (r) = 0 <{a <

<t < (). On voit facilement que ce domaine vérifie les
postulats du § 1. Pour contredomaine nous prenons l’ensemble
de nombres réels, I'addition, la multiplication et ’élément nul
ayant la définition ordinaire et la norme étant égale au module.
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Soit {r,} une suite de points de l'intervalle <{a, §>. Dé-
finissons une fonctionnelle u,, (x) par la relation

u,, (x) = sq(x)T:Tp :f K, (cp o) x(w)do

On vérifie sans difficulté que les fonctionnelles u,, (x) sont liné-
aires dans D, leurs valeurs appartenant a C.

Appliquons a la suite double {u, (x)} les théorémes I et II
du § 2 en tenant compte de la signification de s, (x); nous
obtiendrons immédiatement les théorémes suivants:

Théoréme 1. Si {g, (x)} est un systéme orthogonal et
normé de fonctions continues dans {a, 3> et si a tout point
1, d’un ensemble dénombrable (c,e {a B>) il correspond une
fonction continue dont le développement suivant les {g,} est
divergent au point t = ¢, [la limite supérieure du module de
sommes partielles étant infinie], alors il existe une fonction con-
tinue dont le développement a la méme propriété par rapport
a tous les points t,.

Théoréme 1. On énonce ce théoréme en supprimant le
contenu de la parenthése [] du théoréme 1.

Deuxiéme exemple. Le domaine D et le contredomaine
C soient définis comme dans 'exemple précédent. Supposons
que l'on ait défini un ensemble dénombrable de systémes {g, (r)}
chacun étant orthogonal, normé et composé de fonctions conti-
nues. Il faut donc munir d'un indice supérieur (p) les g, (z)
les s, et les K, correspondants. Soit 7, un point de {«, B>.
Définissons les fonctionnelles u,, (x) comme il suit:

g
U, (x) = sf,”) (X)::ro = fK‘;P) (zp o x(0) d o

a

Apreés avoir vérifié que ces fonctionnelles sorit linéaires on applique
les théorémes I et II; on obtient ainsi le

Théoréme 2. Si {G,} est un ensemble dénombrable dont

les éléments G, sont des systémes orthogonaux et normés de

fonctions continues dans <{a §)> et si a tout G, il correspond

une fonction continue dont le développement suivant G, est
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divergent au point t = t, (r, ¢ {a, 3>) [la limite supérieure
du module de sommes partielles étant infinie], alors il existe
une fonction continue dont les développements ont la méme
propriété par rapport a tous les G,.

Théoréme 2'. On supprime le contenu de la parenthése []
dans I'énoncé du théoréme 2.
Troisiéme exemple. Le domaine D, le contredomaine C

et le systéme {g, (r)} soient définis comme dans I'exemple pre-
mier. Soit

Bus B - .Sllq

B B o 'sz,
(7) o

Car P * . Bu:,

un tableau sommatoire a lignes finies, dit ,de Toeplitz”. Pour
calculer ,la limite généralisée” d’une suite {s, } on calcule la
limite ordinaire

ki

. T
im v g, s,
Lndh iy X

quand elle existe. On dit alors que la suite {s, } devient con-
vergente quand on lui applique le procédé (7). Quand s, sont
les sommes partielles d’'une série, on dit que cette série est som-
mable par le procédé (7).

Pour appliquer un procédé (7T) au développement d’une
fonction x (z) suivant un systéme {g, ()}, on forme d'abord
les expressions:

kq
b o) = Y6 Ko

1

et puis les expressions

B
S, lx] = f k, (z, ») % (0) d o

La sommabilit¢ du développement de x (t) pour t==<, par le
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procédé (T) est évidemment équivalente a la convergence ordi-
naire de la suite {sq [x] — }e

Considérons maintenant un ensemble dénombrable {T,} de
procédés (7). Les k, et les 5 correspondants auront un in-

dice supérieur p. En définissant les fonctionnells suivantes
n
2
b 9 = 5P e, = [ K0 cu0)x@)do
[~3

et en se servant du théoréme II, on obtient immédiatement le

Théoréme 3. Si {T,} est un ensemble dénombrable de
procédés sommatoires de Toeplitz, {g, (r)} un systéme orthogonal
et normal de fonctions continues dans {a, 3> et t, un point
de (2B et si atoutprocédé (7, ) il correspond une fonction
continue dont le développement suivant les {g, } n’est pas som-
mable par (T,) au point t=r_ alors il existe une fonction con-
tinue dont le déyeloppement suivant les {g, }.est — au point
t =1, — refractaire a tous les procédés {7, }.

Quatrieme exemple. Le domaine D soit l’ensemble de
toutes les fonctions x (1) définies et intégrables (L) dans {a, B ).
La somme et le produit soient définis comme dans le premier
exemple; I'élément ,,nul” soit la fonction nulle presque partout.

La norme soit égale a flx(t)[ dr,

Le contredomaine C soit défini comme D avec la seule
différence qu'au lieu de <a, B> on prend un intervalle
{1, 8> partie de <o, B>. (2 <y <<8<P).

Les fonctionnelles u,, (x) soient définies par la relation

u, (x) =s, lx] =qu (x,0) x(0)d o

K, ayant la méme signification qu'au premier exemple. La dé-

pendance de p est donnée du moment que l'on considére

sq[x],qui est une fonction de t seulement dans lintervalle
1, Lt K €p.
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En appliquant a la suite double {u,, (x)} le théoréme II
et tenant compte de la remarque finale du § 2 on obtient le

Théoréme 4. Si {g, ()} est un systéme orthogonal et
normal de fonctions continues dans < a, 3 > et si a tout in-
tervalle <7, ¢,> d'un ensemble dénombrable des intervalles
il correspond une fonction intégrable x, (tr) dont le développe-

ment suivant les {g,} a la propriété

8

® tim sup [ |5, (6| d = = o0

P

alors il existe une fonction intégrable x (z) dont le développe-
ment a la méme propriété par rapport a3 tous les intervalles

{8,

Application aux séries de Fourier. Nous ayons démontré
ailleurs!) I’existence d’une fonction intégrable f (r) qui a la pro-
priété exprimée par la relation

2T

lim supf sV (t | dt=o0,

en désignant par s@ (c) la n-iéme somme partielle du dévelop-
pement de Fourier de f (tr). Il s’en suit qu’au moins une de
deux expressions

T 2w
lim supf [s® ()| d 1, lim supf |st ()| d~
n—yco n-—yoo
o 3

est infinie.
Supposons que c’est la prémiére. Définissons f (z) pour tous

1) S. Banach et H. Steinhaus: Sur la convergence en moyenne
des séries de Fourier. Bull. de I' Académie des Sciences de Cracovie; séance

du 6 mai 1918, pp. 87—96.
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les © par l'équation fit 4 2<kx) = f(x) (k=0, + 1,+2...)
et définissons une nouvelle fonction h(t) par 1'équation

W) = fs—n).
En désignant par s@ (1) la somme partielle correspondante

a b () nous aurons évidemment

2n

lim sup f | s@ ()| dv=-o0
n—yoco
kg

En procédant de la méme maniére on trouve pour chaque inter-

27ni 2=z (i1
valle de l'ensemble {< ;I z (é,+ ) >

(i=0,2..2% —1,

j=0,1,2...) une fonction dont le développement de Fourier

jouit de la propriété (3),les y ,» 0, €tant les extrémités de ces

intervalles. Nous pouvons donc appliquer le théoréme 4 en
prenant pour les {g,} les fonctions trigonométriques, ce qui nous
conduit au

Théoréme 5. Il existe une forction intégrable f(z) dont
les sommes partielles de Fourier s, (r) ont la propriété

' B
lim sup ls, (*)de =+

n—oo

3

o

pour tous les intervalles <{a, ).

Nous laissons au lecteur le soin d’énoncer les généralisa-
tions et combinaisons des théorémes précédents. Il est aussi,
aisé de voir que la condition de continuité imposée aux {g,
pour simplifier nos exemples n’a pas été toujours pleinement
utilisée.
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