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1. WSTEP

Potrzeby obliczeniowe inzynierii chemicznej i procesowej sa coraz wigksze. Jest to
zwigzane zardwno z rozwojem stopnia poznania podstaw teoretycznych proce-
sOwW, a co za tym idzie coraz bardziej skomplikowanymi ich modelami, jak
iz rozwojem metod obliczeniowych, techniki komputerowej oraz oprogramo-
wania, w tym wyspecjalizowanych programéw do obliczen numerycznych.
W ksigzce ,,Symulacja procesow inzynierii chemicznej” (Pakowski i Glebowski,
2001) opartej w catoéci o program Mathcad” zostaly przedstawione podstawy
zastosowania tego narzedzia do rozwigzywania problemow z dziedziny symula-
cji procesOw inzynierii chemiczne;.

Jednakze wiele problemow symulacyjnych przekracza czgsto mozliwosci metod
numerycznych Mathcada (Pakowski i in., 2003). Jest to podstawowa przyczyna
wymagajgca zastosowania innego narzedzia obliczeniowego. Drugg jest potrze-
ba rozszerzenia spektrum specjalistycznych funkcji i metod poza uniwersalne
metody dostegpne w Mathcadzie. Narzg¢dziem spetniajacym oba te warunki jest
program MATLAB® firmy MathWorks. MATLAB pojawit si¢ jako narzedzie
obliczeniowe juz wr. 1984 i poczatkowo stuzyt jedynie do celéw rachunku ma-
cierzowego. Obecnie jest uniwersalnym programem do obliczen numerycznych
stosowanym powszechnie, zar6wno w nauce jak i dyscyplinach technicznych
m.in. w inzynierii chemicznej i procesowej (Ramirez, 1997). Ma on znaczng
przewage w szybko$ci pisania, uruchamiania i wykonywania programow
do obliczen numerycznych nad zwyktymi jezykami programowania takimi jak
Fortran, C+ itp.

Jednak MATLAB, w odroznieniu od Mathcada, jest jezykiem programowania
i wymaga znajomos$ci takich poje¢ z zakresu informatyki, jak: typ zmiennej,
struktury danych, funkcja i procedura, sposoby przekazywania parametru,
operacje dyskowe itd., a ponadto wymaga rowniez znajomos$ci zasad algebry
liniowej. Natomiast program w Mathcadzie ma struktur¢ dokumentu i zasadniczo
nie wymaga od uzytkownika umiej¢tnosci programowania. Wysitek wiozony
w nauk¢ MATLABa procentuje dopiero po pewnym czasie (wg nas przeci¢tnie
po pot roku pracy) i oplaca si¢ wtedy, gdy zamierza si¢ wykorzystywaé program
do rozwigzywania powaznych problemow obliczeniowych. Mathcada za§ mozna
nauczy¢ si¢ w ciggu dwoch tygodni i prawie natychmiast uzywac¢ go do rozwig-
zywania stosunkowo prostych zadan.

Czytelnicy, ktorzy znaja wcze$niejsza prace ,,Symulacja procesOw inzynierii
chemicznej” spodziewaja si¢ tu, by¢ moze, podobnej struktury, a wigc podziatu
modeli procesow na klasy i prezentacji probleméw dla kazdej z klas. Zastosowano
tu jednak inng strukture, odpowiada ona rodzajom probleméw matematycznych
wystgpujacych w praktyce obliczeniowej inzynierii procesowej. Ograniczono



omoéwienie teorii zagadnien matematycznych a skupiono si¢ narzedziach pro-
gramistycznych do ich praktycznej realizacji, gdyz ksiazka jest, przede wszyst-
kim, prezentacja MATLABa. Dla ilustracji w tek$cie zawarto 59 przyktadow
obliczeniowych o charakterze ogdélnym. Problematyke inZzynierii chemicznej
obejmujg natomiast 43 projekty — zadania o charakterze praktycznym. Rozwigzuja
one konkretne problemy inzynierskie. Mozna je modyfikowaé¢ w celu dostoso-
wania do konkretnego zadania.

Szczegodlnie duzo uwagi po$§wigcono rozwigzywaniu rownan rdézniczkowych
zwyczajnych i czastkowych, te bowiem sprawiaja poczatkujacym najwigcej
problemow.

Przygotowane przez nas problemy obliczeniowe postuguja si¢ stosunkowo pro-
stymi rozwigzaniami programistycznymi i prowadza prosto do celu. Korzystajac
z wielu dostgpnych w MATLABie opcji dodatkowych, mozna znacznie wzbo-
gaci¢ 1 udoskonali¢ te programy. Zach¢camy do intensywnego korzystania z
pomocy programu MATLAB, szczegdlnie na etapie nauki na poziomie zaawan-
sowanym, gdyz pozwala to znacznie rozwing¢ umiej¢tnosci postugiwania si¢
tym narzedziem. Liczymy na to, Ze trud wlozony w nauk¢ MATLABa zaprocen-
tuje podczas przygotowywania zarowno prac naukowych jak i w praktyce zawo-
dowej. Ksigzka jest przeznaczona dla wszystkich, ktorzy interesuja si¢ praktyka
obliczen numerycznych w dziedzinie inZynierii chemicznej i procesowej, stu-
dentow, doktorantow, pracownikow naukowych i inzynieroéw.

Wigkszos$¢ przykladoéw i projektow powstala w czasie wielu lat zaje¢ prowadzo-
nych przez autoré6w na studium doktoranckim. W tym miejscu dzigkujemy dok-
torantom, ktorzy wniesli swoj wktad w ich powstanie.
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PRZYKLADOWE PROGRAMY

Ksigzka zawiera 102 przyktady i projekty napisane
wcelu ilustracji omawianych wniej zagadnien.
Wickszo$¢ z nich zamieszczona jest w tekscie. Nie-
ktoére sposrod tych programow uzywaja dodatkowych
plikéw pomocniczych, ktorych w teks$cie nie za-
mieszczono. Wszystkie te programy s3a dostepne
w katalogach PRZYKELADY i PROJEKTY na stronie
http://books.wipos.p.lodz.pl/matlab/. Podkatalogi sa
oznaczone numerem rozdziatu, a pliki gtéwne nume-
rem przyktadu lub projektu. Wszystkie programy
oznaczone znakiem 7 w tekécie znajdujg si¢ w tych
katalogach. Pozostale programy zawarte w ksigzce
nalezy wpisywaé¢ z klawiatury. Programy zostaty
napisane w MATLABie wersja R2011b (7.10).







2. SRODOWISKO MATLABa

W tym rozdziale zostanie przedstawiona krotka charakterystyka pakietu
obliczeniowego MATLAB oraz podstawowe zasady edycji programow i wyko-
rzystania wbudowanych wen funkcji. Opis dotyczy wersji R2011b. Poniewaz
MATLAB nie posiada polskiej wersji jezykowej wszystkie nagtowki, komunikaty
i nazwy beda podawane w oryginale, a tylko niektore thumaczone na polski.
Od Czytelnika wymagamy podstawowej znajomosci poje¢ z dziedziny informa-
tyki 1 cho¢by jednego jezyka programowania. Zalecana jest znajomos¢ podstaw
algebry liniowej i1 analizy numerycznej. Literaturg wprowadzajaca moga by¢
prace Brzozka i Dobczynski, 1998, Pratap, 2007, Stachurski 2003, Zalewski
i Cegiela, 2003. W notacji liczbowej w catej ksigzce przyjeto kropke dziesigtng
tak jak w MATLABie.

2.1. Charakterystyka

MATLAB jest uniwersalnym srodowiskiem obliczen numerycznych, z zastosowa-
niem zasad j¢zyka programowania wysokiego poziomu. MATLAB przeznaczony
jest do wykonywania obliczen naukowo-technicznych i inzynierskich. Pakiet ten
pozwala na wykonanie zar6wno obliczen numerycznych jak i symbolicznych,
wizualizowanie ich na wykresach dwuwymiarowych (2D) i trojwymiarowych (3D)
oraz tworzenie uproszczonego interfejsu komunikacji z uzytkownikiem. Pier-
wotnie MATLAB, stworzony w koncu lat 70. XX w. przez Cleve’a Molera
z Uniwersytetu New Mexico, udostgpniat napisane w Fortranie pakiety do obliczen
z dziedziny algebry liniowej EISPACK i LINPACK. W roku 1983 Jack Little,
Cleve Moler i Steve Bangert utworzyli firm¢ The MathWorks i napisali
MATLABa w jezyku C. Nazwa MATLAB jest skrétem od Matrix Laboratory,
czyli laboratorium macierzowe. Pakiet MATLAB moze by¢ wykorzystany
w wielu réznych dziedzinach, jak: matematyka, fizyka, chemia, elektronika,
automatyka, telekomunikacja, inzynieria chemiczna, meteorologia, medycyna,
biologia, biomedycyna, aeronautyka, budownictwo, mechanika oraz wiele
innych. Na wigkszo$ci uniwersytetow jest uwazany za standardowy program do
obliczen numerycznych.

Korzystajac z MATLABa nalezy pamigta¢, ze podstawowym typem zmiennej
liczbowej jest w nim macierz i wektor (macierz jednokolumnowa), a skalar jest
macierzg o wymiarze [1x1]. Dlatego obliczenia najlepiej przedstawia¢ w formie
operacji macierzowych i wektorowych, gdyz pakiet MATLAB zostal zoptymali-
zowany pod ich katem. Z reguty MATLAB dziata szybciej, gdy dana operacja
jest zapisana w postaci operacji macierzowej a nie w postaci p¢tli for lub while,
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tak jak w innych jezykach programowania. W celu przyspieszenia dzialania
programéw w MATLABie nalezy stosowa¢ dwie podstawowe zasady:

e wektoryzowac petle i algorytmy.

Obliczenie 1001 warto$ci funkcji sin(x) dla x w przedziale od 0 do 10 mozna
wykonac¢ petla for (nie zalecane):

i=0

for t=0:.01:10
i=i+1
y(i)=sin(t)

end

lub poprzez wektoryzacj¢ (zalecane):

t=0:0.001:10
y=sin(t)

e rezerwowac pami¢¢ dla wynikow obliczen.

Jesli podczas obliczen wymiar macierzy musi by¢ ciagle modyfikowany, to
spowalnia obliczenia i przyczynia si¢ do fragmentacji pamigci. Mozna tego
unikngé, rezerwujac przestrzen na macierz wynikowa np. przez wypelnienie jej
zerami np. y=zeros(1,100) przed obliczeniami.

Dobrego stylu programowania mozna si¢ nauczy¢, sledzac przyktady zawarte
w podrecznikach i katalogu matlab\toolbox\matlab\demos na plycice MATLABAa.

2.2. Budowa pakietu

Pakiet MATLAB jest produktem modutowym tzn., kupujac MATLABa, otrzy-
mujemy produkt podstawowy, w sktad ktorego wchodza podstawowe narzedzia
matematyczne, algebra liniowa, analiza danych, integratory rownan rézniczkowych
zwyczajnych, narzedzia graficznej prezentacji wynikéw i in. Je$li jednak chcemy
korzysta¢ z bardziej zaawansowanych funkcji np. statystycznych, optymaliza-
cyjnych, narzedzi do rozwigzywania rownan rozniczkowych czastkowych jestesmy
zmuszeni do zakupu dodatkowych skrzynek narzedziowych tzw. Toolboxow.
Dla omawianej tu wersji istnieje 27 takich skrzynek. Z istotnych dla inzyniera
procesOw mozna wymieni¢ Optimization, Statistics, Data Acquisition, Curve
Fitting czy Fuzzy Logic Toolbox.
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Mozliwe jest tworzenie przez uzytkownika wlasnych skrzynek narzedziowych,
dostepne sg rowniez skrzynki narz¢dziowe tworzone przez innych uzytkowni-
kéw. Zaréwno sposobu dodawania wlasnych skrzynek jak i skrzynek innych niz
fabryczne nalezy szuka¢ w Internecie. Gtéwnym adresem, pod ktéorym mozna
szuka¢ pomocnych informacji jest oficjalna strona producenta MATLABa
www.mathworks.com/matlabcentral/. Istnieja réwniez strony w jezyku polskim.

2.2.1.0kno polecen, katalogéw i pamieci roboczej

Po uruchomieniu pakietu MATLAB widzimy pulpit Rys. 2.1, ktory domyslnie
sktada si¢ z trzech gérnych listewek — listewka Menu, listewka Toolbars (narze-
dziowa) listewka Shortcuts (skrotéw), czterech okien i u dotu ekranu listewki
statusu zawierajacej przycisk Start.

4\ MATLAB 7100 (R20102) = | 5 |

File Edit Debug Parallel Deskiop Window Help
TE| % mE 9 ™| f B | @ | Curent Folder:| ChUsers\Pako\ Documents\MATLAB - @
Shortcuts [ How to Add [#] What's New

Current Folder w0 » x| CommandWindow: Workspace ~Oax
@ @ |1 « MATLAB - o - | fx >> Bl B S W |0 seec. ~

Name Value

Mame
| abreaks.asv Hi 3
) sbreaks.m

| danelxt

_ data_genasv
%) data_gen.m

£ delta_p.m
 DG_ascii_hat
| DG_ascii v.bxt
| DG_tablicabt
[ 06_tylko_owmat
HH 06_wszystko.mat Pl rrr 5

£ fm
) forim Command History “oax

5 ftestm nelp scime
) grads.m nelp cputime
] linehMNK.asv
) lineMNK.m
_ mplik.asv
) mplik.m
1] sorpcja.m i~help clear
) testm ecle

B-%-- 30.07.14 19:50 ——%

help pode

help pcods

functions

for 1=1:3 1 end
cls

clc -

Details

owR

Rys. 2.1. Zrzut pulpitu programu MATLAB

Okna widoczne na pulpicie to:

e Okno Current Folder — biezacy katalog — jest panelem, w ktorym ma-
my podglad wszystkich plikow zawartych w biezacym katalogu.

e Okno Workspace — przestrzen robocza — jest panelem, w ktérym wida¢
jakie zmienne znajduja si¢ aktualnie w pamigci komputera. Wyswietlane
sa nazwy zmiennych i ich rozmiar. Klikajac dwa razy lewym klawiszem
myszy na nazwie zmiennej otwieramy okno z jej zawartoscig: Array
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editor — podglad macierzy. Jesli jest to tablica lub wektor, to zobaczymy
poszczegdlne jego elementy.

e Okno Command Window — okno polecen jest panelem, z ktorego wy-
wolujemy napisany program, zwany skryptem lub funkcja (pliki te maja
rozszerzenie m, wigc nazywa si¢ je rowniez m-file — zob. punkt 2.6
12.8.1), poprzez wpisanie jego nazwy. Mozemy tu rowniez wprowadzac
zmienne, wkleja¢ programy z prostego edytora tekstu np. notatnika,
itd. W oknie polecenh mozna bezposrednio wykonywac polecenia, w tym
oblicza¢ warto$ci wyrazen jak pokazano na Rys. 2.2. Uwaga okno to
zostato odczepione od glownego okna programu Rys. 2.1 poleceniem
wybranym z Menu Desktop/Undock Command Window. Do ponownego
przylaczania stuzy przycisk ze strzatka w prawym rogu paska menu.

-
4\ Command Window e X

File Edit Debug Desktop Window Help ]

>» 2+43in(1/2)
ans =
2.4794

fr >> |

OVR

Rys. 2.2. Wykonanie obliczenia w oknie polecen. Odpowiedz ans jest domyslng zmienna,
pod ktora jest podstawiana warto$¢ obliczonego wyrazenia

Bardzo pomocne sg komunikaty btedow, ktore sg wyswietlane w tym
oknie. Okno Command Window mozna w kazdej chwili oczyS$ci¢ pole-
ceniem clc.

e Okno Command History zawiera kolejne, wydane w oknie Command
Window polecenia, ktére sg zapisywane w pamigci pod data ich uzycia.
Poprzednie wydane polecenia mozna tez przywotaé klawiszem T (kursor w
gére) w oknie Command Window.

Przycisk Start znajdujacy si¢ z lewej strony u dotu ekranu umozliwia szybki
dostegp do narzedzi, programdéw demo, skrotéw i dokumentacji. Nie stuzy jednak
do uruchamiania pisanych przez uzytkownika programéw. Pisanie programow
1 ich uruchamianie odbywa si¢ w oknie Editor, otwierajacym si¢ po wybraniu
z Menu opcji File/New lub ikony New Script z paska narzedzi.

14



Aktualny wyglad pulpitu, jak rowniez wiele innych ustawien, uzytkownik
moze dostosowa¢ do swoich potrzeb w opcjach Desktop i File/Preferences.
W File/Preferences mozna np. ustawi¢ wielko$¢ 1 kroj czcionki ekranu.

2.2.2. Podstawowe zasady poruszania si¢ w obrebie Srodowiska MATLAB
Oto kilka wskazowek dla poczatkujacych:

. MATLAB rozréznia wielkie i mate litery.

. Nazwy zmiennych i funkcji muszg zaczynac si¢ od litery, nast¢gpne znaki
mogg by¢ cyframi.

. Nazwy zmiennych mogg mie¢ dowolng dlugos¢, ale tylko 19 znakow
jest rozpoznawanych.

. Tekst (fancuchy) zapisuje si¢ w apostrofach.

. Postawienie znaku % (procent) powoduje, ze wyrazenie za nim staje si¢
komentarzem i nie jest wykonywane.

. Indeksy macierzy zaczynaja si¢ od 1.

. Zmienne sg tworzone w pamigci po przypisaniu im wartosci.

. Jesli nazwa funkcji jest inna niz nazwa pliku, w ktérym funkcja ta jest

zapisana, funkcja bedzie znana pod ta druga nazwa, lepiej wigc uzywac
tych samych nazw.

. Zmienna ans przyjmuje (domy$lnie) wynik operacji, ktoérego nie pod-
stawiono pod zadng inng zmienng.

. W kazdej chwili mozna podejrze¢ aktualng listg zmiennych, albo w oknie
Workspace lub za pomocg polecenia who.

. Postawienie znaku; ($rednik) na koncu polecenia powoduje pominigcie
na ekranie w oknie Command Window wydruku wyniku jego dzialania.

. Piszac nowy program, najlepiej umie$ci¢ go w nowym katalogu o tej

samej nazwie, znajda si¢ tam wszystkie pliki wytworzone podczas bu-
dowy programu. Poniewaz funkcje pisane przez uzytkownika umieszcza
si¢ w osobnych plikach stad jeden program generuje z reguty wiele plikow.

. W oknie Command Window mozemy wykonywac operacje na plikach,
tak jak w systemie operacyjnym DOS.

. Natychmiastowa pomoc na temat polecenia, funkcji czy symbolu mozna
wyswietli¢ wpisujac polecenie help, po ktérym wpisuje si¢ odpowied-
nig nazwe.

. Prace z MATLABem konczy si¢ przez wpisanie polecenia exit lub quit.
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2.3. Liczby

Liczby rzeczywiste zapisuje si¢, stosujac kropke dziesigtng. Moga one by¢ po-
przedzane znakiem + lub -. Tradycyjnie dozwolony jest zapis liczb z cecha
1 mantysg rozdzielonymi literg e. Do zapisu liczb zespolonych stosuje si¢ jed-
nostke urojong i lub j, zapisujac przed nig cze$¢ urojong bez znaku mnozenia.
Ponizej pokazano przyktady z komentarzem.

2 %liczba catkowita 2

+2 %liczba catkowita 2

-2 %liczba catkowita -2

2.2 %liczba zmiennoprzecinkowa (rzeczywista) 2,2
2e3 %liczba zmiennoprzecinkowa 2000

2.2e-02 %liczba zmiennoprzecinkowa 0,022

2+2i %liczba zespolona 2+2+-1

Uwaga: lepiej nie pisa¢ 2+2*1, gdyz wtedy MATLAB rozumie i jako jednost-
ke urojona, jedynie gdy zmienna ta nie zostata uzyta wczesniej do innego celu.

2.4. Zmienne

Z punktu widzenia programisty zmienna jest elementem, ktorego wartos¢ moze
ulega¢ zmianie podczas wykonywania programu. Z punktu widzenia komputera
zmienna jest zdefiniowanym obszarem w pamigci, ktorego zawarto§¢ moze
zmienia¢ si¢ podczas wykonywania programu. O rodzaju i sposobie prezentacji
danych decyduje typ zmiennej. Zmienna moze mie¢ nazw¢ o dowolnej dugosci,
przy czym jedynie pierwsze 19 znakow jest rozrozniane. Nazwa moze zawieral
litery alfabetu lacinskiego (w tym podkreslenie) i cyfry, ale powinna rozpoczyna¢
si¢ od litery. Pamigtajmy tez, ze duze i matle litery sg rozrdzniane.

Jak w kazdym jezyku programowania roéwniez w MATLABie wyst¢puja zmienne
globalne i zmienne lokalne. Zmienna lokalna to zmienna widoczna tylko w obrebie
danej funkcji, inicjowana w momencie interpretacji skryptu i kasowana w momen-
cie konczenia dziatania funkcji lub skryptu. Kolejne, ponowne wywotanie tej samej
sekwencji kodu zapisanego w funkcji tworzy instancj¢ (wystapienie) zmienne;.
Zmienna globalna to zmienna widoczna w obrgbie catego programu. W celu
udostgpnienia danej zmiennej lokalnej w funkcji dla innej funkcji lub skryptu
trzeba ja zadeklarowa¢ jako globalng we wszystkich funkcjach lub skryptach,
ktoére jej uzywaja. W tym celu stosuje si¢ polecenie global, a nastgpnie wy-
mienia si¢ kolejne zmienne rozdzielone spacjami np. global A B CD.
Naduzywanie zmiennych globalnych moze prowadzi¢ do powaznych probleméw,
w przypadku skryptow wielowatkowych zmienne globalne moga kolidowac
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ze zmiennymi lokalnymi, na dziatanie danej czgsci skryptu moze mie¢ wpltyw
funkcja zupelie niezwigzana, o ile oba elementy uzywaja tej samej zmiennej
globalnej, 1 ktorys z nich ja modyfikuje. Lepiej wigc przekazywac zmienne przez
nagtowek funkcji.

W typowych jezykach programowania zmienng trzeba zadeklarowa¢ na poczatku
programu oraz podac jej typ. W MATLABie podawanie typu zmiennej jest nie-
potrzebne. Program sam rozpozna dang numeryczng, natomiast je§li ma byc¢ to
zmienna typu znakowego (fancuch), umieszczamy warto$¢ zmiennej w apostrofach.
Udogodnieniem jest rowniez to, ze zmienng mozemy deklarowaé w dowolnej
czesci kodu, ale przed wyrazeniem z jej uzyciem, pamigtajmy rowniez
0 mozliwosci nadpisania innej warto$ci zmiennej po jej ponownym zadeklaro-
waniu. Program, interpretujgc kod, uzna, ze wlasciwg wartoScig jest wartos¢
ponownie podana i jej bedzie uzywal do obliczef. Trzeba zwrdci¢ na to uwage,
poniewaz moze to doprowadzi¢ do blednych wynikow obliczen.

Elementem wyrozniajacym MATLAB jest przyjety format zmiennych, a s3 nim
wylacznie macierze. W MATLABie wszystkie typy zmiennych sa zapisywane
w macierzach: zmienne numeryczne, logiczne czy tekstowe. W formie macierzy
1x1 jest zapisywany roéwniez skalar. W obliczeniach numerycznych bardzo
czesto sa wykorzystywane wektory. Wektory sa zapisywane jak macierze
jednowierszowe lub jednokolumnowe. Nalezy pamigtac, ze w réwnaniach ma-
cierzowych wektor jest zawsze wektorem kolumnowym.

W latwy sposob mozna deklarowa¢ macierze wielowymiarowe, przez uzycie
wigcej niz dwu indeksow macierzowych lub macierze blokowe, albowiem
MATLAB daje mozliwo$¢ deklarowania macierzy lub wektora w danej komorce
innej macierzy lub wektora.

MATLAB przydziela pami¢¢ zmiennym w sposob dynamiczny w trakcie ich
tworzenia. Zmienne dynamiczne — s3 to dynamiczne macierze, ktore bardzo
ulatwiajg pisanie skryptow, poniewaz niektore procedury wbudowane
w MATLAB dajg wyniki, dla ktérych uzytkownik nie jest w stanie przewidzie¢
rozmiaru macierzy i zadeklarowa¢ odpowiedniej liczby komorek. Aby jednak
przyspieszy¢ wykonywame skryptu, lepiej jesli znamy docelowy rozmiar ma01erzy,
predefiniowa¢ macierz statycznie na poczatku skryptu, wypehiajac ja np. zerami.

2.4.1. Wprowadzanie zmiennych
Zmienne mozemy wprowadza¢ do pamigci roboczej w rdzny sposob np.:
e Bezposrednio z linii komend oznaczonej znakiem >> w oknie polecen.

Wystarczy wpisa¢ nazwe¢ zmiennej, znak = oraz wyrazenie okreslajace
warto$¢ zmiennej. Przyklad pokazany jest na Rys. 2.3.
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4\ Command Window E‘E‘Q
File Edit Debug Desktop Window Help kl

> a=ZI
a =
2
Jx v
OVR

Rys. 2.3. Podstawienie wartosci pod zmienna

Wezytanie z pliku *.mat lub *.txt za pomoca polecenia load.

E Ml
4\ Command Window E@ﬂ
File Edit |Deanj\\§ Desktop  Window  Help k]
>> load danel.txt
>> Z=danel;
s >> |
OVR

[

]

Rys. 2.4. Wezytanie danych z pliku i podstawienie ich pod zmienng Z

Wprowadzenie z pliku *.m, ktory wlasnie otwarto. Po uruchomieniu

pliku zmienna a zostanie zapisana w pami¢ci robocze;j.

4\ Command Window

=@ =

File
fi >>

Edit Debug Desktop Window Help

("= Editor - C:\Users\Pako\Documents\MATL... ] o e |
File Edit Tet Go Cell Debug » %)@ %
DEd| «RB9 32 8- »[0 -]
BE| - w0 x || @

3=

Tools

+ |+ |11

a=22;

I

Col 6

script Ln 1 ‘ OVR

OVR

Rys. 2.5. Wprowadzanie zmiennej z pliku *.m
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2.4.2.Formaty liczbowe

Podstawowym typem elementéw macierzy sa liczby rzeczywiste. Format liczb
rzeczywistych mozna zmieni¢ poleceniem np. format long. Polecenie to doty-
czy wszystkich zmiennych w pamigci. W MATLABIe sa dost¢gpne nastepujace
formaty liczbowe (na przykladzie liczby 3.45):

short format krotki — 3.4500
short e format krotki z wyktadnikiem — 3.4500e+000

long format dtugi — 3.45000000000000

long e format dtugi z wykladnikiem — 3.450000000000000e+000

bank format walutowy, do dwoch miejsc po przecinku - 3.45

hex format szesnastkowy — 400b99999999999a

rat format przyblizajacy liczby ulamkami matych liczb calkowitych —
69/20

2.4.3.0peratory arytmetyczne i boolowskie

Operatory arytmetyczne

- zmiana znaku

- dodawanie 1 odejmowanie
mnozenie
dzielenie
odwrotne dzielenie macierzowe
potegowanie

> N ¥ + +

Uzycie tych operatorow w dzialaniach na skalarach i macierzach dziala inaczej
1 wymaga przestrzegania zasad. Szczegoly budowy wyrazen arytmetycznych dla
macierzy i skalaréw przedstawione sag w Rozdz. 3.

e  Operatory boolowskie

Wyrazenia logiczne buduje si¢ przy uzyciu nastgpujacych operatorow relacji

< mniejsze A<B
> wigksze A>B
<= mniejsze lub rowne A <= B
>= wigksze lub réwne A>=B



== rowne

A ==8B
~= nierowne A ~=B

oraz nast¢pujacych operatoréw logicznych

& AND A&B
| OR A|B
~ NOT ~A
xor XOR xor(x,y)

Gdy wyrazenie boolowskie zbudowane z uzyciem operatorow relacji i operatorow
logicznych jest prawdziwe, przyjmuje ono wartos¢ 1 (prawda), jesli nie 0 (falsz).
W przypadku poréwnywania macierzy musza one mie¢ te same rozmiary.
Porownywane sa odpowiadajace elementy. Zwracana jest macierz o tych
samych rozmiarach, zawierajaca jedynki tam gdzie relacja jest spetiona i zera
tam gdzie nie jest.

Dla przyktadu jesli mamy nast¢pujace macierze

to wyrazenie
w=A>=B
przyjmuje warto$¢

w=[0 1 0
111

]
2.5. Specjalne znaki, nazwy i funkcje
e Znaki specjalne wystepujace w MATLABie:
= podstawienie wyrazenia pod zmienng
[ 1 uzywane przy definiowaniu macierzy i przy definiowaniu listy argumentow

wyjsciowych funkcji
{ } uzywane przy definiowaniu i indeksowaniu macierzy komorkowych
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()

ans

uzywane przy zaznaczeniu kolejno$ci wykonywanych dzialan, przy
definiowaniu listy argumentow wejsciowych funkcji 1 przy dostepie do
elementow macierzy

kropka dziesi¢tna lub znak uzywany w operacjach tablicowych
przenoszenie polecenia do nastgpne;j linii

separator polecen, argumentow funkcji, indekséw

koniec wiersza, powoduje wynik tej operacji, nie jest wySwietlany
w panelu Command Window

oznaczenie zakresu indekséw macierzowych (zob. rozdz. 3)

poczatek komentarza ignorowanego przez kompilator MATLABa
ogranicznik fancuchow

Polecenia i state specjalne wystepujace w MATLAB;e.
zmienna robocza, nazwa zmiennej przypisana automatyczne do

wykonywanego wyrazenia, ktore nie zostato przypisane znakiem
= 7adnej inne zmienne;j

computer nazwa systemu operacyjnego zainstalowanego na komputerze

eps

flops
i, 3
Inf
NaN

pi

w panelu Command Window

okresla doktadnos¢ obliczen (doktadno$¢ zmiennoprzecinkowa)
— wywotana bez argumentu wynosi 2.2204e-016

licznik operacji zmiennoprzecinkowych

jednostka urojona

nieskonczonos¢

warto$¢ nieokreslona (nie liczba)

3.14159265358979

realmax 1.797693134862316e+308 najwicksza dostepna liczba rzeczywista
realmin 2.225073858507201e-308 najmniejsza dost¢pna dodatnia liczba rze-

clock

czywista

Funkcje dotyczace czasu wystepujace w MATLABie

aktualny czas i data wySwietlone w postaci wektora na panelu
Command Window

cputime wyswietla uptywajacy czas od chwili uruchomienia MATLABa

date
now

wyswietla dat¢ w postaci tafcucha
wyswietla czas i dat¢ w postaci liczby

21



etime wysSwietla warto$¢ wybranego przedzialu czasu migdzy dwiema
warto$ciami uzyskanymi za pomoca funkcji clock

tic, toc funkcje do odmierzania czasu wykonywanych przez komputer
operacji. Zmienna toc przechowuje warto$¢ czasu jaki uptynal od
wywotania tic.

2.6. Pliki w MATLABIe
e Podstawowe typy plikow w MATLABie:

*.m  m-pliki sg to pliki tekstowe, mozna rozr6zni¢ dwa typy m-plikow:
skryptowe i funkcyjne. W skryptach sa zapisane sekwencje polecen
MATLABa i wyrazen arytmetycznych, natomiast funkcje sg to pliki,
w ktorych sekwencja rozpoczyna si¢ od stowa function

*.mat sg to pliki, w ktorych zapisane sa dane w postaci binarnej

* . mex sg to pliki skompilowane napisane w jezyku C lub Fortranie wywotywa-
ne w MATLABie

*,fig sg to pliki, w ktorych zapisywane sg wykresy, ktére mozna ponownie
edytowac. Wykresy moga by¢ rowniez eksportowane do standardowych
i czesto uzywanych plikow graficznych typu bmp, jpg, gif, tif, pdf.

*.p  sg to pliki pseudokodu tworzone za pomoca polecenia pcode. Jest
to odpowiednik plikow skompilowanych w innych jezykach programo-
wania. Pliki te mozna uruchamia¢ w $rodowisku MATLABa, ale nie
mozna ich edytowac.

.asv pliki generowane przez autozapis co 5 minut, mogg stuzy¢ do odzyska-
nia pliku.

e Operacje na plikach i katalogach

Polecenia wykorzystywane do operacji na plikach i katalogach: (elementy
w nawiasach ostrych <> wpisuje uzytkownik, ... oznacza mozliwos¢ kontynua-
cji listy)
save('<nazwa pliku>")

zapisuje zmienne z przestrzeni roboczej do pliku o rozszerzeniu *.mat
save('<nazwa pliku>','<zmiennal>','<zmienna2>',...)

zapisuje tylko wymienione zmienne do pliku o rozszerzeniu *.mat
save('<nazwa pliku>',"- <opcja zapisu>',...)

zapisuje zmienne z przestrzeni roboczej do pliku o rozszerzeniu *.mat

z jedng z opcji np.:
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append dodaje do juz istniejacego pliku *.mat nowa zmienng
ascii 8 bitowy kod ASCII

mat binarny plik z rozszerzeniem mat
v4 w formacie dla MATLAB v. 4
v6 w formacie dla MATLAB v.6

load <nazwa pliku>
wczytuje zmienne z pliku typu *.mat
load <nazwa pliku>.txt
wczytuje dane z pliku tekstowego
id=fopen(<nazwa_ pliku>, opcja)
otwiera plik i zwraca unikatowy dla danego pliku identyfikator (id),
identyfikator ten powinien by¢ uzywany we wszystkich operacjach
zwigzanych z danym plikiem
fclose(id)
zamyka plik po zakonczeniu operacji
cd path
zmienia aktualny katalog
dir <nazwa katalogu>
wyswietla w panelu Command Window list¢ plikow z danego katalogu
del <nazwa pliku>
kasuje plik o danej nazwie
what path
wyswietla zawarto$¢ katalogu o podanej $ciezce dostepu.

2.7. Zarzadzanie pamigcia

Polecenia wykorzystywane do zarzadzania pamigcia:

clear x usuwa zmienng X z pamigci
clear all usuwa wszystkie zmienne z pamigci
clear functions
usuwa wszystkie skompilowane m — funkcje i mex — funkcje

Z pamieci
clear global usuwa zmienne zadeklarowane jako globalne
pack stuzy do przeprowadzenia defragmentacji pamigci — jesli

podczas przeprowadzanych obliczeh mamy do czynienia
z macierzami o duzych rozmiarach lub wielowymiarowymi to
pamig¢¢ moze ulec fragmentacji, co moze by¢ powodem zwol-
nienia obliczen oraz komunikatami btgdow
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who polecenie to wy$wietla w panelu Command Window wszystkie
zmienne z pamigci roboczej

whos polecenie to wy$wietla w panelu Command Window wszystkie
zmienne z pamig¢ci roboczej wraz z rozmiarami i typem

2.8. Tworzenie skryptow i funkcji
2.8.1. Skrypt a funkcja

Skrypt jest to m-plik zawierajacy program napisany w jezyku MATLABa, nie-
posiadajacy zadnych wej$¢ ani wyj$¢ i operujacy na zmiennych zawartych
w pamigci roboczej. Postaé skryptu beda zwykle miaty proste programy zawarte
w tej ksiazce.

Wyrazenie moze zajmowac calg lini¢ programu. Jesli chcemy umie$ci¢ w jedne;
linii kilka wyrazen oddzielamy je $rednikiem lub przecinkiem np.

y=x."2; y2=y./(y+2); xy=x*y;
plot(x,y), grid on, text(20,10,’X’)

Nalezy jednak pamigtaé, ze wyrazenia niezakonczone znakiem $rednika beda
drukowa¢ swoje wartosci w oknie Command Window. Dlatego w pierwszej
linijce wybrano $redniki a w drugiej przecinki, gdyz polecenia w drugiej linijce
nie generuja wynikow.

Warto umieszcza¢ w kodzie komentarze (po znaku %), ktore ulatwiajg zrozu-
mienie pisanego kodu. Dodatkowo komentarz umieszczony w pierwszej linijce
programu jest wyswietlany po wpisaniu help <nazwa pliku>.

Nalezy pamigta¢, ze MATLAB pobiera zmienne z pamigci roboczej, skrypt
moze celowo korzysta¢ z tych zmiennych wytworzonych wcze$niej, ale lepiej
zawsze zwalnia¢ pamig¢ roboczg przed uruchomieniem skryptu. Z tego wzgledu
nie nalezy tez zapisywac skryptu na dysku z nazwg identyczng do nazwy wytwa-
rzanej przezen zmiennej. Powoduje to bowiem konflikt.

W przypadku wigkszych, bardziej skomplikowanych programow, zwykle wyod-
rebnia si¢ z nich mniejsze, bardziej funkcjonalne i przejrzyste czg§ci zwane
funkcjami. Zadaniem funkcji jest wykonanie pewnej sekwencji kodu, ktore
zwykle powtarza si¢ w wielu miejscach programu. Jak mowia programisci
—jesli dana sekwencja wykonywana bedzie wigcej niz dwa razy to juz opfaca si¢
napisa¢ dla niej funkcj¢. Funkcje moga posiada¢ listg¢ parametrow wejsciowych
1 wyjsciowych. Moga one posiada¢ wlasne zmienne dostepne tylko w ich wngtrzu
i/lub operowac na zmiennych dost¢gpnych w catym programie.
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Jesli rozwigzujemy wigkszy problem wtedy zwykle bedziemy mieli jeden pro-
gram (skrypt) gtéwny i wiele plikow funkcji, z ktorych bedzie on korzystal.
Z uwagi na duza liczbe wytworzonych plikow, pracujagc z MATLABem, najlepiej
utworzy¢ dla kazdego nowego programu nowy katalog plikow.

2.8.2. Budowa funkcji

Budujac funkcje w MATLABie, zwykle otwieramy nowy m-plik (inne przypadki
oméwimy dalej). Pamigtajmy, ze nazwa pliku powinna by¢ identyczna jak na-
zwa budowanej funkcji (maja one automatycznie przydzielane rozszerzenie .m).
Jesli tak nie bedzie, to w programie zewn¢trznym funkcja bedzie dostgpna wy-
Iacznie pod nazwa pliku. Plik zawierajacy funkcje sktada si¢ z nastgpujacych
czgscei:

e Naglowek
W pierwszym wierszu nalezy rozpoczaé¢ deklaracje funkcji poprzez sto-
wo kluczowe function, poda¢ jej identyfikator np. mojafunkcja
oraz argumenty wejsciowe [a, b, c] i wyjsciowe [X,y], np.
function [x,y]=mojafunkcja(a,b,c).
Moze istnie¢ funkcja bez parametru wyjsciowego np. function
r=rzad(M) wtedy kiedy operacja wykonywana modyfikuje warto§¢
zmiennej globalnej. Moze tez istnie¢ funkcja bez argumentéw wejscio-
wych np. function r. Wtedy pelni ona rol¢ znanej w innych jezy-
kach programowania procedury. Dziatanie procedury moze polegaé np.
na wykonaniu wykresu czy zapisaniu pewnych zmiennych na dysku.
Wszystkie argumenty uzyte do budowy funkcji sa jej parametrami for-
malnymi i nie majg przypisanej wartosci.

e Deklaracja zmiennych globalnych, tzn. tych ktore wystepuja
w gtownym programie np. global dp mi_p z

e Deklaracja (inicjalizacja) zmiennych lokalnych, np. w=2; ro=3;
s=23; z=43;
Wszystkie zmienne uzyte wewnatrz funkcji poza globalnymi sg lokalne
w danej funkcji. Te zmienne mogg mie¢ nowe nazwy lub te same, jak
zmienne istniejgce w programie glownym. Jesli dana lokalna zmienna
ma t¢ samg nazw¢ co inna zmienna w programie gtdéwnym, to operacje
na niej nie wptywaja w zaden sposob na warto$§¢ zmiennej w programie
glownym. Wartosci zmiennych lokalnych nie sg umieszczane w pamigci
roboczej.
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e Instrukcje, np.
y=w*ro/s+a+b*c;
x=23*c/b;

Jezeli funkcja ma parametry wyjSciowe, musi nastgpi¢ podstawienie wartosci
pod te parametry.

Konczac budowanie funkcji, musimy jg zapisa¢ w m-file. Pamigtajmy, aby
nazwy funkcji byty takie same jak nazwy plikow, w ktorych sg zapisane. Taka
systematyka bardzo ufatwi prace¢ z wieloma funkcjami.

Uwaga: wewnatrz funkcji moze by¢ zagniezdzona (wbudowana) inna funkcja,
wtedy jest ona podrzedna i dostgpna tylko wewnatrz tej funkcji, w ktorej jest
zagniezdzona. Funkcja podrzgdna moze by¢ umieszczona w dowolnym miejscu
funkcji nadrzednej. Zaréwno funkcja nadrz¢dna jak i podrzedna muszg by¢ wte-
dy zakonczone stowem end.

2.8.3. Wywolanie funkcji

Wywotlujac funkcjg, zwykle podstawiamy jej warto$¢ pod zmienng np.
[w,v]=mojafunkcja(x,y,z). W tym wywolaniu parametry X,y,z maja
wartosci, ktore moga by¢ inne w kazdym wywotaniu. Noszg wigc nazwe para-
metrow aktualnych. Mozna tez w wywolaniu uzy¢ warto$ci zamiast zmiennych
np. [x,y]= mojafunkcja(2,4,7). Funkcja moze tez dokonywaé operacji
na zmiennych globalnych znajdujacych si¢ w pamigci robocze;.

Przyktad 2.1. ' Przyktad budowy funkcji

Deklaracja funkcji obliczajacej ze wzoréw analitycznych pierwiastki rownania
kwadratowego i jej wywolanie”.

r~7p2_ 1.m

%Przyktad 2.1 Budowa i uzycie funkcji
function r_kwad

%wywotanie funkcji z argumentami aktualnymi
row_kwad(1,-5,1);

" Plik p2_1.m z przyktadem znajduje si¢ w katalogu PRZYKEADY/Przyklad 2-1
* Uwaga: instrukcja if opisana jest w sekcji 2.9.1
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% deklaracja funkcji z argumentami formalnymi
function x=row_kwad(a,b,c)
delta=b.”2-4*a*c;
if delta > ©
x=[(-b-sqgrt(delta))./(2*a),
(-b+sgrt(delta))./(2*a)]
elseif delta==0

x=b/(2*a)
else

x='dziedzina liczb zespolonych'
end

Rezultat 2.1

X=
0.2087
4.7913

Po wywotaniu funkcji z argumentami wej$cia w oknie Command Window
otrzymamy wynik operacji podstawiony pod zmienng domys$lng ans. Mozemy
rowniez warto$¢ zwracang przez funkcj¢ podstawi¢ pod zmienng, pamigtajac ile
zmiennych jest zwracanych np. [X,y]= mojafunkcja(2,4,7).

Charakterystyczna cechg funkcji w MATLABie, w odrdéznieniu od niektorych
jezykow programowania, jest mozliwo$¢ umieszczenia mniejszej niz zadeklaro-
wana liczba argumentéw wejsciowych w wywotlaniu, np. powyzsza funkcje
mozna wywota¢ z jednym, dwoma lub trzema argumentami. Oczywiscie takim
wywolaniom trzeba przypisa¢ odpowiednie dziatania wewnatrz funkcji. Stuzy
do tego zmienna nargin oznaczajgca aktualng liczbg parametréw w wywota-
niu. Pokazano to w przyktadzie 2.2. W zalezno$ci od liczby parametrow w wy-
wolaniu rozwigzywane jest rownanie kwadratowe ax’ + bx + ¢ = 0, liniowe
ax + b =0 lub trywialne ax = 0.

Przyklad 2.2. Wykorzystanie parametru nargin

r~7p2 2.m

%Przyktad 2.2 Wykorzystanie parametru nargin
function rownli2

clear all; close all; clc

%wywotanie funkcji z argumentami aktualnymi
row_kwad(1,-5,1);

row_kwad(1,-5);

row_kwad(1);

% deklaracja funkcji z argumentami formalnymi
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function x=row_kwad(a,b,c)
if nargin==3
delta=b.”2-4*a*c;
if delta > ©
x=[(-b-sqgrt(delta))./(2*a),
(-b+sgrt(delta))./(2*a)]
elseif delta==0
x=b/(2*a)
else
x='dziedzina liczb zespolonych'
end
elseif nargin==2
Xx=-b/a
else
X=0
end;

Rezultat 2.2

0.2087
4.7913

X = 5

X = (%}

X
1l

2.8.4. Umieszczanie wielu funkcji w jednym pliku

W przypadku skryptow, ktére postuguja si¢ duza liczba funkcji, umieszczanie
ich osobno w m-plikach moze by¢ pracochtonne. Mozna to omina¢ i umiescic je
wszystkie w jednym skrypcie, ale wtedy nalezy na poczatku skryptu nalezy
podaé stowo kluczowe function a po nim nazwe, pod ktorg jest on zapisany
na dysku (bez argumentow). Kolejne funkcje zadeklarowane pod pierwsza
deklaracjg funkcji w takim pliku sa traktowane jako podrzedne (podfunkcje),
inie sg dostgpne z zewnatrz. Musza by¢ one wtedy konczone stowem kluczo-
wym end. To stowo nalezy wtedy rowniez umiesci¢ na koncu pliku. Powstaje
wiec wykonywalny plik funkcyjny. Zostalo to uzyte w Przyktadzie 2.1 1 2.2.
Umieszczanie w skrypcie kilku funkcji podrz¢dnych ilustruje ten program:

function wyrazenie

%ten skrypt oblicza wartos¢ ziozonego wyrazenia
%wykorzystujac dwie funkcje podrzedne

X=0.5;
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z=w1l(x)
function w=wl(x)
w=(X"2+x"3)/ (x*(1/2)+x"~(1/3));
end
function w=w2(x)
w=(exp(x)+exp(1/x))/(exp(x)-exp(1/x));
end
w=sin(wl(x)/w2(x)+w2(x))

end
W wyniku otrzymujemy

zZ =
0.2499
W =

-0.9869

Jesli kilka roznych funkceji oblicza¢ bedziemy jednoczesnie dla danego parame-
tru, to wtedy mozna uzy¢ wielu wyjs¢ z funkcji. Wtedy jednak zmienne lokalne
beda wspolne wewnatrz funkcji. Obrazuje to ponizszy przypadek.

Funkcja ma postac:

function [w,v]=w1i2(x)

%ta funkcja oblicza wartosci dwu wyrazen
w=(X"2+x23)/ (x*(1/2)+x*(1/3));
v=(exp(x)+exp(1/x))/(exp(x)-exp(1/x));

skrypt z jej wywotaniem ma postac:

%ten skrypt oblicza wartos¢ ziozonego wyrazenia
%wykorzystujgc funkcje zewnetrzng

X=0.5;

[y z]=wli2(x);

w=sin(y/z+z)

Po wywotaniu tego skryptu otrzymamy wynik:

W =
-0.9869
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2.8.5. Przekazywanie nazwy funkcji jako parametru

MATALB umozliwia przekazywanie nazwy funkcji jako parametru w wywolaniu.
Daje to mozliwos¢ wyboru funkcji w zalezno$ci od np. warto$ci parametru
wprowadzonego przez uzytkownika. Ilustruje to przyktad 2.3.

Przyklad 2.3. Baza danych — przekazywanie nazwy funkcji

Stworzono niewielkg baz¢ danych fizykochemicznych w postaci przedstawione-
go tu pliku w Excelu (plik Bazal.xls).

Baza danych wtasciwosci fizykochemicznych

Gestosc= Ciepto wt.—
Zwiagzek 1 651,4 -0,0264 1,12 0,014  0,00028
Zwigzek 2 762,7 -0,082 1,01 0,011 0,0017
Zwigzek 3 998,2 -0,018 2,02 0,021 0,0012
Zwigzek 4 872,2 -0,045 0,98 0,016 0,0032
Zwigzek 5 561,2 -0,014 0,92 0,018 0,0025
Zwigzek 6 1221,3 -0,022 1,17 0,011 0,0016

Baza danych zawiera sze$¢ zwiazkéw chemicznych i wspolczynniki rownan
aproksymacyjnych dwu wilasciwos$ci dla kazdego z nich. Plik zostaje wczytany
do pamigci roboczej za pomocg zbudowanej w tym celu funkcji loadbase.
Wykorzystano tu polecenie x1sread( “<nazwa>’) (zob. sekcja 5.1.2), ktore
wczytuje dane z pliku Excela (pomijajac kolumny i wiersze niezawierajace
danych liczbowych) i umieszcza je w tablicy dane.

I~ loadbase.m

function loadbase(bnazwa);

global dane;

%Jednorazowe wczytanie do pamieci wybranej bazy danych
%z pliku Excela

dane=xlsread([bnazwa,'.x1s']);

Uwaga: nawiasy [ | w wywotaniu funkcji x1sread scalajg dwa tancuchy: na-
zwa i ©.x1s’ (konkatenacja pozioma).

Plik mybase.m zawiera funkcje obliczajace odpowiednig wiasciwos¢ (metody).

Zawiera on wszystkie formuty shuzace do obliczania wlasciwosci (jako podfunkcje).
Rozwiazanie takie pozwala na spakowanie wszystkich metod do jednego pliku.
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7 mybase.m
function out=mybase(nazwa,i,t)
out=feval(nazwa,i,t);

function y = dens(i,t)
global dane
y=dane(i,1)+t*dane(i,2);

function y = hcap(i,t)
global dane
y=dane(i,3)+dane(i,4)*t+dane(i,5)*t"2;

Po uruchomieniu pliku ze skryptem o nazwie usebase.m (to glowny plik przy-
ktadu — ponizej) nastgpuje wczytanie wybranej bazy a nastgpnie obliczenie
zadanej wlasciwosci. W wywotaniu funkcji mybase zostaje przekazana nazwa
wybranej funkcji do obliczania wiasciwosci oraz aktualne parametry. Nazwa ta
zostaje zinterpretowana w pliku mybase.m za pomoca polecenia feval, ktore
wybiera wywolang funkcje. Wynik przypisany do wyjscia out wraca do pliku
usebase.

7 usebase.m
clear all; close all; clc
%skrypt, ktory ilustruje wykorzystanie bazy danych

loadbase( 'Bazal');

i=2; %Numer zwigzku, ktorego wiasciwosc¢ odczytamy
t=20; %Temperatura, w ktorej obliczymy wtasciwos¢é

%odczytanie gestosci
rho=mybase('dens’',i,t);
rho

%odczytanie ciepta wtasciwego
cp=mybase("hcap',i,t);

cp

Rezultat 2.3
rho = 761.0600
cp = 1.9100
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Warto zauwazy¢, ze odwolanie do nazwy funkcji w wywolaniu wymaga
umieszczenia nazwy funkcji w apostrofach. Mozna tak postgpowac, jezeli funk-
cja znajduje si¢ w tym samym pliku. Jesli funkcja znajduje si¢ w osobnym pliku,
mozna poshuzy¢ si¢ tzw. uchwytem funkcji @ (ang. handle) np. @dens zamiast
‘dens’. Tq metoda postuguje si¢ wiele funkcji wbudowanych w MATLABa.

2.8.6. Funkcje anonimowe

Istnieje mozliwo$¢ uproszczonego sformutowania funkcji zajmujace;j tylko jedna
lini¢ kodu. Moze ono wystgpowa¢ w dowolnym skrypcie, jak tez by¢ wprowa-
dzane w linii polecen. Tworzac funkcj¢ anonimowg, definiuje si¢ w istocie
zmienng be¢daca uchwytem tej funkcji za pomocg wyrazenia

fhandle = @(<lista argumentow>) <wyrazenie>

W ten sposob mozna zdefiniowa¢ funkcj¢ np. przeliczajaca temperature ze stop-
ni Fahrenheita na stopnie Celsjusza

FtoC=@(tF) 5/9*(tF-32)

Po wpisaniu tej funkcji w Command Line mozna ja wykorzysta¢ do przelicze-
nia temperatury 100 °F na °C

FtoC(100)
ans =
37.7778

W przykladzie 2.4 pokazanym ponizej obliczymy jednostke¢ przenikania masy
w gornej czgsci kolumny rektyfikacyjnej przy destylacji uktadu dwuskladniko-
wego (Serwinski, 1971).

Yp dy
NTU = [= @.1)
YF y N y
Roéwnowage ciecz-para policzymy na podstawie lotnosci wzglednej o
R o
y () =—7= 2.2)

a+——
X
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stusznego dla x > 0. Réwnanie gornej linii operacyjnej wykorzystamy do obli-
czenia x dla danego y. Liczba powrotu R jest dana. Dane sg zawarte

W programie.
x_R+J 1 . 23)
R " R+17? '

Przyktad 2.4. Wykorzystanie funkcji anonimowych do obliczenia NTU

7 p2_4.m

%Przyktad 2.4

%#Uzycie funkcji anonimowej

R=3;

alfa=2.5;

xD=0.95;

yD=0.95;

yF=0.5;

yeqg=@(x) alfa./(alfa-(1-x)./x);
xg=@(y) (R+1)./R*(y-1./(R+1)*xD);
fpodcalkowa=@(y) 1./(yeq(xg(y))-y);
% funkcja quad oblicza catke oznaczona
N=quad(fpodcalkowa,yF,yD)

Rezultat 2.4

1.2776

Wyrazenie wystgpujace w funkcji anonimowej moze by¢ wywolaniem innej
funkcji, w tym takze funkcji anonimowej jak np.

f1=@(x) f2(x)

Powyzsze wywotanie nie ma wigkszego sensu, gdy listy argumentéw sg iden-
tyczne, lecz staje si¢ bardzo uzyteczne, gdy listy argumentow sg rézne np.

f 1=@(x) f2(x,a,b,c)

gdzie a, b, ¢ to zmienne wystgpujace w programie gtéwnym. Pozwala to na
przekazanie dodatkowych parametrow do wnetrza funkcji, w wywolaniu ktore;
nie ma na nie miejsca jak np. w solverze rownan fzero czy uktadéw réwnan
fsolve (zobacz przyktad 2.5¢)
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2.8.7. Przekazywanie dodatkowych parametréw do funkcji wbudowanych

MATLAB posiada wiele wbudowanych funkcji stuzacych do rozwigzywania
typowych zagadnien numerycznych. Funkcje te posiadajg sztywna skladnig, nie
zawsze pozwalajaca na przekazywanie wszystkich niezbednych parametrow.
Przekazywanie dodatkowych parametrow mozna zorganizowac na trzy sposoby:
— przez zmienne globalne,

— przez funkcje anonimowe,

— przez funkcje zagniezdzone.

Sposoby te oméwimy na przykladzie funkcji fsolve (dostgpna w skrzynce
Optimization Toolbox) sluzacej do poszukiwania miejsc zerowych réwnan
(zob. Rozdz. 6). Rozwiazywa¢ bedziemy rownanie Darcy-Weissbacha, poszuku-
jac predkosci cieczy u w rurociagu, dla ktorej znany jest spadek ci$nienia Ap
na jego koncach. Rurociag jest poziomy i ma stalg srednice d. Wykonany jest
z rury o dlugosci L i szorstkosci €. Wg réwnania Darcy-Weisbacha spadek
ci$nienia wynosi wtedy:

2

Lu
Ap = A(Re,e)—— 2.4)
p = MRe,e)=—-p
gdzie
_ 1.325
2
2.5
In ijiﬁ (2.5)
3.7 Re”
oraz Re = udp/p. Tak wigc rozwigzywane rOwnanie ma postac:
udp L u’
Ap—A —.,e|=——p=0 2.6
e 26)

Rownanie (2.6) jest nieliniowe ze wzglgdu na u i wymaga rozwigzania nume-
rycznego. Wykorzystamy funkcj¢ fsolve o wywolaniu

[u fval] = fsolve(fun,u®)

gdzie u — znaleziony pierwiastek, fval — warto$¢ funkcji w miejscu zerowym,
fun — lewa strona rownania w funkcji u, u0 — wartos¢ startowa u.

Do funkcji fun (lewa strona réwnania (2.6)) nalezy jednak przekaza¢ oprocz u
rowniez wszystkie pozostale parametry. Ponizsze przyklady ilustruja jak to
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zrobi¢ wg wymienionych tu sposobow. Dla wszystkich wariantow napisana zostata
wspolna funkcja do obliczania wspotczynnika oporu zapisana jako lambda.m

'~ lambda.m

%wspotczynnik oporu przysciennego

%wzor wazny dla 5000<Re<1078 i 10"-6<eps<10”-2
function y=lambda(Re,eps)
1=1log(eps./3.7+5.74/Re”0.9);

y=1.325/1"2;

Przyklad 2.5. a Przekazywanie parametrow przez zmienne globalne

Funkcja lewej strony rozwigzywanego roéwnania ma posta¢ (plik DWg.m)

—~ DWg.m

%rownanie Darcy-Weisbacha

function y=DWg(u)

global eps d L dp rho mu
Re=u*d*rho./mu;
y=dp-lambda(Re,eps)*L./d*u”2./2*rho;

a gléwny program (plik rozwDWg.m)

=7 rozwDWg.m

%Przyktad 2-5a

%Rozwigzanie rdéwnania Darcy-Weissbacha
%z przekazywaniem parametréw przez zmienne globalne
clear all

global eps d L dp rho mu

d=0.01;

L=100;

dp=98000;

rho=1000;

mu=10--3;

eps=2*10"-3;

uo=1; %punkt startowy

[u fval]=fsolve(@DWg,u®)

Jak wida¢ funkcja DWg przekazuje przez liste argumentdéw jedynie zmienng u,
gdyz tak wymaga skladnia funkcji fsolve. Pozostale argumenty pobiera ze
zmiennych global. Przekazywanie parametréw w ten sposob jest o tyle niewy-
godne, ze nazw tych zmiennych nie mozna uzywac lokalnie do innych celow.
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Przyklad 2.5 b Przekazywanie parametrow przez funkcje anonimowq

Funkcja lewej strony rozwigzywanego rownania ma postac (plik DWp.m)

7 DWWp.m

%réwnanie Darcy-Weisbacha

function y=DWp(u,eps,d,L,dp,rho,mu)
Re=u*d*rho./mu;
y=dp-lambda(Re,eps)*L./d*u*2./2*rho;

a gléwny program (plik rozwDWp.m)

~ rozwDWp.m

%Przyktad 2-5b

%Rozwigzanie rdéwnania Darcy-Weisbacha
%z przekazywaniem parametréw za pomoca funkcji anonimowej
clear all

d=0.01;

L=100;

dp=98000;

rho=1000;

mu=10--3;

eps=2*10"-3;

uo=1; %punkt startowy
f=@(u) DWp(u,eps,d,L,dp,rho,mu);

[u fval]=fsolve(f,ud)

Przyklad 2.5 ¢ Przekazywanie parametrow przez funkcje zagniezdzong
Funkcja lewej strony rozwigzywanego rownania ma postac (plik DWn.m)

I~ DWn.m
%réwnanie Darcy-Weisbacha
function [x,feval]=DWn(u@,eps,d,L,dp,rho,mu)
[x,feval]=fsolve(@DW,uQ);
function y=DW(u)
Re=u*d*rho./mu;
y=dp-lambda(Re,eps)*L./d*u”2./2*rho;
end
end
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a gléwny program (plik rozwDWn.m)

I~ rozwDWn.m

%Przyktad 2-5c

%Rozwigzanie rdéwnania Darcy-Weisbacha
%z przekazywaniem parametrdow przez funkcje zagniezdzona
clear all

d=0.01;

L=100;

dp=98000;

rho=1000;

mu=10--3;

eps=2*10"-3;

uo=1; %punkt startowy

[u fval]=DWn(u@,eps,d,L,dp,rho,mu)

Rezultat 2.5
W kazdym z powyzszych przypadkéw otrzymujemy ten sam wynik

0.7311
(%]

u
fval

2.8.8. Funkcje matematyczne MATLABa przydatne w obliczeniach
inzynierskich
Sposrod wielu wbudowanych funkeji wybrano kilka najbardziej przydatnych

w obliczeniach stosowanych w inzynierii procesowej. Zobacz wigcej w menu
pomocy w zakladce Functions/ Mathematics.

Tablica 2.1. Wybrane funkcje matematyczne MATLABA

Funkcja | Przyktad wywotania | Dzialanie
Rozniczkowanie numeryczne
polyder P=polyder(p) Analityczna pochodna wielomianu —

zwraca wektor wspotczynnikow wie-
lomianu pochodnej, p — wektor wspot-
czynnikow wielomianu (od najwyzszej

potegi zaczynajac)
gradient [FX]=gradient(F) Gradient — wektor pochodne;j funkcji F
[FX, FY]:gr\adient(F) po wektorze jej argumentu X, W przy-
itd padku funkcji wielowymiarowych po

jej kolejnych parametrach
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diff Z=diff(X) Zwraca wektor roznic miedzy n ele-
mentami wektora X. Jesli elementy
wektora sg rowno oddalone o Ah wtedy
wektor Z podzielony przez Ah daje
wektor przyblizonych n-1 warto$ci
pochodne;j.

del2 Z=del2(U) Jesli U jest macierza wartoci funkcji
macierzy dwu zmiennych X, Y to Z jest
laplasjanem U:

U U
VU =| —+—
1) G) ¢

Catkowanie numeryczne

quad Z=quad(fun,a,b) Calka oznaczona metoda Simpsona
funkcji fun w przedziale a,b
polyint P=polyint(p) Analityczna catka oznaczona wielo-

mianu, P jest wektorem wspotczynni-
kow wielomianu catki.

trapz Z=trapz(X,Y) Catka oznaczona z funkcji danej wekto-
rami XiY

Funkcje specjalne

erf Z=erf(X) Funkcja btedu

erfc Z=erfc(X) Dopehienie funkcji bledu

gamma Z=gamma (X) Funkcja gamma

besselj Z=besselj(n,X) Funkcja Bessela pierwszego rodzaju
rzedu n.

2.9. Instrukcje

Przedstawione tu instrukcje zapewniajg przeplyw informacji w programie. Nale-
zy jednak pamigtac, ze jezyk MATLABa jest w petni obiektowy i mozna w nim
wykorzystywa¢ mozliwosci programowania obiektowego. Tego aspektu tu nie
poruszono.

2.9.1. Instrukcje warunkowe

Instrukcja warunkowa if sprawdza warunek logiczny. Warunek moze by¢ zto-
zony — do jego budowy stosuje si¢ operatory relacji i operatory logiczne. Jezeli
warunek jest spelniony (wyrazenie logiczne ma warto$¢ 1 co oznacza prawdg),
to jest wykonywana instrukcja, ktdra wystepuje zaraz po warunku lub caty blok
instrukcji. Jezeli natomiast warunek nie jest spelniony, to ciag instrukcji po if
nie bedzie wykonany, ale jezeli zdefiniujemy else jest wykonywana instrukcja
lub blok zaraz po else. W MATLABie mamy jeszcze mozliwo$¢ zdefiniowania
warunku posredniego elseif. Oto skladnia instrukcji:
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if wyrazenie logiczne
instrukcje

elseif wyrazenie logiczne
instrukcje

else
instrukcje

end

2.9.2. Instrukcje iteracyjne

Instrukcja while jest petla wykonujaca cyklicznie umieszczony wewnatrz kod,
pod warunkiem ze wyrazenie warunkowe zwraca wartos¢ TRUE. Skfadnia
instrukcji:

while wyrazenie
instrukcje
end

Przed kazdym wykonaniem instrukcji nastgpuje sprawdzenie warunku. Pgtla
zostanie przerwana, gdy warto$¢ warunku bedzie rowna FALSE. W celu prze-
rwania wykonywania instrukcji nalezy wywota¢ instrukcje break wewnatrz in-
strukcji while. Przestrzegamy przed petla nieskonczong, gdy warunek jest zle
sformutowany. Jesli program zawiesi si¢, mozna go przerwac przez CTRLA+C.

Instrukcja for jest petlg o liczonej liczbie wykonan. Sktadnia instrukcji:

for indeks=<zakres>
instrukcje
end

Zakres to wektor warto$ci generowany za pomocg operatora : (ang. colon ope-
rator). Zapis a:b tworzy cigg wartosci a, a + 1, a+ 2...b, a zapis a:krok:b tworzy
ciag a, a + krok, a + 2’krok,...b. Zakres moze by¢ rowniez wczesniej zdefinio-
wanym wektorem.

Dla kazdego elementu tego ciggu lub wektora wykonywany jest zestaw instruk-
cji ponizej. Wewnatrz petli mozna wykorzysta¢ aktualng wartos¢ zmiennej in-
deks, lecz nie wolno zmieniac jej warto$ci. Po wyczerpaniu wszystkich wartosci
ciggu petla jest przerywana.
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2.9.3. Instrukcja wyboru

Struktura instrukcji wyboru switch sklada si¢ z serii przypadkow case i op-
cjonalnego przypadku otherwise. Po stowie kluczowym switch nastepuje
wyrazenie sterujace. Warto$¢ tego wyrazenia jest porownywana z kazda z ety-
kiet case. Jesli wynik porownania jest prawdziwy wykonane zostang instrukcje
po tym przypadku case. Instrukcja break powoduje, ze wykonanie programu
jest kontynuowane od pierwszej instrukcji po strukturze switch. Jezeli nie
bytoby instrukcji break to po wystapieniu dopasowania zostang wykonane
instrukcje wszystkich pozostatych przypadkow case. Jesli nie wystapi dopaso-
wanie w zadnym z przypadkow case, zostanie wykonany przypadek domyS$lny
otherwise. Kazdy przypadek case moze zwiera¢ jedng lub wigcej instrukcji.
Sktadnia instrukcji jest nast¢pujaca:

switch wyrazenie logiczne
case wartoscl

instrukcje
case wartosc¢2

instrukcje

otherwise

instrukcje

end

2.9.4. Instrukcje wejScia/wyjscia w oknie Command Window

Wykonujac obliczenia zarowno w trybie interaktywnym jak i za pomoca
uruchamianych programow, czgsto wprowadzamy do pamigcei dane za pomoca
klawiatury, jak i wyprowadzamy na ekran wyniki obliczen.

Wprowadzanie zmiennych w trybie interaktywnym omowiono w punkcie 2.3.1.

W programach postugujemy si¢ instrukcjami:

input(‘p’) polecenie wprowadzenia danej z klawiatury. Na ekranie
pojawia si¢ napis (fancuch) p i program czeka na wprowa-
dzenie danej. Wprowadzenie danej odbywa si¢ przez wpisanie
jej wartosci 1 weisnigeie Enter. Dokonana zostaje konwersja
wprowadzonego taficucha na warto$¢ zmiennej, pod ktorag
jest podstawiona funkcja input. Jesli wystapi blad konwersji,
program zatrzymuje si¢ i wySwietlany jest komunikat btedu.
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input(‘p’,’s’) dziala jak wyzej, ale powoduje wezytanie tancucha znakow
(‘s’ — to opcja tej instrukcji).

menu( ‘Nazwa’, ‘0l1’,’02’,03°,..)
pozwala na wybodr jednej z kilku opcji. Wybranej opcji
przypisywana jest warto$¢ liczby calkowitej odpowiadajace;
pozycji tej opcji na liscie.

disp(x) wysSwietla na ekranie macierz lub tancuch znajdujacy si¢
w zmiennej X bez wyswietlania jej nazwy.

Przykladowe wczytanie danej z klawiatury

T=input( ‘Podaj temperature pomiaru: ¢)
Imie=input(‘Imie studenta:’,’s’);

Przykladowy wybor opcji z menu

i font = menu( ‘Wybierz Kolor’, ‘Czarny’,’Biaty’,’Czerwony’);
Przykladowe wyswietlenie wyniku na ekranie

disp( ‘Temperatura wynosi’); disp(T);

Okno Command Window jest przewijane w miarg, jak pojawiaja si¢ na nim
kolejne wyniki. Mozna cofng¢ je po zakonczeniu dziatania programu za pomocg
suwaka, mozna tez zatrzymywaé¢ wydruki po zapeklieniu ekranu. T¢ opcje
uruchamia si¢ komenda more on. Wtedy po zapetnieniu ekranu nalezy wcisng¢
Enter, by pokazat si¢ nastepny. Opcje¢ t¢ wylacza sie poleceniem more off.

2.9.5. Uruchamianie programow

Pisanie nowego programu rozpoczyna si¢ od wybrania opcji File>New z menu
glownego. Sposrod wielu typow plikow, ktore mozna wybraé interesuje nas typ
Script lub Function. Po wybraniu otwierane jest nowe okno edytora, w ktorym
wpisujemy program pod wybrang nazwa np. Wykres1. Po ukonczeniu plik zapi-
sujemy na dysku w katalogu roboczym lub wybranym katalogu docelowym.
Jesli plik bedzie uruchamiany w tej samej sesji nalezy zmieni¢ nazwe katalogu
roboczego na docelowy, ktory stanie si¢ roboczym. Zapisany plik uruchamiamy
badz z edytora opcja Debug>Run, badz wybierajac ten plik z katalogu roboczego.
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W trakcie uruchomienia mogg pojawic¢ si¢ btedy np.

??? Error: File: Wykresl.m Line: 7 Column: 11
Unexpected MATLAB expression.

Nalezy po wejsciu w edytora dokona¢ odpowiednich poprawek w programie
iuruchomi¢ go ponownie. Przy okazji uruchomienia nastgpuje rdwniez zapisanie
poprawionej wersji m-pliku w katalogu roboczym.

W trakcie poprawiania kolejnych bledow (ang. debugging) zachodzi potrzeba
sprawdzania aktualnego stanu zmiennych po wykonaniu danej linijki kodu.
Mozna wtedy umiesci¢ po tej linii polecenie keyboard. Po napotkaniu tej
instrukcji program przerywa dzialanie i przekazuje kontrole klawiaturze. W oknie
Command Window pojawia si¢ nowe ponaglenie postaci

k>>

Mozna teraz odczyta¢ warto$¢ aktualng dowolnej zmiennej z pamigci robocze;.
Whisanie return powoduje powrot do wykonywania programu.

W MATLAB:Ie istnieje wyspecjalizowany debugger, ktorego polecenia mozna
dotacza¢ do programu. Nauka jego obstugi przekracza jednak zakres tej pracy.

2.9.6. Publikowanie raportéw

Zwykle do prezentacji wynikow obliczen wystarcza przekopiowanie zwartosci
Command Window i uzupeknienie jej kopiami wykreséw generowanych przez
MATLABa. Jednak do tworzenia bardziej eleganckich prezentacji zaréwno
samego programu jak i jego wynikow stuzy publikowanie raportéw. Raporty
mozna tworzy¢ w formacie MS Worda®, Power Pointa®, pdf, html i innych.
Domys$Inym formatem jest html.

Publikowanie zezwala na umieszczenie w raporcie takich elementow, jak: tytut
raportu, nagtowki sekcji, listy wypunktowane, spis tresci, rOwnania, rysunki
i inne. Pozwala tez zmienia¢ krdj czcionki w kazdym z tych elementow, wy-
thuszcza¢ druk lub pisa¢ go kursywa.

Do wstawiania elementow tekstowych stuza polecenia z menu Edytora plikow.
W tym celu wybieramy pozycje Cell/Insert Text Markup. Ma ona opcje pokazane
na Rys. 2.6.
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Insert Text Markup [} » Document Title and Intreduction
Section Title with Cell Break

Mext Cell Ctrl+Down
nanij ) Section Title Without Cell Break
Previous Cell Ctrl+Up
Bold Text
ambda=6&4,/Re, ‘guad Re\le 210052 Italic Text
(Re) &4./Re; Monospaced Text

linspace (10,2100,20);

Hyperlinked Text
m (Relam) ; ot

Preformatted Text
hena w zakresie burzliwym*
2 Image
Bulleted List
rac{l1}{\lambda}=\left (2*\log {10}\left (\frag Mumbered List
HTML Markup
= LaTeX Markup

TeX Equaticn

Force Snapshot

Rys. 2.6. Opcje wstawiania tekstu Insert Text Markup

Nalezy uwazac, aby nie zmienia¢ znakoéw % i $, ktore znajduja si¢ we wstawionych
przez MATLAB w nasz program wierszach. Stuza one formatowaniu tzw.
komorek programu i nie sg traktowane jak zwykte znaki komentarza.

Do edycji rownan stuzy zestaw symboli edytora LaTeX. Ten edytor do budowy
wyrazen matematycznych postuguje si¢ wylacznie znakami z klawiatury.
W zestawieniu w tablicy 2.1 podano kilkanascie przydatnych symboli. Poprzedza
si¢ je zawsze znakiem\(backslash).

Tablica 2.2. Przydatne symbole LaTeXa

Symbol Przyklad Rezultat
\nazwa grec- | \beta , \Gamma BT
kiej litery
W \a~{2+3} a’” — wyktadnik
\ {} \a_{w} a, — indeks dolny
\frac {} {} \frac {a}{b} a

— —ulamek

b
\cire \circC °C — znak stopnia
\partial \partialT 0T — znak pochodnej

czastkowej

\infty \infty oc — znak nieskonczono$ci
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\int \int y dy Iydy — znak catki
nieoznaczonej
\int_x17x2 \int_e™\infty “q
frac{1}{y} dy J-—dy — znak calki
0
0ZNnaczonej
\pm a\pmb atb
\approx a\approxb a~b
\neq a\negb azb
\le a\le5 a<5 — mniejsze roOwne
\ge a\ge5 a>5 — wigksze réwne
\nabla \nablaT VT — znak nabla
\rightarrow H+Cl\rightarrowHCl | H+Cl—HCI — znak strzatki
\sum \sumw 2w — znak sumy
\sum { }M{} | \sum{i=1}"{n}q_{i} | =
Z q; — znak sumy
i=1
z zakresem
\quad \quad poczworna spacja (odstep)
\sqrt{} \sqrt{\pi} Jr — pierwiastek
kwadratowy
\left ( \left ( duzy nawias otwarty
\right ) \right ) duzy nawias zamknigty

Wiele innych symboli oraz konstrukcje uzywane do budowy macierzy i tablic
mozna znalez¢ w Internecie. Warto si¢ z nimi zapozna¢, gdyz mozna je uzywac
takze do opisu wykresow (por. Rozdz. 4).

Po zakonczeniu budowy programu wraz z poleceniami publikowania nalezy
program opublikowac, tzn. przeksztalci¢ na plik wynikowy. Najprosciej wybrac
opcje File/Publish <nazwa> z glownego menu Edytora. Przyklad publikowania
programu zawiera Projekt 2.2
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PROJEKT 2.1
Temat: Konstrukcja wykresu Moody’ego wraz z publikacjg raportu
Toolbox: -

W katalogu PROJEKTY/R2/Projekt 2-1 znajduje si¢ plik gtéwny P2_1.m oraz
katalog html, gdzie znajduje si¢ wynikowy raport. Pliku P2_1.m nie nalezy uru-
chamia¢. Po ewentualnych modyfikacjach nalezy go opublikowa¢ przez wybor
opcji File/Publish P2 1.

Uwaga: pewne instrukcje uzyte w tym programie sg zawarte w dalszych rozdzia-
fach. Réwnanie Chena pochodzi z pracy Chen, 1979.

7 P2 1.m

%% PROJEKT 2.1 WYKRES MOODY 'EGO

% Wykres Moody'ego zwany roéwniez Harfa Nikuradze

% przedstawia zaleznos¢ wspdiczynnika oporu przysciennego
% od liczby Reynoldsa dla przeptywu w rurze, w zaleznosci od
szorstkosci

% rury.

% (k - wysokos¢ nieréwnosci, D - Srednica rury)

%%

% *Rownanie w zakresie laminarnym*

%%

%

% $$\lambda=64/Re, \quad Re\le 2100%$$

llam=@(Re) 64./Re;

Relam=1linspace(10,2100,20);

la=1lam(Relam);

%%

% *Rownanie Chena w zakresie burzliwym*

%%

%

%
$$\frac{1}{\lambda}=\1left(2*\1log_{10}\left(\frac{\epsilon}{7.705
6}-
\frac{5.0452}{Re}\log_{10}\left(\frac{\epsilon~{1.1098}}{2.8257}
+\frac{5.8506}{Re~{0.8981}}\right)\right)\right)~2%$$

%%

% gdzie

%%

%

% $$\epsilon=\frac{k}{D}$$

%
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11=@(Re,ep) (ep.~1.1098)./2.8257+5.8506./Re.”0.8981;
12=@(Re,ep) ep./3.7056-5.0452./Re*1loglo(11(Re,ep));
ltur=@(Re,ep) 1./(2*1ogle(12(Re,ep)))."2;
Returl=linspace(4100,1e4,10); %zageszczony obszar poczatkowy Re
Retur2=1logspace(4,8,50); %reszta obszaru Re
Retur=[Returl Retur2];
epr=[1le-6 le-5 le-4 le-3 le-2 le-1]"';
lb=eye(6,60);
for i=1:6

for j=1:60

1b(i,j)=1tur(Retur(j),epr(i));

end

end

%Wykres

loglog(Relam,la, 'LineWidth',2);

hold on

loglog(Retur,1b, 'LineWidth',2);

grid on;

title( 'Wykres Moody' 'ego dla rur szorstkich');
xlabel('Re")

ylabel('\lambda');

Wyniki 2.1

Rezultatem publikacji jest plik P2_1.html, ktérego zawarto$¢ pokazano ponize;.

PROJEKT 2.1 WYKRES MOODY'EGO

Wvkres Moodv'ego zwany rowniez Harfa Nikuradze przedstawia zaleznos¢ wspolczynnika
oporu przysciennego od liczby Reynoldsa dla przeplywu w rurze, w zaleznosci od
szorstkogct rury. (k - wysokosc nierownoécet, D - érednica rury)
Réwnanie w zakresie laminarnym
A=04/Re, Re <2100

1lam=@ (Re) &4./Re;

Relam=linspace (10,2100, 20) ;
la=llam (Relam) ;
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Roéwnanie Chena w zakresie burzliwym

¢ 5.0452 [ el109S 5 8506 \ \2
]

1 {
== '-._Q # logy |

Re [°%w0 | 53557 * Revwer )

gdzie
k
D

11=@ (Re,ep) (ep.”1.1098)./2.8257+5.8506./Re. 0.8981;

12=@ (Re,ep) ep./3.7056-5.0452./Re*1ogl0 (11 (Re,ep)):
ltur=@(Re,ep) 1./(2*1logl0(12(Re,ep)))."2;

Returl=linspace (4100,1e4,10): %zageszczony obszar poczatkowy Re
Retur2=logspace (4, 8,50) ; %reszta obszaru Re

Retur=[Returl Retur?]:;

epr=[le-& le-5 le-4 le-3 le-2 le-1]';

lb=eye (&, 60) ;

for i=1:6
for j=1:8&0
1b({i,j)=ltur (Retur(j),epr(i)):
end
end
ITWykres
loglog (Relam, la, 'LineWidth',2);
hold on
loglog (Retur, 1b, ' LineWidth', 2) ;
grid on;

title ('Wykres Moody''ego dla rur szorstkich'):

Wykres Moody'ego dla rur szorstkich

~ 10
10
3
1D 1 1 1
10° 10° 1ot 10° 10°
Re

Rys. 2.7. Raport wygenerowany w projekcie -
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3. OPERACJE NA MACIERZACH

Najczesciej w MATLABie macierz (ang. matrix) oznacza prostokatng
tablice wypetniong liczbami, o wymiarach n x m. Jesli n=m to méwimy ze
macierz jest kwadratowa. Zazwyczaj pierwszy indeks elementu macierzy ozna-
cza numer wiersza danej macierzy, a drugi numer kolumny. Wektor to macierz
jednokolumnowa lub jednowierszowa. Skalar to macierz o jednym wierszu
i jednej kolumnie.

a, dp a,
A= ) dy ay,
anl anZ anm

Indeksowanie macierzy w MATLABie zaczyna si¢ od 1, tak wigc element
w lewym gornym rogu powyzszej macierzy ma indeksy 1,1.

W MATLABIe wszystkie zmienne s3 macierzami, nawet skalary sa traktowane
jako macierze o liczbie wierszy i kolumn réwnej 1. Dlatego uczac si¢ postugi-
wania MATLABem, nalezy dobrze opanowa¢ zawarto$¢ tego rozdziatu.

W typowej macierzy moga znajdowac si¢ jedynie liczby. Struktury, w ktoérych
wystepujg inne typy danych lub dane o réznych typach, zostang omowione dale;j.
Zasady rachunku macierzowego i algebry liniowej oraz jej zastosowania
w inzynierii procesowej dobrze opisuje monografia Zaleskiego, 1987.

3.1. Macierze pelne

3.1.1. Tworzenie macierzy pelnych

Macierze pelne (ang. full matrices) zwane inaczej macierzami gestymi zawieraja
przewazajaca liczbe elementow niezerowych. Domyslnie MATLAB traktuje
kazda macierz jako gesta.
W programie MATLAB macierze mozna tworzy¢ réznymi sposobami, podsta-
wowym sposobem jest wyliczanie elementéw macierzy. Do budowy macierzy
uzywamy nawiaséw kwadratowych [ ]. Macierze budujemy np. przez
e zdefiniowanie wektora wierszowego, wyliczymy elementy rozdzielajac
je spacjami
A=[ 9 48 4 57 023 9 45 21 8 534 76 4 12 3]
e zdefiniowanie wektora kolumnowego, wyliczmy elementy rozdzielajac
je srednikami
E=[ 9; 48; 4; 57; 023; 9; 45; 21; 8; 534; 76]
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e zdefiniowanie wektora wierszowego przez podanie zakresu zmiennej
catkowitej
A=[1:5]
Bedzie on wypetniony liczbami 1 2 3 4 5.
Aby zamieni¢ go na wektor kolumnowy, nalezy wykona¢ operacje
transpozycji A=transpose(A) inaczej A=A".

e zdefiniowanie macierzy o rozmiarach 3x4 przez wyliczanie
F=[ 9 48 4 57; 023 9 45 21 ; 534 76 4 12]

e zdefiniowanie macierzy o rozmiarach 4x4 przez wyliczanie, kolumny
rozdzielamy spacjami, natomiast przej$cie do nastgpnego wiersza naste-
puje przez nacis$ni¢cie klawisza ENTER

G=[ 9 48 4 57
23 9 45 21
8 534 76 4
3 6 8 4 ]

e tworzenie macierzy z innych macierzy i wektorow np.
A=[ 0:5; 5:10; 40:45]
Dwukropek to operator zakresu znany z instrukcji for.
Nalezy pamigtac, ze musza zgadza¢ si¢ wymiary wektorow lub macie-
rzy, z ktorych bedzie tworzona macierz gldwna. Ponizsze zdefiniowanie
jest bledne, w pierwszym wierszu jest sze$¢ kolumn, w drugim wierszu
jest osiem kolumn, a w trzecim wierszu sg cztery kolumny.
[0:5; ©:7; 0:3]

e przez zbudowanie z innych macierzy
A=[ 14 7; 47 9; 4 2 8]
B=[ 37 4; 957; 69 4]

Uzycie nawiasow kwadratowych [ ] jest dopuszczalne jedynie przy definiowaniu
tablicy. Symbol [] oznacza macierz pustg. Jesli chcemy uzyska¢ dostep do poje-
dynczego elementu macierzy podajemy nazwe¢ macierzy i indeksy elementu
w nawiasach okragtych (). I tak A(1,2) = 4 oznacza podstawienie warto$ci 4
pod element macierzy A w drugiej kolumnie pierwszego wiersza natomiast
x=A(1,2) podstawienie pod zmienng X tego elementu (zob. rozdz. 3.6).

Dodanie wiersza lub kolumny do istniejacej macierzy jest mozliwe, jesli maja
one tyle samo elementéw co macierz wyjsciowa. Dodanie kolumny do macierzy
A w postaci wektora pionowego v ma posta¢ A=[A v], dodanie wiersza
w postaci wektora poziomego h ma posta¢ A=[A; h].
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Usunigcie wiersza lub kolumny z istniejacej macierzy dokonuje si¢ przez pod-

stawienie pustego elementu []. Tak wigc polecenie A(2,:) = []; usuwa caly
drugi wiersz z macierzy A, a polecenie A(:,3) = []; usuwa calg trzecia
kolumng. Operator : oznacza w tym przypadku wszystkie elementy wiersza
badz kolumny macierzy A.

3.1.2. Generowanie macierzy pelnych

Do generacji niektorych specjalnych macierzy stuza funkcje:

zeros(n)
zeros(n,m)
ones(n)
ones(n,m)
eye(n)
eye(n,m)

magic(n)

pascal(n)

poissrnd(k,n,m)
rand(n)
rand(n,m)
randn(n)
randn(n,m)

linspace(x1,x2,n)

generuje macierz zerowa o wymiarach n x n

generuje macierz zerowg o wymiarach n x m

generuje macierz wypeliong jedynkami o wymiarach
nxn

generuje macierz wypeliong jedynkami o wymiarach
nxm

generuje macierz o wymiarach n x n wypehiong zera-
mi, w ktorej na gldwnej przekatnej sa jedynki

generuje macierz wypetiong zerami w ktorej na glownej
przekatnej sa jedynki o wymiarach n x m

generuje macierz o wymiarach n xn o wilasno$ciach
kwadratu magicznego

generuje macierz o wymiarach n x n ktorej elementy
sa liczbami dodatnimi catkowitymi bedacymi wspot-
czynnikami w trojkacie Pascala

generuje macierz o wymiarach n x m liczb losowych
z rozktadu Poissona z parametrem k

generuje macierz o wymiarach nxn wypelniong
liczbami pseudolosowymi o rozktadzie jednostajnym
generuje macierz o wymiarach nxm wypelniong
liczbami pseudolosowymi o rozktadzie jednostajnym
generuje macierz o wymiarach nxn wypekliong
liczbami pseudolosowymi o rozktadzie normalnym
generuje macierz o wymiarach nxm wypelniong
liczbami pseudolosowymi o rozktadzie normalnym
generuje wektor od x1 do x2 podzielony na n rownych
czesci
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linspace(x1,x2)

generuje wektor od x1 do x2 podzielony na 100
(domyslInie) rownych cze¢sci

logspace(x1,x2,n) generuje wektor liczb logarytmicznych od x1 do x2

logspace(x1,x2)

compan(u)
hilb(n)

podzielony na n rownych cze¢sci

generuje wektor liczb logarytmicznych od x1 do x2
podzielony na 50 (domyslnie) réwnych czgséci

generuje macierz stowarzyszong wielomianu

generuje macierz Hilberta o wymiarach n x n i wyrazach
obliczonych jako 1/(i+j—1) gdzie i — numer wiersza,
j — numer kolumny. Macierz Hilberta jest przykltadem
macierzy zle uwarunkowane;j.

3.1.3. Funkcje przeksztalcajace macierze pelne

Oto wazniejsze funkcje za pomoca ktorych mozna dokonywac operacji na ma-

cierzach w MATLABiIe:

diag(A,k) zwraca k-ta przekatng (glowna przekatna ma k = 0)

eig(A) zwraca warto$ci wlasne macierzy (lub wartosci i wektory
wlasne)

fliplr(A) odwraca kolejno kolumny macierzy A (obrot pionowy)

flipud(A) odwraca kolejno wiersze macierzy A (obrot poziomy)

flipdim(A,dim) odwraca kolejno kolumny jesli dim=1 Ilub kolejno

repmat(A,m,n)
reshape(A,n,m)
rot90(A)
sort(A)
sort(A,dim)
sortrows(A)

transpose(A)
tril(A, k)

triu(A, k)

wiersze jesli dim=2

tworzy macierz ztozona z m pionowych i n poziomych
powtorzen macierzy A

zwraca macierz o n wierszach i m kolumnach z kolejnych
elementow kolumn z macierzy A

macierz A jest obracana w lewo o 90 stopni

uporzadkuj wektor w porzadku rosngcym

uporzadkuj macierz prostokatng w porzadku rosngcym we
wszystkich kolumnach (dim=1) lub wszystkich wierszach
(dim=2)

posortuj wiersze macierzy prostokatnej w porzadku
rosngcym wzgledem elementéw w pierwszej kolumnie.
zamienia kolumny z wierszami (inaczej A”)

zwraca macierz trojkatng dolng z macierzy A wzglgdem
k-tej przekatne;j

zwraca macierz trojkatng gorng z macierzy A wzgledem
k-tej przekatne;j.
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3.1.4. Macierze wielowymiarowe

Rozszerzeniem macierzy dwuwymiarowych sa macierze wielowymiarowe.
Macierze dwuwymiarowe maja dwa indeksy — pierwszy oznaczajacy wiersz
a drugi kolumny, najczesciej oznaczany je nxm lub ixj. W macierzy wielowy-
miarowej postugujemy si¢ wieloma indeksami np. nxmxpxr.

Rys. 3.1. Koncepcja tablicy trojwymiarowe;j

Definiowanie macierzy wielowymiarowej moze by¢ dokonane przez:

e wyliczanie elementow, np.

Przyklad 3.1

~p3_1.m
% Przyktad p3_1 Macierze wielowymiarowe
% Definiujemy macierz wielowymiarowg

M(:,:,1)=[ ©.9501 0.4565 0.9218 0.4103 ©.1389 0.0153
0.2311 0.0185 0.7382 0.8936 0.2028 0.7468
0.6068 0.8214 0.1763 0.0579 0.1987 0.4451
0.4860 0.4447 0.4057 ©.3529 0.6038 0.9318
0.8913 0.6154 0.9355 0.8132 0.2722 0.4660
0.7621 ©.7919 0.9169 ©.0099 ©.1988 0.4186 ];
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M(:,:,2)=[ ©.4326 1.1892 0.5883 0.0956 0.6918 0.3999
-1.6656 0.0376 2.1832 0.8323 0.8580 0.6900
0.1253 0.3273 0.1364 0.2944 1.2540 0.8156
0.2877 0.1746 0.1139 1.3362 1.5937 0.7119
-1.1465 0.1867 1.0668 0.7143 1.4410 1.2902
1.1909 0.7258 0.0593 1.6236 0.5711 0.6686 ];

M(:,:,3)=[ 0.8462 0.6813 0.3046 0.1509 0.4966 0.3420
0.5252 0.3795 0.1897 0.6979 0.8998 0.2897
0.2026 0.8318 0.1934 0.3784 0.8216 0.3412
0.6721 0.5028 0.6822 0.8600 0.6449 0.5341
0.8381 0.7095 0.3028 0.8537 0.8180 0.7271
0.0196 0.4289 0.5417 ©.5936 0.6602 0.3093 ];

% sprawdzamy rozmiar macierzy
size(M)

Rezultat 3.1
ans =
6 6 3

e zastosowanie funkcji tworzacych macierze specjalne

Stworzmy tablice wielowymiarowa (tréjwymiarowa) za pomoca funkcji randn,
tzn. generatora liczb pseudolosowych o rozktadzie normalnym.

Przyklad 3.2

~p3_2.m
%Przyktad 3.2 Macierz tréjwymiarowa
A=randn(5,5,5)

size(A)
Rezultat 3.2

A(:,:,1) =[ 1.7747 -1.5689 0.3025 -1.1206 -0.9177
-0.4705 0.7002 -0.6566 1.4606 1.7010
-0.9253 0.9738 -0.0522 0.4091 -0.0248
0.0015 -0.0705 ©.7732 1.1326 -0.7698
0.6373 -0.0337 -0.3199 0.5700 -0.8375 ]

A(:,:,2) =[ -0.0918 1.1181 ©.2771 1.2885 1.8336
0.6301 -0.7003 -0.6745 -0.9561 -0.9653
0.3845 -0.3501 ©0.2039 1.1957 -0.3970
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-0.6099 1.8168 1.3074 -0.4056 ©0.0898
-0.4137 -1.6401 0.4621 -0.6034 0.2640 ]
A(:,:,3) =[ ©.2922 -0.2943 0.5724 0.9175 0.7435
0.7818 -1.7179 ©0.8150 -0.5469 -0.1620
0.4040 -0.0539 -1.0789 -0.6051 0.4357
-0.3254 0.2179 -0.5799 0.0253 0.8613
-0.3739 2.1732 -1.8757 0.2615 0.0641 ]
A(:,:,4) =[ -1.7273 ©.9900 -1.9037 -0.2199 -0.1121

0.7160 -1.7817 -0.3921 0.5750 0.5628
0.0366 -0.0440 -1.1070 0.1701 -0.0307
-0.1849 0.8902 1.7575 -0.4958 -1.3228
-0.8147 -0.4561 -0.7192 1.2027 -1.0830 ]
A(:,:,5) =[ ©.1575 ©0.0742 ©0.0296 -1.0718 -0.3008
-1.4664 1.0805 0.6917 -0.2211 -1.3683
0.6736 -0.6624 -0.6856 -1.6758 0.7377
0.3625 0.4754 -0.0431 -1.6981 -0.4043
0.6065 1.2443 -1.5477 -0.1085 0.8568 ]
ans = 555

Stworzmy tablicg pigciowymiarowa za pomocg funkcji rand, tzn. generatora
liczb pseudolosowych o rozkladzie jednostajnym.

A=rand(3,3,5,4,2)
size(A)

Wynik dziatania jest podobny jak w Przyktadzie 3.2, wigc rezultat nie bedzie tu
prezentowany. Uzytkownik moze sam wprowadzi¢ te instrukcje.

3.2. Macierze rzadkie

3.2.1. Charakterystyka macierzy rzadkich

Macierza rzadka (ang. sparse matrix) nazywamy macierz, w ktorej wigkszos¢
elementow stanowig zera. Przykladem takich macierzy mogg by¢ macierze
pasmowe w tym diagonalne i trojdiagonalne, a takze macierze trdjkatne.
Fizycznie macierze rzadkie opisuja systemy o stabych zwigzkach migdzy ele-
mentami np. w przypadku elementow potaczonych szeregowo, tak jak reaktory
zbiornikowe w kaskadzie, macierz obrazujaca taki zwigzek jest macierza troj-
diagonalng. Macierze potaczen wystepujace w analizie systemOw sg macierzami
rzadkimi (zob. Projekt 3.2). Powstaja one rowniez podczas dyskretyzacji rOwnan
rozniczkowych np. w mechanice ptynow czy ruchu ciepta.
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MATLAB zapisuje macierze rzadkie w pamig¢ci w inny sposob niz macierze
pelne. Podobnie algorytmy obliczeniowe dla macierzy rzadkich sg inne niz dla
macierzy petnych, gdyz dziatan na elementach zerowych macierzy rzadkiej nie
wykonuje si¢. Dlatego dziatania te realizowane na macierzach rzadkich trwaja
krocej niz dziatania algorytméw dla macierzach petnych.

Macierze rzadkie sg rowniez wysSwietlane w inny sposob niz macierze pelne.
Pokazywane sg jedynie numery wierszy i kolumn zawierajacych elementy nieze-
rowe 1 wartos$¢ tych elementéw. Przykladowo macierz gesta postaci

A =
1 0 0 (%] (%]
(%] 1 0 0 (%]
(4] (%] 1 0 0

po zamianie na macierz rzadka jest wySwietlana tak

A =
(1,1) 1
(2,2) 1
(3,3) 1

Do zamiany macierzy gestej na rzadka stuzy funkcja sparse(A) a odwrotnie
funkcja full(A). O szybkosci algorytméw macierzy rzadkich swiadczy naste-
pujacy eksperyment.

Przyklad 3.3

~p3_3.m

%Przyktad 3.3 Macierze rzadkie a geste

%porownanie czasow odwracania

A=sprand(100,100,0.2); %generujemy duzg macierz rzadka
tic

B=inv(A); %odwracamy macierz rzadka
toc
A=full(A); %konwertujemy na macierz gesta
tic
B=inv(A); %odwracamy macierz gesta
toc
Rezultat 3.3

Elapsed time is 0.018374 seconds.
Elapsed time is 0.112241 seconds.
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Jak wida¢ algorytm odwracania macierzy rzadkich jest sze$¢ razy szybszy niz
algorytm macierzy gestych.

3.2.2. Generowanie macierzy rzadkich

Zostang tu przedstawione nastepujace funkcje generujace macierze rzadkie:

speye(m,n)

macierz jednostkowa

sprandn(m,n,density) macierz losowa o zadanym wypelnieniu, gg¢-

sto§¢ macierzy rozumie si¢ jako stosunek
elementow niezerowych do wszystkich elemen-
tow, 0<density<I

sprandsym(m,density) macierz losowa, symetryczna

spdiags(A)

macierz pasmowa

sparse(i,j,s,m,n,nmax) generowaniec macierzy rzadkiej, [i,j,s] trzy ko-

lumny okreslajace odpowiednio indeksy i, j
oraz wartos$ci elementow s macierzy rzadkiej,
[m,n] wymiar macierzy rzadkiej, nmax — maksy-
malna liczba elementéw niezerowych macierzy.

3.2.3. Operacje na macierzach rzadkich

Funkcje pozwalajace przeprowadzaé operacje na macierzach rzadkich:

nnz(A)
nonzeros(A)
nzmax(A)

spones(A)
issparse(A)
normest (A)
condest(A)
sprank(A)
spy(A)
etreeplot(A)

podaje liczbg elementow niezerowych

przedstawia wszystkie elementy niezerowe w jednej kolumnie
maksymalna ilo§¢ elementow niezerowych (rezerwacja pa-
mieci)

zamiana elementéw niezerowych na jedynki

sprawdza czy macierz A jest macierza rzadkg

oszacowanie normy

oszacowanie wskaznika uwarunkowania

strukturalny rzad macierzy rzadkiej

wykres przedstawiajacy niezerowe elementy macierzy rzadkiej
wykres przedstawiajacy drzewo eliminacji.
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Przyklad 3.4

~p3_4.m

%Przyktad 3.4 Operacje na macierzach rzadkich
%Zdefiniujmy macierz rzadkag A.
A=sparse(1:6,1:6,S);

%Sprawdzmy dziatanie kilku funkcji.
nnz(A)

nonzeros (A)

nzmax(A)

spones (A)

issparse(A)

normest(A)

condest(A)

sprank(A)

Rezultat 3.4
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ans = 6
Przyklad 3.5

~p3_5.m
%Przyktad 3.5 Reprezentacja graficzna macierzy rzadkich
A=sprandn(100,100,0.012)

-Figur‘e(l)3
spy (A)
figure(2)
etreeplot(A)
Rezultat 3.5
0 + -
10 . .y
bt} . *
30 ‘- :
+ .t
40 * ., *
50 . s . »
B0 M -
i .
80 . *
an : i : *
10k_s » had * . ot 8 &
) o 20 a0 _ 12[|ED 80 100 b) et 42
a e o

Rys. 3.2. a) Wykres przedstawiajacy niezerowe elementy macierzy rzadkiej A,
uzyskany za pomocg polecenia Spy(A), b) wykres przedstawiajacy drzewo
eliminacji, uzyskany za pomoca polecenia etreeplot(A).

3.3. Lancuchy i tablice znakowe

Lancuch jest to cigg znakow, ktory ograniczono apostrofami. Pamigtajmy, ze
typem zmiennej w MATLABIe jest macierz, wobec tego jakikolwiek tancuch
znakow zapisywany jest jako macierz jednowierszowa, czyli wektor.

Przyklad 3.6

~p3_6.m

%Przyktad 3.6 tancuch jako tablica znakdw
Z="to jest ksigzka o MATLABie';

% Sprawdzmy czy jest to na pewno wektor.
size(Z)

? Ta funkcja, otwierajaca okno graficzne zostanie oméwiona w nastepnym rozdziale.
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Rezultat 3.6
ans = 1 26

Jak widzimy jest to wektor jednowierszowy dwudziestosze$cioelementowy.
Sklejenia dwu tancuchow (konkatenacja) mozna dokona¢ najprosciej przez zapis

S=[‘Ala’,’ ma ¢,’Asa’]

co jest rownoznaczne z
S=’Ala ma Asa’

Macierze znakowe tworzymy podobnie jak macierze pelne np. przez wyliczanie
elementow, przez sklejanie wektorow tancucha lub sklejanie macierzy z innych
macierzy.

Przyklad 3.7

~p3_7.m
%Przyktad 3.7 Macierze znakowe
ZNAKI=['abc' 'dfg' 'wer’

‘sdr' 'skh' 'jdj’

"sdf' 'ksd' 'kdk' ]

ZNAKI 1= [ ‘'abc" ' " ‘'dfg' ' ' 'wer'
lsdr‘l L] T lskhl 1 1 ljdjl
lsd_Fl L] T lksdl 1 1 lkdkl ]

size(ZNAKI)

size(ZNAKI_ 1)

Rezultat 3.7
ZNAKI = abcdfgwer
sdrskhijdj
sdfksdkdk
Rozmiar macierzy ZNAKI, trzy wiersze i dziewig¢ kolumn.
ans =39
ZNAKI_1 = abc dfg wer

sdr skh jdj
sdf ksd kdk
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Rozmiar macierzy ZNAKI 1, trzy wiersze i jedenascie kolumn, zwro¢my uwage
iz spacja to tez znak.

ans = 3 11

3.3.1. Funkcje wykonujace operacje na lancuchach

int2str(A) zamiana liczby calkowitej na tancuch
num2str(A,format) zamiana liczby rzeczywistej na faficuch
str2num(A,format) zamiana tancucha na liczb¢ rzeczywista

sprintf(format, A, ...)

zamiana liczby na tancuch w wybranym formacie
sscanf (s, format, size)

zamiana tancucha na liczb¢ o wybranym formacie

mat2str(A) zamiana macierzy na tancuch

str2mat(A) zamiana tancucha na macierz

double(A) zamiana tancucha na wektor jego wartosci numerycz-
nych kodu ascii

char(A) dziala odwrotnie do double

lower(A) zamiana liter duzych na mate

upper(A) zamiana liter matych na duze

blanks(m) generuje tancuch spacji

deblank(A) kasuje wszystkie spacje w tancuchu

findstr(s,A) wyszukuje tancuch znakoéw s w innym tancuchu zna-
kéw A 1 podaje numer znaku, od ktérego zaczyna si¢
fancuch s

strcat(sl,s2..) Iaczy tancuchy poziomo

char(sl,s2,..) Iaczy tancuchy pionowo, uzupehiajac krotsze spacjami

do rownej dlugosci.

3.4. Tablice strukturalne

Maja one budowe zblizona do typowych struktur baz danych, a wigc sg to tablice
o dowolnej liczbie pol. Kazde pole moze zawiera¢ dane roznych typow, ale
w obrebie pola muszg by¢ one jednego typu. Pola moga zawiera¢ wielokrotne
rekordy. Powstala struktura ma wigc postac tablicy.

Pola mozna tworzy¢ przez indywidualne podstawienie, oddzielajac nazwy pol
od nazwy tablicy kropka np.
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DANE_TERM.Mmol=25.2

Powstala struktura to baza danych o jednym polu, a w nim jednym rekordzie.
Inng metodg tworzenia struktury jest jej wprowadzenie poleceniem struct.
Za pomocg tego polecenia tworzy si¢ struktur¢ wg po6l badz wg rekordow, jak to
pokazuje przyktad 3.8. Pokazano jednocze$nie sposob dostgpu do danych z tej
struktury.

Przyklad 3.8

~p3_8.m

%Przyktad 3.8 Macierze strukturalne

clc

%Pole DaneCr zawiera Tcr[K], pcr[bar], vcr[cm3/mol]

%struktura tworzona polami
DANE_TERMl1=struct('Nazwa',char('metanol’, 'etanol’, 'aceton', '2-
propanol'), ...

'CAS',char('67-56-1','64-17-5"','71-23-8",'67-
63-0'), ...

'DaneCr',[512.58 80.96 117.8; 400.1 53.7 170;
508.2 47.02 209; 508.31 46.64 220.1],...

'Mmol',[32.042; 46.069; 58.08; 60.096]);

%struktura tworzona rekordami
DANE_TERM2=[struct('Nazwa', 'metanol','CAS"', '67-56-
1','DaneCr',[512.58 80.96 117.8], '‘Mmol',32.042),...

struct('Nazwa', "etanol’, 'CAS', '64-17-
5','DaneCr',[400.1 53.7 170.0], 'Mmol',46.069),...

struct('Nazwa', "aceton','CAS', '71-23-
8','DaneCr',[508.2 47.02 209.0], 'Mmol',58.08),...

struct('Nazwa', '2-propanol’, 'CAS', '67-63-
@', 'DaneCr',[508.31 46.64 220.1], 'Mmol',60.096)];

Rezultat 3.8

Wytworzone struktury zawieraja te same dane, ale nie sg identyczne.
>>DANE_TERM1.Nazwa(1,:)

ans =
metanol
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>>DANE_TERM2.Nazwa(1, :)
??? Field reference for multiple structure elements that is fol-
lowed by more reference blocks is an error.

Po wpisaniu
>>DANE_TERM1.Nazwa
otrzymujemy

ans =

metanol

etanol

aceton

2-propanol

Natomiast dla bazy 2
>> DANE_TERM2.Nazwa

otrzymujemy
ans =
metanol
ans =
etanol

ans =
aceton

ans =
2-propanol

Z bazy 2 w prosty sposob mozna odczyta¢ wszystkie pola jednego rekordu
>> DANE_TERM2(:,2)
ans =
Nazwa: 'etanol'’
CAS: '64-17-5'

DaneCr: [400.1000 53.7000 170]
Mmol: 46.0690

Odczytanie danego rekordu z bazy 1 wymaga odczytania kolejno wszystkich pol.
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3.5. Macierze komorkowe

Macierze komoérkowe sg to macierze, ktore w swoich komorkach zawieraja dane
dowolnego typu. Komodrkami mogg by¢ inne macierze roéznego typu np.
w macierzy 3 x3 w komorce (1,1) moze by¢ zapisana macierz 30 x 50,
a w komorce (2,3) moze by¢ przechowywana macierz znakowa. W komorkach
mozna zapisywac takze lancuchy, struktury i inne komorki. Komorki tablicy
wskazuje si¢ poprzez podanie nazwy tablicy i indeksow komorki w nawiasie
klamrowym {}. Tablice komérkowe tworzy si¢ poprzez przypisanie odpowied-
nim komorkom ich zawarto$ci np. ponizej utworzono macierz o wymiarach 2 x 3

A{1,1}=2;

A{1,2}=rand(3);

A{1,3}="tancuch znakoéw';
A{2,1}=magic(2);
A{2,2}=sparse(1:6,1:6,rand(1,6));
A{2,3}=num2str(pascal(3)) ;

Wyswietlenie zawarto$ci tej macierzy pokazano ponize;j.

A= 2] [3x3 double] 'tancuch znakéw'
[2x2 double] [6x6 double] [3x7 char]

Jak wida¢ zawiera ona w swych komorkach rozne typy danych, w tym inne
macierze, lecz podstawowy jej wymiar pozostaje 2x3.

3.5.1. Funkcje dzialajace na macierzach komorkowych

Oto wybrane funkcje pozwalajace przeprowadzaé operacje na macierzach ko-
morkowych.

cell(m,n) generuje pusta macierz komorkowa, m-liczba wierszy,
n-liczba kolumn

celldisp(A) drukuje w oknie Command Window zawarto$¢
macierzy komorkowej 1 wszystkich komorek

cellplot(A) przedstawia graficznie macierz komorkowa

cell2struct(c,fiel,dim)

zamienia macierz komorkowg w strukture
struct2cell(A) zamienia struktur¢ w macierz komorkowa
iscell(A) sprawdza czy macierz a jest macierzag komorkows.
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Przyklad 3.9

~p3_9.m

% Przyktad 3.9 Macierze komérkowe

% Zdefiniujmy macierz komoérkowg A o rozmiarze 3x3.
A{1,1}=2;

A{1,2}=rand(3);

A{1,3}="tancuch znakoéw';

A{2,1}=magic(2);

A{2,2}=sparse(1:6,1:6,rand(1,6));
A{2,3}=num2str(pascal(3)) ;

A{3,1}=['abc" " " 'dfg' ' ' 'wer’'
lsdr‘l 1 1 lskhl 1 1 ljdjl
lsd_Fl 1 1 lksdl 1 1 lkdkl ];

A{3,2}=hilb(5);

A{3,3}=zeros(6);

% Wypiszmy wszystkie elementy macierzy komérkowej A.
celldisp(A)

%Przedstawmy graficznie budowe macierzy komérkowej A.
cellplot(A)

Rezultat 3.9
A{1,1} = 2
A{2,1} = 1 3
4 2
A{3,1} = abc dfg wer
sdr skh jdj
sdf ksd kdk
A{1,2} = 0.2642 0.4984 0.9580

0.9995 0.2905 0.7666
0.2120 0.6728 0.6661

A{2,2} = (1,1) 0.1309
(2,2) 0.0954
(3,3) 0.0149
(4,4) 0.2882
(5,5) 0.8167
(6,6) 0.9855
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A{3,2} 1.0000 0.5000 0.3333 0.2500
0.5000 0.3333 0.2500 0.2000
0.3333 0.2500 0.2000 0.1667
0.2500 0.2000 0.1667 0.1429

0.2000 0.1667 0.1429 0.1250

A{1,3} = tancuch znakéw

A{2,3} = 11 1
1 2 3
1 3 6

A{3,3} = 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0.2000
0.1667
0.1429
0.1250
0.1111

Rys. 3.3. Graficzna prezentacja macierzy komorkowej A wygenerowana

przez przyktad 3.9 za pomocg polecenia cellplot(A)
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3.6. Odwolanie do elementow macierzy

Stworzmy przykltadowa macierz A o wymiarach 10 x 10 za pomoca dowolne;j
z ww. funkcji.

A=pascal(10)

Pokazemy teraz odwolania do jej elementow.
Odwolanie do catej macierzy:

A=[
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 3 6 10 15 21 28 36 45 55
1 4 10 20 35 56 84 120 165 220
1 5 15 35 70 126 210 330 495 715
1 6 21 56 126 252 462 792 1287 2002
1 7 28 84 210 462 924 1716 3003 5005
1 8 36 120 330 792 1716 3432 6435 11440
1 9 45 165 495 1287 3003 6435 12870 24310
1 1o 55 220 715 2002 5005 11440 24310 48620 ]

Odwolanie do elementu w 8 wierszu 1 5 kolumnie:
A(8,5)
ans = 330

Odwolanie do elementu w 9 wierszu 1 3 kolumnie:
A(9,3)
ans = 45

Odwolanie si¢ do podmacierzy rozpigtej migdzy drugim a pigtym wierszem
1 trzecig a dziewiatg kolumna

A(2:5,3:9)

ans =[ 3 4 5 6 7 8 9
6 10 15 21 28 36 45
10 20 35 56 84 120 165

15 35 70 126 210 330 495 ]
Odwolanie do szdstego wiersza , trzeciej 1 dziewigtej kolumny

A(6,3:9)
ans =[ 21 56 126 252 462 792 1287 ]
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Odwolanie od trzeciego do dziewigtego wiersza i pigtej kolumny
A(3:9,5)
ans =
15
35
70
126
210
330
495

Odwotanie do wszystkich wierszy w 7 kolumnie
A(:,7)
ans =

28
84
210
462
924
1716
3003
5005

odwotanie do 7 wiersza i wszystkich kolumn
A(7,:)
ans = [1 7 28 84 210 462 924 1716 3003 5005 ]

3.7. Operacje macierzowe i tablicowe

Operacje macierzowe spehiaja reguty algebry macierzy. Operacje tablicowe
sa mozliwe na dwu macierzach o tych samych rozmiarach. Wykonywana jest
wtedy operacja na odpowiadajacych sobie elementach macierzy. Przyspiesza to
znacznie obliczenia w porownaniu do wykonywania tej samej operacji za pomocg
instrukcji petli for. Do wykonywania operacji tablicowych sa uzywane zwykle
operatory poprzedzone kropka.

68



Tablica 3.1. Operacje macierzowe i tablicowe

Dzialanie Zapis Objasnienia
Zmiana znaku -A znak wszystkich elementow macie-
rZy zmieniany jest na przeciwny.
Dodawanie A+B dodawane sg skalary albo odpowia-
dajace sobie elementy macierzy,
macierze muszg mie¢ te same
rozmiary.
Odejmowanie A-B jw. ale dotyczy odejmowania.
Mnozenie tablicowe A.*B jw. ale dotyczy mnozenia.
Dzielenie tablicowe A./B jw. ale dotyczy dzielenia.
Potggowanie tablicowe A.”n jw. ale dotyczy potegowania.
Mnozenie macierzowe A*B macierz B musi mie¢ tyle kolumn ile
wierszy ma macierz A, wynik spel-
nA
nia zaleznos¢ C,, , = ZAw,i ‘B,
i=1
gdzie nA — liczba kolumn macierzy A.
Dzielenie macierzowe A/B odpowiada wyrazeniu B*A™.
Dzielenie lewostronne A\B odpowiada rozwigzaniu rownania
macierzy macierzowego A*x = B, gdzie x to
wynik tej operacji.
Potegowanie = macierzo- | A*n n jest liczba catkowita, wykonywa-
we ne jest kolejne n mnozen macierzy
A przez nig samg. A jest réwno-
wazne odwrotnosci macierzy A.
Transpozycja A’ zamiana wierszy na kolumny.
Mnozenie skalarne wek- | dot(A,B) Produkt skalarny wektorow
torow (tylko trojelementowych)
Mnozenie wektorowe cross(A,B) | Produkt wektorowy wektorow

wektorow

(tylko trojelementowych)

Przyklady operacji macierzowych pokazemy ponize;.

* Dodawanie

Utworzmy macierze A i B o wymiarach 3 x 3

A=[ 1 2 3
456

69




Dodajmy do macierzy A macierz B, a wynik zapiszmy w macierzy C, pamigtajmy,
aby wymiary macierzy si¢ zgadzaty. Nie mozemy dodawac¢ do siebie macierzy
o réznych rozmiarach.

C=A+B

Oto wynik, ktory uzyskamy piszac C i wciskajac Enter
C=[ 234

567

89 10 ]

* odejmowanie

Odejmijmy od macierzy A macierz B, a wynik zapiszmy w macierzy C
C= A-B

C =[

o wo®
N N
oo U1 N

* mnozenie

Stworzymy macierz A o wymiarach 3 x 4
A=s[ 12 3 5

456 7
78921;

Stworzymy macierz B o wymiarach 4 x 3

15

Stworzymy macierz C o wymiarach 3 x 4
c=s[ 2567
8264
3261 ];
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Stworzymy wektor D o wymiarach 4x1
D=[ 2; 6; 3; 1];

Wykonajmy mnozenie macierzowe
Mm=A*B
Mm1=A*D

Wykonajmy mnozenie tablicowe, czyli mnozone sa odpowiadajgce sobie ele-
menty. Za operacje tablicowe odpowiada znak kropki.

Mt=A.*C
Oto wyniki
Mm =[ 47 40 71
94 77 139
113 79 158 ]
Mml=[ 28
63
91 ]

Mt =[ 2 10 18 35
32 10 36 28
21 16 54 2 ]

* dzielenie

Stworzmy macierze A i B o wymiarach 4x4
A=[ 12 35

7

2 1;

7

4

11];

(o)W )M e) NRNo o) NRVY)

4
7
B=[ 2
8
3

N N U1 00Ut

Dzielenie macierzowe macierzy w prawa stron¢ A przez B
D1=A/B
D1 = 0.6436 0.1060 -0.3037

0.8568 0.3357 -0.1675

0.2344 0.1901 1.3248

Dzielenie macierzowe w prawa stron¢ macierzy B przez A
D2=B/A
D2 = 2.3492 -0.8095 0.4603

-4.0317 3.6190 -0.5873

2.2698 -1.7619 0.9921
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Dzielenie macierzowe w lewa stron¢ macierzy A przez B
D3=A\B
D3 = 4.3571 -4.6429 -3.0000 -5.0000
0 0 0 0
-3.4048 3.9286 3.0000 4.0000
1.5714 -0.4286 0.0000 0.0000

Dzielenie macierzowe w lewa stron¢ macierzy B przez A
D4=B\A
D4 = 0.0000 0.0000 0.0000 0.6364
0 0 (%] 0
1.3333 1.5000 1.6667 -0.0859
-1.0000 -1.0000 -1.0000 0.6061

Przeprowadzmy teraz dzielenie tablicowe, tzn. z uzyciem znaku kropki. Naj-
pierw utworzymy macierze A i B o wymiarach 4x4

W 0o Ul 00U N

NN OO O W

OO NNNU
So

4
17;

Dzielenie tablicowe w prawg stron¢ macierzy A przez B (wynik ponizej):
D1=A./B

D1 = 0©.5000 0.4000 0.5000 0.7143

0.5000 2.5000 1.0000 1.7500
2.3333 4.0000 1.5000 2.0000

Dzielenie tablicowe w lewa stron¢ macierzy A przez B:

D2=B.\A

D2 = 0.5000 0.4000 0.5000 0.7143
0.5000 2.5000 1.0000 1.7500
2.3333 4.0000 1.5000 2.0000

Dzielenie tablicowe w prawg strong macierzy B przez A:

D3=B./A

D3 = 2.0000 2.5000 2.0000 1.4000
2.0000 0.4000 1.0000 0.5714
0.4286 0.2500 0.6667 0.5000
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Dzielenie tablicowe w lewa stron¢ macierzy B przez A:

D4=A.\B

D4 = 2.0000 2.5000 2.0000 1.4000
2.0000 0.4000 1.0000 0.5714
0.4286 0.2500 0.6667 0.5000

Zwro¢my uwage, ze przy dzieleniu tablicowym dzielenie macierzy w prawa
strong A przez B daje te same wyniki co dzielenie macierzy w lewg strong A
przez B.

* potegowanie

Stworzymy macierz A o wymiarach 4x4.
A=s[ 12 35

456 7
78921;

Wykonajmy potggowanie tablicowe, tj. podnosimy kazdy element tablicy A do
potegi 1 wynik zapisujemy w macierzy C, przy operacji potggowania tablicowego
przy elemencie podnoszonym do potggi musi wystapic¢ znak kropki.

C=A."2

c=[1 4 9 25

16 25 36 49

49 64 81 4 ]
Wykonajmy teraz potggowanie macierzowe. Ma ono miejsce, kiedy przy
elemencie podnoszonym do potegi nie wystapi znak kropki. Aby podnies¢

macierz do potegi musi by¢ on kwadratowa, tzn. nxn, wynik zostanie zapisany
w macierzy D.
D=A"2
D =[ 35 61 77 55
73 116 145 109
104 136 164 121
76 113 138 90 ]

3.8. Funkcje macierzowe

expm(A) eksponent macierzowy
inv(A) odwrotno$¢ macierzy = 1/A
logm(A) logarytm naturalny przy podstawie e macierzowy
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sqrtm(A)
funm(A,@fun)
dot(A,B)
cross(A,B)
prod(A,dim)

cumprod(A)

sum(A)

pierwiastek kwadratowy z A macierzowy

inne funkcje macierzowe

oblicza iloczyn skalarny wektorow A i B

oblicza iloczyn wektorowy

oblicza iloczyn elementow zapisanych w wierszach
i kolumnach

generuje macierz, ktorego kolejne wiersze sa iloczynem
aktualnego wiersza przez poprzedni

suma elementow macierzy A z kazdej kolumn

3.9. Wlasciwosci i normy macierzy

det(A)
norm(A)
cond(A)
rcond(A)
rank(A)
size(A)
length(A)
exist('nazwa')
isempty(A)
issparse(A)
isstr(A)
isglobal(A)

any(A)
all(A)

find(A)

wyznacznik macierzy A

normy wektora i macierzy A

wskaznik uwarunkowania macierzy

estymator odwrotno$ci uwarunkowania macierzy

rzad macierzy A

rozmiar macierzy A

dlugo$¢ macierzy A

ustala, czy zmienna o danej nazwie istnieje jesli tak to
zwraca 1, jesli nie to 0

sprawdza, czy macierz A jest macierzg pustg jesli tak to
zwraca 1, jesli nie to 0

sprawdza, czy macierz A jest macierza rzadka jesli tak to
zwraca 1, jesli nie to 0

sprawdza, czy elementy macierzy A sa tancuchami tek-
stowymi je$li tak to zwraca 1, jesli nie to 0

sprawdza, czy zmienna A jest zmienng globalng jesli tak
to zwraca 1, jesli nie to 0

sprawdza, ktory element macierzy A jest niezerowy jesli
tak to zwraca 1, jesli nie to O

sprawdza, ktory element macierzy A jest zerowy jesli tak
to zwraca 1, jesli nie to 0

sprawdza i zwraca numery indeksow niezerowych ele-
mentow macierzy A
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isnan(A) sprawdza, ktory element macierzy A jest NaN jesli tak to
zwraca 1, jesli nie to 0

isinf(A) sprawdza, ktory element macierzy A jest Inf jesli tak to
zwraca 1, jesli nie to 0
finite(A) sprawdza, ktory element macierzy A ma warto$¢ skonczona

jesli tak to zwraca 1, jesli nie to 0.

Jako przyktady operacji macierzowych w zastosowaniu do inzynierii procesowej
postuza Projekty 3.1 do 3.3 przedstawione ponize;j.

PROJEKT 3.1
Temat: Profile stgzen w dyfuzji trojsktadnikowej na podstawie rozwig-
zania macierzowego réwnania dyfuzji wielosktadnikowej GSM
Toolbox: —

Z cieczy dwusktadnikowej aceton-metanol (sktadniki 1 i 2) znajdujacej si¢ na
dnie rurki o dlugosci L zachodzi odparowanie do czystego powietrza (sktadnik
3). Obliczy¢ nat¢zenia strumieni masy obu sktadnikow 1 i 2. Obliczy¢ tez
rozklad utamkéw molowych skladnikow 1, 2 1 3 wrurce i poréwnaé
z eksperymentalnym.

Rozwigzanie $ciste uogolnionych rownan Stefana-Maxwella (GSM) dyfuzji
wieloskladnikowej (Krishna, Taylor, 1993, Pakowski, 2008-2014) ma postac
macierzowa okreslong odmiennymi réwnaniami na kazdym z krancow drogi
dyfuzji (indeks 0 oznacza¢ bedzie lewy kraniec a § prawy kraniec). Dla przy-
padku jednowymiarowego we wspotrzednych kartezjanskich, na lewym krancu
przedziatu, dla uktadu n sktadnikow rozwigzanie to ma postac:

N = CBk, B (x, — x5) (3.1)
gdzie: N — wektor natezen strumieni masy sktadnikéw, kmol/(m” s)
C - stezenie ogdlne, kmol/m’
k" — macierz wspdtczynnikow wnikania masy przy zerowych strumie-

niach masy.
Oblicza si¢ ja ze wzoru:
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k'=D/L (3.2)

gdzie D jest macierza dyfuzyjnosci wieloskladnikowych obliczang
na podstawie macierzy dyfuzyjno$ci binarnych Stefana-Maxwella D
postaci

| (3.3)

D, D, .. 1
a L oznacza dlugos¢ drogi dyfuzji, m.

Macierz D oblicza si¢ za pomocg przeksztalcenia
D=3, (3.4)

gdzie B to macierz o wspotczynnikach

X, X
_ i k

B, =—+ —
B'n k=1,k=i Bik

L.

(3.5)

Bo — macierz ,,bootstrapowa” zawierajaca tzw. warunek okre§lonosci.
Jest ona dana wyrazeniem

5 _5 1z lu

=0, +x —L—=,

Y Y lzn:/lx (3.6)
— kv k

gdzie wspotczynniki A spetniajg zalezno$é

SN, =0 (3.7)

i=1
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d;j to symbol Kroneckera (1 dlai=j, 0 dla i # j). W naszym przypadku
powietrze jest sktadnikiem inertnym, a wigc N; = 0. To okre$la wektor A
jako [0; 0; 1].

@ — macierz bezwymiarowych strumieni masy o elementach

/A > Ve dia ig-12.001

p— 1
i T g
Ckin k=1,k#i Ckik

(3.8)
1 1
D, =—ﬁ ———|dlai=1,2.n-1
/ Clk;, Kk,
= — macierz korekcyjna na skoficzone strumienie masy
Z,=D(EXP(®)-1)", (3.9)

gdzie I to macierz jednostkowa. EXP oznacza eksponent macierzowy

(funkcja expm(A)).
Rownanie (3.1) jest uwiktane, gdyz wektor strumieni masy N wystepuje po obu
stronach znaku rownosci. W Projekcie 3.1 postuzono si¢ obliczonymi wczesniej
strumieniami masy (zob. Projekt 6.1) poniewaz rozwigzanie roéwnania (3.1) jest
mozliwe za pomocg metod rozwigzywania rownan opisanych w rozdziale 6.
Obliczono réwniez rozklady utamkow molowych x wszystkich skfadnikow
wzdtuz drogi dyfuzji na podstawie wzoru

x= EXP(@% - IJ(EXP(CD) — 1) (x; = x, )+ x,, (3.10)

gdzie xs— wektor stezen na prawym krancu drogi dyfuzji, / — dlugo$¢ biezaca, m.
Wiadomosci niezbgdne do wykonania wykresu zawarte sg w rozdziale 4. Wigcej
wiadomo$ci na temat dyfuzji wielosktadnikowej zawiera cytowana literatura.

r~7P3 1.m

%PROJEKT 3.1

%Profile stezen w dyfuzji trdjskitadnikowej na podstawie
%rozwigzania macierzowego roéwnania dyfuzji wielosktadnikowej GSM

function SM3

clear all; close all; clc;

global n C L DN xd x0 betd DO kO Dane
%sktadnik 1 - aceton
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%sktadnik 2 - metanol
%sktadnik 3 - powietrze

%Dane

P0=99.4; %cisnienie ogdlne, kPa

T=328.5; %temperatura, K

L=0.238; %dtugosc¢ drogi dyfuzji,m

R=8.314; %uniwersalna stata gazowa, k3J/(kmol K)
n=3; %liczba sktadnikoéw;

C=P0@/(R*T); %stezenie ogdlne, kmol/m3

%Eksperymentalne profile stezen

x01=0.319;

x02=0.528;

X03=1-x01-x02;

1=0;

Dane=[1 x01 x02 x03;
0.047 0.265 0.463 0.221;
0.072 0.250 0.456 0.279;
0.094 0.235 0.426 0.338;
0.120 0.221 0.382 0.412;
0.146 0.184 0.316 0.515;
0.173 0.135 0.250 0.603;
0.190 0.125 0.162 0.721;
0.238 0 0 1;];

%Macierz dyfuzyjnosci binarnych SM
D12=8.48e-6; D21=D12;
D13=13.72e-6; D31=D13;
D23=19.91e-6; D32=D23;

D=[1 D12 D13;
D21 1 D23;
D31 D32 1;];

Xx0=[x01;x02]; %wektor utamkoéw molowych na lewym krancu
xd=[0;0]; %wektor utamkéw molowych na prawym krancu
lamb=[0;0;1]; %wspotczynniki macierzy bootstrapowej

N=[1.783e-6;3.127e-6,0]; %zatozony wektor strumieni molowych
DO=(B(D,x0))"-1;

ke=Do/L;

bet@=beta(lamb,x0);

Fi=Fif(D,N);
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I=eye(n-1);
Sig@=Fi*(expm(Fi)-I)"-1;
NO=C*bet0*k0*Sigl*(x0-xd); %obliczony wektor strumieni molowych

disp('strumien molowy sktadnika 1'); disp(N(1));
disp('strumien molowy sktadnika 2'); disp(N(2));
wykres;

function wykres
%wykreslenie eksperymentalnych profili stezen
global Dane N D L
figure(1);
plot(Dane(:,1),Dane(:,2), 'mo");
hold on
plot(Dane(:,1),Dane(:,3), 'bs");
plot(Dane(:,1),Dane(:,4), 'r*");
%wykreslenie obliczonych profili stezen
NN=[N(1);N(2);0];
Fie=Fif(D,NN);
2=0:0.005:L;
[m,r]=size(z);
for i=1:r

y(i,:)=xmol(z(i),Fi0);
end
plot(z,y(:,l), "ml)
plot(z,y(:,Z), "bl)
plot(z,l—y(:,l)—y(:,z), "r‘l)
title('Dyfuzja wielosktadnikowa na podstawie réwnania GSM');
legend('aceton', 'metanol’, 'powietrze")
xlabel('Dtugos¢ biezgca [m]")
ylabel('utamek molowy [-]")

function w=B(D,x) %oblicza odwrotnos¢ macierzy dyfuzyjnosci SM
[n,m]=size(D);

y=X;
y(n)=1-sum(x);
Fi=zeros(n-1); %przydzielenie pamieci na macierz Fi
for i=1:n-1
for j=1:n-1
if i==j
for 1=1:n
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W(1)=y(1)/D(i,1)-y(i)/D(i,1);

end;
Fi(i,i)=y(i)/D(i,n)+sum(W);
else
Fi(i,j)=y(i)*(1/D(i,n)-1/D(i,3));
end
end
end
w=Fi;

function w=Fif(D,N) %oblicza macierz Fi, N to wektor[1lxn]

global L C
k=D./L; %macierz k ma rozmiar [nxn]
[n,m]=size(N);
Fi=zeros(n-1); %macierz Fi ma rozmiar [(n-1)x(n-1)]
I=eye(n-1);
for i=1:n-1
for j=1:n-1
if i==j
for 1=1:n
W(1)=N(1)/C/k(i,1);
end;
Fi(i,i)=N(i)/C/k(i,n)+sum(W);
else
Fi(i,3)=N(i)/C*(1/k(i,n)-1/k(i,3));
end
end
end
w=Fi;

function w=beta(lam,x) % oblicza macierz bootstrapowg

[n,m]=size(lam);

XX=X;

xx(n)=1-sum(x);

s=sum(lam. *xx);

I=eye(n-1);

bet=ones(n-1);

for i=1:n-1
for j=1:n-1

bet(i,3)=I(1,3)-xx(i)*(lam(Jj)-lam(n))/s;

end

end

w=bet;
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function y=xmol(x,Fi) %oblicza utamki molowe
global L xd x@ n

I=eye(n-1);
f=(expm(Fi*x/L)-I)*(expm(Fi)-I)~-1;
y=Ff*(xd-x0)+x0;

Wyniki 3.1

strumien molowy sktadnika 1
1.7836e-006

strumien molowy sktadnika 2
3.1290e-006

Dyfuzja wielosktadnikowa na podstawie réwnania GSM

1 T T T T A

aceton

0.9 U metanol
08k A powietrze
0.7} > 1
0.6 B

utamek molowy [-]

L

L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Diugosé biezaca [m]

Rys. 3.4. Obliczone i eksperymentalne rozktady st¢zen trzech sktadnikéw
dyfundujacych w rurce
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PROJEKT 3.2
Temat: Bilanse masy duzych systemow liniowych — uktad reaktorow
Toolbox: -

Dany jest uktad n reaktorow typu CSTR (ciaglych reaktorow zbiornikowych
z idealnym wymieszaniem) potaczonych w kaskad¢. W ukladzie sa mozliwe
petle recyrkulacji strumieni (recykl) lub obejscia reaktorow (bypass).
W reaktorach zachodzi reakcja rozkladu substancji znajdujacej si¢ w strumieniu
wlotowym zachodzaca wg kinetyki reakcji I-rzedu o stalej szybkosci k. Oblicz
stopien przereagowania dla danej konfiguracji recykli i bypassow i porownaj
z tym dla kaskady bez recykli i bypassow. W kaskadzie reaktoréw zastosowano
recykl z reaktora 7 do reaktora 2 oraz z reaktora 9 do reaktora 5, a takze by-pass
z reaktora 2 do reaktora 8 (omija reaktory od 3 do 7). Petle te przecinajg sie.

Stopniem recyklu nazywamy stosunek wielkos$ci strumienia zawracanego do
strumienia podstawowego.

r= 7’ . 3.1
W identyczny sposob jest zdefiniowany stopien bypassu b. W przypadku uktadu
n aparatow identyfikacji strumieni r&b dokonujemy, stosujac indeksy oznaczajace
odpowiednie numery aparatow, pomig¢dzy ktorymi istnieje petla. Zasady indek-
sowania pokazuja rysunki 3.5 1 3.6.
Bilans ogdlny masy pojedynczego reaktora o numerze i, w kaskadzie w stanie
ustalonym ma posta¢

DV, =V,=0. (3.12)
Natomiast bilans masy reagenta ma postac¢
Z(Vjcj)in —Vie,=vike, =0, (3.13)
J

gdzie V — natezenie objetoéciowe [m’/s], v — objetos¢ reaktora [m’], k — stala
szybkosci reakcji [kmol/(m® s)], ¢ — stezenie molowe reagenta [kmol/m’]. Indeks
in oznacza strumienie wlotowe. W kaskadzie bez r&b st¢zenie po kazdym reak-
torze mozna oblicza¢ po kolei. W przypadku kaskady z petlami r&b problem
rozwigzuje si¢ metoda kolejnych iteracji lub za pomoca rozwigzania uktadu
rownan opisujacego bilanse wszystkich aparatow w systemie.

82




V1 Vi r

m,n

Vm(l-rm,n)

>
Ll

Rys. 3.5. Indeksowanie recykli

V. b

n ~n,m

Rys. 3.6. Indeksowanie by-passow
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Dla zdefiniowanego wyzej zadania uktad rownan ogolnego bilansu masy (3.12)
wszystkich aparatow ma postac

1: Vo - V1 =0
2: V1 — V2 + V7I'7,2: 0
3: Vz(l —bz,g)—V3:O
4. V3 — V4: 0
5: V4 — V5 + V9r9,5 =0
6: Vs—Ve=0
7. Ve—Vi=0 (3.14)
8: Vzbz,g + V7(1 — I'7,2) — Vg =0
9: Vg — Vg =0
10: Vg(l — I'9’5)—V10 =0
Ten uktad réwnah mozna przedstawi¢ w formie macierzowej jako
A-V=b, (3.15)
gdzie A ma posta¢ macierzy rzadkiej o wspotczynnikach
1 2 3 4 5 6 7 8 |9 10
1 -1 0 0 0 0 0 0 0 |0 0
2 1 -1 0 0 0 0 72 0 |0 0
3 0 I-bys | -1 | O 0 0 0 0 |0 0
4 0 0 1 -1 0 0 0 0 |0 0
5 0 0 0 1 -1 0 0 0 |ros 0
6 0 0 0 0 1 -1 0 0 |0 0
7 0 0 0 0 0 1 -1 0 |0 0
8 0 by g 0 0 0 0 l-r;, | -1 10 0
9 0 0 0 0 0 0 0 1 |-1 0
10 0 0 0 0 0 0 0 0 | l-rgs | -1

V jest wektorem natezen przeplywu, zas$ b jest wektorem wyrazow wolnych,
ktéry zawiera w pierwszym wierszu —V, a zera w pozostatych. Warto zauwazy¢,
ze macierz ta odwzorowuje potaczenia w ukladzie. Na dwu sgsiadujgcych prze-
katnych wystepuja cztony niezerowe, co oznacza istnienie polaczenia migdzy
kolejnymi sgsiadujacymi aparatami. Pozostale niezerowe elementy macierzy
pokazuja istnienie potaczen mi¢dzy odleglymi aparatami o numerach odpowia-
dajacych numerowi kolumny i wiersza elementu niezerowego. Dodatkowo
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widaé, ze wszystkie recykle leza w gornej macierzy trojkatnej (U), a wszystkie
by-passy w dolnej macierzy trojkatnej (L).

Powyzsze liniowe rdwnanie macierzowe rozwiazuje si¢ przez odwracanie ma-
cierzy (zob. rozdz. 6).

V=A"b. (3.16)

W analogiczny sposob nalezy utozy¢ i rozwigza¢ bilanse masy reagenta oparte
na rownaniu (7.13).
Stopien przereagowania jest zdefiniowany jako

C,—C
S=0 n

- (3.17)

r7P3 2.m
%PROJEKT 3.2
%Stopien przereagowania w kaskadzie CSTR z recyklami i bypassa-

mi(r&b)

clear all; close all; clc

%Dane

n=10;

co=1; %stezenie wlotowe kmol/m3

V0=0.01; %natezenie objetosciowe dopiywu, m3/s
k=0.005; %stata szybkosci reakcji, kmol/(m3 s)
v(1l:n)=1; %objetosci reaktordw, m3

v=v';

% KASKADA BEZ RECYKLI I BYPASSOW
%1. Bilanse catkowite masy

A=-eye(n); %Wypetnienie macierzy wspdtczynnikéw ukadu
for i=2:n

A(i,i-1)=1;
end;

b(1:n)=0; %Wypetnienie wektora poziomego wyrazéw wol-
nych

b(1)=-Vve;

b=b"'; %Transpozycja do wektora pionowego

V=A"-1*b; % Rozwigzanie uktadu roéwnan metoda odwracania ma-
cierzy
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%2. Bilanse masy reagenta
Ar=zeros(n); %Macierz gidéwna
for i=1:n

Ar(i,i)=-(V(i)+k*v(i));
end
for i=2:n

Ar(i,i-1)=V(i-1);
end

br(1:n)=0; %wektor wyrazéw wolnych
br(1)=-co*vo;
br=br';

cl=Ar~-1*br; %rozwigzanie
s1l=(cO-cl(n))/co;
disp(['sl= ', num2str(sl)]);

%KASKADA Z RECYKLAMI I BYPASSAMI
% Petle recyklu przebiegaja
% od reaktora 7 do reaktora 2 ze stopniem recyklu r7
r72=0.4;
% od reaktora 9 do reaktora 5 ze stopniem recyklu r9
r95=0.5;
% Petle bypassu przebiegaja od reaktora 2 do reaktora 8
% (tj. obejmujg reaktory od 3 do 7) ze stopniem bypassu b3
b28=0.2;

%1. Bilanse catkowite masy

A=-eye(n);
for i=2:n
A(i,i-1)=1;
end
%elementy zalezne od r&b
A(3,2)=1-b28;
A(8,2)=b28;
A(5,9)=r95;
A(10,9)=1-r95;
A(2,7)=r72;
A(8,7)=1-r72;

V=A"-1%b;
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% 2. Bilanse masy reagenta

Ar=zeros(n);

for i=1:n
Ar(i,i)=-V(i)-k*v(i);

end

for i=2:n
Ar(i,i-1)=V(i-1);

end

%elementy zalezne od r&b
A(3,2)=V(2)*(1-b28);
A(8,2)=V(2)*b28;
A(5,9)=V(9)*ro5;
A(10,9)=V(9)*(1-r95);
A(2,7)=V(7)*r72;
A(8,7)=V(7)*(1-r72);

br(1)=-Vo*co;
c2=Ar~-1*br;

s2=(c0-c2(n))/co;
disp(['s2= ', num2str(s2)]);

%Dopisanie do wektorow stezen c@ w pierwszym wierszu

cln=1:n+1;

c2n=1:n+1;

for i=1:n
cln(i+l)=cl1(i);
c2n(i+l)=c2(i);

end

cln(1l)=co;

c2n(1)=co;

Hmmmmmmmmmm—o——— - Wykres stezen ---zob.

i=0:n;
plot(i,cin(i+l),"'-b");
hold on

plot(i,c2n(i+1), 'or', '"MarkerFaceColor','r');

xlabel('Numer reaktora');
ylabel('stezenie reagenta, kmol/m3');
legend( ‘kaskada’,’kaskada z r&b’);
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Wyniki 3.2
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Rys. 3.7. Poréwnanie st¢zen w kolejnych reaktorach w przypadku kaskady i kaskady
z petlami r&b. Stezenie dla fikcyjnego reaktora 0 to st¢zenie wlotowe

Obliczone stopnie przereagowania sg nastgpujace
s1=0.9827
$2=0.9199

Jak wida¢ dla tej reakcji stopien przereagowania jest wyzszy w kaskadzie bez
petli r&b. W miar¢ jak liczba reaktorow w takiej kaskadzie ro$nie stopien prze-
reagowania zbliza si¢ do uzyskiwanego w reaktorze okresowym po czasie od-
powiadajacym tgcznemu czasowi przebywania w kaskadzie.

PROJEKT 3.3
Temat: Baza danych fizykochemicznych 22 wybranych zwigzkow
(baza BC)
Toolbox: -

Do celow dydaktycznych stworzono baz¢ 22 zwigzkow chemicznych, ktorych
podstawowe dane niezalezne i zalezne od temperatury sg zawarte w pliku
Excela o nazwie BC.xls. Ten plik danych pochodzi z ksiazki Pakowski, Gtebowski
2001. W projekcie zastosowano elementy budowy funkcji z przekazaniem na-
zwy funkcji, zmiennej liczbie parametrow wyjsciowych (zob. Rozdz. 2), a takze
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macierze komorkowe, fancuchy i inne. Przyktad ilustruje techniki postugiwania
si¢ macierzami jako tablicami danych. Metody wczytywania danych z pliku
zastosowane w programie sg opisane w rozdz. 5.

Baza ta jest wiarygodna i moze by¢ stosowana do obliczen projektowych wyko-
nywanych podczas studiow. Nie gwarantujemy jednak przydatnosci tej bazy do
celow profesjonalnych. Oczywiscie, baz¢ mozna udoskonali¢ np. przez spraw-
dzanie czy temperatura wywolania miesci si¢ w zakresie stosowalnosci Prace
rozwojowe pozostawiamy Czytelnikowi.

Ponizej sa pokazane pliki MATLABa, nie pokazano zawartosci piku BC.xls.

r~7P3 3.m

%PROJEKT 3.3

%Baza danych wtasnosci fizykochemicznych

%wybranych 22 zwigzkéw chemicznych (baza BC).

%Zrédto: Pakowski Z.,Gebowski M., Symulacja proceséw inzynierii
%chemicznej, Pt, 2001

clear all; clc

close all;

global num_BC comp_BC dane_BC t© %zmienne globalne wymagane
przez baze

t0=273.15;

loadbase('BC"); %wczytanie bazy

[icomp info]=searchbase('H20'); %odczytanie sktadnika z bazy
%przy uzyciu wzoru stechiometrycznego.

%Mozna tez uzywac nazwy polskiej 'Woda' i angielskiej 'Water'’
%icomp - numer sktadnika w bazie

%info - 1 jesli jest, @ -gdy nie ma

if info==0
disp('Brak sktadnika w bazie -koniec programu');
break

end

%------- Wtasciwosci niezalezne od temperatury

/Kolejnosc w rekordzie jest nastepujaca
2 - masa molowa, kg/kmol
- temperatura topnienia, K
- temperatura wrzenia pod cisn. norm., K
- temperatura krytyczna, K
cisnienie krytyczne, bar
- molowa objetos¢ krytyczna, cm3/mol
- gestosc krytyczna, g/cm3
- krytyczny wspotczynnik Scisliwosci, -

3R 3R R R X X X X
OVWoNOUV bW
1
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%10 - czynnik acentryczny, -
%11 - objetosc¢ dyfuzyjna we wzorze Fullera, -

%0dczytanie masy molowej
Point=readbase('Point',icomp);
MM=Point(2)

%------- Wtasciwosci zalezne od temperatury
%Psat - preznosc pary nasyconej
%Ligvisc - lepkos¢ cieczy, Pa s

%Vapvisc - lepkosc pary, Pa s

%Lighcap - ciepto wtasciwe cieczy, k3/(kg K)
%Vaphcap - ciepto wtasciwe pary, kJ/(kg K)

%Hvap - ciepto parowania, k3J/kg
%Ligdens - gestosc cieczy, kg/m3
%Ligcond - przewodnos¢ cieplna cieczy, kW/(m K)

%#Vapcond - przewodnosS¢ cieplna pary, kW/(m K)

%0dczytanie gestosci sktadnika w danej temperaturze
[Ps jedn zakres]=readbase('Psat',icomp,20)

%Wykres przewodnosci cieplnej cieczy

[d unit range]=readbase('Liqcond"',icomp,20);
t=1inspace(range(1),range(2),50);

[d unit range]=readbase('Liqcond',icomp,t);
figure(1)

plot(t,d);

grid on; xlabel('temperatura, \circC")
ylabel([ 'przewodnos$¢ cieplna ' unit]);

Funkcja, ktéra wezytuje bazg ma postac:

—7loadbase.m

function loadbase(bnazwa)

global num_BC comp_BC dane_BC
plik=strcat(bnazwa, '.x1ls"');

%Wczytanie arkusza ze spisem zwigzkow
[num_BC comp_ BC]=x1lsread(plik, 'Comps"');
%Wczytanie arkuszy z danymi liczbowymi
dane_BC{1}=xlsread(plik, 'Point');
dane_BC{2}=xlsread(plik, 'Psat');
dane_BC{3}=xlsread(plik, 'Liqvisc');
dane_BC{4}=xlsread(plik, 'Vapvisc');
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dane_BC{5}=xlsread(plik, 'Lighcap');
dane_BC{6}=xlsread(plik, 'Vaphcap"');
dane_BC{7}=xlsread(plik, 'Hvap');

dane_BC{8}=xlsread(plik, 'Ligdens"');
dane_BC{9}=xlsread(plik, 'Liqcond");
dane_BC{10}=xlsread(plik, 'Vapcond');

Funkcja, ktéra przeszukuje bazg:

—7searchbase.m
function [j,info]=searchbase(comp)
global num_BC comp_BC
n=length(num_BC);
icomp=0;
for i=1:n
wl=strcmp(comp BC(i,2),comp);
w2=strcmp(comp BC(i,3),comp);
w3=strcmp(comp BC(i,4),comp);
if wl+w2+w3>0
icomp=i;
end
end
Jj=1icomp;
if icomp==0
info=0;
else info=1;
end

Gloéwna czgscia bazy jest funkcja obliczajaca wlasciwosci na podstawie odpo-
wiednich rownan aproksymacyjnych.

—~readbase.m
function [out unit range]=readbase(nazwa,i,t)
if nargin==2
out=Point(i,9);
else
[out unit range]=feval(nazwa,i,t);
end

function y = Point(i,~)

%Dane niezalezne od temperatury (wektor)
global dane_BC
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sheet=dane_BC{1};
y=sheet(i,:);

function [y u r] = Psat(i,t)

%Preznos¢ pary nasyconej

global dane_BC t@

sheet=dane_BC{2};

vi=sheet(i,:);

T=t+t0;
w=vi(2)+vi(3)./T+vi(4)*10oglO(T)+vi(5)*T+vi(6)*T. 2;
y=10."w*0.133322368;

u="kPa';

r=[vi(7) vi(8)]-t0;

function [y u r] = Liqvisc(i,t)
%Lepkosc¢ cieczy

global dane_BC t@

sheet=dane_BC{3};

vi=sheet(i,:);

T=t+t0;
w=vi(2)+vi(3)./T+vi(4)*T+vi(5)*T."2;
y=10."w*1le-3;

u='Pa s';

r=[vi(6) vi(7)]-t0;

function [y u r] = Vapvisc(i,t)
%Lepkosc¢ pary

global dane_BC t@
sheet=dane_BC{4};

vi=sheet(i,:);

T=t+t0;
y=(vi(2)+vi(3)*T+vi(4)*T."2)*1le-6;
u='Pa s';

r=[vi(5) vi(6)]-t0;

function [y u r] = Lighcap(i,t)
%Ciepto wiasciwe cieczy

global dane_BC t@

sheet=dane_BC{5};

vi=sheet(i,:);

li=Point(i,t); MM=1i(2);

T=t+t0;
w=vi(2)+vi(3)*T+vi(4)*T.~2+vi(5)*T."3;
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y=w./MM;
u="k3/(kg K)';
r=[vi(6) vi(7)]-t0;

function [y u r] = Vaphcap(i,t)
%Ciepto wtasciwe pary

global dane_BC t@
sheet=dane_BC{6};

vi=sheet(i,:);

li=Point(i,t); MM=1i(2);

T=t+t0;
w=vi(2)+vi(3)*T+vi(4)*T.~24+vi(5)*T."3+vi(6)*T. 4;
y=w./MM;

u="k3/(kg K)';

r=[vi(7) vi(8)]-t0;

function [y u r] = Hvap(i,t)
%Ciepto parowania

global dane_BC t@
sheet=dane_BC{7};
vi=sheet(i,:);
li=Point(i,t); MM=1i(2);
T=t+t0;
w=vi(2)*(1-T./vi(3)).”~vi(4);
y=w*1le3./MM;

u='Pa s';

r=[vi(5) vi(6)]-t0;

function [y u r] = Ligdens(i,t)
%Gestosc¢ cieczy

global dane_BC t@
sheet=dane_BC{8};

vi=sheet(i,:);

T=t+t0;

w=-(1-T./vi(5)).”vi(4);
y=vi(2)*vi(3). w*1le3;

u="kg/m3";

r=[vi(5) vi(6)]-t0;

function [y u r] = Liqcond(i,t)
%Lepkosc¢ cieczy

global dane_BC comp BC t@
sheet=dane_BC{9};
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vi=sheet(i,:);

io=strcmp(comp_BC(i,5), 'organic');

T=t+t0;

if io
w=10.~(vi(2)+vi(3)*(1-T./vi(4)).~(2/7));

else
w=10.~(vi(2)+vi(3)*T+vi(4)*T."2);

end

y=w*le-3;

u="kW/(m K)"';

r=[vi(5) vi(6)]-t0;

function [y u r] = Vapcond(i,t)
%Lepkosc¢ cieczy

global dane_BC t@
sheet=dane_BC{10};
vi=sheet(i,:);

T=t+t0;
w=vi(2)+vi(3)*T+vi(4)*T."2;
y=w*le-3;

u="kW/(m K)"';

r=[vi(5) vi(6)]-t0;

Wyniki 3.3

Program wydrukowat:

e (Odczytang mas¢ molowa wody
MM =
18.0150

e Prezno$¢ pary wodnej w 20°C oraz jej jednostke i zakres stosowalnosci
rownania (w °C):

Ps =
2.3395
jedn =
kPa
zakres =
© 373.9800
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e  Wykres zalezno$ci przewodnosci cieplnej ciekltej wody od temperatury
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Rys. 3.8. Wykres zaleznosci przewodnosci cieplnej cieklej wody od temperatury
w calym zakresie stosowalno$ci rownania bazy
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4. WYKRESY I GRAFIKA

4.1. Wykresy 2D
4.1.1. Tworzenie wykresu 2D

Najprostszym poleceniem umozliwiajacym wykreslenie wykresu funkcji jedne;j
zmiennej jest polecenie plot(x,y). Pozwala ono wykresli¢ wykres funkcji
jednej zmiennej, co zilustrujemy przykiadem.

Na poczatku, oprocz znanych polecen clear alli clc, wydamy polecenia:

close all  zamyka wszystkie okna graficzne
clf czys$ci zawartos¢ okna Figure.

Wykres dowolnej funkcji w MATLABie jest rysowany w sposob dyskretny,
jako zbidr punktéw umieszczonych w dwu wektorach i potaczonych linig. Mu-
simy zdefiniowa¢ wektor argumentow okreSlajacy dziedzing funkcji w znany
sposob:

X=0:0.01:20;

Nastepnie zdefiniujemy funkcje, ktora chcemy wykreslic. W tym przypadku
definiujemy funkcj¢ bezposrednio w Command Window lub w kodzie progra-
mu. Mozemy rowniez zdefiniowa¢ ja w osobnym m-pliku i wywota¢ ja w tym
miejscu, podstawiajac pod zmienng, w ktorej maja by¢ umieszczone wartosci
funkcji.

y=abs(sin(4*x.70.4));

Gdy mamy juz wektor argumentow x i wektor wartosci funkcji y kolejne pole-
cenie figure(1) otworzy okno graficzne, w ktérym bedzie umieszczony wy-
kres.

figure(1)

Mozemy teraz wywota¢ polecenie plot, ktore naniesie wykres na ptaszczyzne
Xy.
plot(x,y)

Kazdy wykres powinien posiada¢ tytul oraz opisane osie. Polecenie dodajace
tytut wykresu ma postac:

title('Wykres typu ”plot” ')
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Polecenia dodajace opis osi to:
xlabel('x"); ylabel('y');

Na koniec dodamy na wykresie siatke, aby tatwiej mozna bylo odczytywac
wyniki.
grid on

Wykres typu "plot"
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Rys. 4.1. Wykres uzyskany za pomoca funkcji plot z domyslnym stylem

Otrzymany wykres pokazuje rysunek powyzej. Jest on jednym z najprostszych
wykresow, jaki mozemy uzyska¢ w MATLABie. Wykres uzyskany za pomoca
polecenia plot(x,y) jest szybki, ale niezbyt efektowny. MATLAB oferuje
nam szereg opcji umozliwiajacych bardziej elegancka prezentacje. Pokazemy to
na nastepujacym przykladzie.

Z doswiadczalnych pomiarow warto$ci przewodnosci cieplnej pewnej cieczy y
w funkcji temperatury x, otrzymano punkty, ktére chcemy przedstawi¢ na
wykresie y = f(x). W pierwszej kolejnosci trzeba wprowadzi¢ do programu dane
doswiadczalne. Najpro$ciej bedzie to wykona¢ poprzez zdefiniowanie odpowia-
dajacych sobie wektorow x iy.

x=[0 20 40 60 80 100 120 140 150 160 180 200..
220 240 250 260 280 300]°';

y=[0.555 0.598 0.627 0.651 0.669 0.682 0.685..
0.684 0.683 0.680 0.673 0.665 0.652 0.634..
0.624 0.613 0.588 0.564]"'.*10e-3;

Uwaga: wektory musza by¢ uporzadkowane wedlug rosngcego x. Gdy tak nie

jest, punkty beda laczone linia w kolejno$ci wystgpowania (zob. Rys. 5.2a).
Mozna to wykona¢ w nastgpujacy sposob:
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A=[x y]; %Sklejenie wektoréw w macierz
A=sortrows(A); %Sortowanie rosngaco wg pierwszej kolumny czyli x
x=A(:,1); %Rozdzielenie macierzy na wektory

y=A(:12)3

Gdy mamy juz uporzadkowany wektor argumentow x i wektor wartosci funkcji y,
mozemy przystapi¢ do ich prezentacji graficznej. Otwieramy nowe okno gra-
ficzne poleceniem figure(n) o kolejnym numerze n. Polecenie to moze by¢
pominigte, jesli wystarcza nam tylko jedno okno graficzne, poniewaz funkcje
graficzne wy$wietlaja wyniki dziatan w aktywnym oknie, a je§li zadne okno
graficzne Figure nie bylo wczesniej otwarte, to automatycznie tworzg nowe.
figure(2);

Wywolujemy polecenie plot(x,y). Zwré¢my uwagg, ze ponizsze wywolanie
rozni si¢ od wcze$niejszego. W poleceniu zostaty wywolane opcje wykresu,
ktére wzbogaca wizualnie nasz wykres.

plot(x,y,'-mo', '‘MarkerEdgeColor', 'k',...
'MarkerFaceColor',[0.49 1 0.63],...
'MarkerSize',6);

W poleceniu plot zostaly uzyte opcje odpowiadajace za styl linii, styl punktow
oraz rozmiar punktow. Argumenty polecenia plot uzyte w tym wywolaniu sa
nastgpujace:

X wektor zmiennej niezaleznej,

y wektor zmiennej zaleznej,

‘-mo’ definicja stylu linii i punktow: -m oznacza lini¢
ciggla koloru Magenta, a o oznacza punkty o ksztat-
cie kotek,

‘MarkerEdegeColor’ wywotanie opcji zmiany koloru obrzeza punktow,

‘k’ oznacza kolor czarny (lista kolorow w sekcji 4.1.4),

‘MarkerFaceColor' wywotanie opcji zmiany koloru wngtrza punktow,

[0.49 1 0.63] oznacza udziat kolorow RGB w kolorze punktu
(w zakresie 0 - 1)

‘MarkerSize' wywolanie opcji zmiany rozmiaru punktow,

6 wybrany rozmiar.

Dodajmy siatke na wykres.

grid on
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oraz tytut i opis osi

title('Przewodnos¢ cieplna cieczy [kW/m*K]")
xlabel( 'temperatura [C]'); ylabel('lambc [kW/m*K]")

x 10° Przewodnos$é cieplna cieczy [kW/m*K]
7 T T
L oo |
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6.5 fof Q.
E o
= ¢}
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8
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? |
5.51
0 50 100 150 200 250 300

temperatura [C]

Rys. 4.2. Wykres uzyskany za pomoca funkcji plot z indywidualnie
zdefiniowanym stylem

MATLAB oferuje réwniez polecenia eksportu wygenerowanego wykresu do
pliku graficznego, ktéry nastgpnie mozemy wykorzysta¢ w procesorze tekstu,
czy zamie$ci¢ na stronie w Internecie. Umozliwia to polecenie print. Plik zo-
stanie umieszczony w aktualnym katalogu.

print -djpeg w2.jpg

Argumenty polecenia print definiujg format graficzny w jakim ma by¢ zapisa-
ny plik, ktérego nazwa z rozszerzeniem podana jest po spacji. Czgsto uzywane
opcje i odpowiadajgce im formaty graficzne to:

djpg  jpg  —formatjpg

dpdf pdf  — format pdf

dbmp bmp — mapa bitowa

dmeta emf — Windows enhanced metafile

W oknie Figure mozna tez wybrac opcje File/Save. Wtedy wykres zostanie zapi-

sany z rozszerzeniem fig. Ten format pozwala na pozniejsza edycje wykresu
w edytorze graficznym MATLABa.
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4.1.2. Typy wykresow 2D

Dostgpne w wersji podstawowej MATLABa typy wykresow 2D zawiera

Tablica 4.1.
Tablica 4.1. Typy wykresow 2D w MATLABie
area(x,y) wykres funkcji z wypelnionym obszarem pod nig
bar(x,y) wykres stupkowy
barh(x,y) wykres stupkowy poziomy
comet (x,y) ?{nimowany wykres funkcji pozostawiajacy jakby ogon
omety
compass(x,y) wykres przedstawiony na tarczy kompasu

contour(x,n)
contourf(x,n)
errorbar(x,y,e)
ezplot(f)
fplot(f,zakres)
loglog(x,y)
pie(x,r)
plot(x,y)
scatter(x,y)
semilogx(x,y)
semilogy(x,y)
stairs(x,y)
stem(x,y)

wykres poziomic

wykres funkcji zaznaczajac jednocze$nie odchylenie
wykres dowolnej funkcji

wykres funkcji o danej nazwie w podanym zakresie
wykres w uktadzie dwulogarytmicznym

wykres kotowy

wykres typu (X,y)

wykres punktowy

wykres w uktadzie pollogarytmicznym po x

wykres w uktadzie pollogarytmicznym po y

wykres schodkowy

odleglo$¢ wartosci y od osi x

Na rysunkach 4.3-4.12 zilustrowano te typy przyktadowymi wykresami.

Wykres typu / area / 1

350

A
y N

300 y
250
200
150 /
100 A
y
50

a) q] 0.5

Wykres typu / area /

058

-0.5

Rys. 4.3. Wykres typu area(x,y) funkcji z wypetnionym obszarem pod nia,
a) pojedyncza krzywa z zaznaczonym obszarem, b) krzywe przecinajace
si¢ z naktadajacymi si¢ powierzchniami potprzezroczystymi
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a) b)

Rys. 4.4. Wykres typu barh(x,y) stupkowy poziomy:
a) barh, b) barh zopcja “stack’

Wykres typu / bar /

1
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0.4
02

94 -2 0 2 4 240 30

x 27
Rys. 4.5. Wykres typu bar(x,y) Rys. 4.6. Wykres typu
rysuje wykres stupkowy compass(X,y) przedstawiony

jakby na tarczy kompasu

Wykres typu / errorbar / Wykres typu / loglog /
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Rys. 4.7. Wykres typu errorbar(x,y,e) Rys. 4.8. Wykres typu
z zaznaczonym jednoczesnie odchyleniem loglog(x,y) —ukfad
dwulogarytmiczny
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Wykres typu / scatter /
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Wykres typu / pie /
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Rys. 4.10. Wykres typu
scatter(x,y) — wykres
punktowy

Rys. 4.9. Wykres typu pie(x,r) — kotowy

x10* Wykres typu / loglog / Wykres typu / loglog /

15
> 1
05
0 // 10’
055 ; , 10°
10 10 10 0 20 40 60 80 100
a) log x b) x

Rys. 4.11. Wykres typu: a) semilogx(x,y) — ukiad potlogarytmiczny po x,
b) semilogy(x,y) — uklad potlogarytmiczny po y

Wykres typu / stairs / Wykres typu /stem/
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Rys. 4.12. Wykres typu: a) stairs(x,y) — wykres schodkowy, b) stem(x,y)
— odlegltos¢ wartosci od osi x
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4.1.3. Inne funkcje wykorzystywane do pracy z wykresami

Tablica 4.2. Funkcje przydatne w pracy z wykresami

figure(nr)

xlabel( “tekst’)
ylabel( ‘tekst’)
title(“tekst’)
axis([xmin xmax ymin ymax])
subplot(m,n,p)

legend( ‘tekst’,’tekst’,pozycja)

text(x,y,’tekst’)

hold on
hold off

[x,y,przycisk]=ginput

gtext(napis)

line(X,Y)

otwiera okno graficzne, w ktorym
umieszczamy wykres lub obraz
opis o0si 0x

opis osi oy

tytut wykresu

zakres osi

wiele wykresow w jednym oknie,
m-liczba wierszy, n-liczba
kolumn, p-numer pozycji
legenda (pozycja 1, 2, 3, 4 naroz-
nik)

naniesienie tekstu na wykres, x, y
— wspolrzedne lewego poczatku
napisu we jednostkach osi wykre-
su. W tek§cie mozna uzywac
symboli Latexa (Tabl. 2.2).
wlgcza/wylacza rysowanie
nastgpnego wykresu w tym
samym oknie

polecenie pobiera wspotrzedne n
punktéw wskazanych przez uzyt-
kownika kursorem

i zaznaczonych przez wcisnigcie
klawisza lub przycisku myszki;
zwracane sg wspolrzedne x 1y
punktu oraz kod klawisza lub
przycisku myszki, dzialanie funk-
cji konczymy klawiszem Enter
polecenie pozwala umies$ci¢ po-
dany napis w miejscu wybranym
przez uzytkownika myszka

rysuje prosta mi¢dzy punktami 1
12 gdzie X =[x; X;], Y = [y1 y2]

Wigkszos¢ tych funkcji byta juz wykorzystana w wyzej przedstawionych przy-
ktadach, oprocz polecenia subplot, ktore zostalo zilustrowane ponize;j.



Przyklad 4.1. Wykorzystanie polecenia subplot

r~7p4_1.m
%Przyktad 4.1 Cztery okna graficzne
clear all; close all; clc
x=1:0.1:10;
% definiujemy cztery roézne funkcje obliczane na tym samym wekto-
rze argumentow.
y1=2.%x.72-3.*%x+2;
y2=exp(x.”1.432);
y3=sin(2.*x.72);
y4=0.54.*1log(x)."0.34;
figure(1)
% subplot(m,n,p) dzieli okno na m x n pol i otwiera p-te z nich
% do rysowania wykresu
subplot(2,2,1); plot(x,yl)
title('y=2*x"2-3*x+2")
subplot(2,2,2); plot(x,y2)
title('y=exp(x”~{1.432})")
subplot(2,2,3); plot(x,y3)
title('y= sin(2*x”2)"')
subplot(2,2,4); plot(x,y4)
title('y=0.54*1log(x)"{0.34}")

Rezultat 4.1
y=2*x2-3*x+2 x 10" y=exp(x 433
200 6
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Rys. 4.13. Efekt dziatania polecenia subplot
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4.1.4. Style linii i punktéw

MATLAB dostarcza caly szereg polecen pozwalajacych na sterowanie gruboscia
i stylem linii, kolorem linii i powierzchni, cieniowaniem, o§wietlaniem, potoze-
niem punktu, z ktérego patrzymy na wykres, tytutem wykresu itd. Najwazniejsze
z nich podamy ponize;j.

Tablica 4.3. Style linii uzywane do kreslenia wykreséw

- ciggta (domyslnie)
- przerywana
kropkowana
- przerywana-kropkowana

Tablica 4.4. Rodzaje punktow nanoszonych na wykres

+ znak plus

o kotko

* gwiazdka

. punkt (kropka)
X krzyzyk

S kwadrat

d karo (romb)

trojkat 1. typ
trojkat 2. typ
trojkat 3. typ
trojkat 4. typ
S-ramienna gwiazda (pentagram)
6-ramienna gwiazda (hexagram)

5T A v <

Tablica 4.5. Podstawowe kolory dostepne przy kresleniu krzywych
i nanoszeniu punktow na wykres

czerwony
zielony
niebieski
cyan
magenta
z0lty
czarny
biaty

=S A S noc0m
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4.2. Wykresy 3D

4.2.1.Przygotowanie danych

Przed rozpoczgciem rysowania wykresu 3D lub wykresu funkcji dwoch zmiennych
z=1(x,y), nalezy wygenerowa¢ specjalng siatk¢ na plaszczyznie (x,y). W jej
weztach beda okreslone wartosci funkcji na osi z. Do tego celu wykorzystuje sig
funkcj¢ meshgrid(x,y). Definiujemy wektory x, y na ktérych bedzie rozpigta
siatka. W zalezno$ci od tych definicji siatka bedzie miata oczka prostokatne
badz kwadratowe.

xi=linspace(0,50,100);
yi= linspace(20,75,100);
[X,Y]=meshgrid(xi,yi);

Funkcja ta transformuje obszar opisany przez wektory xi i yi do dwoch macierzy
X 1Y, wiersze macierzy X sg kopiami wektora x, natomiast kolumny macierzy
Y sg kopiami wektora y. Otrzymujemy dwie tablice X, Y, w ktorych zdefiniowane
sa wspotrzedne siatki.

Konstrukcja ta musi by¢ uzyta, jesli do utworzenia wykresu 3D wykorzystujemy
polecenie rysujace powierzchni¢. Nie wszystkie polecenia rysujace wykresy 3D
wykorzystuja ww. konstrukcje, bedzie to przedstawione w dalszej czesci.

4.2.2. Wykres funkcji dwéch zmiennych — siatka lub powierzchnia

Pierwsza linijka programu zawiera funkcje zwalniajaca pami¢¢ z wczesniejszych
obliczen:
clear all; close all; clc

Przygotowanie argumentow:

a=linspace(-pi,1*pi,100);

b=1linspace(-pi,1*pi,100);

[x,y]=meshgrid(a,b);

Definiowanie funkcji dwoch zmiennych — zauwazmy, ze jako argumenty uzyto
wektorow x oraz y, wczesniej przygotowanych:

z=sin(x).*cos(y);

Wykresy funkcji dwu zmiennych przedstawia si¢ jako siatke¢ druciang (mesh)
badz powierzchni¢ (surf). Zastosujemy trzy rodzaje polecen:
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figure(1); mesh(x,y,z);surf(x,y,z) ;
figure(2) ; meshc(x,y,z);surfc(x,y,z) ;
figure(3) ; meshz(x,y,z);surfl(x,y,z);

Otrzymane wykresy sa pokazane w nastgpnej sekcji — wykresy typu mesh
na rysunkach 4.14, 4.15 i 4.16, a wykresy typu surf na Rys. 4.17-4.19
(dla innych funkcji).

4.2.3. Typy wykresow 3D

MATLAB udostepnia szereg polecen, za pomoca ktorych mozemy przedstawiac
wyniki w postaci trojwymiarowej. W rozdziale tym zostana one zestawione
i przedstawione w skondensowanej formie i dotyczy¢ beda wykresow funkcji 3D.
MATLAB umozliwia rowniez prezentacj¢ innych obiektow 3D (zob. sekcja 4.4).
Podstawa do tworzenia wykresow 3D sa wektory wspotrzednych x, y i z weztow
siatki. Musza one mie¢ t¢ sama liczbe elementow.

4.2.3.1. Powierzchnie w przestrzeni
Do budowy wykresoéw 3D stuzg nastgpujgce funkcje:
mesh(x,y,z)

gdzie x, y — wektory weztéw siatki prostokatnej, z — wektor wartosci funkcji
w tych wezlach.

Rys. 4.14. Polecenie mesh (X, Yy, z) rysuje wykres przestrzenny w postaci siatki, dziatanie
ograniczone do powierzchni zdefiniowanych na regularnych siatkach prostokatnych
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meshc(X,y,z,c)
gdzie c — parametr okreslajacy liczbe konturéw na plaszczyznie x,y

4

Rys. 4.15. Polecenie meshc(X,Y, z, c) rysuje siatke identyczng jak funkcja mesh
i umieszcza pod nig wykres poziomicowy (taczy dziatanie mesh i contour), dzialanie
ograniczone do powierzchni zdefiniowanych na regularnych siatkach prostokatnych

meshz(X,y,z)

Rys. 4.16. Polecenie meshz(x,y, z) dziata podobnie jak mesh, z tym, ze dodatkowo
w dot od krawedzi wykresu sa rysowane linie okreslajace plaszczyzny boczne, dziatanie
ograniczone do powierzchni zdefiniowanych na regularnych siatkach prostokatnych
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surf(x,y,z)
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Rys. 4.17. Polecenie surf(x,y,z) rysuje roznokolorowa powierzchni¢ wraz
z siatkg pisang wektorami x, y, z. Siatk¢ mozna usuna¢ z wykresu poleceniem
shading interp

Przykitad 4.2. Rysowanie kuli za pomocg polecenia surf(x,y,z).

r~7p4 2.m

%Przyktad 4.2 Rysowanie 3D kuli
close all

r=2; % promien

linspace(@, 2*pi, 41); % argumenty
linspace(-pi/2, pi/2, 31);

[Xs Ys] = meshgrid(x,y); % generowanie siatki
réwnanie sfery

r*cos(Ys).*cos(Xs);

r*cos(Ys).*sin(Xs);

r¥sin(Ys);

% wykreslenie powierzchni

surf(X,Y,Z); colormap(gray);

shading flat

X

%
X
Y
VA

MATLAB dysponuje rowniez gotowym poleceniem za pomocg ktérego mozna
wykresli¢ sfer¢. Zastgpuje ono caly powyzszy program. Wystarczy je wpisaé
z r¢ki w Command Window.
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sphere

Rezultat 4.2

Rys. 4.18. Wykreslone powierzchnie kuliste: a) za pomocg polecenia surf(x,y,z),
b) za pomoca polecenia sphere

surfc(x,y,z,c),
gdzie c — parametr okreslajacy liczbe¢ konturow na plaszczyznie x,y

surfl(x,y,z,s,k)

gdzie s — parametr okreslajacy kierunek §wiatta, jest wektorem wspotrzednych
s = [sx,sy,sz], k — parametr okre$lajacy stalg odbicia, jest wektorem skladaja-
cym si¢ czterech elementow definiowanych odpowiednio k = [nat¢zenie §wiatla
z otoczenia, odbicie, odbicie lustrzane, wspotczynnik potysku].

Przykiad 4.3. llustracja dziatania funkcji surfc i surfl

~p4_3.m

%Przyktad 4.3 Wykresy surfc i surfl
close all

rv = linspace(.3,1,590);

thv = linspace(pi/4,5*pi/4,50);
[r,th] = meshgrid(rv,thv);

X = r.*cos(th);

y = r.*sin(th);

z = peaks(50) + 10*x;

figure(1)

surfc(x,y,z) %wyrysuj pow. i jej rzut jako linie konturowe
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%funkcje ponizej zob. sekcja 4.4
shading interp

alpha(0.5) %ustaw przezroczystosc
figure(2)
surfl(x,y,z)

shading interp %ustaw cieniowanie
colormap(gray) %ustaw palete barw

Rezultat 4.3

Rys. 4.19. Polecenie a) surfc(x,y,z) oraz surfl(x,y,z)

4.2.3.2. Krzywe w przestrzeni
plot3(x,y,z)

Rys. 4.20.Polecenie plot3(X, Y, z) rysuje trojwymiarowg tamang taczaca punk-
ty o wspolrzednych x, y i z zawartych w odpowiednich wektorach
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4.2.3.3. Wykresy danych statystycznych

bar3 (M)
— gdzie M jest macierza danych.

Rys. 4.21. Polecenie bar3 rysuje pionowy wykres stupkowy 3D

bar3h(M)
— wykres jw., ale stupki w uktadzie poziomym.

= NDNWHA,OTON OO

o

Rys. 4.22. Polecenie bar3h rysuje poziomy wykres stupkowy 3D

113



pie3(X)
— gdzie X — wektor warto$ci, ktorych udziaty procentowe zostang pokazane

13%

15%

21%

10%

1%

8%

Rys. 4.23. Polecenie pie3 rysuje wykres kotowy 3D

scatter3(x,y,z,s,c)
— gdzie x, y, z — wektory wspotrzednych punktéw, s — rozmiar znacznika,
¢ — kolor znacznika.

5 10

10 10 5 0

Rys. 4.24. Polecenie scatter3 rysuje wykres punktowy 3D
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stem3(x,y,z)
— rysuje punkty o wspohrzednych x, y, z prowadzac z nich linie pionowe do z = 0.

-20

15 10 5 0 5 10

Rys. 4.25. Polecenie stem3 rysuje odlegto$¢ wartosci z od ptaszczyzny xy w 3D

4.2.4. Prezentacja przestrzenna funkcji wielu zmiennych

W praktyce inzynierskiej mamy najczesciej do czynienia z dwoma rodzajami
funkcji wigcej niz dwu zmiennych, sg to tréjwymiarowe pola skalarne np. pole
stezenia czy temperatury i trojwymiarowe pola wektorowe np. pole predkosci.
Omowimy tu podstawy wizualizacji takich pol. Zagadnienie to w MATLABIe
nosi nazw¢ wizualizacji danych objetosciowych (ang. volume visualization).

4.2.4.1. Pola skalarne

Pole skalarne jest okre$lone macierza czterowymiarows, ktérej trzy pierwsze
wymiary zawierajg wspolrzedne przestrzenne X,y 1z, a czwarty warto$¢ skalarng
odpowiadajaca tym wspotrzednym.

slice(x,y,z,v,xslice,yslice,zslice)
—rysuje wykres funkcji czterowymiarowej v jako przekroje objetosci danej wek-
torami X,y,z w plaszczyznach okreslonych wektorami xslice, yslice i zslice.

contourslice(x,y,z,v,xslice,yslice,zslice)

— rysuje wykres warstwicowy funkcji czterowymiarowej v w przekrojach obje-
tosci danej wektorami x,y,z w plaszczyznach okre§lonych wektorami xslice,
yslice i zslice.
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fz=isosurface(x,y,z,V,C)

— wyznacza wartosci wspoOlrzednych siatki przestrzennej niezbedne do
wykre$lenia powierzchni o stalej wartosci ¢ dla czterowymiarowej funkcji v
W przestrzeni o wspotrzednych x,y,z.

Ponizszy przyktad podaje ilustracje dziatania tych funkcji.

Przyklad 4.4.

r~7p4 4.m

%Przyktad 4.4 Wizualizacja pola skalarnego
clear all; close all; clc

%Przygotowanie argumentow
xi=linspace(-pi,pi,30);
yi=linspace(-pi,2.*pi,30);
zi=linspace(-pi,pi,30);

[X,y,z] = meshgrid(xi,yi,zi);
%Definiowanie funkcji skalarnej trzech zmiennych
v=sin(x.*y+z);

%Definiowanie widokéw przekrojow

xslice = [-pi,-pi/2,pi/2,pi];

yslice = 2; zslice = [-pi/2,pi/2];

%Wykresy

figure(1l) %przekroje
slice(x,y,z,v,xslice,yslice,zslice)

axis tight

xlabel('X"'); ylabel('Y'); zlabel('Z")
figure(2) %kontury
contourslice(x,y,z,v,xslice,yslice,zslice)
axis tight

xlabel('X"'); ylabel('Y'); zlabel('Z")
view(-38,30)

figure(3) %powierzchnie statej wartosci v=0.3
p = patch(isosurface(x,y,z,v,0.3));

set(p, 'FaceColor', 'yellow"', 'EdgeColor’, 'none');
view(-38,30); axis tight

xlabel('X"'); ylabel('Y'); zlabel('Z")
camlight right

lighting gouraud
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Rezultat 4.4

Rys. 4.28. Efekt dziatania polecenia isosurface
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4.2.3.2. Pola wektorowe

Pole wektorowe dla kazdego punktu o wspotrzednych x, y, z ma okreslony wek-
tor o sktadowych u,v,w odpowiadajacych kierunkom osi ox, oy, oz.

Ponizej przedstawiono kilka funkcji stuzacych do wizualizacji takich pol wraz
z przyktadami.

quiver3(x,y,z,u,Vv,w)

— rysuje wektory o sktadowych opisanych przez elementy macierzy u, v, w jako
strzatki zaczepione w punktach o wspolrzednych wyznaczonych przez elementy
macierzy X, y, Z — macierze musza mie¢ identyczne wymiary. Istnieje tez
funkcja quiver(x,y,u,v) dla pol dwuwymiarowych.

streamslice(x,y,z,u,V,W,SX,Sy,Sz)

— rysuje plaskie linie pradu ze strzalkami kierunkowymi pola wektorowego
o sktadowych opisanych przez elementy macierzy u, v, w okreslone w punktach
o wspolrzednych x, y, z w przekrojach wyznaczonych wektorami sx, sy, sz.

streamline(x,y,z,u,Vv,w,SX,sy,Sz)
— rysuje przestrzenne linie pradu dla pola jw. zaczynajace si¢ w punktach
startowych wyznaczonych przez wektory sx, sy i sz.

coneplot(x,y,z,u,V,W,SX,sy,Sz,s)

— rysuje wektory pola o sktadowych opisanych przez elementy macierzy u, v,
W oraz X,y,z jako stozki zaczepione w punktach o wspotrzednych wyznaczonych
przez elementy macierzy sx, sy, sz. s to wspotczynnik skali stozkow.

Uwaga: w funkcjach streamslice, streamline i coneplot macierze x, vy,
z oraz u, v, w zawierajace komponenty pola wektorowego sg trojwymiarowe.
Jesli kartezjanskie wymiary pola wektorowego wyznaczaja wektory X(1:m),
Y(1:n) iZ(1l:p), to macierze wspohrzednych maja posta¢ x(:,X.:), y(Y,:,:)
12(:,:,Z). Ta sama zasada dotyczy macierzy sktadowych u, v, z.

Przyklad 4.5. Ilustracja dziatania funkcji quiver3

Wykre$lmy powierzchni¢ zdefiniowang nastgpujaco: f(x,y,z)=z+ (yz -x’ )/ 4,
1 pole wektora nachylenia okreslone przez Vf(x,y,z)= [— x/2,y/2, 1]. Pole
wektora nachylenia to wlasnie pole wektorowe.
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~p4_5.m

%Przyktad 4.5 Funkcja quiver3
clear all; clf; clc

%wsp6irzedne punktéw, do ktérych
%przymocowano wektory normalne
%siatka ma matg gestosc

[X,Y] = meshgrid(0:.4 :2);

Z = .25%(X.72 - Y."2);

%sktadowe wektoréw normalnych
U= -X/2;

V =Y/2;

W = 1+0*X; %dodanie @*X tworzy wektor
%kreslenie powierzchni

%tu siatka ma duzg gestos¢
[XX,YY] = meshgrid(@: .05: 2);
ZZ = .25%(XX."2 - YY."2);
surf(XX,YY,ZZ);

xlabel('X"); ylabel('Y'); zlabel('Z');
shading interp; colormap bone
hold on

%kreslenie wektoréw normalnych
quiver3(X,Y,Z,U,V,NW)

axis tight

Rezultat 4.5

Rys. 4.29. Powierzchnia f(x,y,z) i wektory normalne do niej
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Przyklad 4.6. Ilustracja dziatania funkcji coneplot i streamslice

Pole wektorowe w tym przyktadzie zostato obliczone jako pole wektoréw nor-
malnych do funkcji v = sin(x-y+z) z przyktadu 4.4.

r—~7p4_6.m
%Przyktad 4.6 Wizualizacja pola wektorowego
clear all; close all; clc
%Przygotowanie argumentow
n=10;
xi=linspace(-pi/2,pi/2,n);
yi=linspace(-pi/2,pi,n);
zi=linspace(-pi/2,pi/2,n);
%Definiowanie funkcji wektorowej trzech zmiennych
%---macierze wspoirzednych
for j=1:n

for i=1:n

x(1, 3;j)=Xi$

y(:,1,3)=yi;

Z(i,j, :)=Zi.;

end
end

%---macierze sktadowych wektoroéw
u=y.*cos(x.*y+z);

v=Xx.*cos(x.*y+z);

w=1.*cos(X.*y+z);

%---obliczanie rozmiaréw stozkow
xmin = min(x(:)); xmax = max(x(:));
ymin = min(y(:)); ymax = max(y(:));
zmin = min(z(:)); zmax = max(z(:));
xrange = linspace(xmin,xmax,5);
yrange = linspace(ymin,ymax,5);
zrange = linspace(zmin,zmax,5);

[cx cy cz] = meshgrid(xrange,yrange,zrange);

%---wykonanie wykresu stozkowego

figure(1)

hcones = coneplot(x,y,z,u,Vv,w,cx,cy,cz,2);
set(hcones, 'FaceColor', 'red', 'EdgeColor', 'none")
view(52,22);axis image

camproj perspective;

camlight right; lighting phong
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%---wykonanie wykresu linii pradu w danym przekroju
figure(2)
streamslice(x,y,z,u,v,w,[],[],(zmax-zmin)/2)
view(3); axis tight

Rezultat 4.6

Rys. 4.30. Wykres pola wektorowego w postaci stozkow
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Rys. 4.31. Wykres pola wektorowego w postaci przekroju z liniami pradu
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4.3. Grafika za pomoca uchwytow obiektow graficznych

Grafika ta (ang. handle graphics) opiera si¢ na zasadach programowania obiek-
towego. Wszystkie elementy graficzne wykresow w MATABie sa obiektami
iposiadaja liste wilasciwo$ci. Niektore z nich posiadaja elementy podlegle
(,,dzieci”), ktore dziedzicza po nich wlasciwosci. Dzieci posiadaja tez swe wia-
sne wlasciwosci. Dla przykladu osie wykresu posiadaja szereg wlasciwosci ta-
kich jak kolor, grubo$¢ linii, kro6j czcionki i wielko§¢ czcionki do opisu itd. Ich
elementem podleglym jest siatka wykresu, ktora dziedziczy np. kolor i grubo$é¢
linii, ale takze ma wtasne wlasciwosci jak np. osiatkowanie poziome i pionowe.
Wiasciwos$ci te mozna zmienia¢ podczas edycji rysunku w oknie Figure, korzy-
stajac z menu tego okna. Jednakze dostep do wlasciwosci obiektow graficznych
jest takze mozliwy z poziomu programu. Caly zestaw wiasciwosci danego
obiektu graficznego miesci si¢ pod adresem pamigci, zapisanym w uchwycie
obiektu (ang. handle), jak np. uchwyt aktualnego rysunku, ktory ma nazwe gcf
czy uchwyt aktualnego ukladu osi gca. Mozna ich uzy¢ w programie lub wy-
swietli¢ po wykonaniu dowolnego wykresu.

Aby uzyska¢ uchwyt danego obiektu, mozna dokona¢ podstawienia pod zmien-
ng wykonywanego polecenia, np. zapisujgc

h = xlabel( ‘temperatura [C]’)

Po wykonaniu tego polecenia otrzymamy np.
h =
189.0023

gdzie h to uchwyt aktualnego polecenia x1abel. Aby sprawdzi¢ jakie wszystkie
wlasciwosci posiada dany obiekt graficzny, nalezy uzy¢ polecenia set np.

set(h)

wyswietli wszystkie wlasciwosci obiektu xlabel wraz z dost¢gpnymi opcjami.
Aktualna opcja objeta jest nawiasami { }.

BackgroundColor

Color

DisplayName

EdgeColor

Editing: [ on | off ]

FontAngle: [ {normal} | italic | oblique ]
FontName

FontSize
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FontUnits: [ inches | centimeters | normalized | {points} | pix-
els ]

FontWeight: [ light | {normal} | demi | bold ]

HorizontalAlignment: [ {left} | center | right ]

LineStyle: [ {-} | -- | : | -. | none ]

LineWidth

Margin

Position

Rotation

String

Units: [ inches | centimeters | normalized | points | pixels |
characters | {data} ]

Interpreter: [ latex | {tex} | none ]

VerticalAlignment: [ top | cap | {middle} | baseline | bottom ]

ButtonDownFcn: string -or- function handle -or- cell array

Children

Clipping: [ {on} | off ]

CreateFcn: string -or- function handle -or- cell array

DeleteFcn: string -or- function handle -or- cell array

BusyAction: [ {queue} | cancel ]

HandleVisibility: [ {on} | callback | off ]

HitTest: [ {on} | off ]

Interruptible: [ {on} | off ]

Parent

Selected: [ on | off ]

SelectionHighlight: [ {on} | off ]

Tag

UIContextMenu

UserData

Visible: [ {on} | off ]

Za pomocg polecenia get(h) dostaniemy natomiast wykaz wszystkich aktual-
nych wlasciwosci obiektu o uchwycie h.

Annotation = [ (1 by 1) hg.Annotation array]
BackgroundColor = none

Color = [0 @ @]

DisplayName =

EdgeColor = none

Editing = off

Extent = [30.5287 -1.81924 18.3908 0.886297]
FontAngle = normal

FontName = Helvetica
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FontSize = [10]

FontUnits = points

FontWeight = normal
HorizontalAlignment = center
LineStyle = -

LineWidth = [0.5]

Margin = [2]

Position = [39.9078 -1.09942 1.00011]
Rotation = [0]

String = Temperatura [\circC]
Units = data

Interpreter = tex
VerticalAlignment = cap

BeingDeleted = off

ButtonDownFcn =
Children = []
Clipping = off
CreateFcn =
DeleteFcn =

BusyAction = queue
HandleVisibility = off
HitTest = on
Interruptible = on
Parent = [173.002]
Selected = off
SelectionHighlight = on
Tag =

Type = text
UIContextMenu = []
UserData = []

Visible = on

Wilasciwosci te mozna zmienia€, stosujac dopuszczalne nazwy i wartosci para-
metrow sterujacych np. polecenie

set(h, 'FontSize',20)

zmienia rozmiar czcionki przypisanej obiektowi x1abel na 20 punktow.

Warto nadmieni¢, ze poczatkujacy moga po wykonaniu wstgpnego wykresu
zapisa¢ go w formacie m-pliku, gdzie znajda wszystkie polecenia sterujace aktu-
alnymi ustawieniami wykresu, co mozna wykorzysta¢ do jego modyfikacji za
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pomoca programu. Robi si¢ to z poziomu menu Figure przez wybranie opcji
File/Generate M-File.

Przyklad ponizej ilustruje cze$¢ mozliwosci praktycznego wykorzystania handle
graphics.

Przyktad 4.7. Wykres metody wyznaczania NTU w rektyfikacji na wypelnieniu

~p4_7.m

%Przyktad 4.7 Wykres NTU za pomocg Handle Graphics
function NTU

clear all; close all; clc;

global xp

%dane
alfa=2.3; %lotnosc¢ wzgledna
xD=0.95; %ut. mol. destylatu, -

XxF=0.4; %ut. mol. surowki, -

XW=0.03; %ut. mol. cieczy wyczerp. -

R=2.1; %liczba powrotu, -

e=1.5; %liczba stanu cieplnego surdwki, -

%duzy wykres kwadratu jednostkowego i linii:

yeq=@(x) alfa*x./((alfa-1)*x+1); %réwnowaga

GLO=@(x) R./(R+1)*x+1./(R+1)*xD; %goérna linia operacyjna
EL =@(x) e./(e-1)*x-1./(e-1)*xF; %linia e

fx=@(x) GLO(x)-EL(x);

xp=fzero(fx,xF); %znalezienie punktu przeciecia GLO i EL
DLO=@(X) XW+(GLO(xp)-XW)./(xp-xW)*(x-xW); %dolna linia operacyj-
na

X =linspace(0,1,50);
xd=1linspace(xW,xp,20);
xg=linspace(xp,xD,20);
xe=linspace(xF,xp+0.1,10);
y=yeq(x);

yg=GLO(xg);

ye=EL(xe);

yd=DLO(xd);
axes('position',[.1 .1 .8 .8]);
hold on

plot(x,y, 'k");
plot(x,x,"'--");
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plot(xg,yg,'b', 'LineWidth',2);

plot(xe,ye,'c");

plot(xd,yd, 'r', 'LineWidth',2);

axis([@ 1 @ 1]);

set(gca, 'GridLineStyle', '-', 'PlotBoxAspectRatio',[1 1 1], 'Xcol-
or','b","'"Ycolor','b");

hl=legend('linia réwnowagi', 'przekatna', 'GLO', 'linia e', 'D-
L0");

set(hl, 'FontName', 'Times', 'Location', 'NorthWest');

hil=xlabel('x [-]'); h2=ylabel('y [-]");

set(hl, 'FontSize',20); set(h2, 'FontSize',20);

grid on

%maty wykres odwrotnosci sity napedowej
GNT=@(x) 1./(yeq(x)-GLO(x));

DNT=@(x) 1./(yeq(x)-DLO(X));

NTU=quad (DNT, xW, xp)+quad (GNT, xp,xD) ;

%#Wzor na NTU w LaTeXie

ha=axes('position',[.50 .15 .3 .3]);

ht=text(0.10,35, '$$NTU=\int_{y_{W}}*{y_{D}}\frac{dy}{y *-y}$$');

set(ht, 'Interpreter', 'latex');

yd=DNT(xd);

yg=GNT(xg);

hold on

hl=area(xd,yd);

h2=area(xg,yg);

set(hl, 'FaceColor',[1 0.5 0.4]);

set(h2, 'FaceColor',[0.2,0.4,1]);

set(ha, 'FontName', 'Times"', 'FontAngle', 'italic');

xlabel('x"); ylabel('1/(y*{*}-
y)');set(ha, 'FontName', 'Times', 'FontAngle', 'italic');

xlabel('x"); ylabel('1/(y"{*}-y)');

%wydruk obliczonej wartosci NTU
disp([ ‘Obliczone NTU = ¢,num2str(NTU)]);

Rezultat 4.7

W oknie polecen program wydrukowat:

Obliczone NTU = 14.7256
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Rys. 4.32. Ilustracja niektorych mozliwosci handle graphics — ilustracja wyznaczania NTU
w rektyfikacji dwusktadnikowej na wypelnieniu

PROJEKT 4.1
Temat: Wykres Molliera
Toolbox: -

Wykres Moliera, zwany takze wykresem Molliera-Ramzina, jest wykresem dwu
funkcji dla wilgotnego gazu: wilgotnosci wzglednej i temperatury w skosnym
uktadzie wspotrzednych wilgotno$¢ bezwzgledna-entalpia.

Wilgotnos¢ wzgledna jest to ilos¢ kilogramow pary substancji na kilogram su-
chego gazu (np. powietrza).
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Wilgotnos$¢ bezwzgledna jest to stosunek aktualnego ci$nienia czgstkowego pary
do ci$nienia pary nasyconej w tej samej temperaturze.

»
p=—t—. 41
p.(T) @1

Relacja pomigdzy obiema wilgotno$ciami jest nastepujaca

_ MA ¢ps (T)
= . 4.2)
M, P~ op(T)
Entalpia gazu wilgotnego jest obliczana z wyrazenia
i=(cy, +c,,Y)T+AhY (4.3)

gdzie capm 1 cpm — $rednie ciepta wlasciwe pary i powietrza (w zakresie tempera-
tur od 0 do danej), kJ/(kg K) T — temperatura, °C, Y — wilgotno$¢ wzgledna,
kg/kg, Ah,,— ciepto parowania w temperaturze 0°C, kJ/kg.

Wykres Molliera posiada sko$ny uktad wspotrzednych (Y, i). Pozostale linie —
izotermy i linie statej warto$ci ¢ bywaja rgcznie nanoszone na tej siatce wspol-
rzgdnych. Jednakze, wykonujac wykres, automatycznie bedziemy poshugiwac
si¢ ukladem kartezjanskim wspolrzednych (x,y). W tym ukladzie rownania po-
szczegOlnych linii beda miaty posta¢ (Pakowski, 1986)

e SiatkaY

x, =Y/s, 4.4)

e Siatkai
Vi = _Ahvos_YxY +i/s, 4.5)

e Sijatkat

Ky
V= CAm(T)T_YxY +T/St(T)’ (4.6)
gdzie
5,(T)=—" @)
cBm (T)



e Siatka ¢
v, =1, (48)

gdzie T, jest obliczane z zaleznosci 4.4 1 4.2 dla danego x oraz Y. Wspotczynni-
ki sy is; to wspotczynniki skali. Powstaja one przez podzielenie maksymalne;
wartosci skali Y oraz i przez odpowiedni wymiar liniowy (dtugos$¢) osi.

r7P4 1.m

%PROJEKT 4.1

%Wykres Molliera-Ramzina

%dla uktadu powietrze-para wodna
function Mollier

clear all; close all; clc;
global PO fi Y

% warning off all

sY=1;

si=1;

hve=hvp(9) ;

T L T T T T T e

PO=101.325; % cisnienie otoczenia [kPa]
fip=0.1; % poczatkowa wilgotnosc¢ wzgledna
dfi=0.1; % krok wilgotnosci wzglednej
Yp=1le-9; % pocz. wilg. bezwzgledna [kg/kg]
nY=1000; % liczba krokow wilg. bezwzglednej [kg/kg]
Yk=.1; % konc. wilg. bezwzgledna [kg/kg]
Tp=10; % poczatkowa izoterma [C]

dT=10; % krok izotermy [C]

Tk=200; % koncowa izoterma[C]

ip=40; % poczatkowa entalpia [kJ/kg]
di=20; % krok entalpii [kJ/kg]

ik=500; % koncowa entalpia [kJ/kg]
opis=1; % witgcz opis =1 wytacz opis = ©
fs=8; % rozmiar czcionki opisu wykresu

% wektor wilgotnosci wzglednej

fz=(fip:dfi:1)";

% wektor wilgotnosci bezwzglednej

Yz=1inspace(Yp,Yk,nY);

% obliczam temperature wrzenia cieczy pod zadanym cisnieniem
Tb=fzero(@psTb,100);
gl=(cp(Tb).*Tb*(sY./si).*(Yz./(si./cg(Tb)))+cg(Tb).*Tb./si)";
% obliczam linie wilgotnosci wzglednej
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for i=1:length(fz)

fi=fz(i);

t0=-80;

for j=1:length(Yz)
Y=Yz(3);
yt(j,i)=fzero(@cis,t0);
to=floor(yt(j,1i));
yfi(j,1i)=cp(yt(3,1i)).*yt(j,i).*(sY./si).*

; (Y./sY)+yt(3,1)./(si./cg(yt(3,1)));
en

figure(1)
% procedura rysujgca linie wilgotnosci wzglednej
[~,kg]l=size(yfi);
for i=1:kg
ypg=yfi(:,1);
nrg=find(ypg <= gl);
plot(Yz(nrg),ypg(nrg),’'g")
hold on
[wl,~]=size(nrg);
str = num2str(fz(i));

if opis == 1
text(Yz(nrg(wl)),yfi(nrg(wl),i),str, 'FontSize',fs,
'HorizontalAlignment', 'center', 'EdgeColor',’'g’, 'Back-

groundColor',[1 1 1]);
end
end
[wl,kl]=size(yfi);
% obliczam izotermy dla powietrza wilgotnego
Tz=(Tp:dT:Tk)";
for i=1:length(Tz)
T=Tz(i);
for j=1:length(Yz)
Y=Yz(3);
yt(j,1)=cp(T).*T*(sY./si).*(Y./(si./cg(T)))+
cg(T).*T./si;
end
end
% procedura rysujgca i opisujaca izotermy
[~,k2]=size(yt);
for i=1:k2
ypz=yt(:,1i);
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nr=find(ypz >= yfi(:,k1));
[wn,~]=size(nr);
plot(Yz(nr),ypz(nr),'r', " 'LineWidth',1)
str = num2str(Tz(i));

if opis ==
yy=ypz(nr(round(0.5*wn))); %jesli pionowa wspdirzedna
tagu
if yy<yfi(wl,1) %nie wychodzi za ramke
text(Yz(1,nr(round(0.5*wn))),yy,str, 'FontSize',fs,...
'HorizontalAlignment', 'center’, 'EdgeCol-
or','r','BackgroundColor',[1 1 1]);
end
end
end
plot(Yz,cp(Tb).*Tb*(sY./si).*(Yz./(si./cg(Tb)))+cg(Tb).*Tb./si,"
r-.")
hold on

% obliczam entalpie dla powietrza wilgotnego
iz=(ip:di:ik)";
for k=1:length(iz)
i=iz(k);
for j=1:length(Yz)
Y=Yz(3);
yi(j,1i)=-hve.*(sY./si).*Y+i./si;
end
end
%procedura rysujgca izoentalpy
[~,k3]=size(yi);
for i=1:k3
yiz=yi(:,1i);
nr=find(yiz >= yfi(:,k1));
plot(Yz(nr),yiz(nr),'b")
end

axis([@ Yk @ yfi(wl,1)])

pres=[num2str(P@) ' kPa'];

title([ 'Wykres Molliera. Uk1. woda-powietrze. P=' pres])
xlabel('Y [kg/kg]'); ylabel('i [k3I/kg]")
text(0.85*Yk, 20, 't=const', 'EdgeColor','r")
text(0.85*Yk, 10, '\phi=const', 'EdgeColor', 'g");

set(gca, 'XGrid', 'on', 'fontsize',6)
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%Funkcje opisujgce wtasciwosci
%Aby wykonac¢ wykres dla innego uktadu gaz-ciecz nalezy
%jedynie wymienic¢ te funkcje.

function y=cis(T)

% rownanie do przeliczania wilgotnosci bezwzglednej na wzgledna
global PO fi Y

M=18.02; Mg=28.9645;

y=((M./Mg) . *((fi*ps(T))./(Pe-fi.*ps(T))))-Y;

function y=psTb(T)
% rownanie do obliczania temperatury wrzenia w [C]
global Po

y=ps(T)-P0;

function y=ps(T)

% preznosc¢ pary [kPa] od temperatury [C]
al=16.376953; a2=3878.8223; a3=229.862;
y=exp(al-a2/(a3+(T)));

function y=hvp(T)

% ciepto parowania [kJ/kg] od temperatury [C]
al=52.053; a2=647.13; a3=0.321;
y=(al.*(1-(T+273.15)./a2).%a3).*(1000./18.015);

function y=cp(T)
% ciepto wiasciwe pary [kJ/(kg*K)] od temperatury [C]
al=33.933; a2=-8.4186e-3; a3=2.9906e-5; a4=-1.7825e-8;
a5=3.6934e-12;
y=(al+a2.*(T+273.15)+a3.*(T+273.15)."2+a4.* ...
(T+273.15) .~3+a5.*(T+273.15).74) . *(1./18.015);

function y=cg(T)

% ciepto wiasciwe powietrza [kJ/(kg*K)] od temperatury [C]
al=1.02287;a2=-0.0512e-3; a3=0.181871e-6; a4=-0.05122e-9;
y=(al+a2.*(T+273.15)+a3.*(T+273.15).”2+ad.*(T+273.15) .73);
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Wyniki 4.1

Wykres Molliera. Ukt. woda-powietrze. P=101.325 kPa
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Rys. 4.33. Wykres Molliera dla uktadu woda-powietrze

Uzyskany wykres mozna modyfikowaé, zmieniajac ci$nienie ogolne lub sklad-
niki uktadu. Mozna tez dodatkowo nanie$¢ nan izotermy wilgotnego termometru
i/lub adiabatycznego nasycenia. Latwo tez nanie$¢ na wykres macierz wynikow
obliczonych trajektorii procesu w postaci zalezno$ci np. Y od t.

PROJEKT 4.2
Temat: Tréjwymiarowy wykres rownowagi ciecz-para dla uktadu dwu-
sktadnikowego
Toolbox: -

Rownowaga ciecz-para dla ukfadu dwusktadnikowego jest tradycyjnie przed-
stawiana jako tzw. ,,rybka” w dwuwymiarowym uktadzie wspotrzednych tempe-
ratura od utamka molowego lub ci$nienie od ulamka molowego. Jednak najlepie;
pokazac te rownowage na wykresie 3D.
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W tym projekcie wygenerowano wykres 3D dla ukfadu metanol (1) —woda (2).
Wykres jest wykonany we wspolrzednych temperatura (x), ulamek molowy
sktadnika 1 (y), cisnienie (p) i sklada si¢ z dwu powierzchni — powierzchni
wrzacej cieczy i powierzchni kondensujacej pary (punkt rosy). Powierzchni¢
cieczy wrzacej wyznacza si¢ dla wszystkich weztow siatki t,x;, sumujgc udziaty
preznosci pary obu sktadnikow

P(x,,t) =y,%,py (t)"' szzpsz(t) > 4.9)

gdzie P — ci$nienie ogodlne, kPa, x — utamek molowy, g — wspolczynnik aktyw-
nosci, ps — preznos$¢ pary nasyconej, kPa, t — temperatura, °C. Wspotczynniki
aktywnosci policzono metoda Wilsona, preznosci par nasyconych i inne wilasci-
wosci pobrano z ksigzki Pakowski, Glgbowski, 2000.

Otrzymujemy macierz powierzchni cieczy wrzacej (zmienna CC w programie).

Prezno$¢ pary skladnika 1 w kondensujacej parze dla danej temperatury i utam-
ka molowego y; oblicza si¢ z prawa Raoulta

v, P(z,t) = V121P51(t)- 4.10)

W réwnaniu tym z; to taki utamek molowy w cieczy, dla ktérego utamki molo-
we w parze y; leza w tych samych weztach siatki co ulamki molowe w cieczy
uzyte do konstrukeji powierzchni wrzenia.

Znalezienie z; wymaga rozwigzania réwnania 4.10 dla kolejnych warto$ci
Z1=Yy1= X, gdzie X, jest wektorem wartosci x; w weztach siatki wspotrzednych.
Otrzymujemy macierz powierzchni kondensujacej pary (zmienna PP
w programie). Otrzymane macierze wykreslamy za pomoca polecenia surf lub
surface — polecenie surface umozliwia lokalne przypisanie wspotczynnika
przezroczystosci alpha do danej powierzchni. Dodatkowo poleceniem contour3
nanosimy warstwice statego ci$nienia. Powstaty wykres rzutowany na po-
wierzchnig x,,t daje ,,rybke” dla p = const., a na powierzchni¢ x;,p dla t = const.

r7P4 2.m

%Projekt 4.2

%Rownowaga ciecz-para ukiadu metanol(1l)-woda(2)
function rekaw

clear all; close all; clc;

n=20;

m=20;

x1=1linspace(0,1,n);

x1(1)=0.0001; x1(n)=0.9999;

t =linspace(40,110,m);
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x=[x1;1-x1];

%powierzchnia cieczy wrzgcej
for j=1:m
for i=1:n
CC(i,j)=sum(Wilson(x(:,1),t(3)) .*x(:,1).*ps(t(3)),1);
end
end

%powierzchnia punktu rosy
y=X;
for j=1:m
for i=1:n
z=xx(y(:,1),t(3));
a=Wilson(z,t(j));
b=ps(t(])); )
PP(1i,3)=a(1).*b(1).*z(1)./y(1,1);
end
end

contour3(t,x1,CC,[50 100 150 200 250],'y');
hl=surface(t,x1,CC);

hold on

contour3(t,x1,PP,[50 100 150 200 250],'y');
surf(t,x1,PP);

alpha(h1,0.5)

shading interp

colormap autumn

xlabel('t [\circC]'); ylabel('x [-]"'); zlabel('p [kPa]');

function x=xx(y,t)

%znajduje wartosc¢ utamka molowego w cieczy,
%ktory w tej samej temperaturze daje takie
%samo cisnienie ogoélne

x0=[0.5];

F=@(z) LHS(y(1),z,t);

x=fzero(F,x0);

x=[x; 1-x];

function z=LHS(y1,x1,t)
y=[x1; 1-x1];
g=Wilson(y,t);
psat=ps(t);
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sumP=sum(g.*y.*psat);
z=yl*sumP-g(1)*x1*psat(1);

function p=ps(t)

c=[45.6171 -3.2447e3 -1.3988el 6.6365e-3 -1.0507e-13;
29.8605 -3.1522e3 -7.3037e0 2.4247e-9 1.8090e-6];

T=t+273.15;

wl=c(1,1)+c(1,2)./T+c(1,3)*1oglO(T)+c(1,4)*T+c(1,5)*T."2;

w2=c(2,1)+c(2,2)./T+c(2,3)*1oglO(T)+c(2,4)*T+c(2,5)*T."2;

p(1)= 0.133322368*10."wl;

p(2)= 0.133322368*10."w2;

p=p';

function d=rho(t)
r=[ ©.27197 0.27192 0.23310 512.58;

0.34710 0.27400 0.28571 647.13];
T=t+273.15;
d(1)=1e3*r(1,1)*r(1,2).~(-(1-T./r(1,4)).~r(1,3));
d(2)=1e3*r(2,1)*r(2,2).~(-(1-T./r(2,4)).~r(2,3));

function gamma=Wilson(x,t)

T=t+273.15;

R=8.314;

RT=R*T;

Mol1=32.042;

Mol2=18.01;

lambdal211=449.59198;

lambda2122=1965.9157;

ro=rho(t);

vml=Moll./ro(1);

vm2=Mol2./ro(2);

Lam(1)=vm2./vml*exp(-lambdal211./RT);

Lam(2)=vml./vm2*exp(-lambda2122./RT);

cl=Lam(1l)./(x(1)+Lam(1)*x(2));

c2=Lam(2)./(x(2)+Lam(2)*x(1));

gamma(1)=exp(-log(x(1)+Lam(1)*x(2))...
+x(2)*(cl-c2));

gamma(2)=exp(-log(x(2)+Lam(2)*x(1))...
-x(1)*(c1-c2));

gamma=gamma' ;
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Rys. 4.34. Rownowaga ciecz-para dla uktadu metanol-woda

4.4. Wizualizacja obiektéow 3D

MATLAB oferuje bogata pule mozliwo$ci prezentowania i wizualizacji danych
i obiektow graficznych w przestrzeni trojwymiarowej. Moga one pochodzi¢
z obliczeni symulacyjnych i mie¢ form¢ wykresow przestrzennych jak na
Rys. 4.30, moga by¢ mapami ptaskimi badz przestrzennymi, mogg mie¢ réwniez
posta¢ obiektu ztozonego z wielo$ciandow stworzonych przez uzytkownika.
Obiekty 3D mozna odpowiednio oswietli¢, nada¢ im potysk i odpowiednio
ustawi¢ wirtualng kamere, ktora ,,fotografuje” obiekt, dajac obraz widziany
w oknie graficznym. Niektore z tych poje¢ uzyto juz wezesniej w przyktadach
sekcji 4.3. Ponizej przedstawiono wybrane najwazniejsze funkcje uzywane
w wizualizacji 3D.
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Tablica 4.6. Funkcje pomocne przy tworzeniu obiektow przestrzennych

line(x,y,z)

fill3(x,y,z,c)

patch(x,y,z,c)

patch(‘prop’,val..)

surface(x,y,z,c)

[x,y¥,z]=cylinder(r)

[x,y,z]=sphere(n)

[x,y,z] = elipsoid
(xc,yc,zc,xr,yr,zr,n)

rotate(h,o0$,alfa)

view(az,el)

rysuje prosta laczaca kolejne punkty zawarte
w wektorach x, y, z

rysuje wielokaty o wierzchotkach zawartych
w wektorach x, y, y i kolorze o specyfikacji za-
wartej w wektorze c.

rysuje wielokaty o wierzchotkach zawartych
w wektorach x, y, y i kolorze o specyfikacji za-
wartej w wektorze c.

rysuje powierzchni¢ w oparciu o wlasnosci, takie
jak: ‘vertices’- macierz wspolrzednych x,y,z
wszystkich wierzchotkow, ‘faces’ — macierz
numeréw wierzchotkow tworzacych $ciany,
‘FaceColor’— macierz koloréw $cian itd.

rysuje powierzchni¢ o wezlach okreslonych
wektorami x, y 1 z 1 kolorze o specyfikacji za-
wartej wektorze c.

tworzy macierz wspotrzednych kartezjanskich
walca o promieniu 1, jesli r jest wektorem to
walec bedzie miat zmienny promien zgodny
z zawartos$cig wektora r.

tworzy macierz wspotrzednych kartezjanskich
kuli o promieniu 1 ze $rodkiem o wspdtrzednych
[0,0,0] i n rownoleznikach oraz n potudnikach.
tworzy macierz wspotrzednych kartezjanskich
elipsoidy obrotowej o dlugo$ciach potosi [xr,yr,zr]
ze $rodkiem o wspotrzednych [xc,yc,zc] 1 n row-
noleznikach oraz n potudnikach.

obroc¢ obiekt o uchwycie h, wokot osi okreslone;j
wektorem o$ (np. [1 0 0] to o$ x), o kat alfa
(stopni).

okresla dwa katy: azymut (Az) i wysokos¢ (El),
pod ktérymi widzimy obiekt. Aby wybrac i usta-
li¢ najlepsze potozenie obiektu mozna obracaé
obiekt w oknie Figure opcja Rotate 3D. Az i El
wyswietlajg si¢ wtedy w lewym dolnym naroz-
niku ekranu.
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Tablica 4.7. Funkcje sterujace powierzchnig obiektow

material opcja Okresla  wlasnosci  powierzchni  materialu
wszystkich obiektow surface lub patch w danym
oknie. Do wyboru sg opcje: shiny, dull i metal.

material([ka,kd,ks]) jw. gdzie ka — sila $wiatla zewnetrznego,
kd — rozproszonego, ks — odbitego (0 <k < 1).
alpha(k) ustawia przezroczystos¢ wszystkich obiektow

w danym oknie, gdzie 0 <k < 1. k=1 oznacza nie-
przezroczyste $ciany, k = 0 — przezroczyste Sciany.
jw., ale dotyczy tylko obiektu o uchwycie h.

alpha(h, k)

shading opcja okresla sposob cieniowania powierzchni ztozo-
nej z fasetek (okienek siatki przestrzennej).
Do wyboru flat — koloruje fasetki i linie tym
samym kolorem, faceted — koloruje fasetki wg
mapy kolorow, ale siatka pozostaje czarna,
interp — wygladza kolory mi¢dzy fasetkami.

colormap opcja ustawia palete¢ barw wszystkich obiektow 3D
w oknie. Dostepnych jest 13 wbudowanych
palet: jet, hot, cool, copper, spring, summer,
autumn, winter itd.

Kolejne funkcje stuza do ustawiania fotoaparatu (kamery), ktory mozna utozsa-
mia¢ z okiem obserwatora sceny widocznej na ekranie. Funkeji tych bedziemy
glownie uzywa¢ w animacjach opisanych w sekcji 4.5.

Tablica 4.8. Funkcje do manipulacji fotoaparatem

camdolly(dx,dy,dz) odpowiada przesunigciu nieruchomej kamery na
wozku o dx, dy 1 dz od poprzedniego potozenia.
camorbit(dth,dfi) obraca kamer¢ o kat dth w kierunku poziomym

i dfi w kierunku pionowym, jej o§ widzenia
pozostaje skierowana na cel.

campos([x y z]) wspotrzedne punktu, w ktérym znajduje sie kamera

campan(dth,dfi) obraca 0§ optyczng kamery o katy dth i dfi
(zob. camorbit).

camroll(dth) obraca kamer¢ o kat dth wokot jej osi pionowe;j

camtarget([x y z]) wspotrzedne punktu, w ktory wycelowana jest o$
obiektywu kamery.

camzoom(k) zmienia ogniskowa kamery o wspolczynnik k,

dla k> 1 obraz rosnie, dla k < 1 obraz maleje.
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Uwaga: funkcje kamery (fotoaparatu) sg dostgpne interaktywnie w pozycji menu
okna Figure o nazwie View/Camera Toolbar.

Tablica 4.9. Funkcje do manipulacji o§wietleniem

light(‘opcja’,wartos¢,..) definiuje zrodto $wiatla przez wybor opcji.
Wazne opcje: ‘Position’ — [x,y,z] wspohrzedne
zrodla $wiatla, ‘FacelLighting’ — sposob o$wie-
tlenia (zob. lighting), *AmbientStrength’ — sita
zrodia (0-1), ‘Style’ — ‘local’ §wiatlo punktowe,
‘infinite’ — $wiatto oddalone.

lighting wlacza o$wietlenie obiektow wg jednej
z opcji: none — brak, flat — ptaskie, stosowane
dla obiektow o plaskich §cianach, gouraud
i phong — stosowane do o§wietlania obiektow

krzywoliniowych.
camlight(‘opcja’) ustawia zrodto $wiatla zwigzane z kamera.
Opcje ‘headlight” — $wiatlo na kamerze,
‘right’ — z prawej, ‘left’— z lewe;j.
camlight(az,el) jw., ale zrodlo §wiatla ma wspohrzedne az,

el (zob. view — Tabl. 4.7).

Przyklad 4.8. Ilustracja tworzenia i oSwietlania obiektu typu patch w grafice 3D

%Przyktad 4.8 Ilustracja obiektu typu patch w 3D
clear all; close all; clc

[a b]=pudlo(1,1,0,3,2,3);

a=a*1.5;
h=patch('Vertices',a, 'Faces',b, 'FaceColor','y"');
axis ([-4 4 -4 4 -4 4])

grid on

%0broc¢ obiekt

zdir = [0 0 1]; %wybor osi z jako osi obrotu
center = [0 0 0]; %Srodek obiektu

angle=15; %kat obrotu [deg]

rotate(h,zdir,angle, center)

%opcje grafiki

light('Position',[@® 1 1], 'Style', 'infinite');
view(-50,24)

material shiny

lighting flat
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Wierzchotki i $ciany bryly zawarte sg w pliku pudlo.m

function [verts,faces]=pudlo(x,y,z,a,b,c)
%X,Y,zZ — potozenie centrum
%a,b,c - rozmiary pudta
ap=a/2; bp=b/2; cp=c/2;
verts=[ x+ap y+bp z+cp; x+ap y+bp z-cp; x+ap y-bp z-cp;
X+ap y-bp z+cp; x-ap y+bp z+cp; x-ap y+bp z-cp;
X-ap y-bp z-cp; x-ap y-bp z+cp; x+ap y-bp z+cp;
X-ap y-bp z+cp; x-ap y+bp z+cp; x+ap y+bp z+cp;
X+ap y-bp z-cp; x-ap y-bp z-cp; x-ap y+bp z-cp;
X+ap y+bp z-cp; x+ap y-bp z-cp; x-ap y-bp z-cp;
X-ap y-bp z+cp; x+ap y-bp z+cp; x+ap y+bp z-cp;
X-ap y+bp z-cp; x-ap y+bp z+cp; x+ap y+bp z+cp];
faces=[ 1 2 3 4
%5 6 7 8 %Ta Sciana jest usunieta
9 10 11 12
13 14 15 16
17 18 19 20
21 22 23 24];

Rezultat 4.8. Ilustracja tworzenia obiektu typu patch

Rys. 4.35. Rysunek 3D uzyskany za pomoca polecenia patch i oswietlony
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Przyklad 4.9. Grafika 3D z wykorzystaniem obiektow typu surfi patch

%Przyktad 4.9 Profil predkosci przepiywu w rurze
clear all, close all; clc
n=50; umax=0.5; R=1;
[x y z]=cylinder(1,n);
%usuniecie potowy cylindra
for i=1:n

if y(i)»>e

x(i)=NaN;

end
end
%rysunek potowy cylindra
hl=surfc(x,y,z);
u=0:0.01:umax;
%wykres paraboli
[x1 y1 z1]=cylinder(R*(1-u/umax).”0.5,50);
hold on
h2=surf(x1,yl,z1);
%»rotacja wykresu

zdir = [0 1 9]; %wybor osi z jako osi obrotu
center = [0 0 0]; %Srodek obiektu
angle=90; %kat obrotu [deg]

rotate(hl,zdir,angle, center)
rotate(h2,zdir,angle, center)
view(144,12)

%ptaszczyzna symetrii

xp=[1 1 @ @];

yp=[-1 11 -1];

zp=[0 0 0 9];
patch(xp,yp,zp)

%0p1is

xlabel('u/uc [-]");
ylabel('r/R [-]1");
zlabel('r/R [-]1");

box on

%ustawienia graficzne 3D
colormap copper

shading interp
alpha(h2,0.9);

camzoom(©.95)
light('Position',[@® 1 1], 'Style', 'infinite');
material shiny

lighting gouraud
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Rezultat 4.9
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Rys. 4.36. Grafika 3D utworzona z obiektow typu surf i patch

4.5. Animacja

Animacj¢ mozna wykorzysta¢ do sugestywnego przekazywania wynikow symulacji
odbiorcom, jest wigc zalecana w prezentacjach multimedialnych. MATLAB
umozliwia animacj¢ zarowno wykresoOw dwu- jak i trojwymiarowych. Juz za
pomoca kilku prostych metod mozna ozywi¢ statyczne wykresy. Pokazemy
tu kilka przyktadow.

Najprostszy wykres animowany tworzy funkcja comet uzyta zamiast plot na
wykresach 2D. Comet rysuje wykres poruszajacym si¢ znacznikiem (kometa)
ciggnaca za soba ogon. Wida¢ wtedy w jakiej kolejno$ci powstawal wykres.
Po wykonaniu wykresu pozostaje on statyczny. Wystarczy napisac te linijki

x=linspace(0,2*pi,1000);
comet(x,sin(x));

aby na ekranie zobaczy¢ powstajacy na oczach widza rysunek funkcji sinus.
Jednakze typowym, opartym o zasad¢ kina, sposobem animacji jest rysowanie

kolejnych obrazkéw (klatek), i pokazywanie ich jedna za druga z odpowiednia
szybkoscia, tak aby wywota¢ wrazenie ruchu.
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Do tego celu shuzy funkcja drawnow. Powoduje ona, ze poprzedni wykres (bez
osi, siatki itd.) zostanie wymazany, a na jego miejscu umieszczony nastepny.
Ilustruja to kolejne przyktady. Rezultaty nalezy obejrze¢ w czasie rzeczywistym,
nie s3a tu wigc pokazywane. Uwaga: w przypadku koniecznosci wcze$niejszego
przerwania pe¢tli rysujacej wykres mozna to zrobi¢ za pomoca klawiszy
CTRLA+C.

Przyklad 4.10. Animacja krzywej 2D — dane z pliku

W projekcie 8.1 (zob. rozdz. 8) symulowano przemieszczanie si¢ frontu desorpcji
w zlozu materiatu ziarnistego, przez ktore przepuszczane jest powietrze,
i wygenerowano plik z danymi Wyniki_desorp.mat. Zawiera on w formie ma-
cierzy strukturalnej trzy pola: ax — wektor wspotrzednych rysunku, h — wektor
kolejnych wysokosci zloza liczac od wlotu gazu i allX — macierz zawartosci
skladnika na danej wysokosci ztoza w danym czasie. O sposobie zapisu zmiennych
w plikach typu mat mozna przeczyta¢ w Rozdz. 5. Pole allX zostalo przepisane
do macierzy X.

Rysujac kolejne wiersze macierzy X sekwencyjnie, uzyskamy efekt animacji.
Wykonuje to petla for. W petli tej do odnawiania wykresu uzyto funkcji
drawnow i uchwytu funkcji plot. Nadajac poprzez funkcje set jej wlasnosci
‘YData’ wartosci kolejnych wierszy macierzy X uzyskujemy animacj¢ poklat-
kowa. Do regulacji szybko$ci wyswietlania klatek stuzy funkcja pause.
Im mniejszy jej argument tym szybciej tworzony jest wykres.

%Przyktad 4.10
%Animacja fali chromatograficznej desorpcji
clear all; close all; clc;
%Zataduj i odczytaj dane z pliku
%wytworzonego w Projekcie 8.1
Z=load('Wyniki_desorp');
ax=Z.ax; X=Z.allX; H=Z.h;
[w,k]=size(X);
h=plot(H,X(1,:), 'LineWidth',2);
axis(ax); grid on
xlabel('H [m]"); ylabel('X [kg/kg]"');
title('Animacja krzywej desorpcji');
for i=2:w

set(h, 'YData',X(i,:))

drawnow

pause(90.01)
end
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Rezultat 4.10

Aby zobaczy¢ wyniki, nalezy przepisa¢ i uruchomi¢ program.

W analogiczny sposob mozna animowaé krzywa generowang bezposrednio
przez program jak w tym przyktadzie.

Przyklad 4.11. Animacja krzywej 2D

%Przyktad 4.11 Animacja pojedynczej krzywej

clear all; close all; clc

x=-5:.02:5;

y=sin(x);

h=plot(x,y);

axis([-5 0.02 @ 0.13])

for t=2:.01:700
drawnow
y=sin(x-2*t).”*2.*exp(-t);
set(h, 'YData',y)
pause(0.05)

end

Rezultat 4.11

Aby zobaczy¢ wyniki, nalezy przepisa¢ i uruchomi¢ program.

Ten sam sposob moze postuzy¢ do animacji funkcji na wykresie 3D. Ilustruje to
przykiad 4.11.

Przyklad 4.12. Animacja powierzchni 3D

%Przyktad 4.12 Powierzchnia animowana
clear all; close all; clc

Z = peaks; % dane z funkcji wbudowanej
hSurf = surf(zZ); % wykres powierzchniowy
axis tight; % dopasowanie skali i jej unieruchomienie

numer = text(10,40,5,'0', 'FontSize',14,...
'EdgeColor',[@ @ 0]); % wySwietla numer iteracji na
wykresie
1:1000

for j
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% animacja danych
set(hSurf, 'ZData',sin(2*pi*j/20)*exp(-]j/300)*Z)
% zmiana numeru iteracji na wykresie
set(numer, 'String',num2str(j))
% czestos¢ wyswietlania klatek
pause(0.05)
end

Uwaga: szereg efektow animacji mozna uzyskac obracajac obiekt (np. funkcja
rotate), przesuwajac kamere lub Zrodlo §wiatla wzgledem obiektu. Opcje te
czeSciowo opisano w poprzedniej sekcji.

Aby wytworzone animacje staty si¢ dostgpne poza srodowiskiem MATLABa,
nalezy je zapisa¢ w formacie dostegpnym w przegladarkach plikow np. w formacie
avi. Jeden ze sposobow zapisu sekwencji animacji do pliku pokazuje Przykiad 4.12.
Kolejne generowane klatki sg zapisywane w macierzy F za pomocg funkcji
getframe, anastgpnie zapisane w pliku za pomoca movie2avi. Uwaga:
wygenerowany plik otwiera si¢ bez problemu w systemach 32-bitowych.
W 64-bitowym Windows 7 nalezy zainstalowa¢ odpowiedni codec umozliwiajacy
odczyt pliku. Wybor kompresji pliku odbywa si¢ przez podanie w movie2avi
nastepujacej sekwencji ‘Compression’, <nazwa codeca>. Mozna tez wpisac
‘Compression’,’none’, a nast¢gpnie dokona¢ kompresji programem zewnetrznym.
Pozostawiamy to dociekliwym Czytelnikom.

Przyklad 4.13. Zapisywanie animacji w formacie przenosnym avi

%Przyktad 4.13

%Zapis animacji do pliku avi
clear all; close all; clc
u=linspace(0,2*pi,50);
v=linspace(-2,2,50);
[U,V]=meshgrid(u,v);
hl=surf(cos(U),sin(U),V);

hold on
h2=surf(0.5*cos(U),V,0.5*sin(U));
axis equal; shading interp; camlight('right")
material shiny; colormap bone
del=90/500;

for i=1:40

rotate(hl,[1 @ 0],i*del);

drawnow

pause(0.05)
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F(i)=getframe(gca);

end

for i=1:40

rotate(h2,[0 @ 1],i*del);
drawnow

pause(90.05)
F(40+i)=getframe(gca);

end

movie2avi(F, 'rotacje.avi');

Rezultat 4.12

Rys. 4.37. Ostatnia klatka filmu wygenerowanego przez program
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5. ANALIZA DANYCH DOSWIADCZALNYCH

5.1. Zapisywanie i wezytywanie danych

Podstawowe informacje o operacjach na katalogach i plikach zawarto w rozdz. 2.5.
Poniewaz w obrdobce danych import i eksport danych pomigdzy $rodowiskiem
MATLABa a innymi programami jest szczeg6lnie istotny przedstawiono tu do-
datkowo kilka waznych metod stuzacych do tego celu wraz z przyktadami.

5.1.1. Eksport danych

e Polecenie save

Do celow wewngtrznych MATLABa formatem plikow stosowanym do importu
i exportu danych jest format .mat. Pliki tego typu sluza do zapisu i odczytu
wszystkich badz wybranych zmiennych z pamigci roboczej. Polecenie to umoz-
liwia rowniez zapis zmiennych w formacie tekstowym. Sterowanie dziataniem
polecenia odbywa si¢ przez wybor odpowiedniej opcji, co ilustruje przyktad 5.1.

Przyklad 5.1. Eksport danych w formacie .mat i .txt

F~pS_1.m

%Przyktad 5.1 Eksport danych
xx=1linspace(1,10,100);
YY=XX."3+2.*xx-6;

save( 'DG_wszystko');

save('DG_tylko xx','xx"');
save('DG_ascii h.txt', 'xx',"-ascii');

xxt=xx";
save('DG_ascii v.txt', 'xxt',"'-ascii');
A=[xx' yy'];

save('DG_tablica.txt','A',"-ascii');
Rezultat 5.1

Program generuje pi¢¢ plikow z danymi. Kolejne pliki zawieraja:

e DG_wszystko.mat — zawiera wszystkie zmienne xx, yy, A, xxt.
DG_tylko_xx.mat — zawiera jedynie zmienng xx.
DG_ascii_h.txt — zawiera wektor xx w formacie poziomym
DG_ascii_v.txt — zawiera wektor xx w formacie pionowym
DG_tablica.txt — zawiera tablicg, w ktorej kolumna pierwsza zawiera
wektor xx, a druga wektor yy.
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W nazwach zmiennych mozna stosowa¢ maske *, np. aby zapisa¢ wszystkie
zmienne, ktorych nazwa zaczyna si¢ na liter¢ w, nalezy poda¢ nazwe ‘w*’.
Utworzone przez save pliki w formacie ASCII (tekstowe) daja si¢ odczytac
dowolnym edytorem tekstow. Nalezy pamigtac, aby rozszerzenie .txt umiesci¢
w nazwie pliku. Pliki z rozszerzeniem .mat moga by¢ przeczytane wylgcznie
przez MATLAB. Do istniejagcego pliku .mat mozna dopisa¢ nowe zmienne,
wstawiajac jako opcje -append’. Np. polecenie

save( ‘DG_tylko xx’,’yy’,’-append’);

spowoduje dopisanie zmiennej yy do istniejacego pliku. Polecenie save nie
zapisuje macierzy komorkowych.

e Polecenie dlmwrite

Zapisywanie danych poleceniem save w formacie ASCII uzywa dwu spacji
jako separatora elementow macierzy. Aby zapisa¢ dane w formacie tekstowym
z innym separatorem, nalezy uzy¢ polecenia dlmwrite(‘nazwa pliku’, zmienna,
‘opcja 1’, parametrl,....).

Jako opcji mozna uzywac:

delimiter  znak rozdzielajacy elementy macierzy. Jako parametr umieszcza
si¢ typowe znaki jak ¢ ¢ (spacja),’;’ (Srednik), ‘—° (my$lnik).
Domyslny znak to “,* (przecinek). Mozna tez uzy¢ znakow spe-
cjalnych jak “\t’ (tabulator).

roffset pozostaw puste wiersze od gory pliku, jako parametr wstawia
si¢ liczbe wierszy.

coffset pozostaw puste kolumny od lewej, parametr to liczba pustych
kolumn.

newline oznaczenie sposobu tworzenia nowej linii po kazdym wierszu

macierzy, dla komputerow typu PC uzywa si¢ parametru ‘pc’.
precision  format liczbowy, parametr to liczba miejsc znaczacych lub tan-
cuch formatujacy (zob. objasnienie ponize;j).

Lancuch formatujacy to cigg znakéw zaczynajacy si¢ od znaku % okre$lajacego
format zapisu lub wydruku zmiennej. Najbardziej przydatne sa nast¢pujace for-
maty:
e format catkowity %d lub %i, np. ‘%10d’,12 zapisuje liczb¢ 12 poprze-
dzong o$mioma spacjami, ‘%d’, 3.14 daje liczbe 3.
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e format zmiennoprzecinkowy %f np. ‘%8.5" oznacza format o tacznej
liczbie znakow 8 (wliczajac kropke dziesigtng) i 5 znakach po przecinku,
i tak ‘%8.5°,12.41 drukuje 12.41000, a ‘%8.1f,12.41 zapisuje 12.4
poprzedzone pigcioma spacjami.

e format zmiennoprzecinkowy %g — skrocona forma formatu %f bez po-
przedzajacych zer np. ‘%0.3g’,pi daje 3.14 (%0.3 oznacza liczb¢ cyfr
znaczacych rowna 3).

e format wyktadniczy %e lub %E np. “%8.3¢’,pi drukuje 3.142e+000.
Symbol e lub E oznacza 10 podniesione do odpowiedniej potegi.

Uwaga tafcuchy formatujace mogg zawiera¢ dodatkowy tekst np. ‘Temperatura
[C] %5.2f°, 23.1 daje Temperatura [C] 23.10.

Przyklad 5.2. Zapis danych poleceniem dimwrite

F~pS_2.m

%Przyktad 5.2 Eksport danych - dlmwrite

clear all; clc;

a=linspace(0.1,10,100); b=log(a);

A=[a' b'];

dlmwrite('DL_tablical.txt',A);
dlmwrite('DL_tablica2.txt',A, 'newline', 'pc');
dlmwrite('DL_tablica3.txt',A, 'delimiter',';"', 'newline’, 'pc');
dlmwrite('DL_tablica4.txt',A, 'delimiter’,’
','newline’', 'pc', 'coffset’,3);

dlmwrite('DL_tablica5.txt',A, 'delimiter’,’
','newline’', 'pc', "'precision’,8);
dlmwrite('DL_tablica6.txt',A, 'delimiter','\t', 'newline’', 'pc’,
'precision’', '%8.5f");

Rezultat 5.2

Program tworzy szes$¢ plikow z tablica A w réznych formatach. Jedynie plik
DL _tablica6.txt zawiera odpowiednio sformatowane dane w dwu kolumnach
oddzielonych tabulatorem. Takie dane sg tatwe do przeniesienia do innych pro-
gramow.

W MATLABIe istnieja jednak narzedzia pozwalajace eksportowac dane w spe-
cjalnym formacie innych programow.
e Polecenie x1swrite

Pozwala na zapis danych w formacie programu MS Excel”. Nalezy uzy¢ polece-
nia xlswrite(‘nazwa pliku’, ‘zmienna’, ‘nazwa arkusza’, ‘zakres’). Nazwa
pliku musi posiada¢ rozszerzenie .xls. W komputerze musi by¢ zainstalowany
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Excel. Wynik dziatania polecenia mozna podstawi¢ pod dwie zmienne okre$la-
jace status operacji i komunikat informacyjny. Status operacji rowny 1 oznacza
udang operacje.

Przyklad 5.3. Zapis danych poleceniem xIswrite

~pS_3.m

%Przyktad 5.3 Eksport danych - xlswrite
clear all; clc;

t=1inspace(10,100,990);

E=4270; % [k3/kmol]

t0=272.15; % [C]
ko=1.5e-5; % [1/s]
R=8.314; % [k3/(kmol K)]

k=k@*exp(-E./(R*(t(:)+t0)));

A=[t' k];
x1lswrite('DX_tablical.xls',A);
x1lswrite('DX_tablica2.x1s',A, 'Dane_kin', 'B5:C25");
[stat
msg]=x1lswrite('DX_tablica2.x1ls',{'Temp,C','k,1/s"'}, 'Dane_kin', 'B
4:C4");
disp(stat);
disp(msg);

Rezultat 5.3

W wyniku programu zostaly utworzone dwa pliki. W pierwszym wpisano dwie
kolumny macierzy A do komorek zaczynajacych si¢ od Al w arkusz o nazwie
‘Dane_kin’ do pliku DX_tablical.xls.

W drugim poczatkowo wpisano t¢ macierz do zakresu komorek B5:C25, a wige
jedynie 20 wierszy macierzy A. W kolejnej operacji dopisano do tego samego
arkusza wiersz z naglowkami.

Uwaga: wpisujac tancuchy jako elementy macierzy, postuzono si¢ macierza
upakowang. W przeciwnym razie MATLAB wstawia poszczegolne znaki fancu-
chow do osobnych komorek. Komunikaty wydrukowane podczas wykonywania
operacji majg postac:

Warning: Added specified worksheet.
> In xlswrite>activate_sheet at 294
In xlswrite>ExecuteWrite at 249
In xlswrite at 207
In data_gen3 at 12

1
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message:
identifier:

e Polecenia do otwierania, odczytywania, zapisywania i zamykania plikow

Znanym z innych jezykow programowania sposobem transferu danych do
iz pliku dyskowego jest nastgpujaca sekwencja: otwarcie pliku do odczy-
tu/zapisu, odczytywanie/zapisywanie danych w pliku w miar¢ potrzeb oraz
zamknigcie pliku po uzyciu. Mozna wtedy odczytywac/zapisywac dane po wier-
szu, przeszukiwac¢ plik, dopisywa¢ dane do istniejacego pliku, korygowac je itd.
Potrzebne sa do tego nastgpujace instrukcje (podano tylko najwazniejsze opcje
z list argumentow):

fopen(‘nazwa’, ‘zezwolenie’)
otwiera plik w celu wykonania na nim operacji w zalezno$ci od opcji
‘zezwolenie’. Lista opcji jest nastgpujaca:

(r\)
(w)

otwarcie pliku do odczytu

usunigcie zawarto$ci istniejacego pliku lub utworzenie nowego
i otwarcie go do zapisu

otwarcie pliku w celu dopisania elementéw na jego koncu
otwarcie pliku do odczytu i zapisu

usunigcie zawartosci istniejgcego pliku lub utworzenie nowego
1 otwarcie go do odczytu i zapisu

otwarcie pliku w celu dopisania elementow na jego koncu
i odczytu

Wartos$¢ funkcji mozna podstawi¢ pod zmienng id, ktora bedzie stanowié

identyfikator (numer) pliku w dalszych odwotaniach.

fseek (id,offset,poczatek)
ustawienie znacznika w pozycji offset od poczatku. Typowym oznaczeniem
poczatku jest ‘bof’ — begining of file

fread(id,rozmiar)
wczytuje dane o podanym rozmiarze z otwartego pliku binarnego. Rozmiar
moze by¢ skalarem lub mie¢ posta¢ tablicy [m,n]

fwrite(id, A, precyzja)
zapisuje do otwartego pliku binarnego zawarto$¢ macierzy A. Precyzja
to tancuch okreslajacy format zapisu (liczby catkowite, rzeczywiste,
znaki). Uwaga: elementy macierzy sa zapisywane jako wektor, w po-
rzadku kolumnowym — najpierw pierwsza kolumna, potem druga itd.
Podczas odczytywania elementy tego wektora sg ukladane w kolumny
zadanej struktury, a jesli nie jest okreslona, podawane sg jako wektor.
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fprintf(id,format,A)
zapisuje dane w pliku tekstowym, konwertuje dane przechowywane
w czescl rzeczywiste] macierzy A kolumnowo na fancuchy znakowe
i zapisuje je w pliku tekstowym o podanym identyfikatorze, opcja for-
mat okresla rodzaj konwersji, szeroko$¢ pola i liczbe cyfr znaczacych
kazdej wymienionej w funkcji macierzy.
Rodzaj konwersji:
%d  zapis liczb catkowitych
%f  liczby rzeczywiste w formacie staloprzecinkowym
%e liczby rzeczywiste w formacie zmiennoprzecinkowym
%g  automatyczny dobor krotszego formatu %e lub %f
%c  zapis pojedynczego znaku
%s  zapis lancucha znakowego.
Znak specjalny:
\b cofnigcie o jeden znak
\f nowa strona
\n  nowy wiersz
\r  powrdt karetki (przesunigcie kursora do poczatku wiersza)
\t tabulacja
\“  znak apostrofu
\\ znak lewego ukos$nika
%%  znak procentu
fclose(id)
zamyka otwarty plik o numerze id.
ferror(id)
zwraca komunikat btgdu dla ostatniej wykonywanej operacji na pliku
o numerze id.

Przyklad 5.4. Pisanie do i czytanie z pliku binarnego

~pS_4.m

%Przyktad 5.4 Zapis/odczyt pliku binarnego
clear all; clc;

%Utworzenie nowego pliku i zapisanie w nim
%macierzy liczb losowych 2x5

O=rand(2,5)

id=fopen('ones.bin', 'w');

fwrite(id,O, "double');

fclose(id);
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%otwarcie istniejgcego pliku i odczytanie
%z niego macierzy 2x3
idl=fopen('ones.bin', 'r');
A=fread(idl,[2,3], "double")

fclose(idl);

%otwarcie istniejgcego pliku i dopisanie
%do niego macierzy A z przeciwnym znakiem
id2=fopen('ones.bin', 'a');
fwrite(id2, -A, "double’);

fclose(id2);

id3=fopen('ones.bin', 'r');

%0dczytanie z pliku macierzy 4x5

B=fread(id3,[4,5], 'double")

%ustawienie znacznika odczytu na poczatku pliku

%1 odczytanie catej jego zawartosci w jednej kolumnie
fseek(id3,0, 'bof');

C=fread(id3, "double")

fclose(id3);

Rezultat 5.4

0=
0.9106 0.2638 .1361 .5797 0.1450
0.1818 0.1455 0.8693 0.5499 0.8530

(W]
(O]

A =
0.9106 0.2638 0.1361
0.1818 0.1455 0.8693
B =
0.9106 0.1361 0.1450 -0.2638
0.1818 0.8693 0.8530 -0.1455
0.2638 0.5797 -0.9106 -0.1361
0.1455 0.5499 -0.1818 -0.8693
C =
0.9106
0.1818
0.2638
0.1455
0.1361
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.8693
.5797
.5499
.1450

0.8530
-0.9106
-0.1818
-0.2638
-0.1455
-0.1361
-0.8693

5.1.2. Import danych
e Import Wizard

4\ Import Wizard I=NREN X

Select variables to import using checkboxes

© Create varizbles matching preview:
Create vectors from each column using column names,

Create vectors from each row using row names.

Variables in C:\Users\Pako\Documents\MATLAB\DG _wszystke.mat

Import Mame Size Bytes Class Mo variable selected for preview.
Ha 1002 1600 doubl
He 1d0 80 doubl
Hq 10:10 800 doubl
HH 1,400 800 doubl
H ot 100 800 doubl
Hyy 1400 800 doubl
£l m »

Rys. 5.1. Okno Import Wizard

MATLAB posiada uniwersalne narz¢dzie do wczytywania danych o nazwie
Import Wizard. Do wczytywania danych przystepujemy, wciskajac trzecig z lewej
ikong (Import data) w pasku narzedziowym okna Workspace. Pojawia si¢ wtedy
okno Import Data, w ktérym dokonujemy wyboru pliku z danymi. Po wybraniu
pliku pojawia si¢ okno Import Wizard w postaci przedstawionej na Rys. 5.1.

W oknie tym mozna zbada¢ zawarto$¢ pliku przed jego wczytaniem oraz,
w przypadku plikow typu .mat, dokona¢ wyboru zmiennych do weczytania. Im-
port Wizard obstuguje wszystkie typy plikow danych dostgpne w MATALBie.
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e Polecenie load

Polecenie 1load obstuguje pliki typu .mat. Dwa podstawowe typy wywotania to:

s=load(<nazwa pliku>)
load(<nazwa pliku>)

Pierwsza taduje wyniki wezytywania do macierzy strukturalnej s. Druga wezytu-
je dane bez ich podstawiania do macierzy. Dodatkowo po nazwie pliku mozna
umiesci¢ list¢ zmiennych do zaladowania — w przeciwnym razie polecenie tadu-

je cala zawartos$¢ pliku.
Przed wczytaniem mozna sprawdzi¢ zawarto$¢ pliku .

mat za pomocg instrukcji

whos —file <nazwa pliku>. Uzycie 1load ilustruje przyktad ponize;.

Przyklad 5.5. Wezytanie danych poleceniem load

F~pS_5.m

%Przyktad 5.5 Import danych - load
clear all; clc;

whos -file 'DG_wszystko.mat';
load('DG_wszystko.mat');
disp(p(1:5));

clear all;
load('DG_wszystko.mat', 'xx");
disp(xx(1:5));
s=load('DG_wszystko.mat');
disp(s(1).xx(1:5));

Rezultat 5.5
Name Size Bytes Class

A 100x2 1600 double
p 1x10 80 double
q 10x10 800 double
XX 1x100 800 double
xxt 100x1 800 double
yy 1x100 800 double

0.7060 0.0318 0.2769 0.0462
1.0000 1.0909 1.1818 1.2727
1.0000 1.0909 1.1818 1.2727
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Wyniki te zawieraja:

zawarto$¢ pliku DG_wszystko.mat uzyskane poleceniem whos -file,

pig¢ pierwszych elementéw zmiennej p wezytanej poleceniem load,

pig¢ pierwszych elementow zmiennej xx wczytanej poleceniem load
z podang nazwa zmiennej,

pig¢ pierwszych elementéw zmiennej xx odczytanej z macierzy strukturalne;.

e Polecenie importdata

Polecenie to jest podstawowym sposobem odczytywania plikow tekstowych
zawierajacych znaki kodu ASCII. Pozwala czyta¢ pliki gdzie kolumny oddzielane
sa roznymi znakami oraz posiadaja naglowki. Typowe polecenie ma postaé

Z=

importdata( ‘nazwa’,’separator’,liczba_wierszy nagtdwka)

gdzie pierwszy argument to nazwa pliku z rozszerzeniem, drugi to separator
kolumn danych w pliku np. ¢ ¢ — spacje, °,” — przecinek, ‘\t’ — tabulator, trzeci to
liczba wierszy naglowka. Zmienna Z przyjmuje postaé tablicy strukturalne;
o jednym rekordzie, w ktorego polach znajduja si¢ elementy wczytanej tablicy
z danymi. Ilustruje to przyktad 5.6.

Przyklad 5.6. Wezytanie danych poleceniem importdata

~pS_6.m
%Przyktad 5.6 Czytanie danych z pliku tekstowego
clear all; clc

zZ=

importdata('dane_GAB.txt',"' ',2);

%wczytana macierz jest tablica strukturalng
%0 jednym rekordzie, w jego polach znajduja sie elementy

%

t=
n=
a=

wczytanej tabelki
z.textdata(1)
z.colheaders
z.data

Rezultat 5.6

Dane sorpcji chitozanu'
‘X[kg/kg]" faw[-]" 'TCcl”

0.0822 0.2340 25.0000
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0.0932 0.3290 25.0000
0.1164 0.4430 25.0000
0.1213 0.5360 25.0000
0.1474 0.6540 25.0000
0.2263 0.7650 25.0000
0.3289 0.9040 25.0000
0.0806 0.2160 35.0000
0.0884 0.3180 35.0000
0.1133 0.4360 35.0000
0.1131 0.5150 35.0000
0.1412 0.6280 35.0000
0.1818 0.7430 35.0000
0.2638 0.8940 35.0000
0.0639 0.1970  45.0000
0.0856 0.3080 45.0000
0.1000 0.4300 45.0000
0.1029 0.4970  45.0000
0.1078 0.6010 45.0000
0.1703 0.7260 45.0000
0.2333 0.8850 45.0000

e Polecenie dlmread

Wezytuje 1 podstawia pod macierz dwuwymiarowg dane z pliku tekstowego
zapisanego z dowolnymi separatorami. Zawarto$¢ pliku tekstowego jest trakto-
wana  jako  macierz = dwuwymiarowa. Na  przyklad  polecenie
A=dlmread(‘dane.txt’,’\t’,’A1:C3’) odczytuje z pliku o nazwie dane.txt, gdzie
elementy macierzy sg oddzielane tabulatorami, zakres 3x3 (mozna uzywac zapi-
su Excela jak tu, lub wektorowego [1 1 3 3], przy czym dwie pierwsze liczby
oznaczaja wspotrzedne gornego-lewego naroznika, a dwie ostatnie wspolrzedne
dolnego-prawego naroznika.

e Polecenie x1sread

Polecenie A=x1sread(‘nazwa’,’arkusz’,’zakres’) odczytuje zakres danych np.
B1:D20 z arkusza o podanej nazwie znajdujacego si¢ w pliku o podanej nazwie
zapisanego w formacie MS Excel”.

e Polecenie textscan

Odczytuje dane z pliku tekstowego otwartego wcze$niej poleceniem fopen
i nadaniu mu numeru id. Przykltadowe wywolanie to C=textscan(id,’ format”)
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gdzie format to oznaczenie liczby o dowolnym formacie lub faficucha, a C to
macierz komorkowa, pod ktorg zostana podstawione wyniki odczytywania.
Szczegoty formatowania sg dostgpne w pomocy programu.

Przedstawiono tu najczegSciej stosowane metody zapisywania i odczytywania
danych z plikow. W MATLABIe istnieje wiele innych metod odczytywania
i zapisu danych, w tym liczbowych, tekstowych, mieszanych, obrazow, filmow
inagran audio. W przypadkach nieopisanych powyzej nalezy przestudiowaé
pozycje Exporting data i Importing data w pomocy programu.

5.2. Obrobka wstepna danych

Wezytane dane nalezy wstepnie opracowac przed poddaniem ich aproksymacji,
wygladzaniu czy innej obrobece. Przede wszystkim dane nalezy posortowac wg
rosngcej wartosci zmiennej niezaleznej x. Sortowanie wierszy macierzy
i wektorow wg rosngcej warto$ci zmiennej w wybranej kolumnie dokonuje po-
lecenie sortrows(n), gdzie n jest numerem kolumny, wg ktorej sortujemy.
Posortowane dane nalezy przedstawi¢ graficznie, aby zorientowac si¢ w trendzie
i rozrzucie danych. Na tym etapie nalezy usung¢ punkty drastycznie odbiegajace
od pozostatych (ang. outliers), jesli ich zrodtem sa przypadkowe szumy, bledy
pomiarowe lub typograficzne. Wystarczajacym kryterium usunigcia punktu jest
przypadek, gdy warto$¢ zmiennej zaleznej y odbiega od $redniej o wigcej jak 2
odchylenia standardowe. Technike¢ usuwania punktow odbiegajacych ilustruje
ponizszy przyktad.

Przyktad 5.7. Obrobka wstepna danych

F~pS_7.m

%Przyktad 5.7 Obrobka wstepna danych
clear all; clc;
A=importdata('Dane_wlsu.txt');
%wykres danych surowych
xx=A(:,1);

yy=A(:,2);

figure(1)

plot(xx,yy);

xlabel('x");

ylabel('y');

title('Dane nieposortowane');
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%wykres danych posortowanych
A=sortrows(A,1);

xx=A(:,1);

yy=A(:,2);

figure(2)

plot(xx,yy,'-0");
xlabel('x");

ylabel('y');

title('Dane posortowane');

%dopasowanie linii prostej

lin=@(c,x) c(2)+c(1)*x;

c=polyfit(xx,yy,1);

figure(3)

plot(xx,yy, 'o',xx,1lin(c,xx));

xlabel('x");

ylabel('y');

title('Prosta dopasowana do wszystkich punktoéw');

%usuniecie punktéw odbiegajacych

clear c;

myy=mean(yy) ;

syy=std(yy);

zp=abs(yy-myy)>2*syy; %zaznaczenie punktéw odbiegajacych
A(zp,:)=[]; % usuniecie ich z macierzy danych
nyy=A(:,2);

nxx=A(:,1);

%ponowne dopasowanie linii prostej
c=polyfit(nxx,nyy,1);

figure(4)

plot(nxx,nyy, 'o',nxx,lin(c,nxx));

xlabel('x");

ylabel('y');

title('Prosta po odrzuceniu punktéw odbiegajacych');

Rezultat 5.7

Dane surowe i posortowane wygladaja nastegpujaco:
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Dane posortowane
Dane nieposortowane 5

45

40

35

301

2 : : : b)
Rys. 5.2. Wykres danych: a) surowych, b) posortowanych

Jak wida¢ MATLAB faczy punkty w kolejnosci ich wystegpowania w macierzy
danych co zaciemnia wykres.

Dopasowang prosta bez usuwania punktow odbiegajacych oraz po usunigciu
punktéw odbiegajacych pokazano ponize;j:

Prosta dopasowana do wszystkich punktow

Prosta po odrzuceniu punktow odbiegajacych
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Rys. 5.3. Dopasowana prosta: a) bez usuwanie punktow odbiegajacych,
b) po usunieciu punktéw odbiegajacych

5.3. Aproksymacja

Aproksymacja polega na dopasowaniu do punktow do$wiadczalnych takiej
funkcji ciggtej, ktéra minimalizuje kryterium dopasowania. Nalezy wigc do
zagadnien optymalizacyjnych. Dopasowane rownanie funkcji zastgpuje zbior
punktéw i pozwala np. na obliczenie pochodnej lokalnej, catki w danym prze-
dziale lub przewidywanie wartosci funkcji dla danego argumentu. Funkcje
dobiera si¢ empirycznie badz na podstawie teorii opisujgcej proces, ktory byt
zroédlem punktéw doswiadczalnych.
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5.3.1. Metoda najmniejszych kwadratow

Typowym kryterium dopasowania jest minimum sumy kwadratow odchylef
funkcji aproksymujacej od punktéw doswiadczalnych, ktora dla funkcji jednej
zmiennej jest dana zaleznoscia:

SSE:Z(yabl(xi)_yi)z ’ (5.1

l

gdzie x;, yi — punkty do§wiadczalne, yqui(x) funkcja dopasowana. Funkcja SSE
jest funkcja celu dla narzedzia poszukujgcego minimum (optymalizator) w prze-
strzeni m-wymiarowej, gdzie m — liczba wspotczynnikow funkcji aproksymujace;.
Jakos¢ dopasowania krzywej do punktow okresla tzw. wskaznik dopasowania R*
dany wzorem:

SSE

S -y (5.2)

i

R*=1-

gdzie yy, to $rednia arytmetyczna wszystkich wartosci y;. Wskaznik dopasowania
powinien by¢ mozliwie bliski 1. Warto$ci powyzej 0.8 sg akceptowalne, a powyzej
0.9 oznaczaja dobre dopasowanie.

Inng czgsto stosowang statystyka jest pierwiastek ze skorygowanego $redniego
btedu kwadratowego RMSE. Oblicza si¢ go nastgpujaco:

RMSE = SSE , (5.3)
n—N

gdzie n jest liczba punktow doswiadczalnych, a N liczbg wspotczynnikow dopa-
sowywanej krzywe;j.
Przy dobrym dopasowaniu warto$¢ RMSE powinna by¢ mozliwie bliska zero.

Wsrod spotykanych zagadnien aproksymacyjnych nalezy rozrézni¢ aproksyma-
cj¢ funkcji jednej zmiennej od aproksymacji funkcji wielu zmiennych. Pierwsza
z nich obejmuje aproksymacje linig prosta, wielomianem, funkcja wyktadnicza,
funkcja logarytmiczng itd. Z uwagi na struktur¢ narzedzi MATLABA te ostatnie
zalicza si¢ do jednej klasy — aproksymacji dowolng funkcjg.

Aproksymacja funkcji wielu zmiennych wymaga prezentacji wynikow w prze-
strzeni 3D lub wyzszych 1 wymaga specjalnych narzgdzi.

Na zakoficzenie przestroga: znalezione minimum niekoniecznie jest minimum
globalnym, a wigc takim gdzie funkcja celu przyjmuje warto$¢ najnizsza
z mozliwych. Czasem mozemy znalezé minimum lokalne. Zalezy to od doboru
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punktu startowego i przeszukiwanego przedzialu, a takze sprawnos$ci opty-
malizatora.

5.3.2. Ocena statystyczna jako$ci parametréw funkcji aproksymujacej

Z uwagi na statystyczny rozrzut punktow do$wiadczalnych warto$ci wspotczyn-
nikow lezag w pewnym przedziale ufnosci, ktorego granice nalezy wyznaczyc.
Ogolna metoda postgpowania (dla funkcji jednej zmiennej) jest nastepujgca
(Cady i Trapp, 1999). Dla funkcji dopasowanej f(x) o N wspolczynnikach bedace;
aproksymacja n punktow do$wiadczalnych x,y wykonujemy:

a) wyznaczenie wektora pochodnych funkcji aproksymacyjnej po kazdym ze
wspotczynnikow

df /da,
Dlx)=| Y14 (5.4)
df /da,
gdzie f — funkcja aproksymacyjna, a — wektor jej wspotczynnikow,
b) obliczenie macierzy sum iloczynow tych pochodnych

Pie=2.D0; (%D (%) (5.5)

dlajk=1.N+1,i=1.n
¢) obliczenie skorygowanego odchylenia standardowego
_ | SSE

s, = RMSE, (5.6)
g n—N

d) obliczenie odchylen standardowych wspotczynnikow

(sa )j =5, ]f1 s 5.7
€) wyznaczenie granic przedziatu ufno$ci wspotczynnikow

Aa,=a, tqt,, (su )z , (5.8)

gdzie ] = 1..N, qtqq — odwrotna kumulatywna funkcja t Studenta na poziomie
istotno$ci o 1 o liczbie stopni swobody d =n — N.
Przykladowo obliczenia takie sg przeprowadzone w Projekcie 5.2.
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5.3.3. Aproksymacja liniowa

Wykorzystujac zasady algebry liniowej wspolczynniki prostej, uzyskuje si¢
z rozwigzania uktadu rownan liniowych

ax, +b=y,
ax, +b =
2 Y2 (5.9)
ax,+b=y,
ktoéry sprowadza si¢ do postaci
p-X=y, (5.10)

gdzie p to wektor wspotczynnikow [a b]” a X to macierz nx2, ktéra w pierwszej
kolumnie zawiera wektor x, a w drugiej jedynki. Rozwiazanie tego nadokreslo-
nego uktadu rownan (zob. rozdz. 6.2.2) uzyskuje si¢ za pomocg operatora \

p=y\X (5.11)
[ustruje to przyklad:
Przyklad 5.6.
~pS_8.m
% Przyktad 5.8 Aproksymacja liniowa 1
%dane

x=[12 3 45 6];
y=[0.99 2.01 3.1 3.9 4.9 6.1];

%dopasowanie prostej metodg MNK
n=length(x);

A=[x"' ones(n,1)];

p=A\y’

Rezultat 5.8
p =
1.0006
-0.0020
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5.3.4. Aproksymacja wielomianem

W podstawowej wersji MATLAB oferuje kilka polecen umozliwiajacych opera-
cje z uzyciem wielomianow. Definiujac wielomian, korzysta si¢ tu
z wektorowego zapisu wspolczynnikow wielomianu uporzagdkowanych wedlug
malejacych potgg zmiennej niezaleznej np. dla przyktadowego wielomianu

f(x)=3x"+5x —2x" +5x -1 (5.12)

% zdefiniowanie wielomianu wektorem
p=[3 5 -2 5 -1]

MATLARB oferuje szereg funkcji wykonujgcych operacje na wielomianach:
polyval(p,argument)

oblicza warto$¢ funkcji opisanej wielomianem dla zadanego
argumentu, p — wektor wspotczynnikéw wielomianu, argu-
ment — warto$¢ lub wektor.

roots(p) oblicza pierwiastki wielomianu o wspotczynnikach zawartych
w wektorze p.

polyder(p) wyznacza wektor stanowigcy pochodna wielomianu zdefi-
niowanego w wektorze p.

poly([x1x2x3]) generuje wspoOlczynniki wielomianu o zadanych miejscach
zerowych (inaczej poly(x), gdzie x to wektor ztozony ze
sktadowych x1, x2 1 x3).

conv(pl,pl) wyznacza wspotczynniki wielomianu bedacego wynikiem
mnozenia wielomianow pl 1 p2.
deconv(pl,p2) wyznacza iloraz i reszt¢ z dzielenia wielomianu pl przez p2.
polyfit(x,y,n) interpolacja wielomianem stopnia n.
polyeig(p0,pl,...pp)
oblicza warto$ci wlasne wielomianu.
dot(pl,p2) oblicza iloczyn skalarny.

Do aproksymacji wielomianem wg MNK shuzy funkcja polyfit.
[a]=polyfit(x,y,n)
funkcja aproksymujgca dane do$wiadczalne wielomianem

n-tego rzedu, zwraca wspOlczynniki wielomianu, X,y —
wektory punktéw do§wiadczalnych.
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Wykorzystanie tej funkcji dla dopasowania réwnania linii prostej przedstawia
przyktad 5.9.

Przyklad 5.9.

~pS_9.m

% Przyktad 5.9 Aproksymacja liniowa 2

clear all; close all; clc

% punkty doswiadczalne

y=[0.34; 4.34; 8.34; 12.34; 16.34; 19.74; 24.34; 27.74; 28.14;
28.34]; %[C]

x=[0.0; 2.0; 4.9; 6.0; 8.0; 9.7; 12.0; 13.7; 13.9; 14.0]; %
[m~3/hr]

a = polyfit(x,y,1) %znajduje wspdtczynniki wielomianu
yh = polyval(a,x); %0blicza wartosci wielomianu

plot(x,y, 'o',x,yh),title( 'Aproksymacja liniowa")
xlabel('czas [s]'),ylabel('temperatura [\circC]")
grid on

legend('punkty',' dopasowana funkcja',4)

Rezultat 5.9
Otrzymano nastgpujgce wspotczynniki dopasowanej prostej y=a(1l)x+a(2)
a =
2.0000 0.3400

Aproksymacija liniowa
30
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&
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o]
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£
2
10
5
O punkty
dopasowana funkcja
of
0 2 4 6 8 10 12 14

czas [s]

Rys. 5.4. Efekt dopasowania prostej do punktéw doswiadczalnych
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W przyktadzie 5.10 pokazano dopasowanie wielomiandéw wyzszych stopni.
Przykiad 5.10. Aproksymacja wielomianami

~p5_10.m

%Przyktad 5.10 Aproksymacja wielomianami

clear all; close all; clc

% Aproksymacja wielomianami wyzszych rzedoéw

X = 0:0.1:1;

y = [-0.447 1.978 3.28 6.16 7.08 7.34 7.66 9.56 9.48 9.30 11.2];

a2 = polyfit(x,y,2);

disp('wspéiczynniki wielomianu st 2');

disp(a2);
Woococoooooooooooooocoocooooooo oo oo Doo oo Do oo oD o OO oo o oo Do Do Do
a3 = polyfit(x,y,3);

disp('wspéiczynniki wielomianu st 3');

disp(a3);
Woococooooooooocooooocoocooooooo oo oo Doo oo Do oo oD o oo oo o oo Do Do Do
ale = polyfit(x,y,10);

disp('wspéiczynniki wielomianu st 10');

disp(ale);

% instrukcja polyval oblicza wartos¢ wielomianu w danym punkcie
% polywal(wektor wspdétczynnikéw, argumenty)

xi = linspace(0,1,101); %dzieli przedziat na 101 elementéw
yi2 = polyval(a2,xi);

yi3 = polyval(a3,xi);

yile = polyval(al@,xi);

% wykres punktow doswiadczalnych i dopasowanego wielomianu
figure(1)
plot(x,y,'o",xi,yi2,"--",xi,yi3,xi,yil0,  'g"', 'LineWidth",2);
xlabel('x"), ylabel('y');

title('Aproksymacja wielomianowa');

legend( 'punkty doswiadczalne', 'wielomian 2 st', 'wielomian 3
st', 'wielomian .. 10 st',4);

Rezultat 5.10

Program znalazt nastgpujace wspotczynniki wielomiandw (przypominamy, ze sg
one podawane od najwyzszej potegi do zerowe;j).
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wspotczynniki wielomianu st 2

-9.8108 20.1293 -0.0317
wspotczynniki wielomianu st 3

16.0758 -33.9245 29.3246 -0.6104

wspotczynniki wielomianu st 10

1.0e+006 *
-0.4644
2.2965
-4.8773
5.8233
-4.2948
2.0211
-0.6032
0.1090
-0.0106
0.0004
-0.0000
Aproksymacija wielomianowa
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Rys. 5.5. Efekt dopasowania wielomianow roéznych rzedoéw

do punktéw doswiadczalnych

Na zalgczonym wykresie wida¢, ze nie zawsze wielomian wyzszego stopnia
lepiej opisuje punkty doswiadczalne. W tym przypadku najlepiej opisuje je wie-
lomian drugiego stopnia, natomiast przy aproksymacji wielomianem dziesigtego
stopnia wystepuje tzw. efekt Rungego. Powoduje on poprawe przyblizenia

w srodku przedzialu, ale znaczne pogorszenie na jego krancach.
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PROJEKT 5.1
Tytuk: Aproksymacja danych zaleznos$ci ciepla wlasciwego wody
od temperatury wielomianem trzeciego stopnia
Toolbox: -

Dane wartosci ciepla wlasciwego wody sa zmierzone w zalezno$ci od tempera-
tury. Nalezy je przyblizy¢ wielomianem 3-go stopnia.

7P5 1.m

%PROJEKT 5.1

%Aproksymacja danych zaleznoSci ciepta wtasciwego

%wody od temperatury wielomianem

clear all; close all; clc

format short e

% dane eksperymentalne

% temperatura [C]

t=[0 20 40 60 80 100 120 140 150 160 180 200 220 240 250 260 280

300]";

% przeliczenie jednostki na [K]

T=t+273.15;

% ciepto wtasciwe wody [kJ/kg*K]

cc=[4.220 4.183 4.178 4.191 4.199 4.216 4.233 4.258 4.271...
4,283 4.396 4.501 4.605 4.731 4.857 4.982 5.234 5.694]';

% dopasowanie wielomianu 3st.
a=polyfit(T,cc,3)
Tob=min(T):1:max(T);
cob=polyval(a,Tob);

SSE=sum( (polyval(a,T)-cc).”2);
SST=sum((cc-mean(cc)).”2);
R2=1-SSE/SST

%wykres

plot(T,cc, 'gd',Tob,cob, 'LineWidth',2)

legend( 'punkty doswiadczalne', 'wielomian 3 st',2)
title('Ciepto wtasciwe wody');

xlabel('T [K]'); ylabel('cc [kJ/kg*K]'");

grid on
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Wyniki 5.1

Uzyskano nastepujace wspolczynniki wielomianu i wspotczynnik dopasowania R?
a =

1.1759e-007 -1.2095e-004 4.1374e-002 -4.9559e-001
R2 =

9.9438e-001

Ciepto wlasciwe wody
5.8

T T T
punkty doswiadczalne
5.6

wielomian 3 st | /'
5.4

5.2

48 /
46 /
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//

cc [kJ/kg™K]

420 G —
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TIKI

Rys. 5.6. Dopasowanie wielomianu 3-go stopnia do punktéw do§wiadczalnych

5.3.5. Aproksymacja dowolna funkcja

Jednak nie zawsze chcemy, aby rownanie aproksymujace miato posta¢ wielo-
mianu, niejednokrotnie funkcja opisujaca jakie$ zjawisko jest oparta na teorii
tego zjawiska. W celu dopasowania takiej funkcji mozna postuzy¢ si¢ narze-
dziami do poszukiwania minimum funkcji celu, sformutowanej jako suma kwa-
dratéw odchylen wg réwnania 5.1. Mozna do tego wykorzysta¢ funkcj¢ fmin-
search ze skrzynki narze¢dziowej Optimization Toolbox. Dziatanie tej funkc;ji
jest omowione blizej w rozdz. 9.

W skrzynce Statistics Toolbox znajduja si¢ nastgpujace funkcje pozwalajgce
aproksymowa¢ dane dowolng funkcja nieliniows:

[a,r,3]=nlinfit([x y],z,@fun,a0)

funkcja dopasowuje wspotczynniki funkcji nieliniowej, wyko-
rzystujac kryterium minimum sumy kwadratoéw odchylen.
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aci = nlparci(a,r,])

funkcja zwraca zakresy wspofczynnikow, przy poziomie
ufnosci 95%

apred = nlpredci(@fun,[x y],a,r,J)

funkcja zwraca wartosci funkcji w punktach weztowych.

Oznaczenia:

[x, y] tablica zbudowana z dwoch wektoréw danych doswiadczal-
nych, ktore stanowig argumenty szukanej funkcji.

z wektor danych do§wiadczalnych.

@fun nazwa funkcji, w ktorej zdefiniowane jest rOwnanie.

ao wektor punktow startowych.

a wektor poszukiwanych wspolczynnikow.

r zwrocone residuum.

J zwrocony Jakobian.

Wykorzystanie tych funkcji ilustruje projekt 5.2

PROJEKT 5.2
Tytuk: Dopasowanie réwnania Watsona do danych zalezno$ci ciepta
parowania od temperatury
Toolbox: Optimization Toolbox

Dane ciepta parowania neoprenu od temperatury sa zawarte w pliku eparow.txt.
Zaleznos¢ ciepla parowania od temperatury opisuje rownanie Watsona postaci

A (T)= Ahvo(l - TLJ , (5.13)

cr

gdzie Ah,o [kJ/kg], n — wspotczynniki réwnania, T, — temperatura krytyczna [K].
Nalezy estymowa¢ wspotczynniki tego réwnania dla neoprenu i znalez¢ ich
zakres w przedziale ufnosci 95%.

C7P5 2.m

%PROJEKT 5.2

%Aproksymacja danych zaleznosci ciepta parowania
%od temperatury rownaniem Watsona

clear all; clc

global x y t@ Tcr N
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t0=273.15;

Tcr=525.0;

Dane=1oad('cparow.txt"');

x=Dane(:,1);

y=Dane(:,2);

n=length(Dane);

format short e

adol=[1000 0.2];

agor=[8000 0.5];

ad= [4500 0.35];

N=2;

al=1sqcurvefit(@fun,ad,x,y);
xobl=linspace(min(x),max(x),100);
yobl=fun(al,xobl);

plot(x,y, el :XObl,yObl; - ):

xlabel('T [C]'); ylabel('hv [kJ/kg]");
title('Ciepto parowania neoprenu');
%--Obliczenie R2
SSE=sum((fun(al,x)-y).”2);
SST=sum((y-mean(y)).”2);

R2=1-SSE/SST;

%--obliczenie przedziatéw ufnosci wspotczynnikow
alfa=1-0.95; %poziom istotnosci
t95=tinv(1-alfa/2,n-N); %wartos¢ testu t
syx=sqrt(SSE./(n-N));

p=pfun(al,x);

p=p~-1;

s=syx*sqrt(p);

s=diag(s,0);

range=eye(N);

range(:,1)=al'-s.*t95;
range(:,2)=al'+s.*t95;

disp('Metoda 1');

disp(al');

disp(range);

%--dla pordwnania wartosci obliczone przez inne funkcje
[a,r,J]=nlinfit(x,y,@fun,a0d);
aci=nlparci(a,r,J);

disp('Metoda 2');

disp(a’);

disp(aci);
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Pozostate funkcje to

~Dfun.m

function y=Dfun(a,x)

global t@ Tcr

X=x+10;

y=[(1-(X./Tcr)).”a(2) a(1l)*log(1l-X./Tcr).*(1-(X./Tcr)).”a(2)];

7 pfun.m

function y=pfun(a,x)

global N

d=Dfun(a, x);

p=ones(N);

for i=1:N
for j=1:N

p(i,3)=sum(d(:,1).*d(:,3));

end;

end;

y=p;
Wyniki 5.2
Uzyskano nastg¢pujace wspotczynniki i ich zakresy:

e Na podstawie funkcji 1sqcurvefit i rownan 5.3-5.7:
Metoda 1
3.4898e+003
3.5088e-001

3.2315e+003 3.7482e+003
2.9966e€-001 4.0209e-001

e Na podstawie funkcji nlinfitinlparci
Metoda 2
3.4898e+003
3.5088e-001

3.2315e+003 3.7482e+003
2.9966e€-001 4.0209e-001
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Otrzymane obiema metodami zakresy przedziatu ufno$ci 95% sg wiec identycz-
ne. Wykres dopasowanego rownania przedstawia Rys 5.7.

Ciepfo parowania neoprenu
3000 T T

2500 - I V
2000 - \V\f 7

1500 | \* J

1000 - N\ A

hv [kJ/kg]
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. . ‘ ‘
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Rys. 5.7. Wykres dopasowanego rownania Watsona

PROJEKT 5.3
Tytuk: Dopasowanie réwnania izotermy sorpcji metoda minimalizacji
sumy kwadratéw odchylen
Toolbox: Optimization Toolbox

Do punktéw uzyskanych z eksperymentu dopasujemy funkcje aproksymujaca
metoda najmniejszych kwadratow, korzystajac z Optimization Toolbox. Zebra-
ne dane doSwiadczalne zawierajg temperaturg, zawarto$s¢ wody i odpowiadajaca
im aktywno$¢ wody (Pakowski i in., 2005). Dane zapisano do pliku tekstowego,
oddzielajac poszczegélne kolumny znakiem tabulacji. Tak przygotowane dane
sa zawarte w pliku Dane_izot.txt. Wiadomo, Ze zebrane dane najlepiej opisac
funkcja dwoch zmiennych: zawartosci wilgoci i temperatury. Jako funkcje
aproksymujacg wybrano zmodyfikowane rownanie Hendersona III postaci:

a,, =1—exp(—a] (a2+T)X“3). (5.14)

W celu estymacji parametrow a powyzszego rownania wykorzystano metodg
najmniejszych kwadratow. Do poszukiwania minimum funkcji celu danej row-
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naniem 5.1 wykorzystano narz¢dzie fminsearch ze skrzynki narzedziowej
Optimization Toolbox.

Wywotanie tej funkcji wyglada nastgpujaco:

fminsearch(@fun,a0,options),

gdzie:

@fun nazwa funkcji oraz pliku, w ktorej zdefiniowane jest rowna-
nie,

ao punkty startowe,

options opcje optymalizatora

~7P5 3.m

%PROJEKT 5.3

%Dopasowanie rdéwnania izotermy sorpcji
%metodg minimalizacji funkcji celu
clear all; close all; clc

%rozwiazanie roéwnania Henderson III 311

global X T A
z=importdata('Dane_izot.txt',"'\t',4);
r=z.data;

% podstawienie odpowiednio zmiennych
T=r(:,2); % temperatura [C]
A=r(:,4); % aktywnos¢ wody [-]
X=r(:,3); % wilgotnos¢ [kg/kg]

% wstepne oszacowanie wspotczynnikow

a0=[0.1,0,0.1];

% w opcjach optymalizatora wigczono wyswietlanie:
%iteracji, diagnostyki, doktadnosci zmiennej i funkcji
options=optimset('Display', "iter', 'Diagnostics','on', 'TolX',1le-
5, 'TolFun',le-6);

% wywotanie optymalizatora
a=fminsearch(@Henderson, a0, options)

%---opracowanie wynikow
xi=linspace(min(X),max(X),200);
ti=linspace(min(T),max(T),200);
[Xi,Ti]=meshgrid(xi,ti);
Ak=1-(exp(-a(1l)*(a(2)+Ti).*(Xi.”a(3))));

% wykres 3D

figure(1);

surf(Xi,Ti,Ak)

alpha(0.7)
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shading interp;

hold on;

plot3(X,T,A,'0")

xlabel('zawartos¢ wilgoci [kg/kg]');
ylabel('temperatura [\circC]');
zlabel('aktywnos¢ wody [-]");

Plik Henderson.m zawiera funkcj¢ celu, jest to suma kwadratoéw odchylen war-
tosci obliczonych i eksperymentalnych.

~Henderson.m

function ff=Henderson(a)

% dobor wspotczynnikoéw w réwnaniu Hendersona III
global X T A
f=1-(exp(-a(1)*(a(2)+T).*(X.%a(3))));
ff=sum(A-f);

Wyniki 5.3
Pokazano cze¢$¢ tabeli iteracji, komunikaty koncowe i dobrane wspotczynniki a.
Iteration Func-count min f(x) Procedure

0 1 18.4017

1 4 18.3859 initial simplex

2 6 18.2993 expand

3 7 18.2993 reflect

4 9 18.1966 expand
310 562 0.739185 contract inside
311 564 0.739185 contract inside
312 566 0.739185 contract inside
313 568 0.739185 contract inside
314 570 0.739185 contract inside
315 572 0.739185 contract inside
316 577 0.739185 shrink

Optimization terminated:
the current x satisfies the termination criteria using OP-
TIONS.TolX of 1.000000e-005
and F(X) satisfies the convergence criteria using OP-
TIONS.TolFun of 1.000000e-006
a =
0.0603 125.3750 1.0640
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Rys. 5.8. Dopasowana powierzchnia rOwnowagi sorpcyjnej
wg rownania Hendersona III

PROJEKT 5.4
Tytuk: Dopasowanie réwnania izotermy sorpcji jako funkcji jednej
zmiennej, z wyborem réwnania aproksymacyjnego
Toolbox: Statistics Toolbox

Nalezy dopasowa¢ rownanie izotermy desorpcji wody z ciala statego do punk-
tow uzyskanych z eksperymentu. Do wyznaczenia izotermy desorpcji zastoso-
wano aparatur¢ umozliwiajacag pomiar ubytku masy probek zawieszonych
w termostatowanych pojemnikach nad roztworami nasyconymi odpowiednich
soli wytwarzajacych znang wilgotno$¢ wzgledna (aktywno$¢ wody). Wazenie
nastgpuje az do ustalenia si¢ rOwnowagi. Z tak przeprowadzonego pomiaru ma-
my dane wartosci wilgotno$ci wzglednej i masy probek w rownowadze. Zebrane
dane zapisano do pliku tekstowego, wpisujac w kolejnych wierszach zawarto$¢
wilgoci i1 aktywnos$¢ wody i oddzielajac je znakiem tabulacji. Tak przygotowane
dane zostaty zapisane w pliku data.txt w biezacym katalogu. Do rozwigzania
problemu wykorzystamy funkcje nlinfit, naparci, nlpredci, ktore sa
dostepne w Statistics Toolbox.

Rownanie izotermy sorpcji musi zosta¢ zdefiniowane jako funkcja w m-pliku,
z wykorzystaniem szukanych wspotczynnikow. Utworzono 16 takich funkcji np.
w nastepujacym m-pliku zdefiniowano réwnanie Chena-Claytona:
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r~7ChC.m

function y=ChC(a,x)

global T

y=exp(a(1)*(T.”a(2)).*exp(a(3)*(T.”a(4)).*X));

Wykorzystano rownania izoterm sorpcji podane w Tablicy 5.1.

Tablica 5.1. Réwnania izoterm sorpcji niezalezne od temperatury

Anderson & Hall

BET

Bradley

Caurie

Filonienko

GAB

Hailwood & Horrobin

Harkins&Jura

Huttig

Jaafar & Michatowski

a a,a,a

w

- (I-aya,a,)d+(a,—a,))aya,

a,a

X:“‘((l_aw)(n(zz _1)%)}

m{m(ai]]:m(al )+ Xln(a,)

w

In(X)=In(q)-a,a,

a3
a
Xzal( v J
a2 _aw

q,.a,a4;4,

(1-a, aw)[1+(az ~1)a, aw]

D g+ +a,a,’
¥ -atma,taa,

a
ln(aw)—a1 _X_22

X a

= w_ (]

a, 1+a2aw( +a,)
X_ a1a2aw
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Kithn 9

X =
in(a,)
Rounsley a l—g @
X = 1% aw( a, )
(L—aw)[l+(a2—l)aw]
Sips
Xmg G20
1+(a2—1)aw
Peleg X =a,exp (a2 In(a, )) +aya,"

Oznaczenia: a, — aktywno$¢ wody [-], X — zawartos¢ wilgoci [kg/kg],
a — wspolczynniki.

F7P5 4.m
%PROJEKT 5.4
%Dopasowanie roéwnania izotermy sorpcji niezaleznego od tempera-

tury

clear all; close all; clc;

disp(M=--mmm e e o ")
disp('Lp. wywotanie nazwa roéwnania liczba parametréw')
disp( M -mmmmmm e ")
disp(' 1 @ANHL Anderson&Hall 4 parametrowe')
disp(' 2 @BET BET 3 parametrowe')
disp(' 3 @BRAD Bradley 2 parametrowe')
disp(' 4 @CAU Caurie 2 parametrowe')
disp(' 5 @FIL Filonenko 3 parametrowe')
disp(' 6 @GAB GAB 3 parametrowe')
disp(' 7 @HALH Hailwood&Horrobin 3 parametrowe')
disp(' 8 @HAJ Harkins&Jura 2 parametrowe')
disp(' 9 @HUTT Huttig 2 parametrowe')
disp(' 10 @JAM Jaafar&Michalowski 3 parametrowe')
disp(' 11 @KUH Kuhn 2 parametrowe')
disp(' 12 @OSW Oswin 2 parametrowe')
disp(' 13 @ROU Rounsley 3 parametrowe')
disp(' 14 @SIP Sips 3 parametrowe')
disp(' 15 @PEL Peleg 4 parametrowe')
disp(' 16 @VMIZ Mizrahi 2 parametrowe")
disp(M=--mmm e e o ")
nazwa=input( 'Wprowadz nazwe wywotania zgodng z listg = ');

disp('Wprowadz startowe wspoiczynniki roéwnania');
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af=input('jako wektor kolumnowy np. [1;1;1] = ");
warning off all

format short e

% wczytanie danych z pliku tekstowego

load data.txt

X=data(:,1); Ak=data(:,2);

n=100;

% wywotanie solvera
[a,r,J]=nlinfit(Ak,X,nazwa,a0);

aci = nlparci(a,r,3J);

[apred,delta] = nlpredci(nazwa,Ak,a,r,J);

% standardowy btad bezwzgledny
blad=sum(abs(X-apred)./X)./length(X);
odp=[Ak apred delta];

disp('Dopasowanie wykonano dla przedziatu ufnos$ci 95%')
disp('Wspéiczynniki réwnania od al do an');
disp(a)

disp('Zakres wspdéiczynnikéw a');

disp(aci)

disp('wartosci funkcji w punktach')
disp('doswiadczalna dopasowana delta residuum')
disp([Ak apred delta r])

% wizualizacja wynikow
Akob=linspace(0.01,max(Ak),n);
Xob=nazwa(a,Akob);

figure(1)

plot(Ak,X, 'rd',Akob,Xob, 'Linewidth',2);
grid on

xlabel('aw,-");

ylabel('X, kg/kg');

title('Dopasowana izoterma sorpcji');
legend( 'punkty dosw', 'dop. réw.',2);

Wyniki 5.4

Ponizej pokazano dialog w oknie Command Window po uruchomieniu pro-
gramu:

Lp wywotanie nazwa rodwnania liczba parametrow
1 @ANHL Anderson&Hall 4 parametrowe
2 @BET BET 3 parametrowe
3 @BRAD Bradley 2 parametrowe
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4 @CAU Curie 2 parametrowe
5 @FIL Filonenko 3 parametrowe
6 @GAB GAB 3 parametrowe
7 @HALH Hailwood&Horrobin 3 parametrowe
8 @HA3J Harkins&3Jura 2 parametrowe
9 @HUTT Huttig 2 parametrowe
10 @JIAM Jaafar&Michatowski 3 parametrowe
11 @KUH Kuhn 2 parametrowe
12 @OSW Oswin 2 parametrowe
13 @ROU Rounsley 3 parametrowe
14 @SIP Sips 3 parametrowe
15 @PEL Peleg 4 parametrowe
16 @MIZ Mizrahi 2 parametrowe

WprowadZz nazwe wywotania zgodng z lista = @GAB
Wprowadz startowe wspdétczynniki rdéwnania
jako wektor kolumnowy np. [1;1;1] = [1;1;1]

Dopasowanie wykonano dla przedziatu ufnosci 95%
Wspotczynniki réwnania od al do an

7.6491e-002
2.4440e+000
9.4824e-001

Zakres wspotczynnikow a
4.9694e-002 1.0329e-001
6.6830e-001 4.2197e+000
8.7045e-001 1.0260e+000

Wartosci funkcji w punktach

doswiadczalna dopasowana delta residuum
5.0000e-002 8.7083e-003 3.4248e-003 1.2917e-003
2.0000e-001 3.4345e-002 7.4104e-003 -9.3453e-003
3.0000e-001 5.2683e-002 7.1210e-003 -1.2683e-002
4.0000e-001 7.3811e-002 6.0187e-003 6.1893e-003
5.0000e-001 1.0005e-001 5.7165e-003 -4.8630e-005
6.0000e-001 1.3546e-001 7.1528e-003 1.4541e-002
7.0000e-001 1.8844e-001 8.3778e-003 1.1560e-002
8.0000e-001 2.8035e-001 1.4156e-002 9.6460e-003

182



OV, wWONOUIDWNWUV

.0000e-002
.0000e-001
.0000e-001
.0000e-001
.0000e-001
.0000e-001
.0000e-001
.0000e-001
.0000e-001
.0000e-001
.0000e-001
.0000e-001

0.35

P RPNUNMNRPRRENUWO

.7083e-003
.4345e-002
.2683e-002
.3811e-002
.0005e-001
.3546e-001

.8844e-001
.8035e-001
.2683e-002
.3811e-002
.0005e-001
.3546e-001

Dopasowana izoterma sorpcji

NUUONPFPOONUIONNW

.4248e-003
.4104e-003
.1210e-003
.0187e-003
.7165e-003
.1528e-003 -
.3778e-003
.4156e-002
.1210e-003
.0187e-003
.7165e-003
.1528e-003

U OOV PR R

.1292e-002
.0655e-002
.3174e-003
.1893e-003
.9514e-003
.4591e-003
.5596e-003
-1.
-4,
-7.
-9.
.1459e-002

0354e-002
4826e-003
7107e-003
5486e-003

Rysunek pokazuje dopasowang izotermg sorpcji i punkty doswiadczalne.
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Rys. 5.9. Efekt dopasowania rownania izotermy GAB sorpcji
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5.3.6. Aproksymacja funkcji wielu zmiennych

PROJEKT 5.5
Tytuk: Dopasowanie do danych eksperymentalnych rownania izotermy
sorpcji jako funkcji dwu parametréw, z wyborem rownania aprok-
symacyjnego.
Toolbox: Statistics Toolbox

Przebieg izotermy sorpcji zalezy tutaj od temperatury. Uwzglednienie tempera-
tury wprowadza do réwnania rbwnowagi sorpcyjnej druga zmienng niezalezng.
Do aproksymacji danych sorpcyjnych zaleznych od temperatury uzywa si¢ row-
nan, sposréd ktorych wybrano te pokazane w Tablicy 5.2. Kolekcja réwnan po-
chodzi z pracy Pakowski, 2000.

Tablica 5.2. Rownania izoterm sorpcji zalezne od temperatury

Aguerre a a.a
1 — 172 "w
n(a,) =7 -
a; T
Chung&Pfost
In(a,)=——texp(-a, X)
Day&Nelson W T
l-a, =exp(—a1 T X% )
Day&Nelson 11 4y (as T+a,)"
l-a, = exp[—a1 (asT+ag)” (lOOX)} ’
Karlsson
&Soininnen a, = exp[T exp —a, X —a, \/}) - exp(—a4 X - as\/} - aé)}

Mod. Halsey I1 —a, T) X }

&Pfost =exp

exp a, X )]
Modified Halsey I B
» = €Xp —X‘exp 2T)}

Modified

)
Henderson I aT+a, X

w

exp| -,
Mod. Chung

(

[

)=

(la
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Mod. Henderson I a, =da, (1 —exp (al rXx® ))

Mod. Henderson 11
a,=1- exp(—a1 (a, +T) X" )

Mod. Hend v
od. Henderson In (1 B aw) o X T

Chen&Cl
en ayton aW:exp@hT%eXPO%T%X))
Stroh
&:rgorer;agl’;f 1n(aw) = (11 ln(ps )Texp(az X) + a3 eXp(a4 X)

Oznaczenia: a,, — aktywno$¢ wody, -, T — temperatura, °C, X — zawarto$¢ wilgoci,
kg/kg, ps — preznos¢ pary nasyconej, kPa, a — wspodtczynniki.

Dopasuj réwnanie réwnowagi, uwzgledniajace zalezno$¢ a,, od temperatury
1 zawartosci wilgoci, do punktow uzyskanych z eksperymentu, korzystajac
z funkcji dostgpnych w Statistics Toolbox. Dane te zawarte sa w pliku data.txt.

F7P5 5.m

%PROJEKT 5.5

%Dopasowanie roéwnania izotermy sorpcji zaleznego od temperatury
clear all; close all; clc;

disp('Réwnowaga sorpcyjna - funkcje 2 zmiennych aw=f(T,X)")

disp(M=mmmmmmm oo e ")
disp('Lp. wywotanie nazwa rdéwnania liczba parametréw')
disp(M-----m - ")
disp('1 @AG Aguerre et.al. 3 parametrowe')
disp('2 @CHP Chung&Pfost 2 parametrowe')
disp('3 @DNI Day&Nelson 4 parametrowe')
disp('4 @DNII Day&Nelson II 6 parametrowe')
disp('5 @HEN Henderson 2 parametrowe')
disp('6 @KS Karlsson Soininnen 6 parametrowe')
disp('7 @HII Modif. Halsey II 4 parametrowe')
disp('8 @CHPM Modified Chung&Pfost 3 parametrowe')
disp('9 @HALI Modified Halsey I 3 parametrowe')
disp('10 @HENI Modified Henderson I 3 parametrowe')
disp('11 @HENII Modified Henderson II 3 parametrowe')
disp('12 @HENIIIModified Henderson III 3 parametrowe')
disp('13 @HENIV Modified Henderson IV 3 parametrowe')
disp('14 @CHC Chen&Clayton 4 parametrowe')
disp('15 @SYI Strohman& Yoerger I 4 parametrowe')

disp('-------- - oo )



nazwa=input('Wprowadz nazwe wywotania zgodng z listg = ');
a@=input('WprowadZz oszacowanie wspdétczynnikéw réwnania jako wek-
tor kolumnowy np. [1;1;1] = ");

warning off all

load data.txt

format short e

T=data(:,1); X=data(:,2); Ak=data(:,3);

n=100;

[a,r,3]=nlinfit ([T X],Ak,nazwa,a0);

aci = nlparci(a,r,3J);

[apred,delta] = nlpredci(nazwa,[T X],a,r,J);
% Tworze siatke dla wykresu 3D
Ti=linspace(min(T),max(T),n);
Xi=linspace(min(X),max(X),n);
[Temp,Wilg]=meshgrid(Ti,Xi);
Woococoooooooooooooocoococooococooo oo ooo Do oo ooDo oo
P=nazwa(a, [T X]);

% standardowy btad bezwzgledny

blad=sum(abs (Ak-P)./Ak)./length(Ak);
disp('Dopasowanie wykonano w przedziale ufnos$ci 95%');
disp('Wspéiczynniki réwnania oraz ich zakresy');
disp(' a amin amax');
disp([a aci]);

disp('Maksymalny btad bezwzgledny')
disp(blad)

rl = reshape(Temp,n*n,1);

r2 = reshape(Wilg,n*n,1);

tmp = nazwa(a,[rl r2]);

yw = reshape(tmp,n,n);

clear rl r2 tmp;

figure(1)

surf(Temp,Wilg,yw);

shading interp

alpha(.5)

hold on

plot3(T,X,Ak, 'd")

title( 'Dopasowanie powierzchni rdéwnowagi')
xlabel('T, C')

ylabel('X, kg/kg")

zlabel('aw, -')
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Wyniki 5.5

Po uruchomieniu pliku z programem uzytkownik proszony jest o wybor réwna-
nia i wprowadzenie oszacowania jego parametrow. Dialog ten pokazano ponize;j.

Réwnowaga sorpcyjna - funkcje 2 zmiennych aw=f(T,X)

Lp wywotanie nazwa rodwnania liczba parametrow
1 @AG Aguerre et.al. 3 parametrowe
2 @CHP Chung&Pfost 2 parametrowe
3 @DNI Day&Nelson 4 parametrowe
4 @DNII Day&Nelson II 6 parametrowe
5 @HEN Henderson 2 parametrowe
6 @Ks Karlsson Soininnen 6 parametrowe
7 @HII Modif. Halsey II 4 parametrowe
8 @CHPM Modified Chung&Pfost 3 parametrowe
9 @HALI Modified Halsey I 3 parametrowe
10 @HENI Modified Henderson I 3 parametrowe
11 @HENII Modified Henderson II 3 parametrowe
12 @HENIII Modified Henderson III 3 parametrowe
13 @HENIV Modified Henderson IV 3 parametrowe
14 @CHC Chen&Clayton 4 parametrowe
15 @SYI Strohman& Yoerger I 4 parametrowe

Wprowadz nazwe wywotania zgodng z listg = @CHP

Wprowadz prawdopodobne wspdéitczynniki wystepujace w réwnaniu jako

wektor kolumnowy np. [1;1;1] = [1;1]
Dopasowanie wykonano w przedziale ufnosci 95%
Wspotczynniki réwnania oraz ich zakresy
a amin amax
2.4364e+004 2.0334e+004 2.8394e+004
1.3207e+001 1.1252e+001 1.5162e+001

Maksymalny b1ad bezwzgledny
1.4285e-001
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Dopasowanie powierzchni rdwhowagi

¥ [kadkg] 20 T

Rys. 5.10. Dopasowanie powierzchni rownowagi sorpcyjnej
do punktéw doswiadczalnych

PROJEKT 5.6
Tytuk: Dopasowanie rownania GAB o wspoélczynnikach bedacych funk-
cjami temperatury opisanymi wielomianami drugiego stopnia.
Toolbox: Statistics Toolbox

Projekt dotyczy sorpcji wody z fazy gazowej, w réznych temperaturach, przez
folie chitozanowe grubos$ci ok. 30 pm, otrzymane przez wylanie okreslonej ilo-
$ci roztworu chitozanu, o stopniu deacetylacji DD = 78.504% w 1-procentowym
kwasie octowym, na ptytki z pleksi (Balcerzak, 2005). Wielko$¢ adsorpcji X,
czyli masa wody zaadsorbowanej przez jednostkowa mas¢ adsorbentu (folii
chitozanowej) zalezy od temperatury T oraz aktywno$ci wody ay. Dane do-
$wiadczalne otrzymano w nastgpujacy sposob: suche probki wazono na wadze
laboratoryjnej, po czym umieszczano w eksykatorach, na perforowanych sitach,
w otoczeniu o znanej aktywno$ci wody. Po okresie ustalenia si¢ roOwnowagi
adsorpcyjnej, ktory trwat do 4h, probki wyjmowano z eksykatorow i niezwlocz-
nie wazono. Warto$ci adsorpcji wody dla folii chitozanowych X [g H,O/g s.m.]
otrzymywano z nast¢pujacej zaleznosci:
X = M R (5. 1 5)
m,
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gdzie: my — masa suchej probki, g, m; — masa probki po adsorpcji wody, g.
Proces sorpcji wody przeprowadzono w trzech temperaturach: 25°C, 35°C oraz
45°C. Do opisu zjawiska sorpcji wody przez folie chitozanowe postuzono sig
réwnaniem izotermy GAB:

X cka
= = w 5.16
X, (l—kr%)[l+(c—l)kawj (310

Parametry rownania GAB: ¢, K, X, przedstawiono jako funkcje temperatury:
c=mTL+@T+a3
k=a,T>+asT + a, (5.17)
Xm= 217T2 +agT + ao.

Analizowany zakres danych doswiadczalnych to:

Te(2545) a,<(0.2,0.9)

r7P5_6.m

%PROJEKT 5.6

%Dopasowanie izotermy sorpcji GAB o wspdiczynikach
%zaleznych od temperatury dla chitozanu:

clear all; close all; clc;

global T

% wczytanie danych z pliku tekstowego
z=importdata('dane_GAB.txt',' ',2);

dane=z.data;

X=dane(:,1); aw=dane(:,2); T=dane(:,3);

%punkt startowy:

20=[0.01 1 4.84 0.0001 0.01 0.1 0.00001 ©0.001 0.02075];
%regresja nieliniowa-funkcja pozwalajaca znalez¢ wspétczynniki
wielomianodw

%opisujgcych parametry réwnania GAB: c, k i Xm

a=nlinfit([T aw],X,@GAB,a0);

%wykres 2D izoterm sorpcji z dobranymi parametrami al...a9:

figure(1)
plot(aw(1:7,1),X(1:7,1), " "'b*")
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hold on

plot(aw(8:14,1),X(8:14,1),'g*")

hold on

plot(aw(15:21,1),X(15:21,1), 'r*")

hold on

xlabel("aktywnos$¢ wody: aw [-]")

ylabel('zawartos¢ wody: X [kg H20/kg s.m.]")
title('Izotermy sorpcji wody przez folie chitozanowe wg modelu
GAB')

%izoterma dla T=25C:

awx=1linspace(0.2,0.9,100);
c=a(l).*25.72+a(2).*25+a(3);
k=a(4).*25.72+a(5).*25+a(6);
Xm=a(7).*25.72+a(8).*25+a(9);
Xz=(c.*k.*awx.*Xm)./((1-k.*awx).*(1+(c-1).*k.*awx));
plot(awx,Xz,'b")

grid on

hold on

%izoterma dla T=35C:

c=a(1l).*35.72+a(2).*35+a(3);
k=a(4).*35.72+a(5).*35+a(6);
Xm=a(7).*35.72+a(8).*35+a(9);
Xz=(c.*k.*awx.*Xm)./((1-k.*awx).*(1+(c-1).*k.*awx));
plot(awx,Xz,'g")

hold on

%izoterma dla T=45C:

c=a(l).*45.72+a(2).*45+a(3);
k=a(4).*45.72+a(5).*45+a(6);
Xm=a(7).*45.72+a(8).*45+a(9);
Xz=(c.*k.*awx.*Xm)./((1-k.*awx).*(1+(c-1).*k.*awx));
plot(awx,Xz, 'r")

legend('25 \circC', '35 \circC','45 \circC',2)

hold on

%wykres 3D izoterm sorpcji: punkty-dane doswiadczalne, siatka-
wartosci z

%modelu;

figure(2)

plot3(T,aw,X, 'ko")

hold on

T=25:1:45;

aw=min(aw):0.025:max(aw);
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[Tw,Aw]=meshgrid(T,aw);
c=a(1).*Tw.”2+a(2).*Tw+a(3);
k=a(4).*Tw.”2+a(5).*Tw+a(6);
Xm=a(7).*Tw.”2+a(8).*Tw+a(9);
Xw=(c.*k.*Aw.*Xm)./((1-k.*Aw).*(1+(c-1).*k.*Aw));
surf(Tw, Aw, Xw)

%edycja wykresu 3D

grid on

ylabel('aktywno$¢ wody: aw [-]")
zlabel('wielko$¢ adsorpcji: X [kg H20/kg s.m.]")
xlabel('temperatura: T [C]")

title('X = f(aw,T)")

alpha(0.5)

colormap(hsv)

Wyniki 5.6
Wspotczynniki wielomiandw:

al = -5.4844e+005
a2= 1.3620e+007

a3 = 1.0436e+005
a4 = 2.8105e-004
a5 = -2.1700e-002
a6 = 1.2485e+000
a7 = -3.6251e-005
a8 = 2.1819e-003

a9 = 3.5629e-002

Wspotczynniki korelacji:

T = 25°C: R2 = 0,994
T = 35°C: R2 = 0,998
T = 45°C: R2 = 0,986
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X = f(aw,T)

wielko$¢ adsorpcji: X [kg H20/kg s.m.]

35

aktywnos$¢ wody: aw [-] 0 25 temperatura: T [*C]

lzotermy sorpcji wody przez folie chitozanowe wg modelu GAB

0.4 }
*  25°C
* of

0.35 35C
_ *  45°C A
E
o 0.3
<
Q ,
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aktywnos¢ wody: aw [-]

b)

Rys. 5.11. Dopasowana izoterma sorpcji GAB T: a) powierzchnia réwnowagi,
b) krzywe rownowagi dla trzech temperatur

192



PROJEKT 5.7
Tytuk: Dopasowanie rownania izotermy sorpcji z wykorzystaniem
graficznego interfejsu uzytkownika (GUI)
Toolbox: Statistics Toolbox

Srodowisko MATLABa daje mozliwo$é stworzenia profesjonalnie wygladaja-
cego graficznego interfejsu uzytkownika, ulatwiajacego obstuge programu.
W katalogu projektu znajduje si¢ program startGUlizotermy.m z utworzonym
graficznym interfejsem. Postuguje si¢ on wykazem rownan izoterm sorpcji
z Projektéow 5.4 1 5.5, jednakze korzystanie z nich odbywa si¢ poprzez system
menu — okienek z przyciskami do wyboru opcji i polami do wprowadzania
danych. Zaleznos$¢ poszczegdlnych skryptow zarzadzajacych opcjami jest poka-
zana na Rys. 5.12.

startGUlizotermy.m

[T

wezytaj_plik.m izotermy_row.m analiza.m
izoterma.m lista_row.m obliczm

Rys. 5.12. Schemat polaczen pomigdzy przyciskami GUI w projekcie

Przykladowe dane zawarte s w plikach danel.txt i dane2.txt. Gtowny plik
programu ma nastgpujacg postac:

r7P5 7.m
%PROJEKT 5.7
%Wykorzystanie okna Graphic User Interface w programie dopasowu-

Jacym
%rownanie izotermy sorpcji do danych doswiadczalnych
%kreuje okno graficzne w ktérym definiuje rozmiar papieru oraz
wytaczam
%domyslne menu okna Figure
figurel=figure('PaperSize',[200 200], 'MenuBar', 'none");
% kreuje menu z odpowiednimi opcjami
f1 = uimenu('Label’, 'Dane');

uimenu(f1, 'Label’, '"Wczytaj plik z dany-
mi','Callback', 'wczytaj plik');
f2 = uimenu('Label’, 'Dopasuj roéwnanie');
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uimenu(f2, 'Label’, 'Izotermy sorp-
cji', 'Callback', "izotermy_row');
3 = uimenu('Label’, "Wyniki');
uimenu(f3, 'Label’, 'Wartosci wspdéiczynni-
kéw', 'Callback', 'wspolczynniki');
uimenu(f3, 'Label’, 'Analiza statystycz-
na', 'Callback', 'analiza');
%tekst informacyjny wprowadzony w oknie
uicontrol('Style', 'text', 'String', 'Dopasowanie izotermy sorp-
cji do danych doswiadczalnych ',...
'"FontSize', 16, 'FontWeight', 'bold’,...
'BackgroundColor',[1 1 0.8],...
'Position',[370 300 180 110])

Jak wida¢ kreuje on jedynie gldwne okno programu o nazwie Figure 1. Zarzadzanie
pozostatymi plikami odbywa si¢ przez menu stworzone w oknie Figure 1. Po uru-
chomieniu skryptu ukaze si¢ puste okno Figure 1 (Rys. 5.13) z menu zawierajacym
opcje Dane, Dopasuj réwnanie, Wyniki. W pierwszym etapie nalezy wczyta¢
dane dos$wiadczalne z pliku tekstowego, matlabowego lub excelowskiego.
W tym celu wybieramy z menu Dane opcj¢ Wezytaj plik z danymi. Nastepnie
wybieramy z menu Dopasuj rownanie opcj¢ Izotermy sorpcji. Po wyborze na
ekranie pojawi si¢ okno, w ktorym mamy mozliwo$¢ wyboru rownania izotermy
sorpcji — Rys. 5.14. Po wyborze jest konieczne podanie przyblizonych wartosci
wspotczynnikow wystepujacych w rownaniu, ktore postuza jako warto$ci po-
czatkowe w procesie dopasowywania, lub zatwierdzenie sugerowanych przez
program. Po ich wprowadzeniu wciskamy przycisk OBLICZ. Efektem bedzie
uzyskanie wykresu z naniesionymi danymi do$wiadczalnymi i z dopasowanym
rownaniem — Rys. 5.15, natomiast wartosci wspotczynnikow i ich zakresy przy
95% poziomie ufnosci uzyskamy po wybraniu odpowiedniej opcji z menu
Wyniki — Rys. 5.16.

Ponizej zostang przedstawione pozostate najwazniejsze skrypty wykorzystane
w tym projekcie.

~wezytaj_plik.m

% Otwarcie okna wyboru pliku

% [nazwa_pliku, sciezka] =uigetfile({'*.m;*.fig;*.mat;*.mdl’,...
% 'Wszystkie pliki Matlaba (*.m, *.fig, *.mat, *.mdl)';'*.m',
'M-files (*.m)'; ...

% '"*.fig','Figures (*.fig)'; '*.mat', 'MAT-files (*.mat)';
"*.mdl', 'Models (*.mdl)';

% "*.k',  'All Files (*.*)'}, 'Otwérz plik') ;
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[nazwa_pliku, sciezka] =uigetfile({'*.txt', 'Text Files
(*.txt)'}, 'Otwérz plik') ;

% zatadowanie danych z pliku

dane=1load(nazwa_pliku);

% przydzielenie zmiennym danym

X =dane(:,1); % wilgotnos¢

Ak=dane(:,2); % aktywnos¢ wody

~7izotermy_row.m

figure(3)

% Wprowadzenie tekstu - opisu, informacji

% ss= 'Anderson&Hall 4 parametrowe'+...
% '|BET 3 parametrowe'+...
% '|Bradley 2 parametrowe'+...
% '|Caurie 2 parametrowe'+...
% ' |Filonenko 3 parametrowe'+...
% ' |GAB 3 parametrowe'+...
% ' |Hailwood&Horrobin 3 parametrowe'+...
% ' |Harkins&Jura 2 parametrowe'+...
% '"|Huttig 2 parametrowe'+...
% '|Jaafar&Michalowski 3 parametrowe'+...
% ' |Kuhn 2 parametrowe'+...
% '|0swin 2 parametrowe'+...
% ' |Rounsley 3 parametrowe'+...
% '|Ssips 3 parametrowe'+...
% '|Peleg 4 parametrowe';
uicontrol('Style', 'text', 'String', 'Wybierz réwnanie z 1i-

sty',...
'"FontSize',12, 'FontWeight', 'bold’,...
"Position',[10 380 350 25])

% Wstawienie listy wyboru

hpop = uicontrol('Style', 'popup',...

'String', 'Anderson&Hall 4 parametrowe|BET
3 parametrowe|Bradley 2 parametrowe|Caurie
2 parametrowe|Filonenko 3 parametrowe |GAB
3 parametrowe |Hailwood&Horrobin 3 parametrowe |Harkins&Jura
2 parametrowe|Huttig 2 parametro-
we|Jaafar,Michalowski 3 parametrowe|Kuhn 2 para-
metrowe|Oswin 2 parametrowe |Rounsley 3
parametrowe|Sips 3 parametrowe|Peleg

4 parametrowe’,...
"FontSize',12, 'FontWeight', 'bold"',...
"Position', [1@ 320 350 50],...
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'Callback', "izoterma');
% przycisk uruchamiajacy liste roéwnan stworzong w html
uicontrol('Style', 'pushbutton', 'String', 'LISTA ROWNAN',...
'"FontSize',10, 'FontWeight', 'bold"',...
'"Position', [400 340 130 30], 'Callback', 'lista row');
% uruchamia proces obliczeniowy
uicontrol('Style', 'pushbutton', 'String', 'OBLICZ',...
'"FontSize',10, 'FontWeight', 'bold"',...
'Position', [400 50 130 30], 'Callback', 'oblicz');

7 wspolczynniki.m

% zestawienie wynikow

aodp=[a aci];

% przedstawienie wynikow w tabeli

cnamesl = {'wartosci wspdétczynnikéw', 'zakresy wspdiczynnikéw'};

tl = uitable('Data’,aodp, 'ColumnName',cnamesl,...
'Position’,[10 320 355 63]);

7 analiza.m

% przedstawienie danych w postaci tabelarycznej

cnames = {'wartosci danych doswiadczalnych', 'wartosci funkcji

dopasowanej', 'delta’, 'residuum'};

t = uitable('Data’,odp, 'ColumnName',cnames, 'Position’',[10 10 355

290]);

~7izoterma.m
% pobranie danych z menu rozwijalnego z rdéwnaniami izoterm
val = get(hpop, 'Value');
% podstawienie pod zmienng nazwa, nazwy funkcji ktoéra zawiera
rownanie danej
% postaci, wykorzystano funkcje wyboru switch
switch val
case 1
nazwa=@ANHL; na=4; cztery;
case 2
nazwa=@BET; na=3; trzy;

case 15
nazwa=@PEL; na=4; cztery,
otherwise
disp('Unknown method. ")
end
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~lista_row.m
% otwarcie strony html w przegladarce wbudowanej w matlab
web lista.htm

~7oblicz.m
% zdefiniowanie liczby punktow startowych
if na==2
a0=[C1;C2];
elseif na==3
a0=[C1;C2;C3];
elseif na==4
a0=[C1;C2;C3;C4];
end

% wywotanie solvera
[a,r,J]=nlinfit(Ak,X,nazwa,a0);

aci = nlparci(a,r,J);

[apred,delta] = nlpredci(nazwa,Ak,a,r,J);
n=100;

odp=[Ak apred delta r];

%wizualizacja wynikow
Akob=linspace(0.01,max(Ak),n);
Xob=nazwa(a,Akob);

figure(4)

hold all

plot(Ak,X, 'rd',Akob,Xob, 'Linewidth',2);
grid on

xlabel('Ak"); ylabel('X");
title('Dopasowanie izotermy sorpcji');
legend( 'punkty dosw', 'dop. réw.',2);
close(3)

Wyniki 5.7

Przed rozpoczgciem pracy nalezy w katalogu, w ktorym znajduje si¢ program,
umiesci¢ plik z danymi. Plik powinien mie¢ dwie kolumny danych: w pierwszej
X, kg/kg w drugiej odpowiadajace wartosci a,, -. Ponizej pokazane zostang wy-
niki dopasowania dla pliku danych danel.txt. Pierwszym oknem programu jest
menu glowne Figure 1 — Rys. 5.13.
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n Figure 1 (== = |
| Dane Dopasuj réwnanie  Wyniki ]
¢ 4
B Otworz plik =)
Saukaw: [ ), Projekt 57 - i ol g
I Nazwa - Data modyfikaci  Typ
gy
=, . lista_pliki 2013-11-1911:37 Folder plil
Ostatnie miejsca
| danel 2005-02-1615:12 Dokumen
" [ dane2 200909111146 Dokumen
Pulpit
=l
Biblioteki
Komputer
= )
w
Sied
4 m »
Nazwa pliku: ‘ j Otwidrz
Pliki typu: [ Test Files ") ~| Anuluj
Rys. 5.13. Okno menu gléwnego - wybor pliku z danymi

Wyboru rownania dokonuje si¢ w kolejnym oknie Rys. 5.14.

=

O

Help ~

B Figure 3

File

Edit View Insert Tools Desktop Window
Wybierz rownanie z listy

GAB 3 parametrowe -

LISTA ROWNAN

Wprowadz przyblizone wartosci punktow
startowych i zatwierdz je ENTEREM

al= 1
az= 1
a3= 1

OBLICZ

Rys. 5.14. Okno wyboru izotermy sorpcji

W oknie tym mozna obejrze¢ liste réwnan (wybierz przycisk LISTA ROW-
NAN) i wybraé jedno z rozwijanej listy. Po wyborze mozna wpisa¢ w pola
wspotczynnikow wartosci proponowane (im lepsze podamy przyblizenie tym
program lepiej dopasuje réwnanie) lub zatwierdzi¢ klawiszem Enter kazdy
z sugerowanych przez program wspotczynnikow.
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Dopasowanie izotermy sorpciji
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Rys. 5.15. Dopasowana izoterma sorpcji

W kolejnym oknie odczytamy wspolczynniki dopasowanego rownania oraz
odczytamy warto$ci residuéw dopasowania.

-
u Figure 2 =[S
Dane Dopasuj réwnanie  Wyniki k]
Dopasowanie
ci wspGlczynnikéw| zakresy wspotczynnikow izotermy Sorpcji
1 0.0785 0.0497 0.1033 =~ do danych
== R e - M
Il doswiadczalnych
wartoéci funkcji dopasowanej delta residuum

1 0.0087 0.0034 0.0013 =
2 0.0343 0.0074 -0.0083
3 0.0527 0.0071 -0.0127
4 0.0738 0.0060 0.0062
5 0.1000 0.0057 -4.8630e-05 | _
[ 01355 0.0072 00145
7 0.1884 0.0084 0.0116
8 02804 0.0142 0.00%6
9 0.0087 0.0034 0.0113
10 0.0343 0.0074 0.0107
1 0.0527 0.0071 0.0073
12 0.0738 0.0060 0.0062
13 0.1000 0.0057 0.0100
14 01355 0.0072 -0.0055 —

] = n "IC

& o]

Rys. 5.16. Efekt wyboru opcji Wyniki z menu gtéwnego
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5.3.7. Wykorzystanie narzedzia Basic Fitting

MATLAB udostepnia narzedzie Basic Fitting dostgpne w oknie graficznym
Figure w pozycji Tools menu glownego tego okna. Okno Basic Fitting dotyczy
danych w aktualnym oknie Figure i dlatego ma numer identyczny z numerem
okna Figure. Wsrdd krzywych aproksymacyjnych oferowanych przez Basic
Fitting podstawowa jest wielomian.

)\ Basic Fitting - 1 — - -
Select data: | datal ~)
] Center and scale x data

Plot fits Mumerical results
Check to display fits on figure - -
spline interpolant Fit: | 4th degree polynomial )
shape-preserving interpolant Coefficients and norm of residuals
[T linear v = pl*x~d + p2Fxn3 +
|| quadratic P3*X~Z 4+ parx +
[ cubic ps
4th degree polynomial
[ 5th degree polynomial Coefficients:
Gth degree polynomial rl = -0.001574
[] 7th degree polynomial P2 = 0.031157
th degree polynomial p3 = -0.17128
|| 4th degree polynomial pd = 0.13587
10th degree polynomial ps = 1.8055
HNorm of residuals =
6.3142

Save to workspace..

Show equations

Significant digits: |5 v |
[7] Plot residuals

: Bar plot -

: Subplot =

[7] Show norm of residuals

Rys. 5.17. Okno Basic Fitting z mozliwo$cia wyboru funkcji aproksymujace;j
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Prowadzac eksperymenty, otrzymujemy seri¢ punktéw doswiadczalnych charak-
teryzujacych zjawisko. Zdarza si¢ czesto, ze mechanizmy jakimi rzadza si¢
zjawiska sg nierozpoznane i nie ma mozliwosci opisania danego zjawiska teore-
tycznym modelem matematycznym. W takiej sytuacji do opisania przebiegu
zmian wykorzysta¢ mozna podejscie empiryczne, tzn. opisa¢ zjawisko za pomocg
popularnego rownania empirycznego np. wielomianu.

Opcja taka o nazwie Basic Fitting jest dostgpna w oknie zawierajacym wykres
w menu Tools. Po wybraniu tej opcji, obok okna z wykresem pojawi si¢ okno
Basic Fitting (Rys. 5.17).

Cubic spline interpolant

Shape-preserving interpolant
45—y =~ 0.001574*" + 0.031157*x" - 0.17126*x> + 0.13987*x + 1.9055
y = 2.5189e-005*x° +0.00056505*x" - 0.033384*x" + 0.42252*x" - 2.0399*x” + 3.4112*x + 0.64146
y = 7.5376€-007*x" - 7.4731e-005*x” + 0.0023527*x® - 0.033568*x" + 0.23144*x" - 0.67626*x" +...
4 0.22974*%" + 1.5043*x + 0.99808 4
y = 1.9438e-006*x"® - 0.00011879*x° + 0.0030984*x" - 0.045023*x” +0.39916*x° - 2.2216*X" +...

7.6732*x* - 15.506*x° + 15.747*x” - 5.2346*x + 1.61

35 —

+ datat

spline

—— shape-presening
4th degree

—— 6th degree

— 8th degree

—— 10th degree

Rys. 5.18. Efekt dopasowania krzywej do danych doswiadczalnych
z pomoca opcji Basic Fitting dostepnej w menu Tools okna wykresu
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[ 4\ Data Statistic: - 1 D -Lﬂlﬂﬂq

Statistics for | datal ¥

Checkto plot statistics on figure:

X ¥

min 0| 0.4315 ]
max 12| 1137 |0
mean 6| 1453 ]
median ﬁ% 1.304%
maode 0 0.4315
std 3.507 | 0.6676 ]
range 12 2,706

[ Save to workspace... ” Help H Close ]

L 4

Rys. 5.19. Okno Data Statistics

* datat
8th degree

05H . o, 8 7 w8 I D A
y =2:4e-006C ~0.00016*x" +0.0043%C -0.056*C +..
0.38"%" - 1.25%C + 1.3 + 0.67*x + 1
0 T T T T
0 2 4 6 8 10 12
residuals
1 T T T T T

T
8th degree: norm of residuals = 3.2799

Rys. 5.20. Efekt uzycia opcji Basic Fitting
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Okno Basic Fitting, pokazane na Rys. 5.17, zawiera menu rozwijalne Select
data znajdujace si¢ w gornej czegsci okna, w ktorym wybieramy dane do opisa-
nia rownaniem. Ponizej po lewej stronie znajduje si¢ okno z mozliwoscig wyboru
rownania, za pomocg ktorego opiszemy dane. Po prawej stronie w oknie ukaze
si¢ posta¢ rownania, ktore wybraliSmy oraz warto$ci wspotczynnikow. Istnieje
mozliwos¢ zapisania wartosci tych wspofczynnikow do pamigei roboczej
w postaci macierzy. Ponizej znajduja si¢ opcje, za pomocg ktorych mozemy
wyswietli¢ posta¢ rownania na wykresie, decydujemy rowniez o liczbie wy$wie-
tlanych cyfr po przecinku. Na Rys. 5.18 przedstawiono efekty, jakie mozna uzy-
ska¢ za pomoca przedstawionego narzgdzia.

W oknie Basic Fitting istnieje mozliwo$¢ przedstawienia w formie graficznej
residudw Rys. 5.20. Dodatkowo w menu Tools istnieje opcja Data Statistics,
ktéra uruchamia okno z podstawowymi danymi statystycznymi — rys 5.19.

Korzystanie z narz¢dzia Basic Fitting jest interaktywne podobnie jak korzysta-
nie z narzgdzia Curve Fitting Tool, ktore udostgpnia zaawansowane metody
aproksymacji i obrobki danych.

5.3.8. Korzystanie z narze¢dzia Curve Fitting Tool

Zaawansowane narzg¢dzia do obrobki danych zawiera skrzynka Curve Fitting
Tool. Pozwala ona dokona¢ wygladzenia, interpolacji i aproksymacji danych
réznymi metodami.

Dane do obrobki w postaci zmiennej (zmiennych) niezaleznej i zmiennej zalez-
nej powinny znajdowac¢ si¢ w pamigci roboczej (Workspace). Mozna je tam
umiesci¢ przez wprowadzenie z klawiatury badz wczytanie z pliku, jak podano
wsekcji 5.1.2. Skrzynke Curve Fitting Tool uruchamia si¢ poleceniem
cftool.

Po uruchomieniu ukaze si¢ okno Rys. 5.21, w ktorym jest zamieszczony pusty
wykres a nad nim przyciski:

Data wprowadzenie danych do obliczen

Fitting dopasowanie rownania do danych do$wiadczalnych
Exclude wycigcie zbednych danych

Plotting rysowanie wykresow

Analysis analiza pobranych danych

Przycisk Data otwiera okno o tej samej nazwie, ktore zawiera opcje importu
danych w postaci wektorow z pamigci programu do procedury obliczeniowe;.
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Czynnos$¢ ta jest maksymalnie ulatwiona poprzez zastosowanie graficznego
interfejsu wyboru. Program daje rowniez mozliwo$¢ wezytania wag dla danych
doswiadczalnych. Po zatwierdzeniu wyboru poleceniem Create data set
w prawej czesci okna pojawi si¢ podglad danych, ktore wybraliSmy. Podglad
danych jest o tyle uzyteczny, ze daje mozliwo$¢ skorygowania btednego wyboru
przed finalnym zatwierdzeniem i zamknigciem okna.

B Curve Fitting Tool EEr—="
File View Tools Window Help
&‘5 .+'\- ._'\- {ﬂ-? ﬁ
’ Data... ” Fitting... ]’ Exclude... ]’ Platting... ]’ Analysis...
4\ Data = | B
1 | Data Sets | Smooth
Import workspace vectors: Preview
0.9
*
- - .
. - *
' 0gl X Data: :x J ”“ {
¥ Data: b x| % *
r - *
0.7- Weights: (none) = . . +
+* *
-
06 + 3
: + +
Data set name: |yws. x § + . P +
* > + o+
RIS T A
- + & ot
0.4 + e, ottt ‘, te
: Data sets: J." * e
L
.
03F -4 M
0.2
01F
0 1 View Rename Delete
0 0

Rys. 5.21. Okno Curve Fitting Tool wraz z oknem uruchomionym przyciskiem Data

Aproksymacji danych dokonuje si¢ w oknie Fitting pokazanym na Rys. 5.22.
Aproksymacje zaczynamy od wcisnigcia przycisku New fit otwierajacego nowa
sesj¢, ktorej mozemy nada¢ nazwe w polu Fit name. W polu Data set wybiera-
my dane na ktorych beda prowadzone obliczenia, a w polu Type of fit wybiera-
my typ/rodzaj funkcji aproksymujacej dane doswiadczalne.
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=l X

TNT e o — R S S —
Fit Editor
,
Fit name: ‘ﬁt 4 | l
Data set: [ YWVILX V] Exclusion rule: [ (none) V]
Type of fit: [ Sum of Sin Functions V] Center and scale X data

Sum of Sin Functions

al*sin(b1*x+cl) B
al*sin(b 1%+ cl) + a2%sin(b e c2)

al*sin(b1™+cl) +.. + ad*sinibd*x+cd)
al*sin(b1*x+cl) + .. + a9*sin{b5™x+c9)

m

al*sin(bl*x+cl) + ... + a6*sin(bf*x+ch) -
Fit options... [l Immediate apply Cancel Apply
Results

hi = 0.70&5 (-18.28, 18.&9) -

cz = -0.9357 (-140, 138.1)

a3 = 4.438 (-1639, 1648)

b3 = 0.7887 (-12.08, 13.&8)

c3 = 1.822 (-91.89, 94.93)

Goodness of fit:
SSE: 1Z.42 -
P-sguare: 0.7533 3
Adjusted R-squares: 0.7357
RM3E: 0.33z2¢9

Table of Fits
Fit name Dataset  Equationn.. SSE R-square DFE Adj R-5q # Coeff Type of fit  RMSE @
fit 1 ¥ VS X Polyd 11.6237233233... |0.76904674... |111.0 0.750320804...[10.0 Polynomial |0.323601959...| [@
fit 2 Y VS X Gaussé 3.07814562711... |0.93882005... |103.0 0.925722398...[18.0 Gaussian 0.172900600...| [F
it 3 ¥V X Gaussd 2,70784421144.., |0.94440927... |97.0 0.931227966..24.0 Gaussian 0.169834492..,| [@
[ Delete fit ] [ Sawe to workspace.. ] [ Table options... ]
e

Rys. 5.22. Okno uruchamiane przyciskiem Fitting

W tym polu mamy mozliwo$¢ wyboru jedenastu opcji, pokazanych ponize;.

o Custom Equations — daje mozliwos¢ wprowadzenia dowolnego rownania
zdefiniowanego przez uzytkownika

e FExpotential
y=aexp(bx)

(5.18)
y=aexp(bx)+cexp(d x)
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o  Fourier
=a, +a, cos + b, sin +...
y=a,+aq (xw) ) (xw) (5.19)
ag cos(8xw) + by sin(8xw)
o  Gaussian

x—b ’ x—by ’
y=a,exp| - +...+agexp| — (5.20)

<l Gy

e [nterpolant — jedna z trzech metod interpolacji danych doswiadczalnych:
nearest neighbor, cubic spline, shape preserving.

e  Polynominal — wielomiany od pierwszego do dziewigtego stopnia
Power — funkcja potggowa

(5.21)

e  Rational

Funkcje utamkowe, ktorych licznik i mianownik pokazane sg na Rys. 5.23

Rational

Mumerator Denominator

constant il lin=ar polynomial

linear polynomial H| quadratic polynomial

quadratic polynomial cubic polynomial
cubic polynomial 4th degree polynomial
4th degree polynomial - |5th degree polynomial

Rys. 5.23. Mozliwos$ci wyboru opcji Rational

o Smoothing Spline
Krzywa sklejana o zmiennym parametrze wygladzania.

o Sum of sin Function

y=asin(b x+¢;)+...+agsin(bg x + ¢ ) (5.22)
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o Weibull

y= abx" exp(—axb) (5.23)

Po dokonaniu wyboru funkcji nalezy ja zatwierdzi¢, wciskajac przycisk Apply.
Po akceptacji otrzymamy wyniki w okienku Results oraz wykres dopasowanego
rownania do punktow doswiadczalnych w oknie gtownym CFT — Rys. 5.24.
W okienku Results przedstawiona jest posta¢ funkcji jaka wybrano, wartosci
wspotczynnikdéw oraz parametry informujace o jakos$ci dopasowania.

[ B Curve Fitting Tool =Rl
File View Tools Window Help
&lg .+'\- .7'\- iﬂ-? ﬁ
I Data... H Fitting... |’ Exclude... ]’ Plotting. .. ]’ Analysis...

Rys. 5.24. Wykres punktéw doswiadczalnych z naniesiong dopasowana funkcja

Nastepnym krokiem jest przejscie do opcji Analysis, w ktorej mamy mozliwos¢
doboru kroku argumentéw funkcji, przewidywania wartosci funkcji przy zadanym
przedziale ufnosci oraz obliczenie pierwszej i drugiej pochodnej. Wyniki przed-
stawia Rys. 5.25.
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I

—fit3
.......... 95% ufnosci

w

° yw. X

N

dopasowanie przy 95% ufnosci

» O

Rys. 5.25. Wykres dopasowania funkcji do danych doswiadczalnych, przedstawienie
pierwszej i drugiej pochodnej, zaznaczenie miniméw, maksiméw i punktow
przegigcia funkcji

Nalezy doda¢, ze dla danych 3D istnieje analogiczne narz¢dzie Surface Fitting
Tool, ktore uruchamia si¢ poleceniem sftool, ktorego tu nie oméwiono.

5.4. Interpolacja danych

Interpolacja wykorzystywana jest czgsto podczas przedstawiania graficznego
danych do$wiadczalnych. Interpolacja polega na wyznaczeniu wartosci funkcji
w innych punktach niz w weztach interpolacji, tzn. nalezy znalez¢ takg funkcje
f(x) interpolujaca dane, ktora w punktach wezlowych przyjmie wartosci tych
danych. W MATLABie interpolacj¢ przeprowadza si¢ za pomoca funkcji:

e Funkcje interpolujace
interpl(x, y, xi,’metoda interpolacji’)

interpolacja danych jednowymiarowych.
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interplq(x,y, xi)

interpolacja taka jak interpl tylko szybsza.
interp2(x,y, z, xi, yi, 'metoda interpolacji’)

interpolacja danych dwuwymiarowych.
interp3(x,y,z,v,xi,yi,zi,’metoda interpolacji’)

interpolacja danych trojwymiarowych.
interpn(x1,x2,x3...,v, z1, 72, 73,...z, 'metoda interpolacji’)

interpolacja danych wielowymiarowych.

e Metody interpolacji

‘nearest’ interpolacja sasiedzka

‘linear’ interpolacja liniowa

‘cubic’ interpolacja wielomianem trzeciego rz¢du

‘pchip’ to samo co ‘cubic’

‘spline’ interpolacja wielomianami sklejanymi trzeciego rz¢du.

Zastosowanie roznych metod interpolacji danych funkcji jednej zmiennej przed-
stawia Przyktad 5.11, a funkcji dwu zmiennych Przyktad 5.12.

Przyklad 5.11. Interpolacja jednowymiarowa

r—pS_11.m

%Przyktad 5.11 Interpolacja jednowymiarowa
clear all; close all; clc

%dane doswiadczalne w dwoch wektorach x iy
x=[0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10];

y=[1; 2; 3; 2; 1; @; 2; 3; 4; 5; 3];
%wektor wartosci pomocniczych,

%dla ktorych zostanie przeprowadzone obliczenie
xi=linspace(min(x),max(x),100);
%interpolacja z opcja linear
yl=interpl(x,y,xi, 'linear");

%interpolacja z opcja cubic
y2=interpl(x,y,xi, 'cubic');

%interpolacja z opcja spline
y3=interpl(x,y,xi, 'spline’);
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%interpolacja z opcja pchip
yd=interpl(x,y,xi, 'pchip');
%interpolacja z opcja nearest
y5=interpl(x,y,xi, 'nearest');

%wizualizacja wynikow

plot(x,y, "k."',xi,yl,xi,y2,xi,y3,xi,y4,xi,y5)

legend( 'data

points', 'linear', 'cubic', 'spline', 'pchip’, 'nearest’',4)
xlabel('x"'); ylabel('y")

Rezultat 5.11

@ data points
linear A
— — cubic
"""" spline
~—~ pchip

nearest
T

L L - L
o] 2 4 6 8 10

Rys. 5.26. Efekt interpolacji jednowymiarowej punktow doswiadczalnych
réoznymi metodami

Punkty uzyte w Przykltadzie 5.12 zostaty wygenerowane w siatce 10x10, a inter-
polowane w siatce 30x30.

Przyklad 5.12. Interpolacja dwuwymiarowa

rF—pS_12.m
%Przyktad 5.12 Interpolacja dwuwymiarowa
clear all; close all; clc
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% wygenerowane punkty
x=1linspace(90,2,10);

y=X;

[X,Y]=meshgrid(x,y);
Z=X."2-exp(X.".2-Y."2);

% siatka dla interpolacji
xi=linspace(0,2,30); yi=xi;
[Xi,Yi]=meshgrid(xi,yi);

% interpolacja dwuwymiarowa
Zil=interp2(X,Y,Z,Xi,Yi, "'nearest');
Zi2=interp2(X,Y,Z,Xi,Yi, 'linear');
Zi3=interp2(X,Y,Z,Xi,Yi, "cubic');

% wizualizacja wynikow

figure(1)

subplot(1,2,1)

surf(Xi,Yi,zil)

xlabel('X"); ylabel('Y'); zlabel('Z");
title('nearest")

subplot(1,2,2)

contour(Xi,Yi,zil,20)

xlabel('X"); ylabel('Y'); zlabel('Z'");
title('nearest")

figure(2)

subplot(1,2,1)

surf(Xi,Yi,zi2)

xlabel('X"); ylabel('Y'); zlabel('Z");
title('linear"')

subplot(1,2,2)

contour(Xi,Yi,zi2,20)

xlabel('X"); ylabel('Y'); zlabel('Z");
title('linear"')

figure(3)

subplot(1,2,1)

surf(Xi,Yi,zi3)

xlabel('X"); ylabel('Y'); zlabel('Z");
title('cubic')

subplot(1,2,2)

contour(Xi,Yi,zi3,20)

xlabel('X"); ylabel('Y'); zlabel('Z");
title('cubic')
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Rezultat 5.12

nearest nearest

il
J “"\I \“3:‘ e
“!":!‘!"'!!}i:‘!}l'll"“’!!!l'/‘!! 2
JI"‘! ."‘!‘II‘\“, !l‘\“, !I‘\L\ “
U

s

Rys. 5.27. Efekt interpolacji dwuwymiarowej punktéw metoda 'nearest’

linear linear

Bl
'/'l"l""‘ ol
f % """:0,0‘0:0:‘:'::0‘

O

& ,...,o.wu‘mm':‘:"'::‘o |

NRRY O
”o‘la'l'

Rys. 5.28. Efekt interpolacji dwuwymiarowej punktéw metoda 'linear’
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cubic cubic
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Rys. 5.29. Efekt interpolacji dwuwymiarowej punktéw metoda 'cubic'

Interpolacja danych funkcji wielu zmiennych odbywa si¢ za pomocg interp3.
Wywotanie funkcji jest podobne do interp2 z ta roznica, ze do wizualizacji
wynikow trzeba uzy¢ odpowiedniego wykresu slice.

5.5. Wygladzanie danych

Wygladzenie danych polega na takim poprowadzeniu funkcji dyskretnej przez
dane punkty, aby oddawala ona charakter zmiennosci danych, eliminujgc nato-
zony nah szum statystyczny. Na podstawie tej funkcji otrzymuje si¢ nowe,
pozbawione szumu, warto$ci zmiennej zaleznej dla wszystkich warto$ci
doswiadczanych zmiennej niezalezne;j.

W wersji podstawowej MATLABa zaleca si¢ korzystanie w tym celu ze wspo-
mnianego wczesniej narzedzia Curve Fitting Tool (wywolanie cftool). Dla
ilustracji wygenerowano zaszumiany plik z danymi, a nastgpnie wygtadzono je
interaktywnie jedng z metod narzg¢dzia CFT. Ilustruje to przyklad 5.13.

Przyktad 5.13. Wygladzanie danych narzedziem CFT

~pS_13.m
%Przyktad 5.13 Wygtadzanie danych za pomoca
%Curve Fitting Tool
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clear all; clc;
%generacja zaszumionych danych
s=[0.087 0.839 2.085*10"-3 1.616];
T=20+273.15;

wl=@(X) -s(3)*T."s(4).*X;

w2=@(X) -s(1)*T.”s(2).*exp(wl(X));
fi=@(X) exp(w2(X).*exp(wl(X)));
X=1linspace(0,0.3,100);

Y=Ffi(X);
Ynoisy = Y + 0.07*(rand(size(X))-.5);

%wykres zaszumionych danych
plot(X,Ynoisy, 'x")
%wywotanie CFT

cftool
%tu opracujemy dane recznie i zapiszemy w zmiennej smoothed

%w pamieci roboczej, mozna teraz odczyta¢ wektor wygtadzonych

%wartosci Y
Ys=smoothed.y;

Rezultat 5.13

i h
4\ Data = | ] )
Data Sets | Smooth
Import workspace vectors: Preview
r . IRy ..::f\ -
fas i Y A

X Data: X - wppts
r . -,

¥ Data: | ¥noisy v: :’}

b ¢

Weights: .(none)
+
“

Data set name: | Ynoisy vs. X (2]

+
Create data set .
I

Data sets: l\ *
.
sl"

Yhoisy v, X

iew Rename Delete

Rys. 5.30. Okno Data zaktadka Data Sets — wezytanie danych
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Po uruchomieniu programu w pamigci roboczej umieszcza on trzy wektory
danych X, Y i Ynoisy, wykonuje wykres danych zaszumionych, a nast¢pnie
wywotuje narzedzie CFT. Pierwszym oknem, ktore si¢ otwiera jest okno gtowne
CFT — Rys. 5.32, wtedy jeszcze puste. Wciskamy przycisk Data, pierwszy
z lewej na liscie kluczowych opcji CFT. Pojawi si¢ wtedy okno Data (Rys.
5.30) zawierajace dwie zakladki Data Sets i Smooth. W zakladce Data Sets
wybieramy spo$rod zmiennych znajdujacych si¢ w pamigci roboczej X jako X
Data i Ynoisy jako Y Data, a nastgpnie wciskamy przycisk Create Data Set.
W polu Data sets: pojawi si¢ wtedy nazwa zestawu danych Ynoisy vs. X.

(4 Data o e S

| Data Sets| Smooth |

Original data set: Ynoisy vs. X v:
Smoothed data set:

Method: Moving Average v:
Span: 5

Degree:

Create smoothed data set

Smoothed data sets:
Ynoisy vs. X (smooth)

’ View ” Rename ” Delete ” Save to workspace... ]

Rys. 5.31. Okno Data zaktadka Smooth — wybér metody wygtadzania

Otwieramy teraz zakladke Smooth (Rys. 5.31) i wybieramy jako Original data
set: zestaw Ynoisy vs. X. Jako metod¢ wygtadzania wybieramy jedna z pozycji
listy opcji — w tym przypadku Moving Average oraz Span: 5 (liczba punktow
w schemacie wygladzania — im wigcej tym gladsza funkcja). Po wcisnigciu
przycisku Create smoothed data set program utworzy wygladzony zestaw da-
nych, i pokaze go na wykresie w oknie gtownym CFT (Rys. 5.32).
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B Curve Fitting Tool SRICE X

File View Tools Window Help

~2‘3 R =R {Wp ﬁ

G) If you have three dimensional data, try the Surface Fitting Tool X

l Data... H Fitting... H Exclude... H Plotting... ‘| Analysis...

s < T s =

1+ bt *+  Ynoisy vs. X I
REL A +  Ynoisy vs X (smoath)

0.9+ %

07+ i -

06} * -

04 t -

03 hot R

0.1F R B

=
T
FE
i
+
I

1 1
0 0.05 01 0.15 0.2 0.25 0.3

Rys. 5.32. Wygladzony zestaw danych w gtéwnym oknie CFT

Wygladzony zestaw danych mozna zapisa¢ w pamigci roboczej jako macierz
strukturalng przez wecisnigcie przycisku Save to workspace w oknie
Data/Smooth. Mozna go stamtad pobra¢ do dalszego wykorzystania. W kodzie
przyktadu 5.13 wygtadzone warto$ci Y zawiera ostatnia linijka.

Wyspecjalizowane funkcje do wygladzania zaszumianych danych z poziomu

programu sa dostepne w skrzynce narzedziowej Spline Toolbox, i nie beda tu
omawiane.

216



LITERATURA

Balcerzak J., 2005, ,,Zmiennos¢ sorpcji wody przez folie chitozanowe wraz
z temperaturq”, praca magisterska, Wydzial Inzynierii Procesowej
i Ochrony Srodowiska PL.

Cady M.P., Trapp C.A., ,,A Mathcad Primer for Physical Chemistry”, Oxford
Univ. Press, 1999, ss. 172-173.

Pakowski Z., DryPAK v.3.6, Program for drying and psychrometric calcula-
tions, Wyd. OMNIKON, £.6dz 2000.

Pakowski, Z., B. Krupinska and R. Adamski, 2005, Water activity of energetic
variety of wood in a wide temperature range applicable to both superheat-
ed steam and air drying, 7th World Congress of Chemical Engineering,
Glasgow.

217






6. ROZWIAZYWANIE ROWNAN

W praktyce inzynierskiej rownania algebraiczne i przestepne (ang. transcendental)
napotyka si¢ niezwykle czg¢sto, pojawiaja si¢ w szeregu zagadnien projektowych.
Uklady algebraicznych rownan liniowych wystgpuja podczas rozwigzywania
rownan bilansowych duzych systemow w stanie ustalonym czy rozwigzywania
eliptycznych czgstkowych rownan rézniczkowych, rownania nieliniowe podczas
np. typowego zagadnienia obliczania temperatury $cianki w problemie prze-
nikania ciepla czy przy obliczaniu rownowag fazowych itd. Z powyzszych
wzgledow opanowanie techniki rozwigzywania rownan jest bardzo wazne.

Przy rozwigzywaniu ukladu réwnah nalezy pamigtaé, ze jego liczba stopni
swobody S zdefiniowana jako

S=N-R (6.1)

gdzie N — liczba niewiadomych, R — liczba rownan (liniowo niezaleznych), musi
si¢ rowna¢ zero. Gdy S >0 uklad jest nadokreslony, gdy S <0 ukiad jest
nieoznaczony.

6.1. Rownania liniowe

Rozwigzanie pojedynczego rownania liniowego jest problemem trywialnym
i nie wymaga komentarza.
Uktad rownan liniowych ma postac:

a,x, +a,x, +..+a,x, =b,
ay X, + ayX, +...+a, x, =b,
(6.2)

a,x,+a,x,+.+a, x =b

gdzie x; do X, to niewiadome. Uktad ten mozna przeksztatci¢ do postaci
macierzowej:

a, 4a; a,, X b,
a) A4y Ay | | X2 b,

- (6.3)
anl an2 ann ‘xn bn
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Oznaczajac macierz wspotczynnikow przez A, wektor niewiadomych przez x,
a wektor wyrazow wolnych przez b, otrzymamy rownanie:

A-x=b. (6.4)

Macierza rozszerzona U tego ukladu nazywamy macierz utworzona przez
dodanie wektora b jako ostatniej kolumny do macierzy wspotczynnikow A.

Warunek rozwigzywalnosci tego ukladu okre§la twierdzenie Kroneckera-
Capellego:

e Jesli rzad r macierzy A i rzad s macierzy U sa rdwne i rownajg si¢ liczbie
niewiadomych N, to uklad jest 0znaczony i ma jedno rozwigzanie.

e Jesli r=s <N to uklad jest nieoznaczony i cz¢$¢ rownan jest liniowo
zalezna od pozostalych. Nalezy je z ukladu wyeliminowac, by doprowadzi¢
do ukladu oznaczonego badz wyznaczy¢ rozwigzanie jako funkcje
wybranych (N-r) parametrow. Ten drugi sposob pokazano w Projekcie 6.4.

e Jesli wystepuje sytuacja, ze r = s> N, to uklad jest nadokreslony. Ten
szczegllny przypadek zilustrowano przyktadem 6.6.

e Jeslir <s to uklad jest sprzeczny i nie ma rozwigzan.

Przypominamy, ze rzad macierzy A obliczamy poleceniem rank(A).

W przypadku ukladu oznaczonego, jeSli macierz wspotczynnikow A jest
nieosobliwa (det(A)#0), istnieje jedno rozwigzanie tego ukladu. Mozna je
wyznaczy¢ przez proste przeksztalcenie uktadu do postaci:

x=£1ub x=A"b, (6.5)
A

gdzie A" oznacza macierz odwrotna.

Uktady réwnan liniowych rozwigzuje si¢ metodami §cistymi (wzory Cramera,
przez odwracanie macierzy, metoda Gaussa lub Gaussa-Jordana, metoda
dekompozycji LU, metodg dekompozycji Cholesky’ego) lub iteracyjnymi (np.
metoda Seidela, metoda relaksacji).

6.1.1. Uklad rownan dobrze i Zle uwarunkowany

Uktad rownan, w ktorym minimalna zmiana wspotczynnikow wywoluje wielkie
zmiany w wektorze rozwigzania, nazywa si¢ zle uwarunkowanym.

W zalezno$ci od wskaznika uwarunkowania uktadu roéwnan dobiera sig
odpowiednig metod¢ rozwigzywania. Jesli uktad roéwnan jest zle uwarunkowany
1 zostanie rozwigzany nieodpowiednia metoda, wtedy doktadno$¢ rozwigzania
moze by¢ znacznie obnizona. Do oszacowania wskaznika uwarunkowania
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dla uktadu réownan liniowych w MATLABie uzywa si¢ funkcji rcond(A).
Dla dobrze uwarunkowanego uktadu warto$¢ rcond(A) jest bliska 1. Wartosci
tego wspotczynnika bliskie zero $wiadcza o ztym uwarunkowaniu, np. dla
rcond=1.00000e-003 rozwigzanie uzyskane w wyniku obliczen macierzowych
moze nie by¢ wiarygodne.

Dla ilustracji rozwigzmy uktad réwnan postaci:

Ix; +2x, +3x3=2
4X1 + 5X2 + 6X3 =2 (66)
7X1 + 8X2 + 9X3 =2

Definiujemy macierz A wspotczynnikow:
A=[ 1 2 3

456

789 1;
Definiujemy wektor b wyrazéw wolnych:
b=[2; 2; 2];

Obliczamy wektor niewiadomych za pomocg dzielenia macierzowego:
x1=A\b

W wyniku otrzymamy:
Warning: Matrix is close to singular or badly scaled. Results
may be inaccurate. RCOND = 1.541976e-018.
X1l =
-5
8
-3
Obliczamy wektor niewiadomych za pomoca odwracania macierzy.
x2=inv(A)*b

W wyniku otrzymamy:
Warning: Matrix is close to singular or badly scaled. Results
may be inaccurate. RCOND = 1.541976e-018.
X2 =
-5
10
-3

Jak widzimy, rezultat dziatan obu instrukcji jest rézny, co wynika z tego, ze
uktad rownan jest zle uwarunkowany. W takim przypadku trzeba zbadac
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wlasnosci ukladu réwnan. W tym celu sprawdzamy wyznacznik macierzy
i wskaznik uwarunkowania odwrotnosci macierzy‘A.

wyznacznik=det(A)
wskaznik=rcond(A)

W rezultacie otrzymamy:

wyznacznik = @
wskaznik = 1.541976e-018

Wyznacznik jest rowny zero, wskaznik jest bardzo maly, wigc rozwigzania
takiego ukladu réwnan ww. metodami nie mozemy by¢ pewni. Dokonajmy
sprawdzenia. Sprawdzamy residua w obu powyzszych rozwigzaniach:

rl=b-A*x1
r2=b-A*x2
Otrzymujemy:
rl =
0
0
0
r2 =
-4
-10
-16

Widzimy, ze residuum wynikajace z rozwigzania rl jest rowne zero, mozemy
wigc przyjac, ze to rozwigzanie jest dokladne. Dla pewnosci jednak lepiej
rozwigza¢ taki uktad rownan inng metoda. Dla rownan zle uwarunkowanych
zaleca si¢ stosowanie metod opartych o faktoryzacje np.:

e macierz ortogonalng i macierz trojkatng QR,

e macierze trojkatne LU,

e macierz trojkatng gorna R — dekompozycj¢ Cholesky’ego.
Powyzsze metody beda przedstawione w Projekcie 6.1, cho¢ uklad tam
wystepujacy jest dobrze uwarunkowany.

* Mozna tez sprawdza¢ wskaznik uwarunkowania cond(A), ktory jest bardzo duzy dla
macierzy zle uwarunkowane;.

222



PROJEKT 6.1
Temat: Przeliczanie stezen
Toolbox: -

W 1 kg wody nalezy rozpusci¢ 5 substancji podanych ponizej tak, aby otrzymac
roztwor o zadanych utamkach molowych. Ile gramow kazdej substancji nalezy
odwazy¢? (Pakowski, Glebowski, 2001)

Substancje LiCl NaCl KCl MgCl, CaCl,

Utamki molowe 0.052 0.098 0.042 0.100 0.070
sktadnikow [-]

Masy molowe 43.394 58.442 74.551 95.21 111.0
substratow

[kg/kmol]

Utamek molowy zdefiniowany jest wzorem:

m;
n; M.
X = = : 6.7
i N N-1
Z n il +
J
J=1 Jj=1 Mj Mw
Wprowadzmy oznaczenie
M
M, =— 6.8
M, (6.8)
Otrzymamy
m. U
A= R (6.9)
m;p; +m, '
Jj=l

co daje nastepujacy uktad rownan
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Xipamy + X fomy + X psms + Xy g + X fsms + XMy, = fhim,
Xophymy + Xo Loy + Xo LM + Xo My T+ Xoflsts + Xoiy, = b
X3y + X3pomy + X3fisms + Xz g + X3 dstis + X3y, = L3 (6.10)
Xaplymy T Xafomo + Xafsms + Xaliamy + Xallisms + Xamty, = Ly
Xspmy + Xsfhmy + Xspsms + Xsplama + Xspisms + xsm,, = fisms
Przeksztalcimy ten uklad rownan tak, aby wszystkie wyrazy zawierajgce
niewiadomg znalazly si¢ po lewej stronie, a wszystkie wyrazy wolne po prawe;j.
=y (1= X, )y + Xy 1y + X fa 1 + X Ly + X fsis = —X,m,,
Xy b1y = o (1= ) )1y + 3 ply 1y + X fag 1y + X fsTs = =Xy,
X3y + X3 flymy — p3 (1= X3 )y + X3 faymy + X plsms = —xzm,, (6.11)
Xy by 10y + Xy fy 1y + X ptiy = g (1= X, )my + X pasms = —x,m,,
Xs 41y + Xs Ly My + Xs LM + Xs fymy, — ps (1= x5 )ms = —xsm,,

Pomnozymy jeszcze ten uklad réwnan obustronnie przez -1. Pokazmy teraz
roézne sposoby jego rozwigzania. Niewiadoma jest wektor mas [my; mp; msz; my; ms].

Rozwigzania mieszcza si¢ w czterech plikach C.m, C_QR.m, C_LU.m,
C_ChB.m.

e Rozwigzanie uktadu rownan przez odwracanie macierzy

7 Cm

%Projekt 6.1

%Rozwigzanie liniowego uktadu réwnan

clear all;

disp(' Zadanie')

disp('" W 1 kg wody nalezy rozpuscié¢ substancje podane ponizej
tak, ')

disp(' aby otrzymaé¢ roztwér o zadanych utamkach molowych. ")
disp(' Ile graméw kazdej substancji nalezy odwazy¢ ?')

% Licl NaCl KC1 MgCl2 CaCl2

M=[43.394; 58.442; 74.551; 95.21; 111.0]; % masy molowe
sktadnikow [kg/kmol]

x=[ 0.052; 0.098; 0.042; 0.100; 0.0790]; % ulamki molowe
sktadnikow
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Mw=18.01; % masa molowa H20 [kg/kmol]
mw=1; % masa uzytej wody [kg]
ni=Mw./M; % liczba moli danego sktadnika
M=-x*ni';
D=(1-x).*ni;
for i=1:5

M(1,1)=D(i,1);
End

disp('Odpowiedz w [kg]")

disp('LiCl="), disp(m(1,1))
disp('NaCl="), disp(m(2,1))
disp('KCl="), disp(m(3,1))
disp('MgCl2="),disp(m(4,1))
disp('CaCl2="),disp(m(5,1))

Wyniki 6.1a

Odpowiedz w [kg]
LiCl = 0.1964

NaCl = 0.4984
KC1 = 0.2725
MgCl2 = 0.8286
CaCl2 = 0.6762

e Rozwigzanie ukladu réwnan metoda rozkladu na iloczyn dwoch
macierzy: ortogonalnej Q i gornej trojkatnej R.

Macierz ortogonalna to macierz kwadratowa spetniajgca rownosc:

o'-0=1I, (6.12)

gdzie AT — jest macierza transponowang wzgledem A, I — jest macierza
jednostkowa. Macierz wspotczynnikow przeksztalca si¢ do postaci

A=0-R. (6.13)
Rozwiazanie uktadu rownan ma wigc postac
x=R\(0\b). (6.14)
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~ C_QR.m — pokazana tylko cz¢$¢ dot. rozwigzywania uktadu rownan.
% sprawdzenie czy uktad jest zle uwarunkowany
wyznacznik=det (M)

warunek=cond(M)

% dekompozycja macierzy

[Q,R]=qr(M);

% wyliczamy wektor b;

b=x*mw;

% wyliczenie elementow wektora rozwigzan

m=R\ (Q\b) ;

Wyniki 6.1b
wyznacznik = 6.0503e-004

warunek = 3.1599
Odpowiedz w [kg]

LiCl = 0.1964
NaCl = 0.4984
KC1 = 0.2725
MgCl2 = ©.8286
CaCl2 = 0.6762

e Rozwiazanie uktadu rownan z zastosowaniem rozktadu LU

Metoda rozkladu LU polega na zapisaniu macierzy wspotczynnikow A jako
iloczynu dwoch macierzy tréjkatnych’: dolnej L i gornej U.

A=L-U (6.15)
Rozwiazanie uktadu rownan ma wigc postac
x=U\(L\b) (6.16)

~ C_LU.m - pokazana tylko cze¢$¢ dot. rozwigzywania uktadu roéwnan.
% rozktad macierzy M na macierze trdéjkatne L oraz U

% oraz obliczenie elementdéw wektora m 'masy'’

[L,U]=1u(M)

y=L\(x*mw) ;

m=U\y;

> W macierzy trojkatnej nad (lub pod) przekatna sa tylko elementy zerowe.
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Wyniki sg nastepujgce:

L = 1.0000 0 0 0 0
-0.1034 1.0000 0 0 0
-0.0443 -0.0494 1.0000 0 0
-0.1055 -0.1176 -0.1238 1.0000 0
-0.0738 -0.0824 -0.0866 -0.0989 1.0000

U= 0.3935 -0.0160 -0.0126 -0.0098 -0.0084

0 0.2763 -0.0250 -0.0196 -0.0168
0 0 0.2296 -0.0093 -0.0080
0 0 0 0.1657 -0.0201
0 0 0 0 0.1462

Wyniki 6.1c

Odpowiedz w [kg]

LiCl = 0.1964

NaCl = 0.4984

KC1l = 0.2725

MgCl2 = ©0.8286

CaCl2 = 0.6762

e Rozwiazanie uktadu rownan z zastosowaniem rozkladu Cholesky’ego

Metoda Cholesky’ego polega na zapisaniu macierzy wspOlczynnikow za
pomocy takiej macierzy trojkatnej gornej R, ze zachodzi réwnos¢:

A=R'R (6.17)
Wtedy rozwigzane uktadu rownan mozna przedstawi¢ jako
x=R\(R'b) (6.18)

Rozktad Cholesky’ego dziata tylko dla macierzy dodatnio okre§lonych, ktérych
elementy diagonalne muszg by¢ dodatnie, a pozostate niezbyt duze.

—~ C_ChB.m

% macierz goérna troéjkatna wg schematu Choleskiego
R=chol(M)

% transpozycja macierzy r

G=R';

% rozwigzanie pierwszego ukadu
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y=G\ (x*mw) ;
% rozwigzanie ostatecznie ukiadu

m=R\y;

Wyniki 6.1d

R = 0.6273 -0.0255 -0.0200 -0.0157 -0.0135
0 0.5266 -0.0459 -0.0360 -0.0308
0 0 0.4785 -0.0207 -0.0178
0 0 0 0.4102 -0.0437
0 0 0 0 0.3841

Odpowiedz w [kg]

LiCl = 0.1964

NaCl = 0.4984

KC1l = 0.2725

MgCl2 = ©0.8286

CaCl2 = 0.6762

6.2. Rownania i uklady rownan nieliniowych

Znacznie czgéciej niz liniowe wystgpuja w praktyce rownania i uklady rownan
nieliniowych. Sciste metody macierzowe sa wtedy nieodpowiednie, a stosowane
sa metody numeryczne, z natury przyblizone. Istnieje wiele metod numerycznych
rozwigzywania rownan nieliniowych jak np. metoda Newtona, oraz ukladow
rownan jak np. metoda Newtona-Raphsona. MATLAB ma zaimplementowane
bardziej efektywne i sprawne metody numeryczne wbudowane w tzw. solvery
(narzedzia rozwigzujace) numeryczne.

6.2.1. Rozwigzywanie réwnan i ukladéw rownan algebraicznych z pomoca
solverow MATLABa

Solvery to narze¢dzia numeryczne w postaci funkcji do rozwigzywania rownan
algebraicznych i ich uktadow. W MATLABie znajdziemy tylko dwie funkcje do
rozwigzywania rownan algebraicznych liniowych i nieliniowych. Ponizej
pokazano ich wywolania w wersji uproszczonej

x=fzero(@fun,x0@) polecenie oblicza miejsca zerowe X zadanej funkcji
fun, rozpoczynajac obliczenia od miejsca okre§lonego
przez x0, @fun to nazwa zadanej funkcji jednej
zmiennej. Uwaga: X0 moze mie¢ rowniez postac
przedziatu (wektor dwuelementowy), w ktéorym
funkcja zmienia znak.
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x=root(p) funkcja wyznacza wszystkie pierwiastki wielomianu p
podanego jako wektor wspotczynnikow.

Niestety narzedzie do rozwigzywania uktadow réwnan znajduje si¢ w skrzynce
narzedziowej Optimization Toolbox i ma posta¢ podang ponize;j:

x=fsolve(@fun,x@) polecenie rozwigzuje uktady rownan nieliniowych, x0
— punkt startowy, @fun — nazwa funkcji, w ktorej
zdefiniowany jest uktad rownan.

6.2.1.1. Rozwigzanie pojedynczego rownania algebraicznego

e Miejsce zerowe funkcji liniowe;j:

y=3x-5. (6.19)

Przykiad 6.1
Definiujemy funkcje, ktorej miejsca zerowego poszukujemy, i zapisujemy

w pliku fl.m.

function y = f1(x)
y = 3.*x-5;

Definiujemy skrypt, w ktorym wywotamy solver obliczajacy miejsca zerowe
funkcji.

—7p6 1.m

%Przyktad 6.1 Rozwigzanie roéwnania liniowego
%definiujemy punkt startowy.

x0=[2];

%wywotujemy solver

rl = fzero(@f1,x0)

Rezultat 6.1
ri = 1.6667e+000

e Migjsca zerowe wielomianu:

y=2x"+2x"-5. (6.20)
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Przyklad 6.2

Definiujemy skrypt, w ktérym wywolamy solvery fzero i roots.

F~p6_2.m

%Przyktad 6.2 Pierwiastki wielomianu
%definiujemy funkcje

f2=@(x) 2.*x.7+2.*x.72-5;
%okreslamy punkt startowy.

x0=[2];

%wywotujemy solver

rl=fzero(f2,x0)

%to samo przez roots

r2=roots([2 © 2 @ -5])

Rezultat 6.2

rl =
1.0762

r2 =

0.0000 + 1.4691i

0.0000 - 1.4691i

-1.0762

1.0762

Jak wida¢ wywolanie solvera fzero znajduje tylko jeden pierwiastek potozony
w poblizu punktu startowego, natomiast funkcja roots znajduje wszystkie
pierwiastki wielomianu.

e Rozwigzmy réwnanie przestepne (transcendentalne®):
y=e +x. (6.21)

Przyklad 6.3

Definiujemy funkcje, ktoérej miejsca zerowego poszukujemy, 1 zapisujmy
w pliku £3.m.

~13.m
function y = f3(x)
y = exp(x)+x;

6 Rownanie przestgpne — rownanie zawierajace funkcje niealgebraiczne takie jak np.
exp, log, sin itd. Czesto réwnan takich nie mozna rozwigza¢ analitycznie.
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Definiujemy skrypt, w ktorym wywotamy solver obliczajacy miejsca zerowe
funkcji. Dodatkowo wykonamy wykres funkcji wraz z rozwigzaniem.

—7p6 _3.m

%Przyktad 6.3 Rozwigzanie roéwnania przestepnego
clear all;

%definiujemy punkt startowy.

x0=[20];

%wywotujemy solver.

r3 = fzero(@f3,x0)

%prezentacja graficzna rozwigzania.
X=-2:.1:2;

y=Ff3(x);

plot(x,y)

grid on

hold on

plot(r3,f3(r3), 'r*")

Rezultat 6.3

Rys. 6.1. Wykres rownania 6.24 z naniesionym rozwigzaniem

e Migjsca zerowe funkcji okresowe;j
y= xsin(xz). (6.22)

Przykiad 6.4

Definiujemy skrypt, w ktérym wywotamy solver obliczajacy miejsca zerowe
funkcji, 1 wykonamy ilustracje¢ graficzng. Uzyjemy roznych punktéw startowych.
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~p6_4.m

%Przyktad 6.4 Miejsca zerowe funkcji okresowej
%wywotanie solverdw z roéznymi punktami startowymi.
clear all; clc, close all;

f4=@(x) x.*sin(x.”"2);
rl = fzero(f4,-3); r2
rd4 = fzero(f4,2); r5
r=[rl r2 r3 rd4 r5 ré6];
%prezentacja graficzna wynikow

X=-4:.01:6;

y=f4(x);

plot(x,y)

grid on

hold on

plot(r,f4(r), 'r*', 'MarkerSize',9)
title('Niektoére pierwiastki funkcji cyklicznej')

fzero(f4,-1); r3
fzero(f4,3); ré6

fzero(f4,0);
fzero(f4,5);

Rezultat 6.4

Niektdre pierwiastki funkcji cyklicznej

NP

Rys. 6.2. Wykres rownania 6.22 ze znalezionymi pierwiastkami
dla r6znych punktéw startowych

Widzimy, ze ta funkcja posiada wiele miejsc zerowych. Aby znalez¢ wlasciwy
pierwiastek, trzeba odpowiednio dobra¢ punkt startowy. Najlepiej znaleziony
wynik oceni¢ graficznie, wykonujgc wykres.
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6.2.1.2. Rozwigzywanie uktadow rownan

Przykiad 6.5

Rozwiazmy uktad réwnan postaci:
- -
X" —2x,+1
x; exp(x, ) +x,

2x, +1 (623)

_x22 \/x_l sin (x4 )_

Do rozwigzania zastosujemy polecenie fsolve, stuzy ono do rozwigzywania
uktadow rownan nieliniowych. Pelne wywotania solverow fzero i fsolve
majg postac

[x,fval,exitflag,output] =fzero(@fun,x@,options)
[x,fval,exitflag,output,jacobian]=fsolve(@fun,x0,options)

gdzie

fval warto$¢ funkcji w punkcie zerowym

exitflag wyswietla warunek ukonczenia obliczen

output wyswietla dane o przebiegu optymalizacji

jacobian wys$wietla warto$¢ Jakobianu w punkcie rozwigzania

options opcje rozwigzania takie jak wybor algorytmu, tolerancji wartosci

funkcji w miejscu zerowym, tolerancji warto$ci pierwiastka etc.
Opcje definiuje si¢ za pomocg funkcji optimiset (zob. Pomoc).

W tym przyktadzie wykorzystamy opcje wywotania, aby moc §ledzic, jak solver
dazy do rozwigzania i czy jest ono poprawne.

Definiujemy uktad rownan, ktdérego rozwiazania poszukujemy.

rf5.m

function y=Ff5(x)

y=[ x(1).73-2.%x(2)+1
x(3).*exp(x(1))+x(2)
-2.*x(3)+1
x(2).72.*%sqrt(x(1)).*sin(x(4))1;
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Definiujemy skrypt, w ktorym wywotamy solver rozwiazujacy uktad rownan
nieliniowych

F~p6_5.m

%Przyktad 6.5 Rozwigzanie uktadu roéwnan nieliniowych
clear all; close all; clc

%definujemy punkty startowe mozliwie blisko
%oczekiwanego rozwigzania.

x0=[11 1 1];

%wywotanie solvera wraz z opcjami.
options=optimset('Display’, "iter');

x = [fsolve(@f5,x0,0ptions)]’

Rezultat 6.5

Norm of First-order  Trust-region
Iteration Func-count f(x) step optimality radius

0 5 15.5337 12.1 1
1 10 1.61 1 1.67 1
2 15 0.760671 2.5 0.345 2.5
3 20 0.368551 2.5 0.697 2.5
4 21 0.368551 0.788016 0.697 6.25
5 26 0.202142 0.197004 0.42 0.197
6 27 0.202142 0.49251 0.42 0.493
7 32 0.148632 0.123127 0.483 0.123
8 37 0.0133113 0.307819 0.174 0.308
9 42 0.000197996 0.524849 0.0317 0.77
10 47 4.39515e-007 0.415711 5.78e-005 1.31
11 52 1.49505e-014 0.0228356 3.55e-009 1.31

Equation solved.

fsolve completed because the vector of function values is near zero
as measured by the default value of the function tolerance, and
the problem appears regular as measured by the gradient.

<stopping criteria details>

X =
-1.1005
-0.1664
0.5000
6.2832

Przyklad wykorzystania solvera fsolve do ukladu réwnan nieliniowych
przedstawia Projekt 6.2.
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PROJEKT 6.2

Temat: Rozwigzanie macierzowe réwnania dyfuzji wielosktadnikowej
GSM. Strumienie masy znajdowane przez rozwigzanie rownania
uwiktanego

Toolbox: Optimization

Wykorzystano tu Projekt 3.1, ktory uzupeliono o funkcje bedaca roznica
zatozonych 1 obliczonych strumieni molowych skladnikéw i jej solver fsolve.
Znalezienie miejsca zerowego tej funkcji daje w wyniku poszukiwany wektor
strumieni molowych. Dane sg identyczne jak w Projekcie 3.1. Funkcje, ktore si¢
powtarzajg w projekcie 3.1, zamknigto w Edytorze (wySwietlajg si¢ tylko
nagtowki). W tym celu wybrano opcj¢ Code Folding (opcje Fold/Expand)
w oknie, ktore pojawia si¢ po kliknigciu prawym klawiszem myszy na slowie
function.

7P6 2.m

%PROJEKT 6.2

%Rozwigzanie macierzowe roéwnania dyfuzji wielosktadnikowej GSM
%Strumienie masy znajdowane przez rozwigzanie rownania
uwiktanego

function SMsolve3

clear all; close all; clc;

global C L xd x0 n beto@ ko DO D N3 Dane N
%sktadnik 1 - aceton

%sktadnik 2 - metanol

%sktadnik 3 - powietrze

%Dane

P0=99.4; %cisnienie ogdlne, kPa

T=328.5; %temperatura, K

L=0.238; %dtugosc drogi dyfuzji,m

R=8.314; %uniwersalna stata gazowa, kJ/(kmol K)
n=3; %liczba sktadnikoéw;

C=P0@/(R*T); %stezenie ogdélne, kmol/m3

%Eksperymentalne profile stezen
X01=0.319;

X02=0.528;

X03=1-x01-x02;

1=0;

235




Dane=[1 x01 x02 x03;

0.047 0.265 0.463 0.221;
0.072 0.250 0.456 0.279;
0.094 0.235 0.426 0.338;
0.120 0.221 0.382 0.412;
0.146 0.184 0.316 0.515;
0.173 0.135 0.250 0.603;
0.190 0.125 0.162 0.721;
0.238 0 0 1;];

%Macierz dyfuzyjnosci binarnych SM
D12=8.48e-6; D21=D12;
D13=13.72e-6; D31=D13;
D23=19.91e-6; D32=D23;

D=[1 D12 D13;
D21 1 D23;
D31 D32 1;];

x0=[x01;x02]; %wektor utamkow molowych na lewym krarcu
xd=[0;0]; %wektor utamkoéw molowych na prawym krancu
lamb=[0;0;1]; %wspotczynniki macierzy bootstrapowej

DO=(B(D,x0) ) -1;
ke=Do/L;
bet@=beta(lamb,x0);

No=[1le-6; 1le-6]; %zatozony wektor strumieni skiadnikéw N1 i N2.
N3=0; % N3=0 - inert
N=fsolve(@fun,N9);

disp('strumien molowy sktadnika 1'); disp(N(1));
disp('strumien molowy sktadnika 2'); disp(N(2));

wykres;

function y=fun(N) %obliczony wektor réznic strumieni zaz. i obl.
global bet@ k@ x0 xd C D n N3

NN=N;

NN(n)=N3;

Fi=Fif(D,NN);
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I=eye(n-1);

Sig@=Fi*(expm(Fi)-I)"-1,;

y=C*bet0@*k0*Sig0* (x0-xd)-N;

function wykres

function w=B(D,x) %oblicza odwrotno$¢ macierzy dyfuzyjnosci SM
function w=Fif(D,N) %oblicza macierz strumieni N to wektor[1xn]
function w=beta(lam,x) % oblicza macierz bootstrapowa

function y=xmol(x,Fi) %oblicza utamki molowe

Wyniki 6.2

strumien molowy sktadnika 1
1.7830e-006

strumienn molowy sktadnika 2
3.1270e-006

Zauwaz, ze zalozone wartosci wynosily odpowiednio le-6 i le-6 kmol/(m” s).
Program rysuje rowniez wykres identyczny jak w Projekcie 3.1.

PROJEKT 6.3
Temat: Przeptyw przez zloze o zmiennej grubosci
Toolbox: Optimization

Ztoze materialu ziarnistego o maksymalnej grubosci H [m] spoczywa na
polkolistej przegrodzie sitowej o srednicy D [m] i dtugosci L [m], jak pokazano
na Rys. 6.3. Pod ztoze doptywa V [m’/s] powietrza. Obliczy¢ rozklad predkosci
powietrza w ztozu oraz spadek cisnienia na ztozu. Porowato$¢ ztoza jest zalezna
od predkoscei.

Spadek cisnienia w ztozu opisuje rownanie Erguna postaci

2

Ap l-¢| 1 2 I-¢ 11
D ys0upu,| =L | L1750, | =L | (6.24)
h HelTa ) @ Pe\"a, &
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gdzie Ap — spadek ci$nienia [Pa] u — predkos¢ [m/s], p, — lepkos¢ powietrza
[Pas], py — ggstos¢ powietrza [kg/m’], d, — Srednica czastki [m], h — wysokos¢
warstwy [m].

Porowatos¢ jest stata, gdy ztoze jest nieruchome badz zalezy od predkosci jesli
ztoze fluidyzuje. Przyjmiemy, ze graniczng warto$cia porowatos$ci ztoza
nieruchomego jest 0.45. Zalezno$¢ porowato$ci od predkosci dla zloza
fluidalnego opisuje rownanie Todesa (Pakowski, 2011)

Re AT" 84.75
= , 6.25
" 184061 Ar &t (625)
gdzie
ud p
Re, = —""% (6.26)
Mg
a4 -
Ar =L L p P g)g. (6.27)
Mg
R l
- RH
i h; H
B

Rys. 6.3. Schemat warstwy o przekroju odcinka kota

Geometri¢ 1 oznaczenia pokazano na Rys. 6.3. W celu eliminacji konieczno$ci
traktowania zloza jako obiektu o parametrach roztozonych (lokalna wysokos¢
warstwy jest ciagla funkcja jej szerokosci) zdyskretyzowano ztoze za pomoca N
jednostkowych warstw o skokowo zmiennej wysokosci i szeroko$ci AB.
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W efekcie rownania na spadek ci$nienia dla kazdej warstwy maja postac
R—-F=f(u.h), (6.28)

gdzie 1 jest numerem warstwy (1..N), P; oznacza ci$nienie pod ztozem —
jednakowe dla wszystkich warstw, a Py to ci$nienie atmosferyczne. Poniewaz
uktad N réwnan zawiera tylko N niewiadomych, ktorych jest N+1, nalezy doda¢
jeszcze jedno rownanie. Jest nim rownanie bilansu strumieni

N
V=LABY u,. (6.29)
1
7~P6_3.m

%PROJEKT 6.3 Rozktad predkosci w warstwie materiatu porowatego
%0 przekroju odcinka kota

clear all

clc

global dp rop V PO g N L dB

%dane

D=1.56; %srednica bebna, m

L=1.0; %dtugosc¢ sekcji, m

H=0.4; %gtebokos¢ ztoza w centrum, m
dp=2e-3; %srednica czastki, m
rop=2500; %gestosc¢ czgstki, kg/m3

V=1; %natezenie objetosciowe przeptywu, m3/s na 1 m
dtugosci

tg=200; %temperatura powietrza, C
Y=0.001; %wilgotnosc¢ powietrza, kg/kg
PO=101.325e3; %cisnienie atmosferyczne, Pa
g=9.81; %przyspieszenie ziemskie, m/s2
%obliczenia

N=10;

R=D/2;

W=R-H;

B=2*sqgrt(R.”2-W.”2);

dB=B/N;

%zaleznos¢ h od B
bi=linspace(9,B,N+1);
hi=-W+sqgrt(R.”2-(B/2-bi)."2);
for i=1:10
h(i)=(hi(i)+hi(i+1))/2;
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end;
figure(1);
plot(bi,hi);
xlabel('B, m'); ylabel('h, m");
%punkty startowe
u=linspace(@,N,N);
u(:)=1;
P1=P0+5000; %Pa
z0=[u';P1];
%rozwigzanie uktadu roéwnan
fs=@(z0) uk_row(z0(1:N),z0(N+1),h,V,tg,Y);
opt=optimset('Display’', 'off");
z=fsolve(fs,z0,opt);
%wizualizacja i wydruk wynikow

u=z(1:N);

DP=z(N+1)-P@ % nadcisnienie w komorze dolnej
DV=sum(u.*dB)*L-V % sprawdzenie natezenia przepiywu
figure(2);

b=1linspace(dB/2,B-dB/2,10); % Srodki przedziaidéw
bar(b,u,'g");
ylabel('predkosé, m/s'); xlabel('odlegtos¢, m');

Uktad rownan zawarty jest w pliku uk_row.m, pokazanym ponizej

r~uk _row.m
%Uktad rownan
function y=uk_row(u,P1,h,V,tg,Y)
global dp L PO N dB
mig=gvisc(tg,Y);
rog=gdens(tg,Y,P1);
deltapL=P1-PO;
ep=void(u,tg,Y);
for i=1:1:N
epo=((1-ep(i))./dp);
ep3=ep(i).”3;
epl=ep@./ep3;
ep2=ep0.”2./ep3;
deltapR(i)=(150*u(i)*mig*ep2+1.75*u(i)."2*rog*epl)*h(i);
deltap(i)=deltapR(i)-deltaplL;
end;

%roznice lewych i prawych stron odpowiednich rdéwnan
deltap=deltap"'; %na spadek cisnienia
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dArea=dB*L;
deltaV=sum(u*dArea)-V; %bilansu strumieni
y=[deltap;deltaV];

Dodatkowo napisano funkcje void(u,tg,Y), ktora oblicza lokalng porowatosc¢
na podstawie wzoru 6.28 oraz funkcje do obliczania ggstosci (rog) i lepkosci
gazu (mig). Program pokazuje wyniki obliczen lokalnej predkosci graficznie,
a spadku cis$nienia liczbowo. Dodatkowo podaje roznicg migdzy danym
i obliczonym, jako suma udziatow, nat¢zeniem przeptywu powietrza.

Warto tu skomentowa¢ sposob przekazywania dodatkowych parametrow do
funkcji uk_row. Poniewaz funkcja ta wymaga wigcej parametrOw niz
niewiadome rozwigzywanego ukladu réwnan dokonano tego przez funkcje
anonimowa fs.

Wyniki 6.3

DP =
1.1562e+003

DV =
0

|

0 0.2 0.4

Rys. 6.4. Widok przekroju warstwy
(0$ wysokosci odwrocono recznie w menu Figure)
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predkosé, m/s

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
odlegtosé, m

Rys. 6.5. Obliczony rozktad predkosci lokalne;j

6.2.2. Rozwiazywanie nadokreslonych uktadéw réwnan

Do tej pory rozwazali$my ukfad rownan o kwadratowej macierzy wspotczynnikow,
tzn. liczba rownan rownata si¢ liczbie niewiadomych. A co w przypadku, gdy
mamy do czynienia z uktadem, w ktorym jest wigcej roOwnan niz niewiadomych?
Uklad taki nazywamy ukladem nadokre§lonym. Rozwigzywanie nadokreslonego
uktadu rownan jest zagadnieniem optymalizacyjnym (Szustalewicz, 2002/2003).
Wezmy uklad rownan

2x, +x, =-1
=3x,+x, =-2 (6.30)
—x +x, =1

Uklad ten przedstawia trzy proste na plaszczyznie x;,Xp. Jego rozwigzaniem
w sensie geometrycznym jest punkt, ktory lezy najblizej wszystkich trzech
prostych. Ilustruje to rysunek 6.6. Sciste rozwigzanie tego ukladu wg zasad
rachunku macierzowego ma postac

x=(4-4)"-4"B. (6.31)
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MATLAB oblicza to rozwigzanie przez wyrazenie A\B (wyrazenie A'B nie
dziata z uwagi na to, ze macierz A nie jest kwadratowa), poslugujac si¢ metoda
najmniejszych kwadratow.

Przyklad 6.6

~p6_6.m

%Przyktad 6.6 Nadokreslony uktad rdéwnan
function nadokr

clear all; clc

global A B

%trzy roéwnania dwie niewiadome

A=[2 1; -3 1; -11];

B=[-1 -2 1]';

x1=A\B %rozwigzanie MATLABA
x2=(A"*A)~-1*A"*B  %rozwigzanie S$ciste
x=1linspace(-2,2,20);

hold on

plot(x,f1(x)), plot(x,f2(x))
plot(x,f3(x)), plot(x1(1),x1(2),'o")
xlabel('x"), ylabel('y")

function y=f1(x)
global A B
y=B(1)-A(1,1)*x;

function y=f2(x)
global A B
y=B(2)-A(2,1)*x;

function y=f3(x)

global A B
y=B(3)-A(3,1)*x;

Rezultat 6.6
Ponizej x1 to rozwigzanie MATLABa, x2 to rozwigzanie §ciste.
x1 =

0.1316
-0.5789
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X2 =
0.1316
-0.5789

Rys. 6.6. Ilustracja rozwigzania nadokreslonego uktadu réwnan 6.33

6.2.3. Rozwiazywanie nieoznaczonych ukladéw réwnan

W przypadku nieoznaczonego uktadu rownan mamy do czynienia z mniejszg
liczbg rownan niz liczba niewiadomych. Rozwigzanie jest wtedy mozliwe
jedynie jako funkcja wybranych niewiadomych.

Ponizej przedstawiono projekt, w ktorym spotykamy si¢ z takim ukladem
rownan.

PROJEKT 6.4
Temat: Stechiometria reakcji chemicznej
Toolbox: -

Zbilansowa¢ rownanie reakcji utleniania chromitu FeCr,0O, przy uzyciu weglanu
sodowego. Nalezy ustali¢ wartos$ci wspolczynnikow a, b, c, d, e oraz f.

aFe(CrO,), + bO,+ cNa,CO;3; = dFe,03 + eNa,CrO,+ fCO,
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Zwykle w przypadku prostych rownan dokonujemy doboru wspotczynnikow
stechiometrycznych recznie, jednakze w przypadku rownan bardziej ztozonych
przydatna jest automatyzacja tego procesu.

Przedstawmy rownanie z nieznanymi wspotczynnikami stechiometrycznymi,
zapisanymi jako wektor x.

0= X1(F6(Cf02)2) + X2(02) + X3(N32CO3) + X4(F6203) + X5(N32CI'O4) + X6(C02)

Upro$¢my zapis, wprowadzajac odpowiednie indeksy i stworzmy uklad rownan
dla kazdego pierwiastka.

Pierwiastek  Nr Roéwnanie
Fe 1 x, +2x,=0
Cr 2 2x,+x,=0
o 3 4x, +2x, +3x; +3x, +4x, +2x, =0
Na 4 2x,+2x,=0
C 5 X, +x,=0

Zatem mamy pie¢ rownan i sze§¢ niewiadomych, czyli uktad jest nieoznaczony.
Macierz wspotczynnikow ukladu jest macierza prostokatng [5x6]. Nalezy ja
zredukowa¢ do macierzy [5x5]. Wtedy ostatni wiersz zawiera wektor, ktory
pomnozony przez ostatni wspoOtczynnik, x¢ okres$li pozostale wspolczynniki.
Poniewaz wektor ten moze zawiera¢ wspotczynniki utamkowe nalezy tak dobrac
X¢, aby staly si¢ one catkowite.

7P6 _4.m

% PROJEKT 6.6

% Dobor wspotczynnikéw stechiometrycznych reakcji chemicznej.
clear all; clc

% Definiujemy macierz wspdétczynnikow

A=[ 100200

oo PN
oo NO®
BN WO

oONO®

oo wWwo
oN DR

15

% dokonujemy dekompozycji macierzy metoda Gaussa-Jordana
[R] = rref(A);

% ostatnia kolumna macierzy R to wyniki R
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% nalezy je pomnozyC przez najmniejszg liczbe catkowita tak aby
byty

% catkowite. Dobrana liczba wynosi 8. Jest to wspditczynnik x6.
x=R(:,6)*8

R =
1.0000 (%} 0 0 0 0.5000
(%} 1.0000 0 0 0 0.8750
(%} 0 1.0000 0 0 1.0000
(%} (%} (%} 1.0000 0 -0.2500
(%} 0 0 0 1.0000 -1.0000
X =
4
7
8
-2
-8

Tak wigc rOwnanie ma ostatecznie postac

4F€(Cr02)2 + 702 + 8N32CO3 = 2F6203 + 8N32CIO4 + 8C02
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7. ROZWIAZYWANIE ROWNAN ROZNICZKOWYCH
ZWYCZAJNYCH

7.1. Typy rownan i warunkow brzegowych

Rownanie rozniczkowe postaci

d
2 rxy) (7.1)
dx

jest rownaniem rdézniczkowym zwyczajnym (ang. ODE — ordinary differential
equation) pierwszego rzedu, a rOwnanie rozniczkowe postaci

d? d
dxf = (x,y,d—ij (7.2)

jest rownaniem rozniczkowym zwyczajnym drugiego rz¢du. Roéwnania wyz-
szych rzgdow nie beda rozwazane jako mato przydatne w praktyce inzynierskiej.
Gdy f= 0 rownanie nazywa si¢ jednorodnym.

Przez proste podstawienie dy/dx = z rownanie Il rzedu 7.2 mozna przeksztatci¢
w uklad réwnan I rzgdu

=
d’Z“ (7.3)
—=f(x,y.z)

dx

Do rozwigzania pojedynczego rownania I rzedu niezbedny jest jeden warunek
okreslajacy warto$¢ funkcji y w danym punkcie x nalezacym do przedziatu
(Xp, Xi). Jesli jest on dany na lewym kraficu przedziatu zmiennej niezaleznej x,
problem rozwigzania rownania okresla si¢ jako zagadnienie poczatkowe (zagad-
nienie Darcy), je§li wewnatrz przedziatu lub na jego drugim krancu wtedy jest to
zagadnienie brzegowe.

W przypadku uktadu dwu réwnan I rz¢du, lub pojedynczego rownania II rzedu,
jesli jeden warunek jest okreslony na lewym a drugi na prawym krancu prze-
dzialu mamy do czynienia z tzw. dwupunktowym zagadnieniem brzegowym.
Sytuacja ta wystgpuje np. przy symulacji przeciwpradowego kontaktu dwu faz
oraz podczas rozwigzywania rownan rézniczkowych II rzedu np. konwekcji
z natozong dyfuzja badz dyspersjg wzdhuzng.

247



7.1.1.Sztywnos¢ rownan rozniczkowych
7.1.1.1. Pojedyncze sztywne ODE

Funkcja, ktora w otoczeniu pewnego punktu gwattownie ro$nie lub maleje stwa-
rza ogromne problemy w rozwigzaniu numerycznym (zob. Rozdz. 7.2). Réwna-
nie takie nazywamy sztywnym (ang. stiff). Przyktad prostego rownania ODE,
ktérego rozwiazaniem jest taka funkcja, podaje Moler, 2004. Ma ono postaé

—=r"—-r (7.4)

Nalezy je rozwigza¢ dla r(0) = & w przedziale 0 <t <2/3. Rozwigzanie dazy do
funkcji skokowej, gdy 6—0 i w otoczeniu punktu 1/8 gwaltownie rosnie. Nb.
jest to model wzrostu kuli ognia, ktérej promien zalezy od dostepnej ilosci O,.
Szybkosé doptywu O, zalezy od powierzchni (proporcjonalnie do r?) a szybkosé
jego zuzywania od objetosci (proporcjonalnie do r’). Réwnanie to rozwigzano
w Przyktadzie 7.3.

7.1.1.2. Sztywnos¢ uktadow rownan

W przypadku uktadéw réwnan I rzedu czasem wystepuje sytuacja, gdy jedna
funkcja zmienia si¢ bardzo wolno lub bardzo szybko w stosunku do pozostatych.
Uktad taki nazywamy sztywnym uktadem rownan rozniczkowych (Finlayson,
1980). Wspotczynnik sztywnosci jest $ciSle okreslony jedynie dla uktadu row-
nan liniowych. Jest to wtedy stosunek najwigkszej do najmniejszej wartosci
modutu czgéci rzeczywistej wartosci wiasnych (ang. eigenvalues) macierzy
wspotczynnikow tego uktadu

3 max|Re(/”t)|

min |Re(A) 72
Za sztywny uwaza si¢ uktad, ktorego wspolczynnik sztywnosci jest wigkszy od
1000. Wystepowanie sztywnosci znacznie utrudnia numeryczne rozwigzywanie
rownan — przy uzyciu integratora o statym kroku musiatby on by¢ bardzo maty,
co wydluzytoby znacznie czas catkowania. Dla ukltadow sztywnych stosuje si¢
specjalne algorytmy zastosowane w integratorach opisanych w nastepnej sekcji.
W inzynierii procesowej sztywno$¢ uktadu rownan wystepuje czesto w mode-
lach kinetyki reakcji chemicznych a takze jednoczesnej wymiany ciepta i masy,
majacej miejsce w wielu procesach.
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7.1.2. Numeryczne rozwiazywanie ODE

Korzysta si¢ tu z przyblizenia pochodnej ilorazem réznicowym, ktory zbliza si¢
do warto$ci pochodnej tym bardziej im mniejszy jest przyrost zmiennej nieza-
leznej. Najprostsza metoda numeryczng rozwigzywania ODE z warunkiem
poczatkowym jest tzw. jawna metoda Eulera, polegajgca na zastapieniu row-
nania 7.1 rownaniem

%E (x,y). (7.6)

Majac warunek poczatkowy y,, kolejne wartosci funkcji obliczymy z zalezno$ci
yn+lgyn+f(xn’yn)Ax‘ (77)

Metoda ta jest niezwykle prosta, lecz wymaga matego kroku catkowania Ax,
aby uzyska¢ zbiezno$¢ rozwigzania numerycznego i Scistego (analitycznego).
Szybciej zbiezna jest metoda niejawna Eulera, postugujaca si¢ wartoscig po-
chodnej obliczong w punkcie n+1.

yn+1 = yn +f(xn+1'yn+l)Ax‘ (78)

Wymaga ona jednak podczas kazdego kroku catkowania rozwigzywania rowna-
nia 7.8 celem znalezienia wartoSci yy.i.

Od czasu pierwszych algorytmow tego rodzaju stworzono caly szereg wysoko-
wydajnych integratorow rownan rozniczkowych zwyczajnych. Naleza do nich
rowniez integratory ODE MATLABa.

7.2. Integratory numeryczne rownan rozniczkowych MATLABa

Narzedzia numeryczne stuzace do rozwigzywania zagadnien poczatkowych dla
ODE oraz ich uktadow nazywamy solverami lub integratorami. Maja one nastg-
pujace najprostsze wywolanie (pelne wywolanie opisano w sekcji 7.3.3):

[t,x]=<nazwa>(@fun, [tp tk],x0)

gdzie

<nazwa> oznaczenie integratora wybrane z zestawienia w Tablicy 7.1 (poza
odel 51),

@fun uchwyt funkcji, w ktoérej zdefiniowane jest roOwnanie lub uktad réw-

nan (jesli rozwiagzujemy uklad réwnan zapisujemy go w formie wek-
tora prawych stron rownan 7.1),
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tp, tk  przedzial zmiennej niezaleznej (dziedzina funkcji) — zamiast niego
mozna wstawi¢ wektor kolejnych wartosci t, dla ktérych chcemy
uzyskac rozwigzanie

X0 wektor warunkow poczatkowych

W rozwigzaniu:

X wektor warto$ci zmiennej zaleznej,

t wektor kolejnych warto$ci zmiennej niezaleznej odpowiadajacych

kolejnym warto$ciom x.

Dostepne w MATLABie solvery ODE zawarte s3g w Tablicy 7.1.

Tablica 7.1. Solvery numeryczne ODE w MATLABie

Integrator Typ ukladu Dokfadnos$¢
ode23 niesztywny mata
ode45 niesztywny Srednia

odel13 niesztywny  mala do wysokiej
odelS5s sztywny mata do $redniej
ode23s sztywny mata
ode23t malo sztywny mata
ode23tb sztywny mata
odel5i uwiktany -

Sposob uzycia integratorow z tabl. 7.1 ilustruja ponizsze przyktady.

Przyktad 7.1. Pojedyncze ODE

Rozwiazmy rownanie postaci:

dx 5-sin(x)
— =X
de (7.9)
z warunkiem poczatkowym
=0 x=1 (7.10)

w przedziale (0,2).
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r~p7_1.m

%Przyktad 7.1 Pojedyncze ODE
function ODEjeden

clear all; clc

% warunek poczgtkowy

x0=[1];

[t,x]=0de45(@row,[0 2],x0);
% wizualizacja wynikow
plot(t,x)

xlabel('\tau'); ylabel('x")

% funkcja w ktorej zdefiniowana jest prawa strona rdéwnania roéz-

niczkowego

function y = row(t,x)

y = [ x(1).7(5.*sin(x(1))) I;
Rezultat 7.1

35r

x 25

Rys. 7.1. Rozwiazanie rownania rézniczkowego 7.9

Uwaga: wywolanie solvera bez argumentow wyjsciowych

ode45(@row, [0 2],x0);

spowoduje automatyczne generowanie wykresu podczas

rozwigzywania

w standardowym formacie. Warto to sprawdzi¢ w powyzszym przykladzie.

Wtedy nalezy wykomentowac te linie

plot(t,x)
xlabel('t'); ylabel('x")
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Przykiad 7.2. Uktad ODE

Rozwiazmy uktad réwnan rézniczkowych postaci:

dx 3xf+x§—cos(a) 1

dr | sin(x,)x, —4x, (7.11)
W przedziale (1,2) z warunkiem poczatkowym

=1 x;=0 X, =2 (7.12)

r~7p7_2.m

%Przyktad 7.2 Dwa réwnania ODE

function ODEdwa

clear all; clc

% warunek poczgtkowy

x0=[0; 2];

[t,x]=0del13(@row,[1 2],x0);

% wizualizacja wynikow

plot(t,x)

xlabel('\tau'); ylabel('x")

% funkcja w ktorej zdefiniowane jest rdéwnanie rézniczkowe

function y = row(t,x)

y = [3.*%x(1)+x(2).73-cos(x(1))
sin(x(2)).*x(1)-4.*x(1)1;

Rezultat 7.2

Rys. 7.2. Rozwiazanie uktadu rownan rézniczkowych 7.11
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Przyktad 7.3. Pojedyncze sztywne ODE

W przyktadzie tym porownano dwa typy integratoréw, uzyte do rozwigzania
rownania sztywnego 7.4.

r~p7_3.m

%Przyktad 7.3 Sztywne ODE

function ODEstiff

clear all; clc

delta=0.0001;

% warunek poczgtkowy

x0=[delta];

tl=cputime;

[t,x]=0de23s(@row, [0 2/delta],x0);
t2=cputime;

% wizualizacja wynikow
plot(t,x,’b’,’LineWidth’,2)
xlabel('t'); ylabel('x")

disp('czas obliczen [s]'); disp(t2-t1);
% prawa strona réwnania roézniczkowego
function y = row(t,x)

y = [ x(1).72-x(1).73 ];

Rezultat 7.3
a) b)

0.8

0.6+ B C)

0.4r

0.2r

Rys. 7.3. Rozwiazanie rdwnania rdzniczkowego 7.4, a) rozwigzanie.
Powickszenie okolic punktu (1,1) — b) ode45, ¢) ode23s
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Przy uzyciu integratora ode45 odnotowano czas wykonania 1.669 s. Po wymia-
nie na integrator do rownan sztywnych ode23s czas wykonania zmniejszyt si¢
do 0.328 s. Dodatkowo, po powigkszeniu na rysunku opcjag Zoom in fragmentu
odcinka krzywej tuz za punktem skoku wida¢, Zze rozwigzanie uzyskane integra-
torem ode45 oscyluje, czego nie zauwaza si¢ na rozwigzaniu integratorem
ode23s.

Przyktad 7.4. Sztywny uktad ODE
Rozwiazmy sztywny uktad rownan van der Pola (Walas, 1991, s. 103) postaci

dy Y2
D _ 7.13
dr {1000(1— ¥ )y, - yl} (7.13)

z warunkiem poczatkowym

%(O):

2
7.14
14(0)=0 719

r7P7 4.m

%Przyktad 7.4 Dwa sztywne ODE
function ODEstiff_two
%przyktad 7.4

clear all; clc

% warunek poczgtkowy

x0=[2 @];

tl=cputime;

[t,x]=0del5s (@row, [0 3000],x0);
t2=cputime;

% wizualizacja wynikow

plot(t,x(:,1))

xlabel('t'); ylabel('yl")

disp('czas obliczen [s]'); disp(t2-t1);
function dy = row(t,y)

% rownania van der Pola

dy=zeros(2,1);

dy(1) = y(2);
dy(2)=1000*(1-y(1)"2)*y(2)-y(1);
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Rezultat 7.4

Poniewaz uklad réwnan van der Pola pochodzi z przeksztalcenia rownania dru-
giego rzgdu na uktad rownan pierwszego rz¢du pokazemy tylko wykres funkcji
yi. Funkcja y, to pierwsza pochodna y;.

2

1.5

1k

0.5

151 /
2L 4

25
0

L L L L L
500 1000 1500 2000 2500 3000
t

Rys. 7.4. Rozwiazanie uktadu réwnan van der Pola wykazujace jego silng sztywnosé

7.3. Rozwiazywanie zagadnien poczatkowych
7.3.1. Procesy nieustalone

Procesy nieustalone to te, w ktorych rownaniu bilansowym wystepuje akumula-
cja. Ma ona posta¢ pochodnej po czasie. Procesy nieustalone opisuje dynamika
procesow. Model dynamiki obiektu o parametrach skupionych jest rownaniem
badz ukladem roéwnan rézniczkowych z pochodna (I rzedu) poszukiwanej
funkcji po czasie.

Przykladem takiego rownania jest np. réwnanie bilansu ciepta cieczy
w mieszalniku z idealnym wymieszaniem, ogrzewanej kondensujaca para przez
$cianke zbiornika.

T -T) (7.15)

gdzie: m — masa cieczy w mieszalniku [kg], ¢, — ciepto wlasciwe cieczy [kJ/(kg K)],
A — powierzchnia ogrzewana [m’], K — wspotczynnik przenikania ciepta
[kW/(m’K)], T, — temperatura pary [K], T; — temperatura cieczy [K], T — czas [s].

255



Réwnanie nalezy przeksztatci¢ do postaci:
dl, KA

dr  mc,

(TP—T/) (7.16)

Majac do dyspozycji warunek poczatkowy
dla =10 T/ = T]()

rownanie mozna rozwigzac stosujac jeden z integratorow z Tablicy 7.1. Ilustruje
to przyklad 7.5. Uwaga: przyjeto, ze ciepto wlasciwe cy jest liniowa funkcja
temperatury.

Przyklad 7.5. Nieustalone nagrzewanie cieczy

—7p7_5.m

%Przyktad 7.5 Nieustalone nagrzewanie

function nieust_nagrz

%nagrzewanie cieczy w zbiorniku pod cisnieniem
clear all; clc

global cp@ K A m Tp cp@

%dane

cpd® = 3.89; %ciepto wtasciwe w @ C, kJ/(kg K)

K=2.7; %wspoétczynnik przenikania ciepta, kW/(m2 K)
A = 1.55; %powierzchnia ogrzewana, m2

m = 1500; %masa cieczy, kg

Tp = 156; %temperatura pary, C

T0 = 20; %poczatkowa temperatura cieczy, C

% warunek poczgtkowy

x0=[T0];

[t,x]=0de45(@rown, [0 18000],x0);
% wizualizacja wynikow

plot(t,x)

xlabel('t"); ylabel('T")

% funkcja w ktorej zdefiniowana jest prawa strona rdéwnania roz-
niczkowego

function y = rown(t,T)

global K A m Tp

y = (K*A/m/cp(T))*(Tp-T);
function y = cp(T)

global cpe

y = cp0*(1+0.012*T);
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Rezultat 7.5

20 L L L L L L I L
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000

t,s

Rys. 7.5. Przebieg procesu nagrzewania cieczy w mieszalniku

W tym uktadzie dynamicznym obserwuje si¢ monotoniczne dochodzenie uktadu
do stanu stacjonarnego. Bardziej ztozone zachowania dynamiczne obserwuje si¢
dla obiektow opisanych uktadem réwnan ODE lub réwnaniem ODE rzedu dru-
giego, ktore, jak wiadomo, daje si¢ sprowadzi¢ do uktadu dwu réwnan ODE
rzgdu pierwszego. Opisano to ponizej.

7.3.1.1. Teoretyczne podstawy dynamiki liniowej

Wezmy uklad, ktdrego zachowanie dynamiczne opisujg dwa rownania liniowe.

dx

—=ax+by

d 1 1

dT (7.17)
d—i:a2x+b2y

Rozwiazanie tego ukltadu, otrzymane dla danego wektora warunkdéw poczatko-
wych, mozna przedstawi¢ na wykresach czasowych x(t) 1 y(t) badz na plasz-
czyznie fazowej jako wykres y(x). Wykres zaleznosci y(x) rozpoczynajacy si¢
w punkcie poczatkowym (Xo,yo) 1 konczacy w punkcie koncowym (Xy,yi) nosi na-
zwe trajektorii procesu. Do dalszej analizy zachowania si¢ rozwigzania uktadu 7.17
na plaszczyznie fazowej postuza wartoSci wlasne macierzy wspotczynnikow
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prawej strony tego uktadu. Warto$ci te A, 1 A, wyznacza rownanie charaktery-
styczne

2 —(a, +b,)A+(ab,—ab)=0. (7.18)

W MATLABie mozna je obliczy¢ funkcja eig(A), gdzie A= [a; b;; ay by].
W zaleznosci od wartosci wlasnych A, i A, uklad rownan moze mie¢ rdzne
trajektorie.

Tablica 7.2. Mozliwe trajektorie uktadu réwnan 7.17

Wartoéci whasne | Zachowanie | Stabilnos¢

1. Pierwiastki sg rzeczywiste i rézne od zera

a) A <0; A <0 | wezel stabilny asymptotycznie
b) A >0; % >0 | wezel niestabilny

c)A>0; % <0 | siodlo niestabilny

2. Pierwiastki sg zespolone postaci a+bi lub a-bi
a)a<0;b#0 | ognisko stabilne

b)a>0;b#0 ognisko niestabilne
c)a=0;b#0 | centrum stabilne

3. Pierwiastki sg rowne

a) A<0 wezel stabilny asymptotycznie
b)A>0 wezel niestabilny

Zachowania te pokazano na Rys. 7.6 1 7.7.

2) b) c)

Za\

Rys. 7.6. Trajektorie wygenerowane dla przypadkéw a) wezet stabilny
b) wezel niestabilny c) siodto niestabilne. Kéoteczka oznaczaja punkty poczatkowe
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b)

Rys. 7.7. Trajektorie wygenerowane dla przypadkdw, a) ognisko stabilne b) ognisko
niestabilne, ¢) centrum stabilne. Koteczka oznaczaja punkty poczatkowe.

Przedstawione ponizej przyktady ilustruja niektore z tych przypadkow.

Przyktad 7.6. Centrum stabilne

Centrum stabilne jest opisane uktadem nastepujacych rownan rézniczkowych

%&zSM—SQ
T
(7.19)
éﬁcﬂO&—S&
dt

Rozwiazemy ten uktad w przedziale (0,20).

r~p7_6.m

%Przyktad 7.6 Centrum stabilne
clear all; close all

global A

% zakres zmiennej niezaleznej
t0=0; tk=20;

% macierz prawych stron

A=[5 -5;10 -5];
eigenvalues=eig(A)

% warunek poczgtkowy

x0=[1; 1];

% wywotanie solvera
[t,x]=0de23s('centr_stab eq',[t0 tk],x0);
% prezentacja graficzna
subplot(2,1,1);
plot(t,x(:,1),'r");
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title('Rozwiazanie');

xlabel('czas');

hold on;

plot(t,x(:,2),'b");

subplot(2,1,2);

plot(x(:,1),x(:,2));

title('wykres na ptaszczyzZnie fazowej');

centr_stab_eq.m jest plikiem w ktorym zapisany jest uktad rownan
function y=centr_stab _eq(t,x)
global A
y=A*x;
Rezultat 7.6

Po uruchomieniu programu w oknie Command Window pojawiaja si¢ obliczo-
ne wartosci wlasne macierzy prawych stron tego uktadu réwnan.
eigenvalues =

0.0000 + 5.00001

0.0000 - 5.00001
Jak wida¢ obie ich czg$ci rzeczywiste sa zerami, natomiast czg$ci urojone sg
rozne od zera. Zachodzi wigc przypadek 2¢ z Tabeli 7.2, a wigc uktad powinien
wygenerowac centrum stabilne. W istocie wykresy rozwigzania to potwierdzajg.

Rozwiazanie

czas
wykres na ptaszczyznie fazowej
T T T

L L L L L

L L
-1 -08 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-2 L L

Rys. 7.8. Rozwiazanie rownania tworzacego centrum stabilne: a) przebieg oscylacji
w czasie, b) przedstawienie wynikéw na plaszczyznie fazowej
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Przyktad 7.7. Ognisko niestabilne

Ognisko niestabilne opisane jest nastgpujacym uktadem rownan rézniczkowych

(7.20)

r~p7_7.m

%Przyktad 7.7 Ognisko niestabilne

clear all; close all

% zakres zmiennej niezaleznej

t0=0; tk=5;

% warunek poczgtkowy

x0=[1; 1];

% wywotanie solvera
[t,x]=0de23tb('ogn_niestab_eq',[t0 tk],x0);
% prezentacja graficzna

figure(1)

plot(t,x(:,1),'r");
title('Rozwiazanie');

xlabel('czas');

hold on;

plot(t,x(:,2),'b");

figure(2)

plot(x(:,1),x(:,2));

title('wykres na ptaszczyzZnie fazowej');

ogn_niestab_eq.m jest plikiem w ktérym zapisany jest uktad rownan
function y=ogn_niestab_eq(t,x)
y=[x(1)-20*x(2)
x(1)1;
Rezultat 7.7

Otrzymano nastepujace wartosci wlasne
eigenvals =

0.5000 + 4.44411
0.5000 - 4.4441i
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Wynika z nich typ 2b zachowania wg Tablicy 7.2, czyli ognisko niestabilne.

Rozwiazanie
40 T T T T T T T T T

Rys. 7.9. Rozwiazanie rownania tworzacego ognisko niestabilne
— oscylacje rosng w czasie

wykres na ptaszczyznie fazowej
10 T T T T T T T T

"0 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40

Rys. 7.10. Rozwigzanie réwnania tworzacego ognisko niestabilne
— wykres na plaszczyznie fazowe;j
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7.3.1.2. Dynamika nieliniowa

Uktady réwnan, ktorych prawg strong stanowia zaleznosci nieliniowe wystepuja
w praktyce rownie czgsto, a nawet czesciej, jak te z zaleznosciami liniowymi.
Nieliniowe rownania rézniczkowe I rzgdu z jedng niewiadoma maja tylko punk—
ty stacjonarne jako rozwigzania asymptotyczne. Na plaszczyznie fazowej maja
one posta¢ wezla stabilnego. Dla uktadu dwu réwnan I rzedu oprdocz rozwigzan
stacjonarnych moga pojawi¢ si¢ rozwigzania periodyczne oscylujace w czasie.
Na plaszczyznie fazowej maja one postac cyklu granicznego (krzywej zamknig-
tej). Takie przyciagajace trajektorie obiekty nazywamy atraktorami. Atraktory
maja tzw. wymiar przestrzenny, wezty wymiar 0 a cykle graniczne 1. W przy-
padku uktadu trzech réwnan nieliniowych I rzedu moga wystapi¢ jeszcze atrak-
tory o wymiarze fraktalnym (utamkowym). Nazywa si¢ je dziwnymi atraktorami
(Ott, 1997). Pojawiaja si¢ wtedy rozwigzania oscylujace, ale nie periodycznie,
majace dodatkowo te wiasno$¢ ze silnie zalezg od warunkow poczatkowych.
Oznacza to, Ze minimalna nawet zmiana warunku poczatkowego powoduje, ze
po uplywie odpowiednio dlugiego czasu oddalajg si¢ znacznie od siebie (,,efekt
motyla”). Rozwigzania takie sg bardzo skomplikowane i majg charakter chao-
tyczny. Jednak ten rodzaj chaosu w odréznieniu od chaosu stochastycznego na-
zywany jest deterministycznym.

Warto przesledzi¢ techniki rozwigzywania ukladow réwnan ODE opisujacych
takie zjawiska na kilku wybranych przyktadach.

Przyktadem niekonwencjonalnego zachowania si¢ uktadu nieliniowego dwu
rownan jest zjawisko bifurkacji rozwigzania rownania Hopfa postaci

%:—erx[a—(xz —yz)]
) (7.21)
dﬁ—Hy[ (=)

Dla ujemnych warto$ci parametru a uzyskuje si¢ po pewnym czasie jedno roz-
wigzanie stacjonarne niezaleznie od punktu startu na plaszczyznie fazowej, dla
dodatnich warto$ci a uzyskuje si¢ powtarzajace si¢ oscylacje. Na plaszczyznie
fazowej powstaje cykl graniczny. Zjawisko zmiany stanu stacjonarnego obiektu
z wezta stabilnego na cykl graniczny nazywa si¢ bifurkacja Hopfa.
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Przyklad 7.8. Bifurkacja Hopfa

~p7_8.m

%Przyktad 7.8 Bifurkacja Hopfa
clear all; close all; clc

x0=[1 1];

[t,x]=0de23tb(@Hopf eq, [0 500],x0);
figure(1)

plot(t,x)

title('Rozwiazanie');

xlabel('czas, s');

figure(2)

plot(x(:,1),x(:,2))

title('Wykres na plaszczyznie fazowej');

Hopf_eq.m jest plikiem w ktorym zdefiniowano uktad rownan

—~Hopf_eq.m

function y=Hopf eq(t,x)

%»wspotczynnik zmienny

a=0;

%uktad rownan Hopfa

y=[ -x(2)+x(1)*(a-(x(1).72+x(2).72))
X(1)+x(2)*(a-(x(1).”22+x(2).72))];

Rezultat 7.8

Rozwiazanie
1 Wykres na plaszczyznie fazowej

0.8
o5l 08

| 0.4

0.2F

o

05
0

10 2 30 40 50 60 70 8 9 100 o5 0 0.5 1

a) b)

Rys. 7.11. Rozwigzanie réwnania Hopfa: a) oscylacje w czasie, b) trajektoria
na plaszczyznie fazowe;j

Mozna tez wykorzysta¢ funkcje streamline (sekcja 4.2.4.2), wygodne
narzgdzie obrazowania pol wektorowych 2D i3D. Rysuje ona trajektorie
rozwigzan na plaszczyznie badz w przestrzeni fazowej. Sposob wykorzystania
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tej funkcji pokazano ponizej. Uruchamiamy plik Hopfstrm.m zawarty w tym
samym katalogu.

—~7Hopfstrm.m

clear all; close all;

v=linspace(-2,2,50);

[X,Y]=meshgrid(v);

%definicja pola wektorowego

a=1;

U= -Y+X.*(a-(X."2+Y."2));

V= X+Y.*(a-(X."2+Y."2));

%punkty startowe trajektorii

Xe=[-2 -2 -2 -2 -.5 -.5 .5 .5 2 2 2 2 -.01 -.01 .01 .01];
Yo=[-2 -.5 .5 2 -2 2 -2 2 -2-.5.5 2-.01 .01 -.01 .01];
%wykres trajektorii

streamline(X,Y,U,V,X0,Y0)

axis square

Wyniki dla wybranych warto$ci parametru a pokazane sa na Rys. 7.12.

2 45 4 05 0 05 1 15 2

Rys. 7.12. Trajektorie rozwigzan dlaa)a=-1,b)a=0,c)a=0.5,d)a=1
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Uwaga: trajektoria na Rys. 7.13b dazy do ogniska stabilnego. Nie wida¢ tego na
Rys. 7.11b, gdyz tam przedziat czasowy jest krotszy.

Dziwny atraktor o ksztalcie konskiego kopyta (ang. horse hoof attractor) — zob.
Tabis, 2000 to rozwigzanie uktadu réwnan rézniczkowych postaci

Dy 1y ~18000x,x2
dr
D ) x, — 400x,x2 (7.22)
dr
D 1 41.5.18000x 7 +4.2-400x,7 —81x,
T

Przyklad 7.9. Dziwny atraktor

~p7_9.m

%Przyktad 7.9 Dziwny atraktor

clear all; close all; clc

% zakres czasu

10=0;

tk=20;

% warunek poczgtkowy

x=[0.1; 0.1; 0.1];

% wywotanie solvera
[t,x]=0del5s('dziwny eq',[t0 tk],x);
% prezentacja graficzna

figure(1)

plot(t,x)

title( 'Wykres oscylacji')
xlabel('\tau')

ylabel('x1, x2, x3')

figure(2)

plot(x(:,1),x(:,2))

title( 'Wykres trajektorii na ptaszczyznie fazowej')
xlabel('x1"); ylabel('x2")

figure(3)

plot(x(:,1),x(:,3))

title( 'Wykres trajektorii na ptaszczyznie fazowej')
xlabel('x1"); ylabel('x3")

figure(4)

plot(x(:,2),x(:,3))
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title('Wykres trajektorii na ptaszczyznie fazowej')
xlabel('x2"'); ylabel('x3")

figure(5)

plot3(x(:,1),x(:,2),x(:,3),'r")

title('Wykres w przestrzeni fazowej')

xlabel('x1'); ylabel('x2"'); zlabel('x3")

grid on

W pliku dziwny_eq.m zdefiniowano uktad rownan

r~dziwny_eq.m
function y=dziwny(t,x)
ax=1.5;
ay=4.2;
k1=18000;
k2=400;
k3=80+1;
y=[ 1-x(1)-k1*x(1)*(x(3)"2)
1-x(2)-k2*x(2)*(x(3)"2)
T+ax*k1*x (1) *(x(3)"2)+ay*k2*x(2)*(x(3)*2)-k3*x(3) 1;

Rezultat 7.9

Wykres oscylacji
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Rys. 7.13. Przebiegi czasowe rozwigzania
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Wykres w przestrzeni fazowej
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Rys. 7.14. Wykres rozwigzania réwnan dziwnego atraktora w przestrzeni fazowe;j

Atraktor Lorenza (Orlik, 1996) wystepuje przy opisie zjawiska ruchu konwek-
cyjnego w warstwie cieczy ogrzewanej od dotu, ktére jest opisane ukladem
rownan (Lorenz, 1963)

%:Pr-(—xl +x2)

dv
D2 | x, —400x,x° (7.23)
dv

dx

d—; = —bx; + x,x,

Dla wartosci liczby Prandtla réwnej 10 i parametru b = 8/3 zachowanie uktadu
zalezy wytacznie od liczby Rayleigha Ra. Uktad zachowuje si¢ stabilnie do
Ra>~20 kiedy to pojawiajg si¢ chaotyczne oscylacje i uklad nie osiaga juz
stanu stacjonarnego.

Przyklad 7.10. Atraktor Lorenza

W przyktadzie zastosowano animacj¢ wykresu atraktora (zob. Rozdz. 4).
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r~p7_5.m

%Przyktad 7.10 Atraktor Lorenza
clear all; close all; clc

% przedziat czasu

t0=0; tk=40;

% warunek poczgtkowy

x0=[5; 5; 5];

% wywotanie solvera
[t,x]=0del5s('Lorenz_eq',[tO tk],x0);

% wizualizacja wynikow

figure(1)

plot(t,x(:,l), 'I’",t,X(I,Z),'b',t,X(I,?J),'g')}
xlabel("\tau'); ylabel('x1, x2, x3');
figure(2)

plot(x(:,1),x(:,2))

xlabel('x1"); ylabel('x2"');
figure(3)

plot(x(:,1),x(:,3))

xlabel('x1"); ylabel('x3');
figure(4)

plot(x(:,2),x(:,3))

xlabel('x2"); ylabel('x3');
figure(5)

plot3(x(:,1),x(:,2),x(:,3));
xlabel('x1")

ylabel('x2")

zlabel('x3")

grid on

axis([min(x(:,1)) max(x(:,1)) min(x(:,2))

min(x(:,3)) max(x(:,3))1);
%przygotowanie animacji
figure(6)

xf=x(:,1); y=x(:,2); z=x(:,3);
krzywal = plot3(xf,y,z, 'r-

max(x(:,2))

', "EraseMode’', 'none', 'LineWidth', 2, 'MarkerSize"',2, 'MarkerFace',"

r')s

axis([min(xf) max(xf) min(y) max(y) min(z) max(z)]);

view(64,33);
xlabel('x1")
ylabel('x2")
zlabel('x3")
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grid on
% animacja atraktora
for i=2:length(t)
set(krzywal, 'XData',x(i-1:1), 'YData',y(i-1:1), 'ZData',z(i-
1:1))
drawnow
pause(0.01);
end

Lorenz_eq.m jest plikiem w ktoérym zdefiniowano uktad rownan

~Lorenz_eq.m

function dxdt=Lorenz_eq(t,x)

Pr=10;

b=8/3;

Ra=30;

dxdt=[ Pr*(-x(1)+x(2))
Ra*x(1)-x(2)-x(1)*x(3)
-b*x(3)+x(1)*x(2) 1;

Rezultat 7.10

Program produkuje szes¢ wykresow: wykres czasowy, trajektoria na ptaszczyz-
nie fazowej x1, x2, trajektoria na plaszczyznie fazowej x1, x3, trajektoria na
plaszczyznie fazowej x2, x3, trajektorii w przestrzeni fazowej i animowana tra-
jektoria w przestrzeni fazowej. Pokazano tylko pierwszy i piaty z otrzymanych
wykresow

50

x1, x2, x3
=

Rys. 7.15. Przebiegi czasowe rozwigzania
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x1

Rys. 7.16. Wykres rozwigzania réwnan Lorenza w przestrzeni fazowe;j

7.3.2. Modele procesow o postaci ODE w inzynierii procesowej

Dla obiektow o parametrach roztozonych roéwnanie bilansowe stosowane
w inzynierii procesowej dla bilansowania pedu, ciepta i masy w rézniczkowym
elemencie przestrzeni ma postac:

Z—F+ div[F . u]— div[D -grad F]i PaAl +G =0, (7.24)
T

gdzie I' — wielko$¢ bilansowana, u — wektor predkosci, D — wspotczynnik dyfu-
zji (dyspersji), B — wspotczynnik wymiany (o wymiarze m/s), a — powierzchnia
wlasciwa w jednostce objetosci, G — tempo produkcji (destrukcji) wielkosci I'.
Czlony tego réwnania nosza nast¢pujace nazwy (od lewej): akumulacja, czion
konwekcyjny, czton dyfuzyjny, czton migdzyfazowy, czlon zrodtowy.
Przyktadowo, dla bilansu ciepta wielkoscia bilansowana I jest entalpig liczona
na jednostke objetosci pc,T.

a(pacpT) n div[pcpT . u]_ div[E - grad (pcpT) + aaA(T)i G=0 (725
T
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gdzie a — wspotczynnik wnikania ciepta. Dla jednowymiarowego przeplywu
w rurze z dyspersja wzdhuzng, gdy brak cztonu zroédlowego i akumulacji, przy
zalozeniu niezaleznosci ¢, 1 p od temperatury, po wykonaniu dzialahh mamy:
oT oT o'T
¢ —+pcu——FEpc ——taaAT =0. (7.26)

R T
Wyprowadzenie powyzszych rownan bilansowych dla pedu, ciepta i masy
w geometru karteZJanskleJ, cyhndrycznej i sferycznej jest zawarte w podreczni-
kach inzynierii chemicznej i procesowe;j.

Gdy proces przebiega w stanie nieustalonym lub gdy stan jest ustalony, lecz
rozwazamy przypadek dwu lub tréjwymiarowy, z powyzszego rOwnania otrzy-
mujemy rownanie rozniczkowe czastkowe PDE. Przypadkiem takim zajmiemy
si¢ w Rozdziale 8. Gdy jednak proces jest ustalony a obiekt jednowymiarowy,
uzyskujemy rownanie rézniczkowe zwyczajne z pochodng po wymiarze najwy-
zej drugiego rzedu, jesli uwzglednimy czlon dyfuzyjny.

Jednowymiarowe przypadki procesow nieustalonych i ustalonych opisanych
rownaniami ODE przedstawiono ponize;.

7.3.2.1. Procesy nieustalone

PROJEKT 7.1
Temat: Dynamika zmian wysoko$ci cieczy w uktadzie trzech zbiornikow
Toolbox: -

Do pierwszego z trzech zbiornikdw polaczonych kaskadowo doptywa woda
z natgzeniem Q. Jest ono funkcjg czasu podang ponizej.

1 przypadek QO = Q, = const

2 przypadek Q =0, exp(— 0.0lt).

Zbiorniki majg ksztalt walcow i odpowiednie pola przekroju S;, S;, S;. Wspot-
czynniki wyptywu wynosza odpowiednio ki, k; 1 k;. Oblicz przebieg zmian wy-
sokosci cieczy w zbiornikach, jesli poczatkowo byty one puste.

Przyjmiemy, ze natgezenie wyplywu cieczy przez otwor w dnie zalezy od wyso-
kosci cieczy w zbiorniku w nastepujacy sposob

(7.27)
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0=k'h. (7.28)

Uktad réwnan rézniczkowych opisujacych poziomy cieczy w zbiornikach ma
wtedy nastepujaca postac (Pakowski, Glgbowski, 2001)

dhy _ Oy =kl
dr S,

Wb:hJE_@JE (7.29)
g .

dr )
fﬁb_z ké\/%;'_kéx/%;
dr S,

r7P7 1.m

%PROJEKT 7.1

%Dynamika poziomu cieczy w kaskadzie zbiornikow
clear all; close all; clc

global S1 S2 S3 k1 k2 k3 ip

%przypadek ip=1 - staty przepityw, ip=2 -zmienny przepiyw
ip=2;

%pola przekroju zbiornikéw [m2]

S1=0.8; S2=1; S3=1.3;

%state wyptywu

k1=0.05; k2=0.04; k3=0.03;

% zakres czasu

t0=0; tk=450; t=[t0;tk];

% warunki poczagtkowe

xp=[0; 0; 0];

% wywotanie integratora
[t,x]=0del113('kaskada_eq',t,xp);

% wizualizacja wynikow

figure(1)

hold on

plot(t,x(:,1), 'r+");

plot(t,x(:,2), 'b+");

plot(t,x(:,3), g+');

grid on;

title( ‘Przebieg zmian czasie wysokosci cieczy w zbiornikach')
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xlabel('czas [s]')

ylabel('poziom cieczy [m]")

% interpolacja wynikow

t_int=t’'; %wektor czasu
xi=t0:0.01:tk;
yil=interpl(t_int,x(:,1)',xi, 'spline');
yi2=interpl(t_int,x(:,2)',xi, 'spline');
yi3=interpl(t_int,x(:,3)',xi, 'spline');
plot(xi,yil, 'k")

plot(xi,yi2, 'k")

plot(xi,yi3, 'k")

xf=x(:,1); y=x(:,2); z=x(:,3);

figure(2)

krzywal = plot3(xf,y,z, 'r-
', "EraseMode’, 'none', 'LineWidth', 2, 'MarkerSize"',2, 'MarkerFace',"
r')s

axis([min(xf) max(xf) min(y) max(y) min(z) max(z)]);

view(64,33);

xlabel('hl")
ylabel('h2")
zlabel('h3")
grid on

W pliku kaskada_eq.m jest zapisany uktad rownan opisujacy taki uktad zbior-
nikéw. W takim ukladzie natezenie doptywu wody moze by¢ stale lub zmienne.
W tym celu zdefiniowano dwie funkcje opisujace nat¢zenia doptywu wody QO.
Jesli chcemy, aby doptyw byl zmienny, musimy skasowa¢ % przed QO w linii 4,
a wstawi¢ w linii 3.

—~7kaskada_eq.m
function y=kaskada eq(t,x)
global S1 S2 S3 k1 k2 k3 ip

if ip==1

Q0=30*(107(-3)); %m~3/s - staty doptyw
end

if ip==2

Q0=30*(10"~(-3))*exp(-0.01*t); %m~3/s - zmienny dopityw

end

y=[ (Q@-kl*sqrt(x(1)))/s1
(k1*sgrt(x(1))-k2*sgrt(x(2)))/S2
(k2*sqrt(x(2))-k3*sqrt(x(3)))/s3 1;
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Wyniki 7.1

Przebieg zmian w czasie wysokosci cieczy w zbiomikach
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Rys. 7.17. Przebieg zmian wysokosci cieczy w zbiornikach w czasie

przy statym nat¢zeniu doptywu cieczy
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Rys. 7.18. Wykres rozwigzania w przestrzeni fazowej

275



Przebieg zmian w czasie wysokos$ci cieczy w zbiomikach
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Rys. 7.19. Przebieg zmian wysokosci cieczy w zbiornikach w czasie
przy zmiennym nat¢zeniu doptywu cieczy
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Rys. 7.20. Wykres rozwigzania w przestrzeni fazowej
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PROJEKT 7.2
Temat: Stabilnos¢ reaktora z reakcja egzotermiczng
Toolbox: -

Projekt ten oparto na przykladzie 4.3 z Ramireza, 1997. Dotyczy on reaktora
przeplywowego z idealnym wymieszaniem. W reaktorze jest prowadzona reakcja
egzotermiczna katalitycznego rozkladu roztworu nadtlenku wodoru w wodzie.
Roztwor doplywa ze stalym natezeniem i przy statej temperaturze do reaktora,
a po przereagowaniu odptywa z niego z tym samym nat¢zeniem. Wydzielajace
si¢ ciepto reakcji jest odbierane przez czynnik chlodzacy przeplywajacy przez
plaszcz. Regulator steruje natezeniem cieczy chtodzacej na podstawie tempera-
tury strumienia wylotowego. Ciecz chlodzaca ma stala temperatur¢ wlotowsg.
Schemat instalacji reaktora pokazano na Rys. 7.21.

Ve, T,

VcT

v

Rys. 7.21. Schemat reaktora zbiornikowego z chtodzeniem
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Bilanse masy i ciepla dla zawarto$ci reaktora majg postac

v% =—vr— V(c - co) (7.30)
or
oraz
vpcpaa—f=—vAhrr—UA(T—TC)—Vpcp(T—];)). (7.31)

Szybkos¢ reakcji chemicznej oblicza si¢ wg rownania reakcji pierwszorzgdowe;j
jako

E
r=k, exp(— ?jc , (7.32)

gdzie E [K] to energia aktywacji podzielona przez uniwersalng statg gazowsa R.
Drugi czlon po prawej stronie rownania 7.31 to strumien ciepta [kW]
wymieniany pomi¢dzy zawartoscia reaktora o temperaturze T a cieczg chlodza-
cg o temperaturze T..

Wspbtezynnik przenikania ciepta U [kW/(m’K)] w tym réwnaniu obliczany jest
Ze WZzoru

u=cl(cw)"”, (7.33)

gdzie W, to natezenie przeptywu cieczy chtodzacej [kg/s].

Réznice temperatur pomigdzy temperaturami reagenta i czynnika chtodzacego,
niezbedng do obliczenia strumienia ciepta oddawanego do ptaszcza wyznacza
si¢ z bilansu ciepta tego czynnika. W tym celu zaklada si¢, Ze jego temperatura
jest $rednig arytmetyczng temperatury na wlocie T, 1 wylocie T,. Wtedy otrzy-
muje si¢

T-T = _r-1,
|, U4 (7.34)
2VVccpc

Sterowanie odbywa si¢ w nastepujacy sposob:
e Na podstawie temperatury reagenta T oblicza si¢ sygnat sterujacy

G=K(T-T)C, +C, (7.35)
gdzie K — wspotczynnik wzmocnienia [1/K], Ty — temperatura zadana, C, i C;

wspotczynniki empiryczne.
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Na postawie tego sygnatu oblicza si¢ wzgledne otwarcie zaworu

G-G,
q= o 100% (7.36)

Charakterystyka zaworu jest nast¢pujaca:

dla q<20% W.=0.166
dla q > 85.56% W, =8-10" (7.37)
w pozostatym zakresie W, =-3.871-107 (q - 20)2 +0.166

Aby zbada¢ charakterystyki reaktora dla réznych warto$ci wspolczynnika
wzmocnienia K wykonano wykres rozwigzania uktadu roéwnan bilansowych 7.30
1 7.31 na plaszczyznie fazowej stosujac rozne zestawy warunkow poczatkowych
stezenia i temperatury w reaktorze. Dane liczbowe ioznaczenia zawarte sg
W programie.

r7P7 2.m

%PROJEKT 7.2

%Wykres stabilnosci reaktora z reakcjg egzotermicznag
%chtodzonego woda (na podst. przyktadu 4.3 z Ramireza,1997)
function reaktorl

clear all; close all; clc

global K Ts Tcl T@ A v Cpc Cp dhr k@ E To rho V c@
%najwazniejsze dane regulatora - pozostate w funkcji QA

K =1; % wspotczynnik wzmocnienia
Ts = 30; % temperatura zadana C

%dane reakcji chemicznej
ko = 0.084*10710; % wspotczynnik kinetyczny, 1/s
E = 9310; % stata, K
dhr = 9.462e4; % ciepto reakcji, k3J/kmol
%dane reaktora
v = 16.2e-3; % objetosc, m3

%

A = 0.259; powierzchnia chtodzenia, m2

%dane cieczy chtodzgcej

Tcl = 10 ; % temperatura na wlocie, C

Cpc = 4.187; % ciepto wtasciwe, k3I/(kg K)

%dane strumienia reagenta

V = 8.333e-6; % natezenie doptywu, m3/s

co = 11.5; % wlotowe stezenie reagenta, kmol/m3
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TO = 26.8; % temperatura wlotowa, C

rho = 1108.1; % gestosc, kg/m3

Cp = 3.622; % ciepto wtasciwe, k3/(kg K)
To = 273.15; % temperatura zera C, K

%zestaw warunkoéw poczgtkowych

pnts=[0 © O 0 0 2 6 10 14 16 16 16 16 10 10 X%stezenie
0 20 40 60 70 © ©O © O 20 30 40 60 60 65];%temperatura

%»wykres na ptaszczyznie fazowej

figure(1)

hold on

plotall(pnts);

axis([o 80 @ 16]);

grid on

h=xlabel('Temperatura [\circC]"')

set(h)

ylabel('Stezenie [mol/1]");

%punkt stacjonarny

pnts=[0;0];

pk=plotall(pnts); %punkt koncowy tej trajektorii
plot(pk(2),pk(1),'ro");
text(8,15,['K = ' num2str(K)]);

function y=plotall(pnts)

[~,n]=size(pnts);

czasmax=1e5; %maksymalny czas w sekundach

for i=1:n
z0=pnts(:,1i);
[~,z]=0del5s(@uk_row, [0 czasmax],z9);
conc=z(:,1); temp=z(:,2);
plot(temp,conc)

end

m=length(z);

y=z(m,:); %ostatni punkt trajektorii

function y=uk_row(~,z)
global dhr k@ E To rho V c@ TO v Cp
c=z(1,:);
T=2(2,:);
dC = (-v*k@*exp(-E./(T+To)).*c - V.*(c-c@))./v;
dT = (dhr*v*k@*exp(-E./(T+To)).*c...
- QA(T)-rho*V*Cp*(T-T0))./(v*rho*Cp);
y=[dC;dT];
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function y=QA(T)
global K Ts Tcl A Cpc

Cl = 0.3549; % stata

C2 = 0.1068; % stata

C3 = 17.55; % stata

C4 = 132.159; % stata

Gmin = 4; % -

Gmax = 20; % -

G = -K*(T-Ts)*C2+C3; % wartosc¢ sygnatu sterujacego

g = 100*(G-Gmin)./(Gmax-Gmin);% stopien otwarcia zaworu
%charakterystyka zaworu
if gq<20%
Wc=0.166; %[kg/s]
elseif q>85.56%
Wc=8e-5; %[kg/s]
else
Wc=-3.871e-5%(q-20).72 + 0.166; %[kg/s]

end

#Wspoétczynnik przenikania ciepta
U=C1*(C4*Wc).~(1./3); %0 - kW/(m2 K)
DT=(T-Tcl1)./(1+U*A./(2*Wc*Cpc)); %DT - degC
y=U*A*DT;
Wyniki 7.2

Dla wspoétczynnika wzmocnienia K = 1 otrzymuje si¢ nastgpujacy wykres:

Ki= 1 ]
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L
=10
2 N 7)/
o 8
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N
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—
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0 10 20 30 40 50 60 70 80

Temperatura [°C]

Rys. 7.22. Wykres na plaszczyznie fazowej dla K = 1. Kdtko oznacza wezet stabilny
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Jak wida¢, gdy sterowanie jest wlaczone dla cze¢Sci stanow poczatkowych uzy-
skujemy stan stacjonarny, w ktorym temperatura utrzymuje si¢ na zadanej war-
tosci 30°C, a stezenie w reaktorze osigga warto$¢ ok. 10.5 mola/l. Gdy jednak
przy wyzszych stezeniach temperatura przekracza ok. 60°C reaktor zaczyna si¢
przegrzewa¢. W przypadku wylaczonego sterowania (brak chlodzenia) zawar-
tos¢ reaktora przegrzewa si¢ zawsze, gdyz wszystkie trajektorie dagzg ostatecznie
w kierunku rosngcej temperatury, nie osiggajac stanu stacjonarnego.

Stezenie [mol/l]

: L -

. (ot

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Temperatura [°C]

Rys. 7.23. Wykres na plaszczyznie fazowej dla K =0

PROJEKT 7.3
Temat: Model kinetyczny procesu wytwarzania kwasu cytrynowego
przez Aspergillus Niger
Toolbox: -

Projekt ilustruje rozwigzywanie typowych modeli kinetycznych zlozonych reakcji
chemicznych. Nalezy rozwigza¢ model kinetyczny wytwarzania kwasu cytry-
nowego przez A. Niger sformulowany w pracy Krzystek, 2002, pozwalajacego
przewidywac przebiegi czasowe stezen poszczegdlnych reagentdéw w danych
warunkach operacyjnych wg schematu reakcji pokazanego na Rys. 7.24. Model
obejmuje procesy zachodzace podczas wzrostu A. Niger, procesy zachodzace
podczas produkcji kwasu cytrynowego oraz uwzglednia tworzenie wyzszych
alkoholi.

Sktada si¢ on z 16 rownan bilansowych typu ODE. Warunki poczatkowe dla
tego ukladu rownan zawiera Tabela 7.3.
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Frulﬁtoza Glul«lloza Medium
! 1
FRU GLU
13
GLU-6P (PPP) » Eryirytol
4
FRU-6-P — M1P — Mannitol —» Mannitol
i 14
FRU-1,6-BP 1
GAP + » DHAP » Glicerol
13 %PG Cytoplazma
s 3
PG

PEP

Mitochondrium

Cyttynian € Cytrynian

Rys. 7.24. Uproszczony schemat metaboliczny biosyntezy kwasu cytrynowego
przez Aspergillus Niger (wg Krzystek, 2010)

Tablica 7.3. Warunki poczatkowe

Stezenie poczatkowe

Metabolit [mmol]
S — substrat 584
GLU - glukoza 0.2
GLUG6P — glukozo-6-fosforan 0.2
FRUG6P — fruktozo-6-fosforan 0.07
PEP — fosfoenolopirogronian 0.5
PYR - pirogronian 0.5
AcCoA — acetylo-koenzym A 0.005
CIT — cytrynian 0.00127
OXAL — szczawiooctan 0.00029
CO2 — dwutlenek wegla 0.016
AMON - wewnatrzkomorkowa pula jonéw amonowych 0.0001
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CoA — koenzym A 0.0001

X - biomasa 1
amon — zewnatrzkomoérkowa pula jondw amonowych 32
POL — Alkohole wyzsze 0.0001
Ste¢zenia przyjete za state
NAD 0.12
NADH2/NADPH2 0.035
ATP 0.5
ADP 0.075

Roéwnania bilansowe modelu:
— zmiana ilosci substratu:

d(S)
— =T X
— zmiana iloéci jonow amonowych:
d(amon
Q = _I/ZIWIO}’IX
dt

— zmiana ilosci glukozy:

d(GL
% = Fos ~Tower —0-16315, —0.017r,, — uGLU
T
— zmiana ilosci glukozo-6-fosforanu
d(GLUGP)

. = 0'82(FGLU6P - rFRU6P)_ HGLUGP

— zmiana ilosci fruktozo-6-fosforanu:

d(FRUGP)
T 4 = 0'82(rFRU6P - rPEP)_ HFRUGP
— zmiana ilosci fosfoenolopirogronianu:
d(PEP)
T g = 1'64(rPEP - rPYR)_luPEP

— zmiana ilosci pirogronianu:
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d(PYR)

7 =1.64r,,, —0.82r,,.,,—0.82r,,,, — uPYR (7.44)
T
— zmiana ilosci koenzymu A:
A
dCoN _ o820, ~r,.. )~ uCod (7.45)
dv
— zmiana ilosci acetylo-koenzymu A:
A
d(;ﬂ = 0.82(r,. 0, — 1oy )~ pAcCoA (7.46)
T
— zmiana ilosci szczawiooctanu:
d(OXAL
(T) = 0.82(ryyy — Ty ) — HOXAL
J(OXAL) (7.47)
e 0.82(r,yy —Fryp) — HOXAL
dr
— zmiana ilosci wewnatrzkomorkowej puli jondéw amonowych:
AM
dAMON) _ . o — HAMON (748
dt
— zmiana ilosci biomasy:
X
d(X) =—uX (7.49)
dr
— zmiana ilosci dwutlenku wegla:
2
d(SzO )_ (0.82r,,,, —0.82r,,,, +0.1637,, +0.043r,,, ) X (7.50)
T
— zmiana ilosci cytrynianu:
d(sl D_ 0.827,, X (7.51)
T

— zmiana ilosci alkoholi wyzszych:
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d(POL)

=0.016r,,, X (7.52)
dr

— suma szybkos$ci tworzenia wszystkich sktadnikow biomasy:
U=Tg 1 TV oy +0.82150 —0.827, s —0.1637,,, —0.017r,,,  (7.53)

Szybkosci r poszczegodlnych reakcji sa obliczane wg wzordéw, ktorych tu nie
przytaczamy. Sg one zawarte w pliku bilans.m.

r7P7 3.m

%Kinetyka uktadu reakcji biochemicznych
clear all; close all; clc

t0=0; %poczatek czasu
tk=80*3600; %koniec czasu

%warunki poczgtkowe
XP=[584;32;0.2;0.2;0.07;0.5;0.5;0.0001;0.005;0.00029;0.0001;1;0.
016;0.00127;0.0001];

%rozwigzanie modelu
[t,X]=0de23tb(@bilans,[t0 tk],XP);
figure(1)

plot(t/3600,X(:,2), 'LineWidth',2)
title('Stezenie jondéw amonowych (zewnatrzkomérkowych)"')
xlabel('czas [h]")

ylabel('stezenie [mmol/1]")

grid on

figure(2)

plot(t/3600,X(:,14)*10, 'LineWidth',2)
title('Stezenie kwasu cytrynowego')
xlabel('czas [h]")

ylabel('stezenie [mmol/1]")

grid on

figure(3)

plot(t/3600,X(:,15)*10, 'LineWidth',2)
title('Stezenie wyzszych alkoholi')
xlabel('czas [h]")

ylabel('Stezenie [mmol/1]")

grid on

figure(4)

plot(t/3600,X(:,10),  'LineWidth',2)
title('Stezenie szczawiooctanu')
xlabel('czas [h]")
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ylabel('Stezenie [mmol/1]")
grid on

bilans.m to funkcja, w ktorej zdefiniowano w/w ukfad 15 réwnan rozniczkowych.

—7bilans.m

function y=bilans(~,X)

kaGLU11=0.0000437; %stata szybkosci transportu glukozy wzgledem
substratu [mmol/min*mg]

KS11=0.26; %stata nasycenia wzgledem substratu [mmol]
ICIT11=3.5; %stata inhibicji wzgledem cytrynianu [mmol]
kaGLU21=0.00012102; Z%stata szybkosci transportu glukozy wzgledem
substratu [mmol/min*mg]

KS21=3.67; %stata nasycenia wzgledem substratu [mmol]
ICIT21=5.5; %stata inhibicji wzgledem cytrynianu [mmol]
kaNH42=0.000315; %stata szybkosci transportu jondw amonowych
[mmol/min*mg]

KNH42=160; %stata inhibicji [mmol]

kaGLU6P3=0.000016; %stata szybkosSci heksokinazy [mmol/min*mg]
KGLU3=0.27; %stata nasycenia heksokinazy wzgledem
glukozy [mmol]

KATP3=0.15; %stata nasycenia heksokinazy wgledem ATP
[mmol]

kaFRU6P4=0.0153; %stata szybkosci izomerazy fosfoglukozy
[mmol/min*mg]

KGLU6P4=420; %stata nasycenia izomerazy fosfoglukozy
wzgledem glukozo-6-fosforanu [mmol]

KFRU6P4=103; %stata nasycenia izomerazy fosfoglukozy
wzgledem fruktozo-6-fosforanu [mmol]

kaPEP5=0.000075; %stata szybkosci fosfofruktokinazy 1
[mmol/min*mg]

KFRU6P5=0.25; %stata nasycenia fosfofruktokinazy 1
wzgledem fruktozo-6-fosforanu [mmol]

KATP5=0.03; %stata nasycenia fosfofruktokinazy 1
wzgledem ATP

IPEP5=0.2; %stata inhibicji fosfofruktokinazy 1
wzgledem fosfoenolopirogronianu [mmol]

kaPYR6=0.00015; %stata szybkosci kinazy pirogronianowej
[mmol/min*mg]

KPEP6=0.1; %stata nasycenia kinazy pirogronianowej
wzgledem fosfoenolopirogronianu [mmol]

KADP6=0.07; %stata nasycenia kinazy pirogronianowej

wzgledem ADP [mmol]
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KAAMON6=80;

%stata KA - wewngtrzkomérkowej puli jondw

amonowych

KBAMON6=0.01; %stata KB - wewngtrzkomérkowej puli jondw
amonowych

kaOXAL7=0.000015; %stata szybkosci karboksylazy
pirogronianowej [mmol/min*mg]

KPYR7=0.28; %stata nasycenia karboksylazy
pirogronianowej wzgledem pirogronianu [mmol]

KATP7=0.21; %stata nasycenia karboksylazy
pirogronianowej wzgledem ATP [mmol]

KC027=1.33; %stata nasycenia karboksylazy
pirogronianowej wzgledem CO2 [mmol]

kaCOA8=0.00037; %stata szybkosci dehydrogenazy
pirogronianowej [mmol/min*mg]

KPYR8=0.16; %stata nasycenia dehydrogenazy
pirogronianowej wzgledem pirogronianu [mmol]

KCOA8=0.0011,; %stata nasycenia dehydrogenazy
pirogronianowej wzgledem koenzymu A [mmol]

KNAD8=0.077; %stata nasycenia dehydrogenazy
pirogronianowej wzgledem NAD [mmol]

INADH28=0.009; %stata inhibicji  dehydrogenazy
pirogronianowej wzgledem NADH2 [mmol]

kaCIT9=0.0042; %stata szybkosSci syntazy cytrynianowej
[mmol/min*mg]

KOXAL9=0.005; %stata nasycenia syntazy cytrynianowej
wzgledem szczawiooctanu [mmol]

KCOA9=0.01; %stata nasycenia syntazy cytrynianowej
wzgledem acetylokoenzymu A [mmol]

ICOA9=0.015; %stata inhibicji syntazy cytrynianowej
wzgledem koenzymu A [mmol]

kaTOT10=3.44e-6; %stata szybkosci catkowitego spalania
glukozy [mmol/min*mg]

KGLU10=12; %stata nasycenia catkowitego spalania
glukozy wzgledem glukozy [mmol]

kaPOL11=5.15e-6; %stata szybkosci syntezy alkoholi wyzszych
[mmol/min*mg]

KGLU6P11=0.037; %stata nasycenia syntezy alkoholi wyzszych
wzgledem glukozo-6-fosforanu [mmol]

KATP11=0.15; %stata nasycenia syntezy alkoholi wyzszych

wzgledem ATP [mmol]

%----szybkos¢ transportu glukozy
rGLUL1A=kaGLU11*(X(1)/(X(1)+KS11));
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%----szybkos¢ transportu glukozy
rGLUL=(kaGLU11*(X(1)/(X(1)+KS11))*(ICIT11/(ICIT11+X(14))))+(kaGL
U21%(X(1)/(X(1)+KS21))*(ICIT21/(ICIT21+X(14))));

%----szybkos¢ transportu jondéw amonowych

PNH42=kaNH42* ((X(2)/(X(2)+KNH42))"2);

%----szybkos¢ syntezy glukozo-6-fosforanu

rGLU6P3=kaGLUGP3* ((X(3)/(X(3)+KGLU3))*(0.5/(0.5+KATP3)));
%----szybkos¢ izomeryzacji glukozo-6-fosforanu
rFRU6P4=kaFRU6P4* ( (X(4)-

(X(5)/0.4))/ (KGLU6P4* (1+(X(5)/KFRU6P4))+X(4)));

%----szybkos¢ syntezy fosfoenolopirogronianu

PPEPS5=kaPEP5* (((X(5))74)/(((X(5))"*4)+KFRU6P5))*(0.5/(0.5+KATP5))
*(IPEP5/(X(6)+IPEP5));

%----szybkos¢ syntezy pirogronianu

rPYR6=kaPYR6* (X(6)/(X(6)+KPEP6))*(0.075/(0.075+KADP6))* ((X(11)+K
AAMON6) / (X(11)+KBAMON6) ) ;

%----szybkosc¢ anaplerotycznego wigzania Cco2 i synteza
szczawiooctanu
rOXAL7=kaOXAL7*(X(7)/(X(7)+KPYR7))*(X(13)/(X(13)+KC027))*(0.5/(0
.5+KATP7));

%----szybkos¢ syntezy acetylokoenzymu A

rCOA8=kaCOA8* (X(7)/(X(7)+KPYR8))*(X(8)/(X(8)+KCOA8))*(0.075/(0.0
75+(KNAD8*(1+(0.035/INADH28)))));

%----szybkos¢ syntezy cytrynianu
rCIT9=(kaCIT9*(X(10)/(X(10)+KOXAL9))*(X(9)/(X(9)+KCOA9))*(ICOA9/
(X(8)+IC0OA9)));

%----szybkos¢ catkowitego spalenia glukozy
rTOT10=kaTOT10*(X(3)/(X(3)+KGLU10));

%----szybkos¢ syntezy alkoholi wyzszych
rPOL11=kaPOL11*(X(4)/(X(4)+KGLU6P11))*(0.5/(0.5+KATP11));
%----szybkos¢ syntezy alkoholi wyzszych
ni=rGLU1A+rPYR6+0.82*rPEP5-0.82*rCOA8-0.82*rCIT9-0.163*rTOT10-
0.017*rPOL11,;

%Ponizszy uktad rownan przedstawia bilanse masy:

y=[-rGLU1A*X(12)
-rNH42*X(12)
rGLU1A-0.82*rGLU6P3-0.163*rT0T10-0.017*rPOL11-ni*X(3)
0.82*(rGLU6P3-rFRU6P4)-ni*X(4)
0.82*(rFRU6P4-rPEP5)-ni*X(5)
1.64*(rPEP5-rPYR6)-ni*X(6)
1.64*rPYR6-0.82*rCOA8-0.82*rOXAL7-ni*X(7)
0.82*(-rCOA8+rCIT9)-ni*X(8)
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0.82*(rCOA8-rCIT9)-ni*X(9)

0.82*(rOXAL7-rCIT9)-ni*X(10)

PPYR6-ni*X(11)

ni*x(12)
(0.82*rCOA8-0.82*rOXAL7+0.163*rTOT10+0.043*rPOL11)*X(12)
0.82*rCIT9*X(12)

0.016*rPOL11*X(12)];

Stezenie jonéw amonowych (zewnatrzkomérkowych) - Stezenie kwasu cytrynowego
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Rys. 7.25. Wykres: a) zmian st¢zenia joné6w amonowych w czasie:
b) zmian stezenia kwasu cytrynowego czasie, ¢) zmian st¢zenia wyzszych alkoholi czasie,
d) zmian stezenia szczawiooctanu w czasie
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PROJEKT 7.4
Temat: Nieustalona dyfuzja wielosktadnikowa
Toolbox: -

Zadanie sformulowali Wessenlingh i Krishna, 2006. Projekt opisuje przypadek
nieustalonej dyfuzji wielosktadnikowej w uktadzie dwu zamknigtych zbiornikow
potaczonych kapilarg. Oba zbiorniki majg t¢ sama objetos¢ V, kapilara ma dhu-
gos¢ L 1 pole przekroju S. Sktadniki ukladu to wodor (1), dwutlenek wegla (2)
iazot (3). Poczatkowo w zbiorniku A znajdowaly si¢ tylko skfadniki 1 i 3,
a w zbiorniku B sktadniki 2 1 3 w rownych ilosciach molowych. Nalezy wyzna-
czy¢ przebieg zmian st¢zenia w obu zbiornikach w czasie oraz przebieg zmian
szybko$ci molowej dyfuzji sktadnika 3 w czasie.

Uktadajac bilanse masy dla zbiornika A, mamy

d S
d c)z’Cer B _Z[Du (xlA - x1,3)+ DI,Z(XZA ~Xap )]

d ! (7.54)
d ZA B _Z[DZ,I(XIA - x1,3)+ D,, (sz ~Xop )]’

gdzie D to macierz dyfuzyjnosci wielosktadnikowych Ficka obliczana na pod-
stawie wzoru 3.4. Aktualng warto§¢ ulamka molowego x,4 obliczymy
z zaleznosci

X, =l-x,-x,,. (7.55)

Poniewaz uklad jest zamknigty, to akumulacje w zbiorniku B sg rowne tym
okreslonym rownaniami 7.32, ale z przeciwnym znakiem.

r7P7 4.m

%PROJEKT 7.8

%Nieustalona dyfuzja tréjsktadnikowa miedzy dwoma zbiornikami
%Ilustracja zjawiska odwroéconej dyfuzji

clear all; close all; clc;

global DSM a C L

format short

%sktadniki 1=H2 2=C02 3=N2

xA@=[0.5 @ 0.5]; %poczgtkowe utamki molowe w zb. A
xB0=[0 0.5 0.5]; %poczgtkowe utamki molowe w zb. B
M= [2 44 28]; %masy molowe sktadnikoéw, kg/kmol

v= [4.62 28.12 9.08]; %objetosci dyfuzyjne we wzorze Fullera
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d=0.005; %srednica kapilary, m

L=0.1; %dtugosc¢ kapilary, m

V=1le-3; %objetosc¢ kazdego zbiornika, m3
T=25; %temperatura procesu, C
T0=273.15;

R=8.314;

Po=101.325; %cisnienie procesu, kPa

a=pi*d.”2./4./V./L;

%obliczenie dyfuzyjnosci binarnych SM ze wzoru Fullera

D=eye(3);
for i=1:3
for j=1:3
if i==j
D(i,j)=@;
else
Msr=sqrt(2*(1./M(i)+1./M(j))."-1);
v23=(v(i).”0.33333+v(j)."0.33333).72;
D(i,j)=(T+T0).~1.75./(PO*Msr*v23);
end
end
end
DSM=D*1.43e-5; %dyfuzyjnos¢ SM, m2/s

% rozwigzanie roéwnan bilansowych
x0=[xA0(1) xA@(2) xBo(1) xBo(2)];
[t,x]=0de23(@uk_row,[0 3e5],x0);
t=t/3600;

XA=x(:,1:2);

XA=[xA(:,:) 1-xA(:,1)-xA(:,2)];
xB=x(:,3:4);

xB=[xB(:,:) 1-xB(:,1)-xB(:,2)];
%Wykresy

figure(1)

plot(t,xA)

grid on

legend('x1', 'x2"',"'x3",1)

xlabel('Czas [h]'); ylabel('Utamek molowy [-]');
title('ZMIANY STEZENIA W ZBIORNIKU A')
figure(2)

plot(t,xB)

grid on

legend('x1','x2',"'x3",1)
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xlabel('Czas [h]'); ylabel('Utamek molowy [-]');
title('ZMIANY STEZENIA W ZBIORNIKU B')
%0bliczenie szybkosci molowej dyfuzji
C=PO./(R*¥(T+T0));

N3=rate3(xA,xB);

figure(3)

plot(t,N3);

hold on

plot(t,N3*0, 'r-') %linia zero
grid on

xlabel('Czas [h]');
ylabel('Szybkos$¢ dyfuzji sktadnika 3 [kmol/(m2 s)]');

Uktad rownan jest w pliku uk_row.m

r~uk _row.m

function y=uk _row(t,z)

global a

xA=[z(1) z(2) 1-z(1)-z(2)];

xB=[z(3) z(4) 1-z(3)-z(4)];

%dyfuzyjnos¢ obliczymy dla Srednich stezen na drodze dyfuzji
Xx=0.5*(xA+xB) ;

D=DF(x);

A(1)=-(D(1,1)*(z(1)-2(3))+D(1,2)*(z2(2)-2(4)))*a;
A(2)=-(D(2,1)*(z(1)-2(3))+D(2,2)*(z(2)-2(4)))*a;
A(3)=-A(1);

A(4)=-A(2);

y=A";

Dyfuzyjno$¢ wielosktadnikowa Ficka obliczono w pliku DF.m

~7DF.m

function y=DF(x)

%macierz wielosktadnikowych dyfuzyjnosci Ficka
global DSM

B=eye(2);
B(1,1)=x(1)./DSM(1,3)+x(2)./DSM(1,2)+x(3)./DSM(1,3);
B(1,2)=-x(21)*(1./DSM(1,2)-1./DSM(1,3));
B(2,1)=-x(2)*(1./DSM(2,1)-1./DSM(2,3));
B(2,2)=x(1)./DSM(2,1)+x(2)./DSM(2,3)+x(3)./DSM(2,3);
y=B"-1;
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Szybkos¢ molowa dyfuzji obliczana jest w pliku rate3.m

—~7rate3.m

function y=rate3(xA,xB)

%funkcja oblicza szybkosci molowe dyfuzji

global C L

xm=(XxA+xB)./2;

n=length(xm);

for i=1:n

D=DF(xm(i,:));
N1=(D(1,1)*(xA(i,1)-xB(i,1))+D(1,2)*(xA(i,2)-xB(i,2)))*C./L;
N2=(D(2,1)*(xA(i,1)-xB(i,1))+D(2,2)*(xA(i,2)-xB(i,2)))*C./L;
N3(i)=-N1-N2;

end

y=N3;

Wyniki 7.4

ZMIANY STEZENIA W ZBIORNIKU A
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x1

x2
0.6 H

x3

o
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o
w

Utamek molowy [-]
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0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Czas [h]

Rys. 7.26. Zmiany utamkow molowych sktadnikéw w zbiorniku A
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ZMIANY STEZENIA W ZBIORNIKU B
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Rys. 7.27. Zmiany utamkow molowych sktadnikéw w zbiorniku B

x10°

Szybkos¢ dyfuzji sktadnika 3 [kmol/(m2 s)]
(22} B
T

10 20 30 40 50 60 70 80 90
Czas [h]

Rys. 7.28. Zmiany szybko$ci molowej dyfuzji sktadnika 3

Jak wida¢ na Rys. 7.28, szybko$¢ dyfuzji sktadnika 3 poczatkowo dyfunduje
ze zbiornika B do A (ujemna szybko$¢ dyfuzji) mimo tego, ze jego ulamki mo-
lowe w obu zbiornikach sg takie same. Do ok. 13 godziny sktadnik 3 dyfunduje
przeciwko swojemu gradientowi stezenia. Pozniej jednak zmienia kierunek dy-
fuzji i dyfunduje z A do B, zgodnie ze swoim gradientem stgzenia.
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7.3.2.2. Procesy ustalone

W réwnaniach opisujacych procesy ustalone brak akumulacji, a pochodne
powstaja w wyniku bilansowania rézniczkowego elementu objgtosci.

PROJEKT 7.5
Temat: Model suszarki pneumatycznej na par¢ przegrzang
Toolbox: -

W suszarce pneumatycznej suszona jest biomasa w formie rozdrobnionego
drewna wierzby energetycznej w strumieniu pary przegrzanej. Nalezy sformu-
lowac i rozwigza¢ model procesu umozliwiajacy obliczenie rozktadow predkosci
obu faz, ich temperatur i zawartosci wilgoci fazy statej wzdtuz dtugos$ci suszarki.
Przykladowe dane sg zawarte w programie.

Do ulozenia bilansow masy i ciepta nalezy wzig¢ element rézniczkowy objetosci
suszarki w formie odcinka o wysokosci dz i przekroju poprzecznym S. O$ wy-
sokosci z jest skierowana ku gorze (Rys. 7.29).

X+dX ig+dig i +di,
4
W, W,+dW,  Wq
oo _o ° o 00 e _o
.'. .... :...
e © d o o \}. o d
Jo ® e z o © /e © z
B .. ] ° .. /‘.. ]
°o~e ® o0, 0% ©-0 %509,
Wi | X W, g W | i,
a) b)

Rys. 7.29. Schemat strumieni masy (a) i ciepta, (b) w suszarce pneumatyczne;j

Utozone bilanse maja postaci pokazane ponizej (Pakowski i in., 2002, Pakowski,
2012).

Bilans masy dla fazy stalej:

— =Wy, —. (7.56)
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Bilans masy dla fazy parowe;j:

dw,
dz

=w,,S. (7.57)

Bilans ciepta dla fazy stafej:
di, _ S a\l,=T,)=wnAh(T,)

7.58
dz W ¢y +c X (7.38)
Bilans ciepta dla fazy parowe;j:
dt, S a (T, =T, )= wp,|An(T,) +c,(T, - T, )|
—T =T . (7.59)
dz /8 c,
Bilans pedu dla czastki (indeks p oznacza czastke, m — fazg stala):
du, =§ 1 cD(ug—up)zgfz_m_éPp—Pg ' (7.60)
dz 4pu, d, u, p,
Zasada ciaglosci fazy parowe;:
cu I, | BM,, +w, —
du 1 £ dz | RT g2 b
— £ - (7.61)
2 PE UgPg (1 dpl’ di dup
a g)uded +ppd
u,p, z z
Szybkos$¢ suszenia oblicza si¢ z nastgpujacych rownan konstytutywnych:
— szybko$¢ suszenia w okresie nagrzewania/kondensacji i I okresie
T -T
o, —~—">gdyT <T
vy gay 1, < 1
Wy = 7.62
v\ en (7.62)
a >
% Ah g y g N

v
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— szybkos¢ suszenia w II okresie

x-x, Y
”bH:%n{___ﬁL]»@yX<Xm (7.63)
" ' Xcr_Xeq

Oznaczenia zmiennych w powyzszych rownaniach sg zawarte w pliku gtéwnym
programu.

r7P7 5.m

%PROJEKT 7.5

%Model suszarki pneumatycznej na pare przgrzana
clear all; close all; clc; memory;

global S Ws cs cAL Xcr Xeq n ts t@ mip R Mw g dp ff Pat lambp

% DANE RUCHOWE

Wm=2.0; % natezenie przepiywu mokrej biomasy [T/h]
b1=0.6; % wilgotnos¢ poczatkowa [%]

b2=0.085; % wilgotnos¢ korncowa [%]

tmo=15; % poczgtkowa temperatura materiatu [C]
X1=btoX(bl); % wilgotnos¢ poczatkowa [kg/kg]
X2=btoX(b2); % wilgotnos¢ koncowa [kg/kg]

Ws=Wm* (1000/3600)*(1/(1+X1));

% przeptyw suszonego materiatu [kg/s]
WA1=2.5; % natezenie przepiywu pary [kg/s]
tg0=500; % poczgtkowa temperatura pary [C]
% WARTOSCI ODCZYTANE Z KRZYWEJ ROWNOWAGI
Xcr=0.4; % wilgotnos¢ krytyczna [kg/kg]
Xeq=0.081; % wilgotnos¢ réwnowagowa [kg/kg]
% GEOMETRIA SUSZARKI
D=0.6; % Srednica suszarki [m]
L=40; % dtugos¢ rury [m]
S=(pi*D"2)/4; % przekréj poprzeczny rury [m~2]

% WIASNOSCI FIZ-CHEM

CcAL=4.190; % ciepto wtasciwe wody [kJI/kg*K]

cs=1.47; % ciepto wtasciwe ciala statego [kJ/kg*K]
ts=100; % temperatura wrzenia wody [C]

g=9.81; % przyspieszenie ziemskie [m2/s]
t0=273.15; % temperatura @ C w skali Kelvina
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n=0.8; % wspotczynnik CDC

lambp=0.0325*107(-3);
Pat=101.325;

przewodnos¢ cieplna pary [kW/m*K]
cisnienie atmosferyczne [kPa]

mip=18*(10"(-6)); % lepkosc¢ pary
R=8.314; % stala gazowa
Mw=18.01; % masa molowa wody
%
%

% GEOMETRIA CZASTKI

x1=0.002; % wymiar x czastki [m]
X2=0.004; % wymiar y czastki [m]
X3=0.001; % wymiar z czastki [m]
dp=((6*x1*x2*x3)/pi)~0.33333; % rownowazna Srednica kuli [m]

ff=(pi*dp”2)/(2* (x1*x2+x1*x3+x2*x3)); % sferycznos$c¢ [-]

% WLOTOWA PREDKOSC PARY I CZASTKI
up1=WA1/(S*rop(tge)); % predkos¢ pary [m/s]
uml=100* (Ws/(S*rocz(X1))) ; % predkos¢ materiatu [m/s]

% WARUNEK POCZATKOWY
x=[tmo; tgd; WA1l; X1; uml; upl;];

% ZAKRES
20=0;
zk=L;

% WYWOLANIE SOLVERA
[zz,xx]=0de23s('uk_row',[z0 zk],Xx);

ZWYKRESY

figure(1);
plot(zz,xx(:,1),'b"',zz,xx(:,2), " 'r--"', " "LineWidth',2)
title( 'Wykres zmian temperatury czgstki i pary');
xlabel('dtugos¢ suszarki [m]");

ylabel('temperatura [C]');

legend('temp. czagstki',' temperatura pary',4)

grid on;

figure(2)

plot(zz,xx(:,4),'g", 'LineWidth',2)
title('Wykres zmian wilgotnos$ci materiatu');
xlabel('dtugos¢ suszarki [m]");
ylabel('wilgotnos¢ [kg/kg]');

grid on;
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figure(3);

plot(zz,xx(:,3), 'm', 'LineWidth',2)
title('Wykres zmian natezenia przepiywu pary');
xlabel('dtugos¢ suszarki [m]");

ylabel( 'natezenie przeptywu pary [kg/s]');

grid on

figure(4);

plot(zz,xx(:,5),'b"',zz,xx(:,6), 'r--"',"LineWidth',2)
title( 'Wykres zmian predkosci czagstki i pary');
xlabel('dtugos¢ suszarki [m]');

ylabel('predkos¢ [m/s]');

legend('predkos¢ materiatu', 'predkos¢ pary',4)

grid on;

[W,K]=size(zz);
[M,N]=size(xx);

disp('----------"-"""-"---- e )
disp('Temperatura materiatu na koncu suszarki [C1Y),
disp(xx(M,1))

disp('Temperatura pary na poczatku suszarki [C]"'), disp(tg®)
disp('Temperatura pary na koncu suszarki [C]'), disp(xx(M,2))
disp('Przyrost masy pary [kg/s]'), disp(xx(M,3)-WA1)
disp('Predkos¢ przepiywu pary na koncu suszarki [m/s]'),
disp(xx(M,6))

disp('Predkosc¢ czgstki na koncu suszarki [m/s]'), disp(xx(M,5))

if (X2 < xx(M,4));
disp('!!!!l -- Suszarka o danych parametrach nie speinia wy-

disp('Wilgotno$¢ jaka osiaga materiatr suszony [kg/kg]l'),
disp(xx(M,4))

disp('Wilgotnos$¢ wymagana materiatu wysuszonego [kg/kg]l'),
disp(X2)
else (X2 >= xx(M,4));

disp('OK")

disp('Wilgotno$¢ jaka osigga materiatr suszony [kg/kg]l'),
disp(xx(M,4))

disp('Wilgotno$¢ wymagana materiatu wysuszonego [kg/kgl'),
disp(X2)
end
disp('Dtugos¢ suszarki [m]"), disp(L)
disp('=------ s oo ")
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uk_row.m jest plikiem, w ktorym zdefiniowano uktad réwnan rézniczkowych

r~uk _row.m
function y=uk _row(z,x)

global S Ws cs cAL Xcr Xeq n ts dp g Pat Mw R te
tm=x(1); tg=x(2); WA=x(3); X=x(4); um=x(5); ug=x(6);

alfv=alfaV(x);

epsi=epsilon(X,um);

gg=alfv*(tg-tm);

wDr=wD(x); cAg=cAp(tg); cAm=cAp(tm);
ropa=ro_p(tg); rom=rocz(X);

M1=S/Ws/ (cs+cAL*X)*(qq-wDr*((cAm-cAL)*tm+HV(0)));

M2=-S/(WA* cAg)*(qq-wDr*(cAm*tm-cAg*tg));

M3=wDr*S;

M4=-wDr*S/Ws;
M5=(3/(4*rom*um))*cDD(tg,um,ug)*ropa*(((ug-um)~2)/dp)*(epsi”(-
2.67))-(g/um)*(rom-ropa)/rom;
MM=ug*ropa/um/rom*(1-epsi)*(um*drodx(x)*M4+rom*M5) ;

M6=1/(ropa*epsi)*(epsi*ug*M2*(Pat*Mw/R/ (tg+t0)~2)+wDr-MM);
y=[M1; M2; M3; M4; M5; M6;];
wD.m jest plikiem, w ktérym zdefiniowano szybko$¢ suszenia materiatu

~—wD.m

function y3=wD(x)

global ts

%wD

if (x(1) < ts);
y3 = -wD2(x);

else y3 = wD2(x);

end

Jesli aktualna zawarto$¢ wilgoci jest wigksza niz X, oblicza si¢ jg dla pierwsze-
go okresu suszenia jako (plik wD1.m)
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r—7wDl.m
function yl=wD1(x)
global ts
%wD1
tg=x(2); tm=x(1);
if (tg > ts);
if (tm < ts) ;
yl = alfaV(x)*((ts-tm)/HV(tm)) ;
else
yl = alfav(x)*((tg-ts)/HvV(tm)) ;
end
else yl1=0;
end

lub szybkos$¢ suszenia dla drugiego okresu suszenia ( plik wD2.m)

r—wD2.m

function y2=wD2(x)

global Xcr Xeqg n

X=x(4);

if (x(4) > Xcr);
y2 = wD1(x);

else
y2=wD1(x)*(((X-Xeq)/(Xcr-Xeq))"n);

end

Pozostate funkcje z wlasno$ciami materialu i pary, oraz z obliczeniem wspot-
czynnikow wnikania ciepta, znajduja si¢ w tym samym katalogu.

Wyniki 7.5
Temperatura materiatu na koncu suszarki [C]
276.0034
Temperatura pary na poczatku suszarki [C]
500
Temperatura pary na koAcu suszarki [C]
290.4390
Przyrost masy pary [kg/s]
0.3150
Predkos¢ przepiywu pary na koncu suszarki [m/s]
25.0080
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Predkos¢ czastki na koncu suszarki [m/s]
16.9089

OK
Wilgotnos¢ jaka osiaga materiat suszony [kg/kg]
0.0824

Wilgotnos¢ wymagana materiatu wysuszonego [kg/kg]
0.0929

Dtugos¢ suszarki [m]

Wykres zmian wilgotnosci materiatu Wykres zmian temperatury czastki i pary
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Rys. 7.30. Wyniki symulacji suszarki pneumatycznej — przebiegi podstawowych parame-
tréw w funkcji dtugosci aparatu [m]: a) wilgotnos¢ czastek [kg/kg], b) temperatura [°C]
zrgbkow (linia ciagla) i gazow (linia przerywana), ¢) natezenie przeptywu pary (kg/s),

d) predkos¢ liniowa (m/s) fazy statej (linia ciagla) i parowej (linia przerywana)

303



PROJEKT 7.6
Temat: Reakcja drugiego rzedu w kulistym ziarnie katalizatora
Toolbox: -

Reagent dyfunduje od powierzchni kuli do jej wnetrza, po drodze ulegajac reak-
cji chemicznej drugiego rzedu (Walas, 1991, s. 310). W stanie ustalonym proces
ten jest opisany rownaniem

d’c 2 dc )
D@ﬂ'( drzA_ + 7 d: j —ke,” =0, (7.64)

gdzie Doy dyfuzyjnosé efektywna [m’/s], k — stala szybkosci reakcji chemicznej
[m*/(kmol s)]. Warunki brzegowe sa nastepujace:

de,

dla »=0 = ]
: =t T (7.65)

dla =R c, =c,

Warto$¢ cag nie jest znana, lecz bedzie niezbgdna do rozpoczgcia catkowania.
Rownanie w postaci bezwymiarowej przyjmuje forme

2
dy+£ﬂ=q)zyz’

7.66
dp*  pdp (760
gdzie
y="4 p=" oraz ®=R [kt (7.67)
C s R D,
A warunki brzegowe przyjmuja postac:
dy
dla p=0 y=y,i —=0
“Cdp . (7.68)
dla p=1 y=1

W centrum kuli, gdy p = 0, pojawia si¢ problem dzielenia przez zero w drugim
czlonie réwnania 7.47. Stosujac regule de ’Hospitala (granica tego wyrazenia
jest granica ilorazu pochodnej licznika i mianownika) wyraz ten mozna za-
mieni¢ na
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2dy _,dy

. 7.69
pdp — dp’ (769
Rownanie 7.47 w centrum kuli przyjmie wigc postac
d’y 2.2
3 =07y, 7.70
e y (7.70)

Rownania 7.65 1 7.69 sprowadzimy do uktadu réwnan I rzedu przez podstawie-
nie nowej zmiennej za pierwsza pochodna. I tak np. rownanie 7.69 przyjmuje
postac

2
P (7.71)

% _ lq)zyz.

dp 3

Rozwiazywanie rownan rzedu drugiego czesto prowadzi do dwupunktowego
zagadnienia brzegowego (zob. rozdz. 7.4). Tak jest i tutaj. Okreslone $cisle ma-
my tylko warunek na pochodna w centrum kuli i na st¢zenie na powierzchni
kuli. Poniewaz do rozwigzania sg niezb¢dne dwa warunki na jednym z koncow
przedziatu dlatego chcac rozpoczaé catkowanie od p = 0, trzeba znac yao. Znaj-
dziemy je przez rozwigzanie rownania algebraicznego

y(,)-1=0, (1.72)

gdzie funkcja y(yo) bedzie stanowi¢ rozwigzanie rownania 7.47 na powierzchni
kuli, w ktérym y, bedzie brakujacym warunkiem brzegowym w centrum. Podej-
$cie takie jest analogiem klasycznej metody strzatow (ang. shooting method).

Po znalezieniu tej wartos$ci bedzie mozna scatkowaé rownania 7.70, aby uzyskac
ostatecznie profil stezenia w kuli.

r—7P7_6.m

function reakcja

% reakcja katalityczna w kuli
clear all; clc

global fi

fi=2;

% znalezienie y w centrum kuli
yc=fzero(@csurf,0.4);
disp('Brakujace y0:'); disp(yc);
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% profil stezenia

yo=[yc; @];

[ro,y]=0de23(@row, [0 1], y@);

% wizualizacja wynikow

figure(1)

plot(ro,y(:,1))

xlabel('ro [-]'); ylabel('y [-]1")

grid on

function y = csurf(yi@) %-------------~~~-"----mmm -
% funkcja okresla warunek y=1 na powierzchni

x0=[yi@; @];

[t,x]=0de23(@row,[0 1],x0);

[n,~]=size(x); y=1-x(n,1);

function v = row(t,Xx) %-------------- e
% funkcja w ktorej zdefiniowany jest ukiad rdéwnan

global fi
if t<e.e1
v = [x(2); 2/3*fi”r2*x(1).72];
else
v = [x(2); fir2*x(1).722-2/t*x(2)];
end
Wyniki 7.6

Brakujace y0:
0.6388

0.95

0.9

0.85

0.75

0.7

0.65

0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08 0.9 1
ro[]

Rys. 7.31. Ustalony profil bezwymiarowego st¢zenia w kuli podczas drugorzedowe;j
reakcji katalitycznej
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7.3.3. Wywolywanie integratoréw z opcjami

Dotychczas pokazano jedynie najprostsze wywolanie integratora. W istocie pelne
wywotanie wszystkich integratoréw (z wyjatkiem odel 5i) ma postac:

[t, v, te, ye, ie]=nazwa_solvera(@fun,zakres_t,x0,opcje)

Wystepujace tu parametry maja nast¢pujace zaczenie:

t zmienna niezalezna
y wektor zmiennych zaleznych
te,ye,ie dodatkowe zmienne wyjsciowe do obshugi wydarzen (zob. 7.3.3)
@fun funkcja wektorowa prawych stron uktadu,
zakres_t zakres zmiennej niezaleznej [tpocz tkonc],
X0 wektor wartosci poczatkowych funkcji,
opcje zmienna zawierajaca opcje tworzona poleceniem odeset
opcje=odeset(‘opcjal’ ,wartosc,’opcja2’ ,wartosc2,....)
do opcji naleza
reltolbtad wzgledny

abstolblad bezwzgledny
outputfcnfunkcja wyjsciowa
eventsobstuga wydarzen
statsstatystyka procesu

i inne.

Przyklad wywotania integratora z opcjami ilustruje przyklad 7.11.

Przyktad 7.11. Catkowanie uktadu rownan sztywnych z opcjami

r—p7_11.m

%Przyktad 7.11 Catkowanie ODE z opcjami
function ODEopts

clear all; clc

tl=cputime;

% warunek poczagtkowy

x0=[0; 2];
opts=odeset('AbsTol',1le-5, 'stats', 'on', 'Jacobian',@Jac)
[t x]=0de23s(@row,[1 2],x0,0pts);
t2=cputime;

% wizualizacja wynikow
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plot(t,x)

xlabel('t'); ylabel('x")

disp(t2-t1);

% funkcja definiujgca pochodnag

function y = row(t,x)

y = [2.*%x(1)+999*x(2).”3
1.895*x(2).*x(1)-4.*x(1)];

%funkcja definiujgca Jakobian

function y = Jac(t,x)

y= [ 2. (3%999*x(2).~2)
(1.895*x(2)-4) (1.895*x(1))];

Uktad rownan zdefiniowany w funkcji row jest dos¢ sztywny. W opcjach zmie-
niono zmienng AbsTol (btad bezwzgledny) z domys$lnej wartosci le-3 na le-5
oraz polecono obliczanie Jakobianu z osobno napisanej funkcji Jac — inaczej
ode23s oblicza ja numerycznie. Pozwala to na przyspieszenie obliczen. Dodat-
kowo polecono wydrukowac statystyke obliczen i czas wykonania.

Rezultat 7.11

Program wydrukowat nastepujacy wykres:

1000

800 -
600 - 1

400 B

X %ﬂvﬂvﬂvﬂvﬂvﬂvﬂvﬂvﬂv |

-200 -

o

-400 - i

-600 I I I I I I I I I
1 .

Rys. 7.32. Obliczone rozwigzanie
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oraz nastgpujacg statystyke
opts =

AbsTol: 1.0000e-005
BDF: []
Events: []
InitialStep: []
Jacobian: @Jac
JConstant:
JPattern:
Mass:
MassConstant:
MassSingular:
MaxOrder:
MaxStep:
NonNegative:
NormControl:
OutputFcn:
OutputSel:
Refine:
RelTol:
Stats:
Vectorized:
MStateDependence:
MvPattern:
InitialSlope:
818 successful steps
115 failed attempts
2686 function evaluations
818 partial derivatives
933 LU decompositions
2799 solutions of linear systems

—
—_

el e W e W W W W W s W W W W W |
{ S S S ST R Y ST S S S S S S S ST ST STy

Lo W e W e Wy |

1.7784
Wydrukowany jako pierwszy wektor opts zawiera stan wszystkich opcji integra-
tora. Czas wykonania (s) jest podany na koncu. Dla poréwnania czas bez opcji

‘Jacobian’ wyniost 1.9344 s.

Inne przyktady wywotywania integratorow z opcjami ilustruja dwie kolejne
sekcje.

309



7.3.3.1. Rozwigzywanie zagadnienia poczqtkowego z obstugg wydarzen

Czgsto nie jest wczesniej znany przedziat zmiennej niezaleznej (zwykle czasu),
w ktorym catkujemy rownanie ODE, natomiast jest znany warunek, ktérego
spetnienie powinno spowodowaé przerwanie obliczen. Obliczenia przerywa si¢
gdy funkcja osiaga zadang warto$¢. Dzieje si¢ tak np. w czasie projektowania
aparatu, kiedy nalezy okresli¢ jego dlugos¢, ktora odczytamy gdy dany parametr
procesowy osiggnie oczekiwang wartosc.

MATLAB umozliwia przerwanie obliczen gdy dany warunek jest spelniony.
Stuzg do tego opcje wywolania integratora. Przydatna forma wywotania (na
przyktadzie ode45) ma postac

[x, y, xe, ye, ie] = ode45(@dydx,xr,y0,options)

gdzie xe 1 ye to warto$ci zmiennych w chwili wystapienia wydarzenia a ie to
wskaznik wystapienia wydarzenia w przedziale catkowania xr (1 jes$li wystapi-
to, 0 jesli nie wystapito)

Opcje ustawia si¢ wezesniej za pomocg funkcji odeset np.

options=odeset( ‘Events’,@events)

gdzie wywolanie funkcji events ma postac¢

[value, isterminal, dircn]=events(x,y)

i gdzie value to warto$¢ roznicy warto$ci funkcji y i oczekiwanej wartosci,
isterminal okresla czy proces ma by¢ przerwany (0 — nie, 1 — tak), dircn

warunek pomocniczy, ktory okresla znak pochodnej w tym punkcie (1 roénie, -1
maleje). Zastosowanie tej opcji w projektowaniu ilustruje Projekt 7.6.

PROJEKT 7.7
Temat: Wyznaczenie wysokosci kolumny absorpcyjnej przeciw-
pradowej
Toolbox: -

Zaprojektowa¢ wysokos¢ przeciwpradowej kolumny absorpcyjnej wypeknione;
do absorpcji CO, z powietrza w roztworze wodnym monoetanoloaminy. Bilanse
rozniczkowe masy CO, w kazdej z faz majg posta¢ (Pakowski, Glebowski, 2001,
s. 279)
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dY k.a
e r-r,w)

P (7.73)
ar _ Kby _y (x
dh WL ( eq( ))

Oznaczmy do6t kolumny numerem 1, a gor¢ kolumny 2.

Znane s3 stezenia wlotowe Y;=0.379 kg/kg i X,=0.007 kg/kg. Stezenie
w fazie gazowej musi zosta¢ obnizone do Y, = 0.015 kg/kg. Szybko$¢ masowa
przeptywu fazy gazowej wynosi wg = 0.6 kg/(m’s). Dobrano szybko$¢ masowa
zraszania jako wi, = 2.12'wg. Wyznaczy¢ wysoko$¢ kolumny, ktora zapewnia ten
stopien desorpcji z fazy gazowej. Rownowaga jest dana odpowiednim réwna-
niem. Pozostate dane sg zawarte w pliku gtéwnym projektu.

r7P7_7.m

%PROJEKT 7.7

%Wyznaczenie wysokosci kolumny absorpcyjnej przeciwpradowej
%Zadanie projektowe

function kol _abs

clear all; close all; clc

global kG a wG wL Y2;

kG=2e-3; %wspdtczynnik wnikania masy w fazie gazowej, kg/(m2 s)

a=260; %powierzchnia wtasciwa kontaktu faz, m2/m2
wG=0.6; %predkos¢ masowa fazy gazowej, kg/(m2 s)
wL=2.12*nG; %natezenie zraszania, kg/(m2 s)

% 1 - dot kolumny, 2 - goéra kolumny

Y1=0.379;%stezenie skt.A w fazie gazowej na dole kolumny, kg/kg
Y2=0.015;%wymagane stez. ski.A f fazie gazowej na wylocie, kg/kg
X2=0.007;%stezenie skt.A w fazie ciekiej na goérze kolumny, kg/kg

X1=wG/wL*(Y1-Y2)+X2;
%obliczone stezenie ski.A w fazie ciektej na dole, kg/kg

yo=[Y1; X1];

hh=[@ 10];

%okreslenie opcji przerwania
options=odeset('Events',@events);
%»wywotanie solvera
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[h, y, he, ye, ie]=o0de45(@dydh,hh,y0,options);

%wizualizacja wynikow

plot(h,y(:,1), 'b-', 'LineWidth',2);

hold on

plot(h,y(:,2), 'r--"', 'Linewidth',2);

xlabel('h, m"'); ylabel('Y, X, kg/kg');

napis=(['Znaleziona wysokos$¢ kolumny = ',num2str(he),’' m']);
text(2,0.3,napis);

figure(2)
plot(y(:,2),y(:,1),'b-");

hold on
plot(y(:,2),Yeq(y(:,2)), 'm--");
xlabel('X, kg/kg');

ylabel('Y, kg/kg');

function f=dydh(h,y)
%funkcja okreslajgca uktad roéwnan
global kG a wG wL
kGa=kG*a;
dY=y(1)-Yeq(y(2));
f=[ -kGa/wG*dY;
-kGa/wL*dY];

function [value,isterminal,dircn]=events(h,y)
%funkcja obstugujgca warunek przerwania obliczern jesli Y=Y2
%isterminal=1 oznacza przerwanie obliczen gdy value=0
global Y2

value=y(1)-Y2;

isterminal=1;

dircn=-1;

function y=Yeq(X)

%funkcja obliczajgca stezenie rdéwnowagowe
d=79.607;

c=-9.795;

b=0.852;

a=-1.6e-3;

y=a+b*X+c*X. "2+d*X."3;
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Rys. 7.34. Linia operacyjna i linia réwnowagi
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PROJEKT 7.8
Temat: Selektywno$¢ odparowywania kropli dwuskladnikowe;
Toolbox: -

Kropla dwusktadnikowa ztozona izopropanolu (1) i wody (2) odparowuje do
strumienia powietrza (3) o stalych parametrach. Jak zmienia si¢ sktad kropli
w zalezno$ci od czasu procesu i sktadu poczatkowego? Czy zawsze izopropanol
odparowuje preferencyjnie jako bardziej lotny? Odpowiedz na to pytanie nie jest
oczywista (Pakowski, 1994) — o szybko$ci odparowania danego sktadnika decy-
duje tu, w przeciwienstwie do destylacji, nie tylko lotno$¢ wzgledna, ale
i dyfuzyjnos¢ sktadnika w powietrzu. Izopropanol ma wigksza lotnos$¢, ale
mniejszg dyfuzyjno$¢ niz woda, nalezy si¢ wigc spodziewaé, ze w pewnych
warunkach bedzie odparowywac preferencyjnie izopropanol, a w innych woda.
Aby opisac¢ to zjawisko, nalezy utozy¢ odpowiednie réwnania bilansowe.

Bilans masy i-tego skladnika (i=1, 2)

dm,
m _ —j A, (7.74)
dr
Bilans ciepta:
Zm CL; —L=q- Z]lAh (7.75)
Bilans objetosci (przy zatozeniu, ze objetos¢ kropli oblicza si¢ addytywnie):
—Z Ji. (7.76)
i th

co daje wzor na pochodnag promienia kropli po czasie:

Jl
7.77
Z Pri ( )

W réwnaniach tych A — powierzchnia kropli [m?], m; — masa sktadnika i w kro-
pli [kg], ji — strumien masy skladnika i [kg/(m’s)], Ah; — entalpia przemiany
fazowej [kJ/kg], q — strumien ciepta namacalnego [kW/m’], ry — promien kropli
[m], py; — gestos¢ ciektego sktadnika i [kg/m’], v — objetosé kropli [m”].
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Strumienie ciepla i masy nalezy obliczy¢ wg odpowiednich réwnan konstytu-
tywnych (zob. plik rate.m).

Wykresy rozwigzania tych réwnan mozna pokaza¢ jako zalezno$ci od czasu
badz na plaszczyznie fazowej. Tutaj pokazano wyniki na plaszczyznie fazowe;:
stopien odparowania (stosunek aktualnej liczby moli do poczatkowej liczby moli
w kropli) od utamka molowego sktadnika 1.

Gloéwny plik projektu zawiera solver rownan ODE rozwiazujacy uktad réwnan
7.73-7.76 dla kolejnych dwudziestu sktadow poczatkowych kropli. Zawiera on
obstuge wydarzen polegajaca na przerywaniu obliczen, jesli aktualny promien
kropli bedzie mniejszy niz 0.3 promienia poczatkowego.

r—7P7 8.m

%PROJEKT 7.8 Selektywnosc¢ odparowania kropli dwusktadnikowej
%Program rysuje krzywe selektywnosci odparowania kropli
%dwusktadnikowej do strumienia inertu zawierajgcego pary
%obu sktadnikow

clear all; clc; close all;
global PO Tg ug y mol rko nmeo
% Dane proCeSOWe---------------- - — -
n=[1 2 3]; %numeracja sktadnikodw:
%1l-izopropanol, 2-woda, 3-powietrze

PO = 101.325; %cisnienie ogdlne, kPa

ug = 0.1; %predkos¢ gazu, m/s

Tg = 20.0; %temperatura gazu, C

rke=1e-3./2; %poczgtkowy promien kropli, m
T10=20; %poczgtkowa temperatura kropli, C

%wilgotnosci wzgledne, -

%fil=0.0; fi2=0.0; tmax=250; % 1 zestaw
%fil=0.0; fi2=0.1; tmax=250; % 2 zestaw
fil1l=0.5; fi2=0.5; tmax=500; % 3 zestaw

propdata;
y(1)=fil*prop('Ps',1,Tg)./PO;
y(2)=fi2*prop('Ps',2,Tg)./PO;
y(3)=1-y(1)-y(2);
%Wykresy selektywnosci----------------------~--~-~-~-~——-
figure(1)
hold on
for J=1:21
x(1)=0.085%(3-1);
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x(2)=1-x(1);
m=mass(x,rko,T10);
we=[T10 m(1) m(2) rke]l';
nmO=wo(2)./mol(1)+wo(3)/mol(2);
tspan=linspace(0,tmax,200);
options=odeset('Events',@events);
[t,w,te,we,ie]=0de23s(@eqs,tspan,wd,options);
nm=w(:,2)./mol(1)+w(:,3)./mol(2);
x1=w(:,2)./mol(1)./nm;
nr=nm./nme;
plot(x1i,nr);
axis([0.0 1.0 0.0 1.0])
grid on

end

Uktad rownan bilansowych zawarty jest w pliku eqs.m

—~7eqs.m

function y=eqs(~,w)

%0DE set

global mol Tg

Tl =w(1); %droplet temperature, C
mll=w(2); %mass of component 1, kg
ml2=w(3); %mass of component 2, kg
rk =w(4); %droplet radius, m

f1=mll./mol(1)+ml2./mol(2); %sum n
x1=ml1./mol(1)./f1;
x2=ml2./mol(2)./f1;
if x1<0
Xx1=0;
end
if x1>1
x1=1;
end
if x2<0
X2=0;
end
if x2>1
x2=1;
end

a=4*pi*rk*rk; %droplet surface area
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x=[x1 x2];

[code,q,j]=rate(x,T1l,rk);
if code

y=[0 0 0 0]";

return;
end
rol=prop('rl',1,T1); ro2=prop('rl',2,Tl);
cgl=prop('cg',1,Tg); cg2=prop('cg',2,Tg);
cgle=prop('cg',1,0); cg20=prop('cg',2,0);
cli=prop('cl',1,T1); cl2=prop('cl',2,T1);
clie=prop('cl',1,0); cl20=prop('cl',2,0);
hvie=prop('hv',1,0); hv2@=prop('hv',2,0);

hgl=hv10+Tg*(cgl+cgld)./2;

hl1=T1*(cl1+cl1@)./2;

hg2=hv20+Tg*(cg2+cg20)./2;

h12=T1*(cl2+cl120)./2;

f1=j(1)*(hgl-hl1);

f2=j(2)*(hg2-hl2);
y(1)=a*(q-f1-f2)./(ml1*cli+ml2*cl2); %dTl/dt

y(2)=-j(1)*a; %dm1/dt
y(3)=-j(2)*a; %dm2/dt
y(4)=-(3(1)./rol+j(2)./ro2); %drk/dt
y=y';

Funkcja rate, ktéra oblicza strumien ciepta oraz strumienie masy na po-
wierzchni kropli zgodnie z zasadami wieloskladnikowego ruchu masy zawarta
jest w pliku rate.m.

—rate.m

function [code,q,j]=rate(x,T1l,rk)

%heat and mass transfer rates

global y Tg D@ nd T@ mol PO Tc ug
R=8.314;
code=0; g=0; j=[0 0];

% break condition-----------------------
Tbl=prop('tb',1,P0);
Tb2=prop('tb',2,P0);
if T1>=Tb1l

T1=Tb1-0.01;
end
if T1>=Tb2
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T1=Tb2-0.01;
end
Tm=T1+0.3333*(Tg-Tl); %mean boundary layer temperature
Tr=(Tm+T0)/TO;
code=not((abs(x(1)+x(2)-1)<1le-9)&(rk>0));
if code

return;
end

i=[1 2 3];

% diffusivities-------------- - - - - - -~ -~ -~ -~-~-~-~-~-~-_-
d12=D0(1,2).*Tr.~nd(1,2);
d13=D0(1,3).*Tr.~nd(1,3);
d23=D0(2,3).*Tr.~nd(2,3);
dm(1)=1./((y(2)./d12+y(3)./d13)./(1-y(1)));
dm(2)=1./((y(1)./d12+y(3)./d23)./(1-y(2)));

% transfer coefficients----------------------
mmol=sum(y.*mol);

C=PO./(R*(Tm+T0)); %{kmol/m3}
cg=prop('cg',1,Tm);
ch=sum(cg'.*y.*mol)./mmol;
%gas mixture viscosity
a=y.*sqrt(mol.*(Tc+T0));
mi=prop('mi',i,Tm);
mim=sum(mi'.*a)./sum(a);

%gas mixture heat conductivity
b=y.*mol.”0.333;
lb=prop('lb',i,Tm);
lbm=sum(1lb'.*b)./sum(b);

rog=mmol*C; nim=mim./rog;
Re=2*ug*rk./nim; Pr=ch*mim. /1lbm;
Sc=nim. /dm;
if ug>e
Re=0.552*sqrt(Re); % Froessling equation

Nu=2+Re*Pr.”0.333;
Sh=2+Re*Sc.”0.333;
else
Nu=2; Sh=[2 2];
end
% heat flux---------------------"----———-
alfa =(Nu./2)*1bm/rk; %{kW/m2K}
g=alfa*(Tg-T1); %{kW/m2K}
% mass fluxes ----------------—"—"-- -~~~
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yr =equil(x,Tl);
if y(3)~=1 %{ Wilke, Hougen formula}
dm3=1./((y(1)./d13+y(2)./d23)./(1-y(3)));
cd=(1-y(1)-y(2))./(1-yr(1)-yr(2));
code=not(cd>0);
if code
return;
end
cd=1log(cd); f=C.*dm3.*cd./rk;
beta=Sh./2.*f; cz=exp(cd.*dm3./dm);
code=not(cz(1)~=1)&(cz(2)~=1);
if code
return;
end
j=mol(1:2).*beta.*(yr.*cz-y(1:2))./(cz-1); %kg/m2s
else
% in dry gas the above formula is non-applicable
cz@1=ch.*mmol; cz@2=1bm./(cz01.*C);
Le=(cz@2./dm).~(-0.667);
beta=alfa.*Le./cz0l;
cz1=(1-y(1))./(1-yr(1));
cz2=(1-y(2))./(1-yr(2));
Incz=[log(czl) log(cz2)];
j=mol(1:2).*beta.*1lncz;
code=0;
end

%Ackermann correction to heat flux
ack=(j(1)*cg(1)+j(2)*cg(2))./alfa;
if (abs(ack)<20)&&(abs(ack)>le-5)

Ac=ack./(exp(ack)-1);
else

Ac=1;
end
q=Ac.*q;

Warunek przerwania obliczen solvera ode23s jest zawarty w pliku events.m.
Obliczenia przerywamy, gdy promien kropli osiggnie 0.3 wartosci poczatkowej,
co oznacza 97.3% odparowanej objgtosci poczatkowej. Dalsze prowadzenie
obliczen jest mozliwe, ale wymaga lepszej kontroli kroku catkowania. Do celow
badania selektywnosci nie jest to potrzebne.
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—7events.m

function [value, isterminal, dirc]=events(~,w)
global rke

value=w(4)-0.3*rkeo;

isterminal=1;

dirc=-1;

Pozostate pliki zawieraja baz¢ danych wlasciwosci sktadnikow uktadu oraz me-
tode NRTL obliczania réwnowagi ciecz- para (VLE) oraz funkcj¢ obliczajaca
masy skladnikow w kropli na podstawie jej promienia i utamkéw molowych.

Wyniki 7.8

Przy odparowywaniu do strumienia suchego powietrza (Rys. 7.35) mozna
stwierdzi¢, ze z punktu widzenia dynamiki procesu istnieja tu trzy wezty, przy
czym dwa s3 stabilne (stany stacjonarne), a jeden niestabilny. Stany stacjonarne
odpowiadajg skladom czystych skladnikow, a wezet niestabilny x; = 0.37 dzieli
obszar wszystkich sktadow poczatkowych na strefy wptywu obu tych stanow
stacjonarnych. Mozna wigc powiedzie¢, ze z kropli zawierajacej mniej niz
0.37 utamka molowego izopropanolu istotnie bgdzie odparowywal preferencyjnie
izopropanol, jednakze z kropli bogatszej w izopropanol odparowywaé bedzie
preferencyjnie woda, a wigc sktadnik mniej lotny.
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Rys. 7.35. Kropla odparowuje do suchego powietrza
Wezty stabilne sa w punktach x; =01 x; = | a niestabilny w punkcie x; = ok. 0.37
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Wzbogacenie powietrza w pary jednego ze skladnikow powoduje przesunigcie
jednego ze standow stacjonarnych w obszar dwuskladnikowy jak na Rys. 7.36.
Wzbogacenie o pary obu skladnikow moze spowodowal powstanie jednego
wspolnego stanu stacjonarnego jak na Rys. 7.37.

Zawarto$¢ par skladnika w powietrzu wyraza wilgotnos¢ wzgledna ¢; = pi/psi
(p — preznos¢ czastkowa [Pa], ps — preznos¢ pary nasyconej [Pa])
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Rys. 7.36. Kropla odparowuje do powietrza o @; =01 ¢, = 0.1
Wezty stabilne sa w punktach x; = 0 i x; = 0.88 a niestabilny w punkcie x; = ok. 0.47
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Rys. 7.37. Kropla odparowuje do powietrza o ¢; =0.51 ¢, =0.5
Jest tylko jeden wezet stabilny w punkcie x; = 0.71
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7.3.3.2. Rozwigzywanie zagadnienia poczqtkowego z przekazywaniem
dodatkowych parametrow

Wiele funkcji stuzacych do obliczen numerycznych w tym solvery rownan maja
$cisle okreslong liste parametrow przekazywanych przez nagtéwek. Jesli chcemy
przekaza¢ do nich dodatkowe parametry pozostaje zadeklarowanie ich jako
zmiennych globalnych. Ten sposdb nie jest jednak zalecany, gdyz nazw zmien-
nych globalnych nie mozna juz wykorzysta¢ lokalnie.

Istnieja jeszcze inne sposoby, mozna poleci¢ wykorzystanie funkcji anonimo-
wych (zob. Rozdz. 2.8.6). Sposob ten ilustruje Projekt 7.9. Dotyczy on przypad-
ku reaktora rurowego pracujacego w stanie ustalonym w petli recyrkulacji. Model
reaktora wymaga czterech parametrow, ktore zostang przekazane do integratora
rownan ODE poprzez funkcje anonimowa.

PROJEKT 7.9
Temat: Stan ustalony pracy reaktora w petli recyrkulacji
Toolbox: -

W reaktorze rurowym zachodzi reakcja I rzgdu zuzywajaca reagent doptywajacy
do uktadu. Ze wzgledu na silng egzotermiczno$¢ reakceji, strumien zasilajacy jest
czgSciowo rozcienczany strumieniem przereagowanym zawracanym do obiegu
ze stopniem recyrkulacji r. Nalezy obliczy¢ stezenia na wlocie 1 wylocie z reak-
tora w stanie ustalonym, jesli natgzenie objgtosciowe na wlocie do uktadu wynosi
Vo [m¥/s], a stezenie wlotowe ¢, [kmol/m’]. Stata szybkosci reakcji wynosi k
[1/s], a pole przekroju reaktora wynosi S [m?].

Schemat reaktora przedstawia ponizszy rysunek.

VoG Vg Vic, VoG,
A B-

Vg,

r

Rys. 7.38. Schemat strumieni reaktora rurowego
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Napiszmy réwnania bilansowe dla wezla A
Vo4V, =V,

78
Voco +Vire, =V, (7.78)

gdzie V.= Vir.

Stopien recyrkulacji r jest zdefiniowany jako stosunek natezenia strumienia za-
wracanego do strumienia skad zostal pobrany. Na podstawie tych rownan
otrzymujemy

@—rkwhna—qu. (7.79)

Poniewaz c, nie jest znane, zostanie ono obliczone z modelu reaktora na pod-
stawie stezenia wlotowego c,, ktore postuzy jako warunek poczatkowy w pro-
stym modelu reaktora postaci

ck__kSc

dl V
Stezenie wlotowe do reaktora znajdziemy, rozwigzujac rownanie 7.78 za pomo-
cg solvera rownan algebraicznych fzero. Ma on tylko dwa argumenty wejSciowe

punkt startowy i funkcj¢ celu — tutaj jest to lewa strona rdwnania 7.78. Bedzie
nig tu funkcja anonimowa f.

(7.80)

r—7P7 9.m

%PROJEKT 7.9

%Reaktor w petli recyklu
clear all; clc;

global c2

%dane

L=10; %dtugosc reaktora

S=0.1 ; %pole przekroju reaktora [m2]

k=0.01; %stata reakcji I rzedu [1/s]

r=0.3; %stopien recyklu [-]

c0=2.5; %stezenie na wlocie [kmol/m3]

Ve=0.01; %natezenie objetosciowe doptywu [m3/s]

clguess=1.;

f=@(x)paramfun(x,c0,L,S,k,r,V0); %funkcja anonimowa
[x,fval]=fzero(f,clguess);

cl=x;

disp('Obliczone stezenie na wlocie do reaktora'); disp(cl);
disp('Obliczone stezenie na wylocie z reaktora'); disp(c2);
delta=cl-(1-r)*cO-c2*r;
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disp('Sprawdzenie bilansu: L-P =");disp(delta);

Funkcja obliczajaca lewa stron¢ rOwnania 7.78 na postawie rownania 7.79 scat-
kowanego w przedziale (0, L) ma postac.

r—~7paramfun.m
function w = paramfun(ci,c@,L,u,k,r,vo)
%funkcja oblicza bilans sktadnika dla wezta A
global c2
[~,c]=0de23(@RHS,[0 L],cl);
[n,~]=size(c);
c2=c(n,1);
w=cl-(1-r)*c@-r*c2;
function v=RHS(~,cC)

u=ve/(1-r);
v=-k*c(1)/u;
end

end

Jak wida¢, do tej funkcji przekazujemy przez nagltoéwek wszystkie parametry
reaktora bez potrzeby uzycia zmiennych globalnych. Jedyng zmienng globalna,
ktorej trzeba byto uzy¢, jest ¢, — stgzenie wylotowe z reaktora.

Wyniki 7.9

Obliczone stezenie na wlocie do reaktora
1.7505

Obliczone stezenie na wylocie z reaktora
0.0016

Sprawdzenie bilansu: L-P =
5.9197e-017

7.4. Rozwiazywanie dwupunktowych zagadnien brzegowych

Czestym przypadkiem, ktory zdarza si¢ przy okreslaniu warunkéw brzegowych
dla rownania zwyczajnego drugiego rzedu lub ukladu réwnan pierwszego rzedu,
jest sytuacja, gdy warunki te sa okreslone na przeciwlegtych krancach obszaru
catkowania. Stan taki wystepuje np. w przypadku symulacji przeciwpradowego

324



kontaktu dwu faz lub w przypadku wymiany ciepta lub masy w przeplywie
z dyspersja wzdluzng. Zamiast klasycznej metody strzaltdow MATLAB oferuje
m.in. wyspecjalizowane funkcje bvp4c i bvp5c o nastepujacej sktadni

sol = bvp4c(odefun,bcfun,solinit,options)

gdzie:

odefun funkcja zwracajgca wektor prawych stron uktadu rownan

bcfun  funkcja zwracajaca wektor residuéw warunkow brzegowych na obu
krancach przedziatu (wpisuje si¢ je tylko dla znanych warunkoéw jako
roznic¢ oczekiwanej i znanej warto$ci funkcji)

solinit = bvpinit(x, yinit, params) — macierz zawierajaca: w
pierwszym wierszu kolejne punkty z domeny funkcji, w nastgpnych —
odpowiadajace im zatozenia oczekiwanej warto$ci kazdej z funkcji

options, params — opcje dodatkowe (zob. pomoc programu).

Dziatanie funkcji bvp4c ilustruje przyklad symulacji przeciwpradowego wy-
miennika ciepta typu rura w rurze.

Przyklad 7.12. Przeciwprqdowy wymiennik ciepta — dwupunktowe zagadnienie
brzegowe

Dane s wymiary wymiennika i strumienie masy obu czynnikow. Czynnik cie-
pty wptywa na poczatku wymiennika, i tu jest okre§lona jego temperatura,

a czynnik zimny wptywa na drugim koncu wymiennika, gdzie takze okre$lona
jest jego temperatura wlotowa. Pokazano to na Rys. 7.39.

T, Tzoﬁ T

Ta

z

Rys. 7.39. Schemat przeciwpradowego wymiennika ciepta
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Bilanse ciepta dla elementu rdzniczkowego objetosci wymiennika o dlugosei dl
maja postac:

dT
WeT, - W(T v dlj ~aDK(T, - T.)=0 (7.81)
dT.
We|T+—=dl | =Wl + aDK(T. - T.)=0, (7.82)
co po przeksztalceniu daje
dT DK
c=-n_—(.-T) (7:83)
dl We.
dT DK
f=- (Z.-1). (7.84)
dl We.
Ten uktad réwnah ma nastgpujace warunki brzegowe:
dla =0 T.=Ty
(7.85)
dla [=L I.=T,.
Zagadnienie rozwigzano w nastgpujacy sposob:
r—p7_12.m
%Przyktad 7.12 Dwupunktowe zagadnienie brzegowe
function bvp_wymiennik
% wymiennik typu rura w rurze
% zadanie symulacyjne - dwupunktowe zagadnienie brzegowe
clear all; close all; clc
global K D Wc Wz cc cz Tco TzL
K=2.2; %wspolczynnik przenikania ciepta, kW/(m2 K)
D=0.2; %srednica rury wewnetznej
Wc=1; %natezenie masowe przeptywu cieczy cieptej, kg/s
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Wz=1.5; %natezenie masowe przeptywu cieczy zimnej, kg/s
cc=4.19; %ciepto wtasciwe cieczy cieptej, kJ/(kg K)

cz=1.1; %ciepto wiasciwe cieczy zimnej, k3/(kg K)
Tc0=90; %temperatura wlotowa cieczy cieptej, k3/(kg K)
TzL=20; %temperatura wlotowa cieczy zimnej, k3J/(kg K)
L=4; %dtugosc wymiennika, m

%zatozenie rozwigzania
guess=[60 40];
insol = bvpinit(linspace(@,L,10),guess);

%wywotanie solvera
sol=bvp4c(@rownODE,@bcs,insol);

%wykres obliczonych profili temperatur
x=linspace(0,L,50);

T=deval(sol,x)';

plot(x,T(:,1),'r-");

hold on

plot(x,T(:,2), " 'b--");

xlabel( 'Dtugosc¢, m');
ylabel('Temperatura, C');

function res = bcs(ya,yb)
%funkcja okresla residua na krancach przedziatu
global Tco TzL
res = [ ya(l)-Tco;
yb(2)-TzL];

function dydx=rownODE(x,y)
%funkcja zwraca prawe strony uktadu réwnan
global K D Wc Wz cc cz
fc=pi*D*K/Wc/cc;
fz=pi*D*K/Wz/cz;
dydx=[-fc*(y(1)-y(2));
-fz*(y(1)-y(2))1;
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Rezultat 7.12

0 ——r— ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

70 ~ S~
60 N i

50} N 1

Temperatura, C
/

40| A 1

30} N

20 I I I I I I I
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Dtugo$¢, m

Rys. 7.40. Rozwigzanie dwupunktowego zagadnienia brzegowego symulacji
wymiennika ciepta typu rura w rurze

7.5. Rozwiazywanie uwiklanych rownan rézniczkowych

Uwiklane zwyczajne rownanie rozniczkowe to takie, ktore nie da si¢ przeksztat-
ci¢ do postaci (7.1) lub (7.2). Stosunkowo rzadkie przypadki tego typu réwnan

rozwigzuje solver odel5i, co ilustruje ponizszy przykfad dostgpny w pomocy
MATLABa.

Uwiklane rownanie Weissingera ma posta¢

dy ’ 3 dJ’jz 2 dy
== =y =2+l 1)Ly =0 7.86
4 (dtj y(r ( )dt 4 (7:86)

z warunkiem poczatkowym

da  1,=1 y(t,) =372 (7.87)
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MATLAB ma wbudowana funkcje @weissinger, ktora oblicza lewa strone
rownania (7.37). Potrzebny warunek brzegowy dla y’(t)) mozna oszacowac¢ za
pomoca funkcji decic. Jest to specjalna funkcja przypisana integratorowi
odel 51, shuzaca obliczaniu spojnych warunkéw brzegowych dla rownania uwi-
ktanego (zob. wigcej w pomocy MATLABa). Program i graficzna forma roz-
wigzania pokazane sg ponizej. Wyrazenie na zmienng ytrue to rozwigzanie
analityczne.

Przyklad 7.13.

r~p7_13.m
%Przyktad 7.13
%rownanie Weissingera

to = 1;
yo = sqrt(3/2);
ypo = 0;

[yo,yp0] = decic(@weissinger,t0,y0,1,yp0,0);
[t,y] = odel5i(@weissinger,[1 5],y0,yp0@);
ytrue = sqrt(t.”2 + 0.5);
plot(t,y,t,ytrue,'o");

xlabel('t'); ylabel('y');

Rezultat 7.13

5.5 T T T T T T

4.5

Rys. 7.41.Rozwiazanie rownania Weissingera uzyskane za pomoca solvera odel5i.
0 — rozwigzanie numeryczne, - — rozwigzanie analityczne
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8. ROZWIAZYWANIE ROWNAN ROZNICZKOWYCH
CZASTKOWYCH

Roéwnaniami rézniczkowymi czgstkowymi (PDE) opisujemy obiekty o parame-
trach roztozonych. W obszarze przenoszenia pg¢du, ciepla i masy rownania te sg
rzgdu drugiego, jak np. drugie rownanie Fouriera czy Ficka i sg typu parabolicz-
nego, gdy chodzi o opis stanu nieustalonego, lub eliptyczne, gdy mowa o stanie
ustalonym. Réwnania bilansowe obiektow o parametrach roztozonych moga by¢
rowniez pierwszego rzedu jak np. w przeptywie krzyzowym dwu faz.

Dla najczesciej wystepujacych rownan czastkowych typu parabolicznego (nieu-
stalona dyfuzja i przewodzenie) mozna uzy¢ fatwg do zaprogramowania metode
linii lub postuzy¢ si¢, dostepnym w MATLABiIe, solverem pdepe. Zostang tu
omowione obie te metody.

Do rozwigzywania rownan typu eliptycznego jak i rownan PDE rzedu pierwsze-
go zostang zaprezentowane metody uproszczone, nadajace si¢ do samodzielnego
zaprogramowania. Réwnania typu hiperbolicznego bardzo rzadko pojawiajg si¢
w inzynierii procesowej i nie beda tu omawiane.

MATLAB oferuje skrzynke narzedziowsa Partial Differential Equations Toolbox,
gdzie znajduje si¢ szereg narze¢dzi do rozwigzywania podstawowych typow row-
nan PDE oraz do tworzenia siatek dyskretyzacyjnych zaréwno metoda roznic
skoficzonych jak i metoda elementow skonczonych (FEM).

8.1. Klasyfikacja rownan réozniczkowych czastkowych
8.1.1. Rowania rzedu pierwszego

Rownania PDE rzgdu pierwszego to, z reguly, rownania bilansowe dla obiektow
0 parametrach roztozonych w stanie ustalonym, dla przypadku co najmniej
dwuwymiarowego, lub dla obiektu jednowymiarowego o parametrach roztozo-
nych gdy drugg zmienng niezalezng jest czas. W rownaniach tych nie moze by¢
jednak cztonow I rzedu, takich jak przewodzenie ciepta, dyfuzja czy dyspersja.
Rownanie czastkowe rzgdu I ma nastgpujacg postaé

A@_u+B@_u+ Ca—u+Da—u+Eu:F(x,y,Z,T,u,a—u,a—u;a—u:a_u (8.1)
Ox oy Oz or Ox Oy 0z Ot

gdzie x,y,z — wspotrzedne przestrzenne, T — czas. Wspotczynniki A, B, C, D, E

moga w przypadku ogdlnym by¢ funkcjami wszystkich zmiennych, tak jak wy-
raz wolny F. Jesli we wspotczynnikach brak pochodnych méwimy, ze réwnanie
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jest quasiliniowe, jesli brak w nich rowniez zmiennej zaleznej moéwimy, ze jest
ono /iniowe. Rownanie bez wyrazu wolnego nazywamy homogenicznym.
W podstawowej wersji MATLABa brak wyspecjalizowanych narzedzi do roz-
wigzywania numerycznego réwnan PDE rzedu pierwszego. Przedstawimy dalej
dwie proste metody rozwigzywania tych rownan, oparte o metod¢ Eulera.

8.1.2. Réwnania rzedu drugiego

Kanoniczng posta¢ rownania PDE rzedu drugiego (dla dwu zmiennych niezalez-
nych) przedstawia wzor:

2 2 2
Aau+B Ou Cabzle(x,y,u,au au] (8.2)

2 + A A
ox Ox0y oy ox 0Oy
gdzie: u — to zmienna zalezna (szukana funkcja), X i y — zmienne niezalezne.
Rownania PDE mozna podzieli€ na rownania eliptyczne, paraboliczne

i hiperboliczne. Rodzaj rownania, charakter rozwigzania i klasa problemu zalezy
od wyro6znika rownania danego wzorem

A=B*—-4A4C. (8.3)

¢Jesli A < 0, rownanie jest typu eliptycznego. Typowym réwnaniem eliptycz-
nym jest rownanie Poissona:

o’u 0O'u
—+——=F(x,y), 8.4
o oy (x,y) (8.4)

i rownanie Laplace’a, ktore dla przewodzenia ciepla w dwuwymiarowym ciele
anizotropowym, w stanie ustalonym ma postac:

2 2
T T
ﬂ/xa—z-fﬂ/ya—z:()’ (8.5)
ox oy
gdzie A, 1 Ay to przewodno$¢ cieplna [W/(m K)], odpowiednio w kierunku x 1y.

¢ Jesli A =0, rébwnanie jest typu parabolicznego. Typowym rownaniem parabo-
licznym jest réwnanie przewodzenia ciepla lub dyfuzji w stanie nieustalonym:

oc, d’c
—A-_p—4, (8.6)
ot o’
gdzie c, — stezenie skladnika A [kmol/m’], D — dyfuzyjno$é [m?/s].
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¢ Kiedy A > 0 réwnanie staje si¢ hiperboliczne. Typowym réwnaniem hiperbo-
licznym jest réwnanie falowe:
2 2

a—tj - a—f , (8.7)

ot ox
gdzie v jest predkoscig propagacji fali. W procesach transportu pedu, ciepla
1 masy tego typu roOwnania wystepuja bardzo rzadko.
Nalezy doda¢, ze jesli wspotczynniki rownania 8.2 nie sg state, mozliwe sg
roOwnania typu mieszanego np. paraboliczno-eliptyczne czy paraboliczno-
hiperboliczne.
Roéwnanie nalezy uzupetié wymagang liczbg warunkéw brzegowych’. Liczbe
warunkow brzegowych (BC) wyznacza suma rzgdow pochodnych po wszystkich
zmiennych niezaleznych.

8.2. Zagadnienia poczatkowe i brzegowe
W zagadnieniach, z ktéorymi mamy do czynienia w inzynierii procesowej wyste-

puja cztery typy warunkoéw brzegowych.

¢ Warunek brzegowy I rodzaju (warunek Dirchleta).
Dana jest warto$¢ funkcji na brzegu przedziatu

=u,. (8.8)

Warunek ten, w przypadku ruchu ciepta i masy, stosuje si¢ na powierzchni mig-
dzyfazowej kontaktu faz, wtedy gdy opor wnikania w fazie zewngtrznej jest
bardzo maty (liczba Biota > 100). Wtedy na granicy rozdzialu faz warto$¢ funk-
cji osigga warto$¢ rOwnowagowa np.

=c. (8.9)

¢ Warunek brzegowy Il rodzaju (warunek Neumanna).
Dana jest pochodna w kierunku normalnym na krawedzi przedzialu

ou

—| =p. 8.10
x| p (8.10)

7 Warunek brzegowy dotyczacy czasu to warunek poczatkowy.
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Najczesciej warunek ten stosuje si¢ dla krawedzi obszaru, ktora jest izolowana
lub jest osig (plaszczyzng) symetrii. Pochodna ma wtedy warto$¢ zero np.:

or

=0.
o 8.11)

x=0

¢ Warunek brzegowy Il rodzaju (warunek Robina). Pochodna na granicy obsza-
ru jest funkcjg liniowa:

ou
—a

=c+bu.
. c+bu (8.12)

x=L

Zwykle warunek ten stosuje si¢ na powierzchni mi¢dzyfazowej, gdy w fazie
zewngtrzne] wystepuje wnikanie, a w fazie rozpatrywanej przewodzenie ciepla
badz dyfuzja
or
N el
0

X

=a(T'-T,) (8.13)

x=L

¢ Warunek brzegowy IV rodzaju. Ten specyficzny warunek stosuje si¢ w przy-
padku dwu stykajacych si¢ faz (np. A i B), jesli w obu odbywa si¢ przewodzenie
ciepta badz dyfuzja. Wtedy strumien przechodzacy z fazy do fazy jest taki sam

_,lai
Ox |,

— 2,0

.l (8.14)

=L

8.3. Rozwiazywanie ro0wnan czastkowych pierwszego rzedu
8.3.1. Stan nieustalony

Prostym przypadklem opisanym uktadem réwnan PDE I rzgdu z pochodnymi
po czasie 1 wspotrzednej przestrzennej jest wymiana ciepta lub masy w ztozu
ziarnistym, z oporem wnikania wylacznie w fazie gazowej. Metodyke rozwia-
zywania tego przypadku przedstawia ponizszy projekt (Pakowski i Glebowski,
2001, s. 368).
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PROJEKT 8.1
Temat: Desorpcja z glebokiego zloza przedmuchiwanego gazem
Toolbox: -

Kolumna o wysoko$ci H jest wypelniona materialem ziarnistym zawierajacym
sktadnik zaadsorbowany A. Jego ulamek masowy wynosi X,. W chwili Tt =0 od
dohu kolumny jest ttoczone powietrze, do ktorego sktadnik ten desorbuje. Obli-
czy¢ przebiegi czasowe ulamka masowego skladnika A w fazie statej wzdluz
wysokosci ztoza. Okresli¢ przyblizony czas, po jakim proces si¢ zakonczy.
Pozostate dane zawarte sa w tresci programu.

Rozwazmy element rozniczkowej objgtosci stacjonarnego ztoza. Poniewaz prze-
ptyw gazu jest jednokierunkowy, przypadek staje si¢ jednowymiarowy.

dh

Rys. 8.1. Schemat rézniczkowego elementu objgtosci zloza

Oznaczenia:

a  powierzchnia wlasciwa ztoza [m*/m’]

H catkowita wysoko$¢ ztoza [m]

h  wysokos$¢ biezaca zloza [m]

ky wspotczynnik wnikania masy [kg/m’s]

S powierzchnia przekroju ztoza [m’]

W natezenie przeptywu gazu inertnego [kg/s]

ut. masowy sktadnika dyfundujacego w fazie statej [kg/kg]

ut. masowy sktadnika dyfundujacego w fazie gazowej [kg/kg]
czas [s]

rownowagowy ul. masowy sktadnika A w fazie gazowej [kg/kg]

IR ol

—
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€  porowatos¢ ztoza [-]

v sferycznos¢ czastki [-]

ps gestos¢ gazu [kg/m’]

Pm  gestos¢ materiatu [kg/m’]

Bilans masy sktadnika dyfuzyjnie czynnego w rézniczkowej objetosci ztoza
e faza gazowa

dYy

WY—W(Y+dY)+vaSdh=gpnghd— (8.15)
T
e faza stala
—vaSdh:(l—g)pdehd—X, (8.16)
dr
gdzie
wy, = kya(Y, —Y) (8.17)

jest objetosciowa szybkoscia desorpcji [kg/(m’s)]. Wartos¢ roéwnowagowa
utamka masowego Y, oblicza si¢ na podstawie izotermy desorpcji materiatu
ziarnistego. W tym przypadku ma ona postac¢

Y, =5.5[1 - exp(- 0.05.x°¢). (8.18)

Wspolczynnik wnikania masy mozna obliczy¢ z rownania

Sh=0.91Re"® Sc" Py . (8.19)

Poniewaz akumulacja w fazie gazowej jest zaniedbywanie mata w stosunku do
pozostatych sktadnikéw rownania, dlatego mozna ja pominaé. Ostatecznie row-
nania przyjmujg postac:

oy S

"

H o, (8.20)
or (1-¢)p,

z warunkami brzegowymi
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dlat=0 X(h)=X,
dlah=0 Y(®) =Y

Tego uktadu réwnan rozniczkowych nie da si¢ rozwiagzaé przy uzyciu standar-
dowych narzedzi MATLABa. Nalezy uzy¢ znanych metod numerycznych,
z ktorych najprostsza to jawna metoda Eulera. W tym celu nalezy podzieli¢ wy-
soko$¢ ztoza na N warstw o grubosci AH. Znajac poczatkowa wartos¢ X, oraz
warto$¢ Y, na wlocie do ztoza dla kazdego kroku czasowego dt, mozna obliczy¢
profil Y z rdwnania metody Eulera:

(8.21)

Y, =Y+ Z—ZM (8.22)
()" =(x,) + %—fm (8.23)

r7P8 1.m

%PROJEKT 8.1

%Desorpcja z gtebokiego ztoza bez oporu wewnetrznego
function desorpcja

clear all; close all

global ky a W S rom eps H

% dane

d=0.006; % Srednica czgstki [m]

rom=1550; % gestos¢ materiatu [kg/m~3]

sf=1; % sferycznos¢ czastki [-]

eps=0.45; % porowatos¢ zioza [-]

W=0.2; % natezenie przepiywu powietrza [kg/s]
S=1; % powierzchnia przekroju ztoza [m”2]
H=0.8; % gtebokos¢ ztoza [m]

Xe=1; % stezenie poczatkowe w czgstkach [kg/kg]
Y0=0.01; % stezenie poczatkowe w powietrzu [kg/kg]

% wtasnosci fizykochemiczne

rog=1.21; % gestos¢ powietrza [kg/m”3]
mig=18*10"(-6); % lepkos¢ powietrza [Pas]
Dab=15*10~(-6); % dyfuzyjnos¢ sktadnika zaadsorbowanego w
powietrzu [m”2/s]
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% obliczenia
u=W/(rog*s); % predkos¢ powietrza na pusty aparat [m/s]
Re=u*d*rog/mig; % liczba Reynoldsa
Sc=mig/(rog*Dab); % liczba Schmidta
Sh=0.91*Re.”0.49*Sc.”0.33*sf;

% liczba Sherwooda
ky=Sh*rog*Dab/d; % wspdtczynnik wnikania masy [kg/m~2*s]
a=6*(1-eps)/(d*sf); % powierzchnia wlasciwa [m”*2/m~3]

N=100;

dH=H/N; % krok przestrzenny [m]
dt=10; % krok czasowy [s]
t=4*3600;

X=zeros(N,1);
Y=zeros(N,1);
X(:)=X0;
Y(1,:)=Y0;

%catkowanie uktadu roéwnan
for k=1:round(t./dt)
for j=1:N-1
Y(3+1)=Y(3)+dYdH(X(3),Y(]))*dH;
end
for j=1:N
X(3)=X(3)+dXdt(X(3),Y(F))*dt;
if X(j) < o
X(j)=0; %zabezpieczenie przed wartosciami ujemnymi
end
end
if mod(k,90)==0 %pokaz co 90 profil tj. co 900 s = 15 min
plot(linspace(®,H,N),X(:,1))
hold on
end
end
plot(linspace(9,1,N),X(:,1))
axis([@ H @ X@])
title('Profil ut. masowego sktadnika A w fazie stazej')
xlabel('H [m]")
ylabel('X [kg/kg]")
= — o e e e eee e
function y3=dYdH(X,Y)
global S W
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y3=S/W*wDV(X,Y);

function y4=dXdt(X,Y)
global rom eps
y4=-wDV(X,Y)/(rom*(1-eps));

= m m e e e eee

function y1=Yr(X);
% izoterma sorpcji
s1=0.05; s2=0.8; s3=5.5;
yl=s3*(1-exp(-s1*X.”"s2));

= m m e e eeeeeo

function y2=wDV(X,Y)
global ky a
y2=ky*a*(Yr(X)-Y);

Wyniki 8.1

Profil ut. masowego sktadnika A w fazie statej

X [kg/kg]

1

1

1

T T

Il T I
0.1 0.2 0.3

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
H[m]

Rys. 8.2. Przebieg zmian utamka masowego sktadnika A w materiale
wzdhuz wysokosci ztoza. Krzywe pokazane co 15 min trwania procesu

Orientacyjny czas catkowiej desorpcji ze ztoza wynosi nieco ponad 4 godziny.
Rozszerzeniem tego zadania jest Projekt 8.14, gdzie dodatkowo wprowadzono
op6r wnikania masy wewnatrz czastek statych.
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8.3.2. Stan ustalony

W stanie ustalonym jako zmienne niezalezne pozostaja jedynie wspotrzedne
przestrzenne. Prostym przypadkiem dwuwymiarowym jest przypadek wymiany
ciepta lub masy w przeptywie krzyzowym, ktory zilustrujemy w Projekcie 8.2
(na podstawie pracy Pakowski i Glebowski, 2001, s. 295).

PROJEKT 8.2
Temat: Wymiana ciepta w przeplywie krzyzowym
Toolbox: -

Warstwa materiatu ziarnistego o grubosci H i szerokosci B jest chtodzona po-
wietrzem przedmuchiwanym z gory na dol. Materiat porusza si¢ na tasmie siat-
kowej o dlugosci L. Natezenia masowe przeplywu i ciepta wlasciwe wynosza
odpowiednio: dla materialu Ws i ¢s a dla powietrza Wg 1 cg. Objetosciowy
wspotczynnik wnikania ciepta wynosi ay. Temperatura wlotowa materialu wy-
nosi Tmo, a powietrza Ty. Obliczy¢ rozktady przestrzenne temperatur obu me-
diow. Pozostale dane zawarte sa w tresci programu.

Opiszemy przypadek bezprzeponowego kontaktu fazy gazowej i ziarnistej fazy
statej. Przypadek przeplywu krzyzowego z ttokowym przeplywem obu faz jest
przypadkiem dwuwymiarowym, dlatego bilansowanie przeprowadza si¢ dla
elementu rézniczkowego o wymiarach dl x dh, jak pokazano na rysunku. Warto
zauwazy¢, ze do kazdego elementu doptywa tylko rézniczkowa cze$¢ tacznego
przeptywu w danym kierunku.

h dl

Rys. 8.3. Schemat bezprzeponowej wymiany ciepla podczas przeptywu krzyzowego
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Bilanse ciepta dla obu faz przedstawiono ponizej:

e faza stala

dw,c, T, —dW,c, {Tm A ;m dl} —a,dldh BT, ~T,)=0 (8.24)
e faza gazowa
dT,
dw,e,T, - decg{Tg et dh} +a,dldhB(T,~T,)=0 (8.25)

Podstawiajac nastgpujace oznaczenia

aw. . dw.
aﬁzd—h’” i o, = dlg (8.26)

po podzieleniu przez iloczyn dh'dl i podstawieniu powyzszych wyrazeh réwna-
nia (8-23 i 8-24), mozna zapisac jako:

o, _ a,B(T,-T,)

ol Gy 8.27)
o, _ a,B(T, —Tg).
Oh G,C,

Z uwagi na prostag budowe tych rownan mozna je rozwigzac, stosujac metode
jawng Eulera. W tym celu podzielimy obszar na M cz¢§ci w kierunku osilina N
czesci w kierunku osi h. Do powstatych komorek przypiszemy macierz tempera-
tur ciala stalego T, i gazu T,, W odpowiednich ich komoérkach umiescimy
warunek brzegowy, jak pokazano na Rys. 8.4.
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Rys. 8.4. Macierz: a) temperatur gazu, b) temperatur ciata stalego

Obliczenia nalezy wykonywac¢ dla kolejnych kolumn obu macierzy obliczajac
kolumng macierzy temperatur gazu ze wzoru Eulera postaci:

B
i (Tmn’m =12, 1, )Ah dlan=12...N, (8.28)

Tgn,m = Tgn—l,m +

L~g

a nastgpnie kolumng temperatur materiatu ze wzoru Eulera postaci:

o, B
™ ., =Tm  —— (Tmn’m ~T9um )AI dlan=12...N. (8.29)
cTH Cm
r~7P8 2D.m
clear all; close all; clc
%geometria
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H=0.1; % gtebokos¢ ztoza [m]

B=1; % szerokos¢ zioza [m]

L=20; % dtugosc¢ ztoza [m]

% ciato state

Wm=3; % natezenia przeptywu [kg/s]
cm=0.8; % ciepto wtasciwe [kJI/kg*K]
tme=100; % temperatura wlotowa [C]
av=5; % objetosciowy wspoiczynnik wnikania ciepza
[kW/mA3%K]

% gaz

Wg=2; % natezenia przeptywu [kg/s]
cg=1.2; % ciepto wtasciwe [kJI/kg*K]
tg0=20; % temperatura wlotowa [C]

% rozwigzanie
sigh=Wm/H; sigl=Wg/L;

N=409; M=409;
dh=H/N; dl=L/M;
av=av*B;

tm=zeros(N,M);
tg=zeros(N,M);
tm(:,1)=tmo;
tg(1,:)=tgo;
% obliczenie temperatury gazu i ciata statego metoda Eulera
for m=1:M
for n=2:N
tg(n,m)=tg(n-1,m)+((dh*av)/(sigl*cg))*(tm(n,m)-tg(n-
1,m));
end
for n=1:N
tm(n,m+1)=tm(n,m)-((dl*av)/(sigh*cm))*(tm(n,m)-tg(n,m));
end
end
% wizualizacja wynikow
figure(1)
contour3(tm)
surface(tm, 'EdgeColor',[0@ © @], 'FaceColor', 'none")
colormap cool
hold on
surface(tg)
hold off
figure(2)
[C,h] = contourf(tm);
clabel(C,h)
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figure(3)
[C,h] = contourf(tg);
clabel(C,h)

Wyniki 8.2

N\

SRR
NN
AR

LITR R
TR

Rys. 8.5.Wykres przestrzenny temperatury materiatu i powietrza. Na osi pionowe;j
temperatura w °C

Rys. 8.6. Mapa zmian: a) temperatury materialu, b) temperatury powietrza
Komentarz: metoda powyzsza jest metoda przyblizona. Dla przeptywu krzyzo-

wego stosowane sg réwniez dokladniejsze metody macierzowe (zob. Zaleski,
1987).
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8.4. Rozwiazywanie rownan typu parabolicznego
8.4.1. Metoda linii

Metoda linii sluzy do rozwigzywania rownan typu parabolicznego, ktore wyste-
puja np. w procesach nieustalonego przeptywu, przewodzenia ciepta lub dyfuzji.
Polega ona na przeksztatceniu rownania PDE na uklad rownan ODE przez dys-
kretyzacj¢ (zamiang na iloraz rdznicowy okreslony w weztach siatki przestrzen-
nej) pochodnych czastkowych po wspotrzednych przestrzennych. Pochodng po
czasie pozostawia si¢ bez zmian. MATLAB dysponuje dobrymi integratorami
réwnan ODE, ktore nalezy zastosowa¢ do rozwigzania powstatego uktadu rownan.
Na Rys. 8.7 pokazano numeracj¢ weztow dla przypadku jednowymiarowego.

0 1|2 -1 0 | i+l n-1|n n+l
e O O o WY VY o W— S o B
AXx
<—>

Rys. 8.7. Sposob dyskretyzacji przestrzeni jednowymiarowe;j

Powstala jednowymiarowa siatka jest najcze$ciej rOwnomierna o stalym odste-
pie migdzy weztami Ax. Wezty 1 i n leza na powierzchniach ograniczajacych
obszar. Dla tych wezlow formutuje si¢ odpowiednie warunki brzegowe. Do tego
celu stuzag pomocnicze fikcyjne wezly 0 i n+ 1, lezace poza analizowanym
obszarem. Warstwy migdzy weztami to komorki.
Dla objasnienia metodyki dalszego postgpowania w metodzie linii postuzymy
si¢ przypadkiem nieustalonego jednowymiarowego przewodzenia ciepta we
wspotrzednych kartezjanskich. Rownanie Fouriera ma wtedy postac:

or  oT

—=a .

or ox’
W dowolnym i-tym wezle utworzonej siatki zastosujemy nastgpujgce centralne
trojpunktowe przyblizenie drugiej pochodnej

o'T, T,

i i+l

—21,+ T,
ox’ (Ax)? '

(8.30)

(8.31)
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Otrzymuje si¢ wowczas rownanie ODE

d]; =a ];H — 2]; + ];71 (8.32)
dr (Ax ) '
stuszne dla weztow siatki o numerach i = 2, 3..., n-1. Dodatkowo nalezy je uzu-
pelni¢ réwnaniami wynikajacymi z warunkow brzegowych dla weztow
o numerach 1 in.

Przyjmijmy, Zze powierzchnia z we¢zlem 1 jest izolowana, a powierzchnia
z weztem n wymienia ciepto z otoczeniem w sposob konwekceyjny.

Komoérka izolowana — gradient temperatury w ciele wynosi tutaj zero, a wigc,
korzystajac z przyblizenia pierwszej pochodnej ilorazem réznicowym central-
nym, mamy:

ar, _L-T _, (8.33)
X 2Ax
stad
T,=T,. (8.34)

Wstawiajac do wzoru na drugg pochodng (8.31), mamy

dr, _, T,-T,

— = 8.35
dT (AX)Z ( )
Komoérka wymieniajgca cieplo z otoczeniem — warunek brzegowy ma tu postaé
Mot -1). (8.36)
dx :
Tak wigc
dT o T.-T
n —_ " T _ — Tntl n—1 , 8.37
dx A r.-7,) 2Ax (837
stad
o
T, =T, 287 (1, 7). (8.38)



Wstawiajac do (8.31), mamy

Axo
=2a 5
dr (Ax)

Powstaly uklad réwnan ODE po rozwigzaniu daje linie przebiegoéw czasowych
poszukiwanej funkcji dla kazdego wezta siatki. Stad nazwa — metoda linii. T¢
metode mozna przesledzi¢ w ponizszych projektach.

PROJEKT 8.3
Temat: Nieustalony ruch ciepta w plycie nieskonczonej — metoda linii
Toolbox: -

Nieskonczona plyta plaska o grubosci L = 0.1 m, przewodnosci cieplnej
A= 0.00375 kW/(m K), cieple wlasciwym c,=1.5 kJ/(kg K) i gestosci
p =2500 kg/m’, wymienia z jednej strony cieplo z gazem o temperaturze
t,=100°C. Wspodlczynnik wnikania ciepta wynosi o =0.05 kW/(m*> K).
Z drugiej strony plyta jest izolowana. Poczatkowa temperatura ptyty wynosi
to=20°C. Obliczy¢ rozktady temperatur w ptycie w miar¢ uplywu czasu.

Wykorzystamy metode¢ linii. Obliczenia wykonamy na zmiennych wymiaro-
wych. Obliczymy najpierw dyfuzyjnos¢ cieplna
A 375100

a=——=2""""" _1.10°m? /s 8.40
c,p 1.5-2500 (8.40)

Rownanie przewodzenia ciepta dla plyty ptaskiej ma postaé

T T
T X
z warunkami brzegowymi
or
pai 0 (8.42)
x=0
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or| (.
—/IEX_L—a(T T,)

i warunkiem poczatkowym
I,=20 dla 0<x<Lirt=0. (8.43)

W celu dyskretyzacji rownania musimy rozciagng¢ siatk¢ na rozpatrywanym
obszarze z wezltami ponumerowanymi tak, aby pierwszy wezel wypadt na po-
wierzchni izolowanej, a n-ty we¢zet na powierzchni wymieniajacej cieplo. Poto-
zenie punktu opisujemy zaleznoscia

x,=(-1)Ax, (8.44)

gdzie

Ax = (8.45)

L
n
oraz i — numer danego wezla, n — liczba komorek siatki, Ax — szerokos¢ komorki,
L — szerokos¢ obszaru.

Nastepnym krokiem jest zamiana pochodnych na ilorazy rdéznicowe

o1, (1.,-1)-(h-T,)_T.,-20+T,
8x2 ~ Ax 2 - Ax 2
( ) ( ) (8.46)
£~A_T= ];H _];71 — ];H _];71
ox T Ax x -X_, 2Ax

i+l

Wyprowadzmy teraz rownania dla wezta 1 (powierzchnia izolowana) oraz wezta
n (powierzchnia mi¢dzyfazowa).

Dla komorki izolowane;:

’T| L-2h+T, _T,-2h+T, _,T,-T,

= 2-2 . .
S S N ™) o
Dla komorki nagrzewane;:
T.-T
_pintl el =aq ]:l -T.), 8.48
o —en-T) (3.48)
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co mozna przeksztalci¢ do

T 2Axo

n+l

=T, - =1, - T,). (8.49)

gdzie n+1 oznacza numer fikcyjnego zewnetrznego wezta. Wstawiajac te tempe-
ratur¢ do wzoru na druga pochodna dla wezta n mamy

Axo
T _ T"’I_T"_T( 7)) (8.50)
axz x=L (Ax)z

Implementacje tej metody zawiera przedstawiony ponizej plik.

r—7P8 3.m

%PROJEKT 8.3

%Przewodzenie ciepta w pitycie rozwigzane metodg linii
function plyta lin

clear all; close all; clc
global n L

% podziat siatki

n=50;

% warunek poczgtkowy

10=20;

i=[1:n];

temp(i)=t0;

tmax=1000;

% wywotanie solvera ODE
[t,T]=ode45(@r,[0 tmax],temp);
% prezentacja wynikow
xi=linspace(@,L,n);
[w,k]=size(T);
yi=linspace(@,tmax,w);
[XI,YI]=meshgrid(xi,yi);
figure(1)

surf(XI,YI,T)
title('Nieustalony ruch ciepta w ptycie')
xlabel('odlegtos¢ [m]")
ylabel('czas [s]')
zlabel('temperatura [\circC]"')
hidden on

shading interp
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figure(2)

[w,k]=size(T)
plot(xi,T([1:100:w],:))
xlabel( 'odlegtos¢ [m]')
Ylabel( 'temperatura [\circC]"')
grid on

function dtdtemp=r(t,temp)
% zdefiniowany uktad réwnan metody linii

global n L

L=0.1; %grubos¢ piyty

a=10"(-6); %dyfuzyjnosé cieplna, m2/s

alfa=0.05; %wspodlczynnik wnikania ciepta, kW/(m2 K)
tg=100; %temperatura zewnetrzna, C

cp=1.5; %ciepto wtasciwe ciata, kJ/(kg K)
ro=2500; %gestos¢ ciata, kg/m3

dL=L/n; f=a/dL.”2;
p(1)=2*f*(temp(2)-temp(1));
for i=2:n-1

p(i)=f*(temp(i+1l)-2*temp(i)+temp(i-1));
end
p(n)=2*f*(temp(n-1)-temp(n))+2*alfa./(dL*cp*ro)*(tg-temp(n));
dtdtemp=[p'];

Wyniki 8.3

Nieustalony ruch ciepta w ptycie

temperatura [°C]

0.06

0.04

czas t odlegto$¢ [m]

Rys. 8.8. Rozktad temperatur w ptycie — wykres 3D
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Rys. 8.9. Rozktad temperatur w ptycie dla czaséw rosnacych co 100 s.

PROJEKT 8.4
Temat: Nieustalony ruch ciepta w walcu nieskonczonym — metoda linii
Toolbox: -
Nieskonczony walec o promieniu R = 0.1 m, przewodno$ci cieplnej

A= 0.00375 kW/(m K), cieple wihasciwym c,=1.5 kJ/(kg K) i gestosci
p =2500 kg/m’, wymienia cieplo z gazem o temperaturze t,=100°C. Wspot-
czynnik wnikania ciepta wynosi o. = 0.05 kW/(m* K). Temperatura poczatkowa
walca wynosi to=20°C. Obliczy¢ rozklady temperatur T w walcu w miarg
uptywu czasu .

Rownanie przewodzenia ciepta dla walca

oT o’T 10T
By (8.51)
or or r or

korzystajac z zalezno$ci z poprzedniego zadania, wyprowadzmy rownania uzy-
teczne w metodzie linii.

— dla komorki w osi symetrii
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AN P 8.52
P ( Ar)z ’ (8.52)
— dla komorki wewnegtrznej
or T, =21, +T, 1 T,-T.,
——=a 5 +- (8.53)
o (ar) iAr  2Ar
— dla komorki zewnetrznej nagrzewanej
T.,-T,
— A =a\l,-T,). 8.54
vl (7,-1,) (8.54)
Po przeksztalceniu otrzymujemy
2Ara
T, =T, ~=1,~1;) (8.55)
oraz
1, - 22 g, -1,)- 21,4+,
A
> +
oT (ar)
T ra
1 T, _27(]; _Tf)_Tn—l
+
NAr 2Ar
Ostatecznie otrzymujemy
]:z—l _%(Tn _Tf)_Tn
A
2 > +
oT (Ar)
—=a (8.57)
ot Ara ( T )
1y Ve iy
4 A
NAr Ar
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r—7P8 4.m

%PROJEKT 8.4

%Przewodzenie ciepta w walcu rozwigzane metodg linii
function walec_1lin

clear all; close all; clc
global n R

% podziat siatki

n=50;

% warunek poczgtkowy

10=20;

for i=1:n

temp(i)=t0;

end

% wywotanie solvera ODE
[t,T]=ode45(@r,[0 1000],temp);
% prezentacja wynikow
xi=linspace(@,R,n);
[w,k]=size(T);
yi=linspace(0,200,w);
[XI,YI]=meshgrid(xi,yi);
figure(1)

surf(XI,YI,T)
title('Nieustalony ruch ciepta w walcu')
xlabel('promien [m]"')
ylabel('czas [s]')
zlabel('temperatura [\circC]"')
hidden on

shading interp

function dtdtemp=r(t,temp)

% zdefiniowany uktad rownan 'metody linii'

global n te R

R=0.1; a=10"(-6); alfa=0.05; tg=100; cp=1.5; ro=2500;
dR=R/n; f=a/dR.”2; lamb=a*cp*ro;

p(l)=a.*((2.*temp(2)-2.*temp(1))./(dR."2));

for i=2:n-1
p(i)=a.*(((temp(i+l)-2*temp(i)+temp(i-1))./(dR."2))+..

(1/(i.*dR)).*(temp(i+1l)-temp(i-1))./(2.*dR));

end

wT=((2.*dR.*alfa)./lamb).*(temp(n)-tg);

p(n)=a.*((2.*temp(n-1)-2.*temp(n)-wT)./(dR.”2)+(1/(n.*dR)).*(-

wT)./(2.*dR));
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dtdtemp=[p'];

Nieustalony ruch ciepta w ptycie

temperatura [°C]

0.06

0.04

0
czas [s] 0 odlegto$é [m]

Rys. 8.10. Rozktad temperatur w walcu

PROJEKT 8.5
Temat: Nieustalony ruch ciepta w kuli — metoda linii
Toolbox: -

Kula o promieniu R = 0.1 m, przewodnosci cieplnej A = 0.00375 kW/(m K),
cieple wlasciwym c,= 1.5 klJ/(kg K) 1 gestosci p = 2500 kg/m’, wymienia ciepto
z gazem o temperaturze T,= 100°C. Wspolczynnik wnikania ciepla wynosi
a = 0.05 kW/(m* K). Temperatura poczatkowa kuli wynosi T,=20°C. Obliczy¢
rozktady temperatur w kuli w miare uptywu czasu.

Rownanie przewodzenia ciepta dla kuli

oT o’'T 20T
o TS+, (8.58)
or or r or

po dyskretyzacji otrzymujemy
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— dla komorki w osi symetrii

or _ 21,2,
or  (Ar)

2

— dla komorki wewnetrznej

or

2T +T_

1

1

2

T

i+l A

P

[27—;41
a

(ar)

IAr

— dla nagrzewanej komorki zewnetrznej

2Ar

_ A(];H—l — Tn—l )

co daje

x=R

_of

2Ar
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Ostatecznie otrzymujemy

A
.- 0T
2
g_f: 2a (AA:O? (8.65)
1 “‘7{*(ﬂ1“7})
+
NAr Ar

r—7P8 5.m

%PROJEKT 8.5

%Przewodzenie ciepta w kuli rozwigzane metodg linii
function kula_1lin

clear all; close all; clc
global n R

% podziat siatki

n=50;

% warunek poczagtkowy

10=20;

for i=1:n

temp(i)=t0;

end

% wywotanie solvera ODE
[t,T]=ode45(@r,[0 200],temp);
% prezentacja wynikow
xi=linspace(@,R,n);
[w,k]=size(T);
yi=linspace(0,200,w);
[XI,YI]=meshgrid(xi,yi);
figure(1)

surf(XI,YI,T)
title('Nieustalony ruch ciepta w kuli')
xlabel('odlegtos¢ x')
ylabel('czas t")

zlabel( 'temperatura T')
hidden on

shading interp

function dtdtemp=r(t,temp)
% zdefiniowany uktad rownan metody linii
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global n R
R=0.1; a=10"(-6); alfa=0.05; tg=100; cp=1.5; ro=2500;
dR=R/n; f=a/dR.”2; lamb=a*cp*ro;

p(1l)=a.*((2.*temp(2)-2.*temp(1))./(dR."2));

for i=2:n-1
p(i)=a.*(((temp(i+1)-2*temp(i)+temp(i-1))./(dR."2))+..

(2/(i.*dR)).*(temp(i+1l)-temp(i-1))./(2.*dR));

end

wT=((2.*dR.*alfa)./lamb).*(temp(n)-tg);

p(n)=a.*((2.*temp(n-1)-2.*temp(n)-wT)./(dR.*2)+(2/(n.*dR)).*(-

wT)./(2.*dR));

dtdtemp=[p'];

Wyniki 8.5

Nieustalony ruch ciepta w walcu
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Rys. 8.11. Rozktad temperatury w kuli

8.4.2. Wykorzystanie integratora pdepe

Integrator ten jest przeznaczony do rozwigzywania zagadnien poczatkowych dla
rownan rozniczkowych czastkowych typu mieszanego paraboliczno-
eliptycznego w przestrzeni jednowymiarowej. Rozwigzuje on jednowymiarowe
rownania PDE o ogoélnej postaci:
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ou \ou m O ou ou
o x,tu,— | —=x"—|x"fl x,tu,— ||+ x,T,u,— |, (8.66)
Oox ) Ot ox ox ox

gdzie 1o < 1t < 1¢, a < X < b. Wykladnik m moze przyjmowac¢ wartosci 0, 1 lub 2
w zaleznos$ci od geometrii (plyta ptaska, walec, kula). Wystepujacy po prawej

stronie czton
ou
S| X, T,u,— (8.67)
Ox

jest czlonem zrodtowym. Funkcja f to strumien wielkosci u na jednostke czasu
1 jednostke powierzchni.

W kodzie programu praktycznie definiujemy tylko funkcje ¢, f i s. Nastepnie
okreslamy warunek poczatkowy

u(x,t,) =u,(x) (8.68)
oraz warunek brzegowy postaci
ou
PTu)+q(x67) - f| X Tu o =0 (8.69)
X

Przyktadowe wywolanie integratora ma postac¢

sol = pdepe(m,pdefun,icfun,bcfun,xmesh,tspan)

gdzie:

m okresla geometri¢: dla ptyty m = 0, dla walca m =1, dla kuli m =2

pdefun funkcja, w ktorej zdefiniowane jest rownanie rézniczkowe czgstko-
we lub uktad rownan rozniczkowych czastkowych (8.66). Uwaga:
definiujemy tylko zmienne c, f, s. Jesli rozwigzujemy uklad rownan
to zmienne c, f, s musza by¢ zdefiniowane jako wektory pionowe.

icfun funkcja, w ktorej zdefiniowane sa warunki poczatkowe (8.68).

bcfun funkcja, w ktorej zdefiniowane sg warunki brzegowe (8.69).

tspan wektor zawierajacy punkty czasowe, w ktorych chcemy uzyskac
warto$¢ obliczonej funkcji; w przypadku braku tspan solver ustali je
samoczynnie.

xmesh wektor zawierajacy wezly siatki - umozliwia to zageszczenie siatki

w miejscach o duzej zmienno$ci funkcji; w przeciwnym razie solver
uzyje siatki rownomierne;j.
Dziatanie tej funkcji ilustruja dwa kolejne projekty.
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PROJEKT 8.6
Temat: Nieustalone przewodzenie wzdluzne ciepla w precie chtodzonym
na obwodzie
Toolbox: -

Do pieca o temperaturze 1020°C wtozono jednym koficem okragly pret stalowy
o $rednicy 20 mm i dlugosci 0.5 m. Dane materialowe w listingu. Pret jest chto-
dzony przez optywajace go prostopadle powietrze o temperaturze 20°C. Okresli¢
rozklad temperatur preta po uplywie 1 godz (Kudra, 1985, ss. 321-324).

Przy zalozeniu, ze $rednica preta jest mala, rownanie bilansowe dla tego przy-
padku jest tatwe do wyprowadzenia i przyjmuje postac
or 0T _ 4a

- = —\'-7,), :
or a8x2 cppD( f) (8.70)

gdzie a — dyfuzyjno$é cieplna [m’/s], o — wspotczynnik wnikania ciepla
[kW/(m’K)], D — $rednica preta [m], ¢, — cieplo wiasciwe [kJ/(kg K)], p — ge-
sto§¢ [kg/m’].

Rownanie 8.70 nalezy zapisa¢ w postaci stosowanej w pdepe

or o (,0T) 4a
—=—A—|-—\T-T,), 8.71
Cpp@r Gx( axj D( f) ®.71)
wtedy mamy
oT 4
c=c,p fzia—x sz—Ea(T—]}.). (8.72)

Warunki brzegowe nalezy przedstawi¢ w postaci 8.69.
Na koncu lewym (1) zanurzonym w piecu temperatura wynosi T;= 1020°C, zni-
ka wigc czton zawierajacy strumien czyli ql = 0 natomiast pl = ul-T1, bo funkcja
szukana u na lewym krancu (ul) ma wartos¢ T1. Na prawym koncu (r) mamy
warunek Robina bo koniec preta jest chlodzony powietrzem przez konwekcje.
Wtedy wiec

orT

A= or-T,). (8.73)
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Przenoszgc strumief na prawg strone, mamy
oT
)+ 1 (8.74)

0=a(T-T,
ot

S
Tak wigc pr = a(T-Ty) a qr = 1 bo drugi czton to strumien f.

r—7P8 6.m

%PROJEKT 8.6

%Przewodzenie ciepta w precie z cztonem zrodiowym
function pret

clear all; close all

global cp ro lambda alfa D T1 Tf

% ptyta m=0; walec m=1; kula m=2

m=0;

n=50;

%dane

cp=460; %ciepto wtasciwe, J/(kg K)
ro=7850; %»gestosc¢, kg/m3

lambda=48; %przewodnos¢ cieplna,W/(m K)
alfa=5; %wspotczynnik wnikania ciepta, W/(m2 K)
D=0.02; %srednica preta, m

T1=1020; %temperatura konca w piecu, C
Tf=20; %temperatura powietrza, C
L=0.5; %dtugosc¢ preta, m

t=3600; %Cczas nagrzewania, s

x = linspace(@,L,n); %dtugoscé [m]

t = linspace(@,t,n); %czas [s]

% wywotanie solvera PDE
sol = pdepe(m,@pdexlpde,@pdexlic,@pdexlbc,x,t);

u=sol(:,:,1);

%pokaz temperature na koricu preta po zakonczeniu procesu
disp('Temperatura na koncu preta wynosi [C]');
disp(u(end,end))

% prezentacja wynikow
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figure(1)

surf(x,t,u)

title( 'Nagrzewanie preta w piecu')
xlabel('Odlegtos¢ [m]")
ylabel('Czas [s]')

zlabel( 'Temperatura [C]")

figure(2)

[xi,ti]=meshgrid(x,t);

[C,h] = contour(xi,u,ti);

set(h, 'ShowText', 'on', 'LineWidth',2, 'TextStep',get(h, 'LevelStep"
)*2)

grid on

ylabel('Temperatura [C]')

xlabel('Odlegtos¢ [m]")

function [c,f,s] = pdexlpde(x,t,u,DuDx)
global cp ro lambda alfa D Tf

% zdefiniowanie rdwnania
c = cp*ro;

lambda*DuDx;

s = -4*alfa/D*(u-Tf);

-+
1}

function u@ = pdexlic(x)
% warunek poczgtkowy
ue = 20; %Tf

function [pl,ql,pr,qr] = pdexlbc(xl,ul,xr,ur,t)
global alfa T1 Tf
% warunki brzegowe 1l-lewy, r-prawy

pl = Tl-ul;
ql = o;

pr = alfa*(ur-Tf);
ar = 1;

Wyniki 8.6

Program wydrukowat na ekranie gtownym:

Temperatura na koncu preta wynosi [C]
128.2363
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Rozktady temperatur pokazujg rysunki:

Nagrzewanie preta w piecu
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Rys. 8.12. Nieustalone nagrzewanie preta chtodzonego powietrzem
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Rys. 8.13. Rozktad temperatury dla poszczeg6élnych czaséw pokazanych
na krzywych w sekundach
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PROJEKT 8.7
Temat: Reakcja nieodwracalna w reaktorze rurowym z dyspersja wzdtuzna
Toolbox: -

Do strumienia plyngcego przez reaktor rurowy o dtugosci L zaczg¢to doprowa-
dza¢ reagent o stgzeniu cy. Przereagowuje on w reakcji nieodwracalnej I rzedu
o stalej szybkosci k. Ciecz w reaktorze ptynie z predkoscia u. Wspodtczynnik
dyspersji wzdhuznej wynosi E. Oblicz rozktady stezen wzdhuz dtugosci reaktora
W czasie Tpy.x 0d momentu rozruchu. Dane liczbowe sa zawarte w kodzie poka-
zanym ponizej.

Rownanie bilansowe elementu objetosci reaktora o dtugosci dx przyjmuje postac
% _p9C_y % ke (8.75)

gdzie ¢ — stezenie reagenta [kmol/m’], E — wspotczynnik dyspersji wzdtuznej
[m%s], k — wspotczynnik szybkosci reakcji [1/s], u, — predkosé cieczy w reakto-
rze [m/s]. Poszczegdlne czlony w tym rownaniu to (od lewej): akumulacja, czton
dyfuzyjny, czton adwekcyjny, czton upustowy. Poniewaz w kanonicznej postaci
roOwnania rozwigzywanego przez integrator pdepe nie ma czltonu adwekcyjnego
musi on wejs¢ do cztonu zrodtowego s. Wobec tego

c=1 szﬁ s=—ut%—kc, (8.76)
Ox ox
Warunek poczatkowy jest nastgpujacy
dla c=0 § Hax=0 c=q (8.77)
dla x>0 c=0

Warunki brzegowe sg nastepujace

dlax=0 c=c,

dla 7>0 1 8.78
dla x=1L %zO ( )
Oox

Ostatni warunek, zwany warunkiem Danckwertsa, jest warunkiem najczg$cie]
stosowanym na wylocie z reaktora rurowego.
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r7P8 7.m

%PROJEKT 8.7

%Rozwigzanie rdéwnania adwekcji z dyspersja wzdiuzna
function adwekcja

clear all; close all

global c@ E k ut

%dane

ut=4.233e-4; %predkosc¢ przeptywu, m/s

E=4.115e-5; »wspotczynnik dyspersji wzdiuznej, m2/s
k=1.157e-5; %stata szybkosci reakcji,1/s

c0=0.1; %stezenie wlotowe, kmol/m3

L=38.1; %dtugosc¢ reaktora, m

t=1800%*60; %czas, s

% ptyta m=0; walec m=1; kula m=2

m= 0;

ns=200;

nt=250;

X = linspace(@,L,ns); %dtugos¢ [m]
t = linspace(0,t,nt); %czas [s]

% wywotanie solvera PDE

sol = pdepe(m,@pdexlpde,@pdexlic,@pdexlbc,x,t);
u=sol(:,:,1);

disp(u(end,end)) %pokaz stezenie koncowe na wylocie
% prezentacja wynikow

figure(1)

surf(x,t,u)

shading interp

title( 'Rozktad stezenia w reaktorze')
xlabel('Dtugos¢ [m]")

ylabel('Czas [s]')

zlabel('Stezenie [kmol/m3]")

figure(2)

[xi,ti]=meshgrid(x,t);

[C,h] = contour(xi,u,ti);

set(h, 'ShowText', 'on', 'LineWidth',2, 'TextStep',get(h, 'LevelStep'
)*2)

grid on

ylabel('Stezenie [kmol/m3]")

xlabel('Dtugos¢ [m]")
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function [c,f,s] = pdexlpde(x,t,u,DuDx)
global E k ut
% zdefiniowanie rdwnania

c =1;
f = E*DuDx;
s = -ut*DuDx-k*u;

function u@ = pdexlic(x)
global ce
% warunek poczagtkowy
uoe = 0;
if x==0
uoe=co;

function [pl,ql,pr,qr] = pdexlbc(xl,ul,xr,ur,t)

global ce

% warunki brzegowe 1l-lewy, r-prawy
pl = cO-ul;

ql = o;

pr = ©;

ar = 1;

Wyniki 8.7

Jako stezenie koncowe program wydrukowat 0.0354 kmol/m’. Rozktady prze-
strzenne i czasowe st¢zenia w reaktorze pokazuja ponizsze rysunki.

Uwaga: aby rozwigzanie bylo numerycznie stabilne musi by¢ spetniony warunek:

ol <Ai<l, (8.79)
gdzie:
ArY A
o7 = u,=- A=2E—=" (8.80)
Ax (Ax)

gdzie Ax to krok przestrzenny, a At krok czasowy. W naszych warunkach
dla liczby krokéw przestrzennych 200 i czasowych 250 mamy o° = 0.921 oraz
A = 0.980, co gwarantuje, ze schemat jest stabilny.

365



Rozktad stezenia w reaktorze

o

o
8

Stezenie [kmol/ms]

6

40 o
Dhugos¢ [m] Czas [s]
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Rys. 8.15. Wykres 2D rozkladéw stezenia w reaktorze
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8.5. Rozwiazywanie r6wnan typu eliptycznego

Przedstawimy najpierw metod¢ macierzowa, ktéra w zalezno$ci od sposobu
rozwigzywania powstatego ukladu réwnan liniowych bywa nazywana metoda
odwracania macierzy lub metoda relaksacji.

Nalezy ona do metod roznic skonczonych i polega na dyskretyzacji przestrzeni
siatka prostopadloscienng. W $rodku otrzymanych elementow przestrzennych
umieszcza si¢ wezly skupiajagce warto$¢ funkcji dla catej komorki siatki. Po-
niewaz w roéwnaniu eliptycznym brak pochodnych po czasie rOwnanie bilansowe
dla komorki otrzymane;j siatki staje si¢ rOwnaniem algebraicznym. Po napisaniu
rownan bilansowych dla wszystkich elementow uzyskuje si¢ uktad réwnan li-
niowych, ktory rozwiazuje si¢ metoda odwracania macierzy. Metodge te¢ zilustru-
jemy na najprostszym przykladzie dwuwymiarowego przewodzenia ciepta.

PROJEKT 8.8
Temat: Ustalony ruch ciepta w podporze o przekroju prostokatnym
Toolbox: -

Na Rys. 8.15 przedstawiono schemat podpory zbiornika z goraca ciecza, posa-
dowionej na izolowanym cieplnie podlozu. Sciana jest chtodzona z obu stron
powietrzem o tej samej temperaturze, lecz wspotczynniki wnikania sg rézne po
obu stronach. Dane zawarte sg w programie.

Zasady dyskretyzacji tu uzyte opisuja Incropera i in., 2007. Na przekrdj podpo-
ry naniesiono siatke o kroku Ax w kierunku poziomym i Ay w kierunku piono-
wym. Na przecigciach linii siatki (linie ciggte) umieszczono wezly ponumero-
wane od 1 do 30. Wezly te nalezg do odpowiednich komoérek ograniczonych
liniami przerywanymi o tym samym skoku Ax i Ay. Dla kazdej z komorek nale-
zy utozy¢ rdwnanie bilansowe ciepta doplywajacego do komorki. Dla utatwienia
pracy zauwazmy, ze wystepuje tu kilka rodzajéw komorek np. komorki 1, 2, 3, 4
15 lezg na powierzchni o stalej temperaturze i sgsiadujg na pozostalych §cianach
z innymi komoérkami. Nalezy wigc wyprowadzi¢ odpowiednie rownania dla
kazdej grupy osobno. Zastosujemy nast¢pujace indeksowanie: i — oznacza dang
komorke, a indeksy 1, p, g, d — odpowiednio komorki z lewej, prawej, u gory i u
dotu. Dla uproszczenia przyjmiemy, ze podpora jest izotropowa i ma t¢ sama
przewodnos$¢ cieplng w obu kierunkach.

Aby moc obliczy¢ powierzchni¢ wymiany ciepla migdzy komorkami przyjmie-
my, ze podpora ma dtugo$¢ jednostkowa.
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T,=20°C

Rys. 8.16. Schemat dyskretyzacji powierzchni przekroju $ciany przewodzacej ciepto

e Komorka powierzchniowa o statej temperaturze (i =1 do 5)
T, = const . (8.81)

e Komoérka powierzchniowa wymieniajaca cieplo przez wnikanie (i = 6, 10,
11, 15, 16, 20, 21, 25)

T -T -T T, -T
L&Jr iu£+ LA),HX(]} _Ti)Ayz(), (8.82)
Ay 2 Ay 2 Ax

~

Indeks p/l oznacza komorke z lewej badz z prawe;.
e Komorka wewnetrzna (i=7, 8,9, 12, 13, 14, 17, 18, 19, 22, 23, 24)
T-T T -T T, -T T,-T
A—LAy + I E— Ay + A E—Ax+ 1—+—LAx =0. (8.83)
Ax Ax Ay Ay
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e Komorka powierzchniowa izolowana (i =27, 28, 29)

7 T -T -T
L-Th&y T,-TAy T-T, (8.84)

/S S
Ax 2 Ax 2 Ay

e Komoérka narozna z jednej strony wymieniajgca cieplo przez wnikanie,
z drugiej izolowana (i = 26, 30)

T,-T Ax 1,,,-T. A

- 4 ﬂl/p—_y_'_ (

A
P o1, 1) =0, (8.85)
Ay 2 Ax 2

W tym miejscu nalezy dodaé, ze podobne réwnania latwo ulozy¢ dla innych
rodzajow wezlow jak np. wezet w narozniku wklestym czy wezel narozny izo-
lowany na dwu powierzchniach bocznych. Moza tez uwzgledni¢ obj¢toSciowa
generacje ciepla.

Latwo zauwazy¢, ze rOwnania te sg liniowe ze wzgledu na T. Mozna je wige
przeksztalci¢ do postaci macierzowej

A-T=b, (8.86)

gdzie A — macierz wspolczynnikow a b — macierz wyrazow wolnych. Przykta-
dowo rownanie dla wezta 26 ma po przeksztatceniu postac:

([~ (asp (o ST oy, BT g

Dla wszystkich weztoéw w powyzszy sposob zbudujemy kolejne wiersze macie-
rzy A i wektora b.

Na koniec wystarczy obliczy¢ wektor T przez przeksztatcenie
T=A47"b. (8.88)

Obliczenia te zawarte sg w programie ponizej. Budow¢ macierzy wykonano w
znacznej cze$ci recznie. Zbudowanie automatycznego generatora roOwnan na
podstawie osiatkowania jest pracochtonne i zwykle nieoptacalne dla jednostko-
wych przypadkow. Zwykle w takich przypadkach korzysta¢ bedziemy z komer-
Cyjnego oprogramowania.
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r—7P8 8.m

%PROJEKT 8.8

%Rozwigzanie eliptycznego rdéwnania przewodzenia ciepta
function heat_elip

clear all; clc;

%Dane

H=0.1; %wysokos¢ podpory, m

B=0.08; %grubos¢ podpory, m

lam=2; %przewodnos¢ cieplna podpory, W/(m K)

Tf=20; %temperatura otoczenia, C

T0=100; %temperatura gorneej krawedzi, C

alfal=120; %wsp6lczynnik wnikania ciepta po lewej, W/(m2 K)
alfa2=50; %wspoétczynnik wnikania ciepta po prawej, W/(m2 K)
N=30; %liczba weziow

nk=5; %liczba kolumn weziow

nw=6; %liczb wierszy weziow

Dx=B/(nk-1); %krok siatki w kierunku x
Dy=H/(nw-1); %krok siatki w kierunku y
Dx2=Dx"2;
Dy2=Dy"2;

%#Macierz wspotczynnikow dla wszystkich wezitdéw, 1acznie
%z tymi, dla ktoérych znamy temperature.

A=zeros(N);
b= linspace(9,0,N)’;

IWszystkie wezty w pierwszym wierszu
A(1,1)=1; A(2,2)=1; A(3,3)=1; A(4,4)=1; A(5,5)=1;
b(1)=To; b(2)=T0; b(3)=TO; b(4)=TO; b(5)=T0;

%Wezty srodkowe w pierwszej kolumnie
cl=-2*(Dx2+Dy2)-2*Dx*Dy2*alfal/lam;
z1=-2*Dx*Dy2*alfal*Tf/lam;

A( 6, 1)=Dx2; A( 6, 6)=cl; A( 6,11)=Dx2; A( 6, 7)=2*Dy2;
b(6)=z1;

A(11, 6)=Dx2; A(11,11)=cl; A(11,16)=Dx2; A(11,12)=2*Dy2;
b(11)=z1;

A(16,11)=Dx2; A(16,16)=cl; A(16,21)=Dx2; A(16,17)=2*Dy2;
b(16)=z1;

A(21,16)=Dx2; A(21,21)=cl; A(21,27)=Dx2; A(21,22)=2*Dy2;
b(21)=z1;
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%Wezty srodkowe w ostatniej kolumnie
c2=-2*(Dx2+Dy2)-2*Dx*Dy2*alfa2/lam;
z2=-2*Dx*Dy2*alfa2*Tf/lam;

A(10,5)=Dx2; A(10,10)=c2; A(10,15)=Dx2; A(10, 9)=2*Dy2;
b(10)=z2;

A(15,5)=Dx2; A(15,15)=c2; A(15,20)=Dx2; A(15,14)=2*Dy2;
b(15)=z2;

A(20,5)=Dx2; A(20,20)=c2; A(20,25)=Dx2; A(20,19)=2*Dy2;
b(20)=z2;

A(25,5)=Dx2; A(25,25)=c2; A(25,30)=Dx2; A(25,24)=2%Dy2;
b(25)=z2;

%Dolny lewy wezet narozny
c5=-Dx2-Dy2-Dx*Dy2*alfal/lam;
A(26,21)=Dx2; A(26,26)=c5; A(26,27)=Dy2;
b(26)=-Dx*Dy2*alfal*Tf/lam;

%Dolny prawy wezet narozny
Cc6=-Dx2-Dy2-Dx*Dy2*alfa2/lam;
A(30,25)=Dx2; A(30,30)=c6; A(30,29)=Dy2;
b(30)=-Dx*Dy2*alfa2*Tf/lam;

%Dolne wezty sSrodkowe
c3=-2*(Dx2+Dy2);
A(27,22)=2*Dx2; A(27,27)=c3; A(27,28)=Dy2;
b(27)=0;
A(28,23)=2*Dx2; A(28,28)=c3; A(28,29)=Dy2;
b(28)=0;
A(29,24)=2*Dx2; A(29,29)=c3; A(29,30)=Dy2;
b(29)=0;
JWszystkie wezty wewnetrzne
c4=-2*%(Dx2+Dy2);
ri=[7 8 9 12 13 14 17 18 19 22 23 24]; %tablica numerdéw weziow
wewn.
for k=1:12
j=ri(k);
A(J,J-nk)=Dx2; A(Jj,j-1)=Dy2; A(Jj,Jj)=c4; A(J,j+1)=Dy2;
A(j,j+nk)=Dx2;
b(j)=0;
end;
%Rozwigzanie
T=inv(A)*b
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%Konwersja wektora T na dwuwymiarowa macierz TT
TT(1,1:5)=[T( 1) T( 2) T( 3) T( 4) T( 5)];
TT(2,1:5)=[T( 6) T( 7) T( 8) T( 9) T(10)];
TT(3,1:5)=[T(11) T(12) T(13) T(14) T(15)];
TT(4,1:5)=[T(16) T(17) T(18) T(19) T(20)];
TT(5,1:5)=[T(21) T(22) T(23) T(24) T(25)];
TT(6,1:5)=[T(26) T(27) T(28) T(29) T(39)];

%Wydrukuj macierz temperatur
disp(TT);

%Wykres warstwicowy

TT=flipud(TT); %obro¢ macierz wokdét osi poziomej
figure(1);

contourf(TT,10);

Wyniki

100.0000 100.0000 100.0000 100.0000 100.0000
50.2660 69.0508 75.6360  75.5423 65.9918
35.6005 50.3012 57.9508 60.5414  58.8743
28.9749 38.6028 45.3246  49.7983 53.2889
24.6334  29.8103 34.9466 40.0381 46.8479
21.7787 21.0585 24.6132 28.5598 34.1631

Wyniki 8.8

Rys. 8.17. Wykres warstwicowy rozktadu temperatury w podporze
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W tym miejscu nalezy przestrzec Czytelnika przed bezkrytycznym przyjmowa-
niem wynikow tych obliczen. Jakos¢ rozwigzania zalezy od gestosci osiatkowania.
W powyzszym przypadku wystarczy zwigkszy¢ rozmiary podpory, aby uzyska¢
w niektorych wezlach temperature nizsza niz temperatura otoczenia! Aby upew-
nic¢ si¢, ze rozwigzanie jest poprawne, nalezy wykona¢ obliczenie sprawdzajace
przy dwukrotnie zageszczonej siatce w obu kierunkach. Jesli otrzymane wyniki
s takie same, mowimy, Ze rozwigzanie jest niezalezne od siatki. Przy recznej
generacji rownan (jak wyzej) jest to oczywiscie bardzo pracochtonne.

Inng metoda rozwigzano réwnanie eliptyczne ustalonego przeptywu ptynu ru-
chem laminarnym w kanale prostokatnym. Przedstawia to Projekt 8.9. Metoda ta
jest mniej pracochtonna jak chodzi o dyskretyzacje.

PROJEKT 8.9
Temat: Ustalony profil predko$ci w laminarnym przeptywie przez kanat
o przekroju prostokatnym
Toolbox: -

W rurociagu o przekroju prostokatnym ptynie ciecz ustalonym ruchem laminar-
nym. Nalezy wyznaczy¢ dwuwymiarowy profil predkosci cieczy w tym kanale.
Problem opisany jest roéwnaniem Naviera-Stokesa, ktére w tym przypadku
upraszcza si¢ do postaci

du o'u 14
_”2‘+_”2‘=__P_ (8.89)
ox~ oy pdz
Podstawiajac nastepujace simpleksy
X=x/B,Y=y/H, U=ulu,, (8.90)
gdzie u, jest predkoscig w osi przewodu, otrzymujemy réwnanie bezwymiarowe
OU ,OU _Hdp
oX* oY wuudz

(8.91)

Domena obliczeniowa pokazana na Rys. 8.18 obejmuje jedynie % przekroju
kanalu z uwagi na symetrig, stad warunki brzegowe dla tego rownania sg naste-

pujace:
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Na $cianach kanatu X =0.5H/B U=0
Y=0.5 U=0
Na osiach symetrii X=0 oU
ox
Y =0 U _,
oY
W osi kanatu X=01Y=0 U=

Zaprezentowany tu sposob rozwigzania rownania (8.89) zaproponowali Osthui-
zen i Naylor, 1999. Polega on na nast¢pujacych krokach.

W pierwszej kolejnosci rozwigzujemy rownanie, w ktorym czton zrodtowy (po
prawej) jest rowny -1. W tym celu dyskretyzujemy obszar siatkg prostokatna
o krokach AX i AY. Rownanie przedstawiamy w postaci dyskretnej, stosujac
trojpunktowy schemat centralny do przedstawienia pochodnych drugiego rzgdu

Ui+1,j B 2Ui,j + Ui—l,j i Ui,j+1 B 2Ui,j + Ui,j—l - (8.92)
AX® AY? ’
stad po przeksztalceniu mamy wyrazenie na Uj;
Ui+1,j + Ui—l,j " Ui,j+1 + Ui,j—l |
U - AX? AY? (8.93)
b 2 2 '
PR
AX® AY

Wypeliamy teraz caly obszar, poczynajac od $cian gdzie za U podstawiamy
zero, przez wszystkie punkty wewnetrzne (z wyjatkiem osi symetrii podstawia-
jac jakies zatozenie poczatkowe np.

Ux,v)=[1-x)1-7?). (8.94)

W komorkach lezacych na osiach symetrii wpisujemy warto$ci w sasiednich
komorkach

Ui,l = Ui,2 oraz Ul,j = U2,j (8.95)

Dokonujemy kolejnych iteracji, przeliczajac wszystkie komorki wewngtrzne,
dopoki w wybranej komoérce zmiana wartosci w dwu kolejnych przeliczeniach
nie bedzie mniejsza niz zadana dokladno$¢ e.

W wyniku tych obliczen uzyskujemy w osi kanatu warto$¢ U, r6zng niz zero,
gdyz rozwigzywane rownanie to rozni si¢ od wlasciwego cztonem zrodlowym.
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Odczytujemy warto$¢ obliczong U.. Ostateczne rozwigzanie musi dawaé¢ U = 1

w osi przewodu (trzeci warunek brzegowy), stad musi zachodzi¢ zalezno$¢
Hdp 1
2P (8.96)

updz U

c

Na podstawie tego rownania mozna policzy¢ warto$¢ u, w osi na podstawie da-
nych warto$ci dp/dz, H, u oraz odczytanej wartosci U.. Ostateczne rozwigzanie
wymiarowe otrzymamy po przeksztatceniu wszystkich zmiennych na wymiarowe.

0 1
Y | 72 B
j=ny AX
| |
U..
j*1 ‘+ __________________ i___:‘_kjfi _________________
| | |
AY L u. . L
j :L ______________ L_J_'Ei*_,u_u,_tf'flrl_ ____________ % H
‘ } J..
e L
I | | |
1 @Y I .
i=1 -1 i i+l i=nxl X

Rys. 8.18. Schemat dyskretyzacji ¥4 powierzchni przekroju kanatu
Obliczenia te zawarte sg w programie ponizej. Dane sa zawarte w programie.

r—7P8 9.m

%PROJEKT 8.9

%Profil ustalony predkosci w kanale prostokatnym w ruchu lami-
narnym

clear all; close all; clc;
%Roéwigzanie rownania bezwymiarowego
nx=20; dx=1./nx;

ny=20; dy=1./ny;

U=zeros(nx,ny);

%BC na scianie

U(ny,:)=0;

U(:,nx)=0;

375



%Pierwsze przyblizenie
for i=2:ny-1
for j=2:nx-1
X=(j-1)*dx;
Y=(i-1)*dy;
U(L,3)=(1-X.~2)*(1-Y.*2);
end
end
%BC na ptaszczyznach symetrii
U(1,:)=U(2,:);
U(:,1)=U(:,2);
%rysunek kontrolny
figure(1)
surf(U)
%Iteracyjne uzyskanie rozwigzania
dx2=dx.”2; dy2=dy.”2; %zmienne pomocnicze
den=2*(1./dx2+1./dy2);
Ue=10; w=1; nit=0; %wartosci poczatkowe
while (w>1l.e-3) && nit<1000
for i=ny-1:-1:2
for j=nx-1:-1:2
U(i,j)=((U(i,j+1)+U(i,j-1))/dx2+(U(i+1,7j)+U(i-
1,3))/dy2+1)/den;
end
end
U(1,:)=U(2,:);
U(:,1)=U(:,2);
w=abs(U(2,2)-U0);
Ue=U(2,2);
nit=nit+1;
end
hold on
surf(U) %rozwigzanie
title('Wykres bezwymiarowy: zatozenie i rozwigzanie')
Uc=U(1,1); %okreslenie Uc
%Wykres bezwymiarowy
U=U./Uc;
figure(2)
surfc(U)
title('Wykres bezwymiarowy znormalizowany')
ZWykres wymiarowy
B=0.05; %X Szerokos¢ [m]
H=0.02; %Y Wysokos¢ [m]
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miu=1.0e-3; %lepkos$¢ [Pa s]

ro=1000.0; %gestos¢ [kg/m3]
dpdz=-0.02; %gradient cisnienia [Pa/m]
uc=-Uc*H.”2*dpdz/miu

Rec=uc*ro*H/miu

u=U*uc*1000;

x=linspace(0,B/2,nx);
y=linspace(@,H/2,ny);

figure(3)

surfc(x,y,u)

xlabel('Szerokos¢ [m]")

ylabel( 'Wysokos$¢ [m]"')
zlabel('Predkos¢ [mm/s]"')
title('Profil predkosci w kanale prostokatnym')

Wyniki 8.9
Program wydrukowat nast¢pujaca predkos$¢ [m/s] w osi kanatu i liczbg Reynodsa

uc = 0.0032
Rec 63.4631

Profil predkosci w kanale prostokatnym

25+ oo e

[N
|

-
o
|

Predko$¢ [mm/s]

|

054" B ) ) 0.01

0.005

0015 (oo

Wysoko$¢ [m]

Szerokos¢ [m]

Rys. 8.19. Wykres profilu predkosci w kanale

377



8.6. Problemy obliczen numerycznych przy rozwiazywaniu PDE

Pierwszym waznym problemem w rozwigzywaniu numerycznym PDE jest pro-
blem zbiezno$ci. Powstaje zawsze pytanie czy rozwigzanie numeryczne odpo-
wiada rozwigzaniu $cislemu, tj. czy rozwiazanie numeryczne jest zbiezne, co ma
miejsce wtedy, gdy dazy ono do rozwigzania $cistego, kiedy krok catkowania
dazy do zera. Rozwigzaniem $cistym jest rozwigzanie analityczne, to za§ mozna
uzyska¢ zwykle jedynie dla prostych przypadkow. I tak np. istniejg analityczne
rozwigzania rownania dyfuzji nieustalonej w jednowymiarowej ptycie, walcu
i kuli (zob. Crank, 1956), lecz uzyskane dla statej wartosci dyfuzyjnosci i sta-
tych warunkoéw brzegowych.

Drugim podstawowym problemem jest czy dany schemat réznicowy (sposob
reprezentacji pochodnych ilorazem réznicowym) bedzie stabilny przy danej
gestosci siatki dyskretyzacyjnej. Jest to problem stabilnosci. Latwo zaobserwo-
wac, rowniez na przykladach z tej ksiazki, ze przy zmianie kroku catkowania
uzyskuje si¢ czasem oscylacje uzyskanych funkcji lub wrecz przekroczenie za-
kresu liczbowego.

Prostag metoda sprawdzenia zbiezno$ci rozwigzania numerycznego jest porow-
nanie go z rozwigzaniem teoretycznym dla przypadku statych wspolczynnikow.
Mozna wtedy sadzi¢, ze begdzie on zbiezny réwniez dla przypadku zmiennych
wspotczynnikow. Jesli rozwigzania analitycznego brak, pozostaje zmniejszanie
kroku catkowania do chwili, gdy rozwigzanie przestanie w sposob istotny zale-
ze¢ od kroku catkowania.

Podstawowym sposobem na zmniejszenie niestabilnosci schematu réznicowego
jest rozwigzywania roOwnania w postaci znormalizowanej, tj. przeksztalconego
z uzyciem zmiennych bezwymiarowych. Zmienne w réwnaniach roznig si¢ za-
kresami wielkosci, ktore zreszta zaleza od jednostek. Roznice te sig¢gajag kilku
rzgdow wielkosci. W formie bezwymiarowej wigkszo§¢ zmiennych zmienia si¢
w zakresie (0, 1), co zmniejsza oscylacje. Upraszczaja si¢ roOwniez postaci
wspotczynnikow rownan kanonicznych solvera pdepe.

Stosujac nastgpujace zmienne bezwymiarowe

: (8.97)

gdzie Fo to liczba Fouriera, mozemy przeksztalci¢ rownanie (8-30) do postaci
bezwymiarowe;:
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o _do
oFo oy°

(8.98)

Rowniez do bezwymiarowej postaci przeksztalcimy warunki brzegowe (8.11)
1(8.13). Otrzymamy odpowiednio:

oD
— =0 (8.99)
ox 0
oraz
oD .
-—| =Bi,®, (8.100)
Oy =

gdzie Biy to liczba Biota dla ruchu ciepla dana wzorem

Bi, =—. 8.101
iy = (8.101)

Dla schematu réznicowego (8.31), gdzie dodatkowo zdyskretyzujemy pochodna
po czasie, dla formy bezwymiarowej otrzymamy:

o —o D, -20,+D,

8.102
AFo (Ax )’ ( )
Mozna udowodnic, ze stabilno$§¢ numeryczna jest zapewniona, gdy
2
AFo > M . (8.103)
2

Oczywiscie w metodzie linii stosujemy bardziej ztozong reprezentacj¢ pochod-
nej po czasie, ktora dostarcza uzyty solver ODE i warunek powyzszy nalezy
traktowac z przyblizeniem.

Rozwigzanie problemu stygnigcia ptyty jednowymiarowej dla rownania sprowa-
dzonego do postaci bezwymiarowej przedstawia Projekt 8.10.
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PROJEKT 8.10
Temat: Nieustalony ruch ciepta w plycie nieskonczonej. Réwnanie
W wersji znormalizowanej
Toolbox: -

Scenariusz i dane identyczne jak w Projekcie 8.3. Rozwigzano roéwnanie prze-
wodzenia w wersji znormalizowane;j.

=~ P8 10.m

%PROJEKT 8.10

%Znormalizowane rdwnanie przewodzenia ciepta w piycie
function plyta dim

clear all; close all; clc

global Bi

t0=20; tg=100;

1am=0.00375;

a=le-6;

L=0.1;

alfa=0.05;

Bi=alfa*L/lam;
%---rozwigzanie bezwymiarowe

m = 0; %ptyta
X = linspace(0,1,20); % grubos¢ bezwymiarowa, -
Fo = linspace(0,0.1,20); % czas bezwymiarowy, -

% wywotanie solvera PDE

sol = pdepe(m,@pdexlpde,@pdexlic,@pdexlbc,x,Fo);
u=sol(:,:,1);

% ----- przeliczenie na wymiarowe
T=u.*(te-tg)+tg;

t=Fo.*L"2/a;

1=x*L;
% ----- prezentacja wynikow
figure(1)

surf(x,Fo,u)

title('Nieustalony ruch ciepla w ptycie - przypadek bezwymiaro-
wy')

xlabel('\chi [-]")

ylabel('Fo [-]")

zlabel('\Phi [-]")

figure(2)

surf(l,t,T)
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title('Nieustalony ruch ciepla w ptycie')
xlabel( 'odlegtos¢ [m]')

ylabel('czas [s]')

zlabel( 'temperatura [\circC]"')

function [c,f,s] = pdexlpde(x,t,u,DuDx)
% zdefiniowanie rdwnania

c =1;

f = DuDx;

s = 0;
74P

function u@ = pdexlic(x)
% warunek poczagtkowy
ue = 1;

function [pl,ql,pr,qr] = pdexlbc(xl,ul,xr,ur,t)
% warunki brzegowe 1-lewy, p-prawy

global Bi

pl = 0;

ql = 1;

pr = Bi*ur;

qr = 1;

Wyniki 8.10

Nieustalony ruch ciepta w ptycie - przypadek bezwymiarowy
0.95 | _
09— WS¢
T oosp ) \

0754 . : e
07
0.65 "1

0.1

- 0.4
Foll ° 0 s

Rys. 8.20. Rozktad temperatur w ptycie we wspotrzednych bezwymiarowych
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Nieustalony ruch ciepta w ptycie

o
=}

& &

temperatura [°C]

500

czas [s] 0 o odlegto$¢ [m]

Rys. 8.21. Rozktad temperatur w ptycie we wspotrzednych wymiarowych

8.7. Przyklady obliczeniowe

Projekty tu przedstawione ilustrujg rézne aspekty obliczen opartych na rozwia-
zaniu rownan PDE typu parabolicznego w zastosowaniach dotyczacych inzynie-
rii procesowej. Zawierajg one nastgpujace zagadnienia:

Projekt 8.11

Projekt 8.12

Projekt 8.13
Projekt 8.14

Projekt 8.15

Projekt 8.16

przedstawia problem nieustalonego ruchu ciepta w $cianie
ptaskiej z warunkiem poczatkowym okreslonym rownaniem.
Zawiera rOwniez obstuge wydarzen.

przedstawia problem nieustalonego ruchu ciepta w $cianie
ptaskiej z warunkiem poczatkowym okre$§lonym réwnaniem
i zmiennym w czasie warunkiem brzegowym na brzegu.
przedstawia problem nieustalonego ruchu ciepta w walcu
wielowarstwowym, z réznymi wiasciwosciami kazdej z warstw.
przedstawia problem suszenia kuli opisanego ukladem rownan
jednoczesnego ruchu ciepla i masy.

przedstawia problem suszenia warstwy materiatu ziarnistego
z oporem wewngtrznym ruchu ciepla i masy w kazdym ziarnie
materiatu.

przedstawia problem suszenia parg przegrzang probki mate-
rigtlu w ksztalcie walca.

Warto tez zajrze¢ do Projektu 9.5, ktory zawiera jest rozwigzanie problemu su-
szenia walca z ruchoma granicg — walec kurczy si¢ w czasie procesu.
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PROJEKT 8.11
Temat: Nieustalony ruch ciepta w $cianie budynku. Dochodzenie
do stanu ustalonego po zmianie warunku brzegowego
Toolbox: -

Wskutek strat ciepta od ogrzewanego wnetrza budynku do otoczenia temperatu-
ra zewnetrznej 1 wewnetrznej powierzchni jednej ze $cian budynku ustalita si¢
na poziomie odpowiednio 10 i 21°C. Gdy temperatura otoczenia spadta raptow-
nie do 0°C podniesiono temperatur¢ wewnatrz budynku do 22°C. Okresli¢, po
jakim czasie temperatura wewngtrznej powierzchni $ciany ustali si¢ 1 jaka war-
tos¢ osiagnie (Kudra, 1985 ss. 324-327).

Postuzono si¢ tu obsluga wydarzen (events- por. Projekt 7.7) w celu okre$lenia
czasu, po ktorym osiagni¢ty zostaje stan ustalony w $cianie, czyli stanu gdy
profil temperatury zblizony jest do linii prostej. W funkcji zdarzenie okreslono
warunek, kiedy profil temperatury w §cianie jest juz zblizony do prostej, oblicza-
jac pochodne dT/dx we wszystkich punktach siatki przestrzennej. Nastgpnie
obliczono odchylenie standardowe s tych pochodnych i przyjeto, ze gdy osigga
ono warto$¢ 2 (value= s-2), podczas gdy ta roznica maleje (dircn = -1),
to profil temperatury jest juz wystarczajaco ptaski i obliczenia nalezy przerwac
(isterminal=1). Poniewaz zaczynaliSmy od plaskiego profilu temperatury
dlatego na obliczenia zezwolono dopiero gdy t > At.

—7scianal.m

%PROJEKT 8.11

%0grzewanie sciany budynku do stanu ustalonego

function scianal

clear all; close all; clc;

global cp ro lambda alfa_z alfa w L Twl Tzl Tws Tzs n dt
% ptyta m=0; walec m=1; kula m=2

m=0;

n=50;

%------- dane

Ccp=800; % ciepto wtasciwe S$ciany [JI/(kg K)]
ro=1600; % gestosc¢ Sciany [kg/m3]

lambda=0.5; % przewodno$¢ Sciany [W/(m K)]

alfa z=20; % zewn. wsp. wnikania ciepta [W/(m2 K)]
alfa w=5; % wewn. wsp. wnikania ciepta [W/(m2 K)]
Twl=22; % nowa temp. wewn. [C]

Tz1=0; % nowa temp. zewn. [C]

Tzs=10; % pocz. temp. zewn. Sciany [C]

Tws=21; % pocz. temp. zewn. Sciany [C]
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L=0.5; % grubos¢ sciany [m]

t=80; % czas procesu [godz.]
dt=t*3600./n;
x = linspace(@,L,n); % grubos¢ [m]

t = linspace(0,t*3600,n);% czas [s]

% wywotanie solvera PDE
options=odeset('Events',@zdarzenie);
[sol,tsol,sole,te,ie] = pde-
pe(m,@pdexlpde,@pdexlic,@pdexlbc,x,t,options);
u=sol(:,:,1);

disp('Temperatura Sciany wewn. [C]'); disp(u(end,end))
disp('Czas ustalnia sie profilu temp. [hr]'); disp(te/3600);
% ------ prezentacja wynikow

figure(1)

[w,k]=size(u);

surf(x,t(1:w)/3600,u)

title('Temperatura Sciany')

xlabel('grubos¢ Sciany [m]')

ylabel('czas [hr]")

zlabel( 'temperatura [\circC]"')

figure(2)

tf=u(w,:);

plot(x,tf),grid on

title('Rozktad temperatur w nowym stanie ustalonym')
ylabel('T [\circC]'), xlabel('L [m]")

% —ccoccococooocoooooooooooCooooooooCooooCooooCooCooCoooCoo oo oeoe
function [c,f,s] = pdexlpde(x,t,u,DuDx)

global cp ro lambda

% zdefiniowanie réwnania

c = cp*ro;
f = lambda*DuDx;
s =0;

function u@ = pdexlic(x)

global Tws Tzs L

% warunek poczgtkowy

ud = (Tws-Tzs)*x/L+Tzs; %profil liniowy

function [pl,ql,pr,qr] = pdexlbc(xl,ul,xr,ur,t)
% warunki brzegowe 1-lewy, p-prawy

global alfa_z alfa_ w Twl Tz1

pl = -alfa z*(ul-Tzl);

ql = 1;
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pr = alfa w*(ur-Twl);
qr = 1;
function [value,isterminal,dircn]=zdarzenie(m,t,xmesh,umesh)
global n dt
if t>dt
dl=xmesh(2)-xmesh(1);
du=diff(umesh)./dl;
du(n)=du(n-1);
md=sum(du)./n;
s=sum(abs(du-md)./n);
else
s=1;
end
value=s-2; %gdy ta wartos¢ osiaggnie zero
isterminal=1;%przerwij obliczenia

dircn=-1; %jesli wartosc ta malata;
Wyniki 8.11
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Rys. 8.22. Rozktad temperatur w $cianie
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Rys. 8.23. Ustalony nowy rozktad temperatur

PROJEKT 8.12
Temat: Nieustalone nagrzewanie i chtodzenie $ciany budynku.
Dowolny warunek poczatkowy. Zmienny warunek brzegowy
Toolbox: -

Wskutek strat ciepla do otoczenia temperatura zewngtrznej i wewngtrznej
powierzchni jednej ze $cian budynku ustalifa si¢ na poziomie odpowiednio
10 121°C. Od tej chwili temperatura na zewnatrz zmieniata si¢ w cyklu dobo-
wym, osiggajac -5 stopni w nocy i 10 stopni w dzien. Okresli¢ wahania tempera-
tury §ciany wewnetrznej, jesli powietrze w budynku miato stale 22 stopnie.

Cykl dobowy temperatury opisano rOwnaniem:
T(t)=1, +Asin(2nij, (8.104)

gdzie amplituda A = (Tax-Tmin)/2, @ Ty to punkt srodkowy sinusoidy To= Ta-A
lub Tmin+A-
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r7P8 2.m

%PROJEKT 8.12

%Nieustalone ogrzewanie Sciany budynku - oscylujacy warunek
brzegowy

function sciana2

clear all; close all;

global cp ro lambda alfa_z alfa w L Twl Tws Tzs

% ptyta m=0; walec m=1; kula m=2

m=0;

n=50;

%------- dane

Ccp=800; % ciepto wtasciwe S$ciany [JI/(kg K)]
ro=1600; % gestosc¢ Sciany [kg/m3]

lambda=0.5; % przewodno$¢ Sciany [W/(m K)]

alfa z=20; % zewn. wsp. wnikania ciepta [W/(m2 K)]
alfa w=5; % wewn. wsp. wnikania ciepta [W/(m2 K)]
Twl=22; % temp. wewn. [C]

Tzs=10; % pocz. temp. zewn. Sciany [C]

Tws=21; % pocz. temp. zewn. Sciany [C]

L=0.5; % grubos¢ Sciany [m]

t=48; % czas procesu [godz.]

x = linspace(@,L,n); % grubos¢ [m]

= linspace(0,t*3600,n);% czas [s]
% wywolanie solvera PDE
sol = pdepe(m,@pdexlpde,@pdexlic,@pdexlbc,x,t);
u=sol(:,:,1);
disp('Temperatura Sciany wewn. [C]'); disp(u(end,end))
% ------ prezentacja wynikow
figure(1)
surf(x,t/3600,u)
title('Temperatura Sciany')
xlabel('grubos¢ Sciany [m]')
ylabel('czas [s]')
zlabel( 'temperatura [\circC]"')

function [c,f,s] = pdexlpde(x,t,u,DuDx)
global cp ro lambda
% zdefiniowanie réwnania

C = cp*ro;
f = lambda*DuDx;
s =0;

function u@ = pdexlic(x)
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global Tws Tzs L
% warunek poczagtkowy
ud = (Tws-Tzs)*x/L+Tzs; %profil liniowy

function [pl,ql,pr,qr] = pdexlbc(xl,ul,xr,ur,t)

% warunki brzegowe 1-lewy, p-prawy

global alfa_z alfa w Twl
Tz=3.5+(10-(-5))/2*sin(2*pi*t/(24*3600));%cykl zmian temp. zewn.
pl = -alfa z*(ul-Tzl);

ql:l:

pr = alfa w*(ur-Twl);
qr = 1;

Wyniki 8.12
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Rys. 8.24. Rozktad temperatur w $cianie w poszczegdlnych krokach czasowych

Jak wida¢ wahania temperatury zewngtrznej praktycznie nie wptywaja na tempe-
raturg Sciany wewngtrzne;.

PROJEKT 8.13
Temat: Nieustalony ruch ciepta w walcu wielowarstwowym
Toolbox: -

Trojwarstwowy walec o stalej temperaturze poczatkowej Ty = 20°C zostal wy-
stawiony na dzialanie temperatury Ty = 800°C. Obliczy¢ rozktady temperatur
w tym walcu, je§li wspotezynnik wnikania ciepta wynosi o = 1.25 W/(m” K).
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Wiasciwo$ci warstw podane sg ponizej:

Srednica

Nr warstwy N P, 2
[cm] [kJ/(kg K)] [kg/m’] [ m7/s]
1 2 1.5 2500 le-8
2 4 0.7 1800 le-5
3 6 2.1 2600 le-7
7~P8 13.m

%PROJEKT 8.13
%Nieustalone ogrzewanie walca wielowarstwowego

clear all; close all; clc
global n t@ R1 R2 R3 tg

% ------- podziat siatki
n=50; % liczba weztow siatki dla kazdej warstwy
t0=20; % temperatura poczatkowa [C]

tk=4*3600; % czas [s]

% -------- warunek poczatkowy
for i=1:3.%*n

temp(i)=t0;

end

% wywotanie solvera ODE
[t,T]=odel5s (@uk_row,[@ tk],temp);
% ------ prezentacja wynikow
xi=linspace(@,R3,3*n);
[w,k]=size(T);
yi=linspace(0,tk/3600,w);
[XI,YI]=meshgrid(xi,yi);

figure(1) %wykres 3D

surf(XI,YI,T)

title('Nieustalony ruch ciepla w walcu tréjwarstwowym')
xlabel('odlegtos¢ [m]")

ylabel('czas [godz]"')

zlabel( 'temperatura [C]")

hidden on

shading interp

alpha 0.8

hold on

plot3([R2; R2],[0; tk/3600],[t0; t@8], k', 'LineWidth',2)
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plot3([R1; R1],[0; tk/3600],[t0; t@],'k','LineWidth',2)
figure(2) %wykres 2D

[C,h] = contour(XI,T,YI,20);

set(h, 'ShowText', 'on', 'LineWidth',2, 'TextStep',get(h, 'LevelStep"
)*1)

grid on

title('Nieustalony ruch ciepla w walcu tréjwarstwowym')
xlabel('odlegtos¢ [m]")

ylabel('temperatura [\circC]")

hold on

plot([R1; R1],[@ tg],'m', 'LineWidth',2);

plot([R2; R2],[@ tg],'m', 'LineWidth',2);

Pozostate dane zadeklarowano i zdefiniowano uktad réwnan w pliku uk_row.m:

r~uk _row.m

function dtdtemp=uk_row(t,temp)

% zdefiniowany uktad rownan 'metody linii'

global n R1 R2 R3 tg

% promienie [m]

R1=0.01; R2=0.02; R3=0.03;

% ciepta wtasciwe poszczegdlnych warstw [k3I/kg]

cpl=1.5; Cp2=0.7; cp3=2.1;

% gestosci materiaidéw poszczegdédlnych warstw [kg/m”3]

rol=2500; ro2=1800; ro3=2670;

% dyfuzyjnosSci cieplne poszczegdlnych warstw [m~2/s]

al=1e-8; a2=1le-5; a3=le-7;

% wspotczynnik wnikania ciepta [kW/m2*K]

alfa=1.25;

% temperatura otoczenia [C]

tg=800;

% wielkosc komorki

dR1=R1/n; dR2=(R2-R1)/n; dR3=(R3-R2)/n;

% wspotczynnik przewodzenia ciepta poszczegdélnych warstw [W/m*K]

lambl=al*cpl*rol; lamb2=a2*cp2*ro2; lamb3=a3*cp3*ro3;

% uktad rownan ODE

p(1l)=al.*((2.*temp(2)-2.*temp(1))./(dR1.72));

for i=2:n-1
p(i)=al.*(((temp(i+l)-2*temp(i)+temp(i-1))./(dR1.72)));

end

for i=n:2*n-1
p(i)=a2.*(((temp(i+l)-2*temp(i)+temp(i-1))./(dR2.72)));

end

for i=2*n:3*n-1
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p(i)=a3.*(((temp(i+1)-2*temp(i)+temp(i-1))./(dR3.72)));
end
wT=((2.*dR3.*alfa)./lamb3).*(temp(3.*n)-tg)./a3;
p(3*n)=a3.*((2.*temp(3.*n-1)-2.*temp(3.*n)-
wT)./(dR3.72)+1/(n*dR3)*(-wT)/(2*dR3));
% wyjsciowy wektor pochodnych
dtdtemp=[p'];

Wyniki 8.13
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PROJEKT 8&.14

Temat: Suszenie kuli — metoda linii
Plik gtéwny:  suszenie kuli.m
Toolbox: -

Podstawa modelu procesu suszenia czastki kulistej sa rownania bilanséw
rozniczkowych dla ciepla i masy. Rownania te majg posta¢ rownan PDE rzedu
drugiego. Dodatkowo niezbedne sg zalezno$ci opisujace warunki brzegowe,
w tym réwnania kinetyczne na strumienie ciepta i masy wymieniane przez po-
wierzchni¢ zewnetrzng, rownania opisujace wlasnosci materialu oraz rownowa-
ge suszarnicza. (Pakowski, 2000, Pakowski i in., 2011)

Zakladajac, ze wilgo¢ w materiale przemieszcza si¢ w stanie ciektym w sposob
dyfuzyjny uktad rownan opisujacy jednoczesny dyfuzyjny ruch ciepla i masy
w czastce kulistej ma postac:

— bilans masy wilgoci

2
81 =D 0 )2( gai R (8.105)
ot or~ r or
— bilans ciepta
T 1 T 20T X T oX
a_: A 0 5 +_a_ _a_ LT _CL—a_ (8.106)
ot pm(cLX+cS) or~ ror) or ¢, X +cg O

Rownania te sg sprz¢zone i nalezy rozwiazywac je jednoczes$nie.

Nalezy teraz dokonac¢ ich dyskretyzacji do postaci stosowanej w metodzie linii.
Ponizej przedstawiono odpowiednie rownania dla komérek w osi symetrii, ko-
morek wewnetrznych 1 komorek powierzchniowych odpowiednio dla réwnan
ruchu masy i ruchu ciepta. Liczba komorek oznaczona jest symbolem n.

e Rownania dyskretyzacyjne dla ruchu masy

— komorka w osi symetrii
81 =2D X, - X,
or (Ary

(8.107)
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— komorka wewnetrzna

oX X, -2X. +X, 2 X, —-X,
— =D, | Ll — o (8.108)
or (Ar) iA\r  2Ar
— komorka powierzchniowa
ox X sz)D "N A
9X _sp Pu + _2% (8.109)
or (Ar) n(Ar) p,D
e Rownania dyskretyzacyjne dla ruchu ciepta
— komorka w osi symetrii:
a_T: 2 lTi_];) _DXI_)z(OCLT _ CLT DXl )2(0 (8110)
ot pm(cLX+cS) (Ar) (Ar) c, X +cg (Ar)
— komorka wewnetrzna
 (T.,-2T+T, 2T, -T, |
A +— = |-
oT (Ar) i (Ar)
a— =4 +
T X _ -2X. + X, 1 X, - X,
D i-1 12+ i+1 4+ ' i+1 > -1 CLT (81 1 1)
(ar) i (ar)
+B Xifl_inerXHl+%Xi+l_‘§(ifl
(Ar) I (Ar)
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— komorka powierzchniowa

27:171"'2&‘]_27; 2£
1 A _2 2
(Ar)2 n (Ar)2
QZ*:A Ar Ar *
or 20X 42w 2x, X+ 2w
D PulD +2 Ll o7
(ar) @) || e
2X,  + 2AFDWD S2X, X4 A,
+B| D P > +— 5
(Ar) n (Ar)
W powyzszych rownaniach
1 c, T
A=—F7F—— i B=—=_L1
pm(cL}Yi+_CS) X, + ¢ ®-113)
oraz
q::aﬁg._j})
) (8.114)
wy =k, (v, =)
7~P8_14.m

%PROJEKT 8.14

%Nieustalone konwekcyjne suszenie kuli
clear all; close all; clc;

global n R dr Xcr Xeq tg PO ts u Y

%------ dane

n=50; % liczba wezidéw [szt]

R=0.01/2; % promien kulki [m]

dr=R/n; % szerokos¢ komérki [m]
PO=101.325; % cisnienie atmosferyczne [kPa]

394



b1=0.45; % wilgotnos¢ poczatkowa [%]
b2=0.05; % wilgotnos¢ koncowa [%]
tp=20; % poczatkowa temperatura ciata statego [C]

X1=btoX(bl); % zawartosc wilg. poczatkowa [kg/kg]
Xeq=btoX(b2); % zawartos¢ wilg. koncowa [kg/kg]
Xcr=0.4; % wilgotnos¢ krytyczna [kg/kg]

tg=50; % temperatura czynnika suszgcego [C]
Czasp=0;

czask=3600; % czas suszenia kulki [s]

u=1.78; % predkos¢ przeptywu czynnika suszgcego [m/s]
Y=0.004; % wilgotno$¢ czynnika suszgcego [kg/kg]
% ----- warunki poczatkowe

for i=1:n

xpX(i)=X1;

XpT(i)=tp;

end

xp=[xpX xpT];

% ------ wywotanie solvera ODE

[t,x]=0de23s(@uk_row,[czasp czask],xp);

% ------- wizualizacja wynikow

[w,k]=size(t);
xi=linspace(@,R,n);
yi=linspace(0,t(w,k),w);
[XI,YI]=meshgrid(xi,yi);

figure(1)

mesh(XI,YI/60,x(:,1:n));

view(150,30)

title('Suszenie kuli - zawartos¢ wilgoci');
xlabel('r [m]")

ylabel('\tau [min]")

zlabel('X [kg/kgl")

figure(2)
mesh(XI,YI/60,x(:,n+l:n+n));
title('Suszenie kuli - temperatura');
xlabel('r [m]")

ylabel('\tau [min]")

zlabel('T [\circC]"')

W pliku uk_row.m zdefinowano wyzej podany uktad rownan rézniczkowych:
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r~uk _row.m

function dxdt=uk_row(t,x)

% uktad rownan roézniczkowych
global dr n tg Y

% rownanie ruchu masy dX/dt
pX(1)=Dyf(x(1+n),x(1)).*(2.*(x(2)-x(1))./(dr."2));
for i=2:n-1
pX(i)=Dyf(x(i+n),x(i)).*(((x(i+1)-2.*x(i)+x(i-
1))./(dr.”2))+...
(2./(i.*¥dr)) . *((x(i+1)-x(i-1))./(2.*dr)));
end
% warunek brzegowy
wD=ky (x(n+n)).*(Yr(x(n),x(n+n))-Y);
wX1=((2.*dr)./(rom(x(n)).*Dyf(x(n+n),x(n)))).*wD;
pX(n)=Dyf(x(n+n),x(n)).*(((2*(x(n-1)-2.*x(n)-wX1))./(dr.22))+...
(2./(n.*dr)) . *((-wX1)./(2.*dr)));
% rownanie ruchu ciepta dT/dt
pT(1)=(1./(rom(x(1)).*(cpw(x(n+1)).*x(1)+cs(1+n)))).*(lambs(x(n+
1)).%((2.*(x(n+2)-x(n+1)))./(dr.~2)) + ...
Dyf(x(1+n),x(1)).*((2.*(x(2)-
x(1)))./(dr.~2)) . *cpw(x(n+l)).*x(n+1))+...
((cpw(x(n+1)).*x(n+1))./(cpw(x(n+1)).*x(1)+cs(1+n))).*pX(1);
for i=2:n-1
pT(i)=(1./(rom(x(i)).*(cpw(x(n+i)).*x(i)+cs(i+n)))).*(lambs(x(n+
1)) . (((x(n+i+1)-2.*x(n+i)+x(n+i-1))./(dr.”2))+...
(2./(1i.%dr)) . *((x(n+i+1)-x(n+i-1))./(2.*dr)))
+Dyf(x(i+n),x(1)).*(((x(i+1)-2.*x(i)+x(i-1))./(dr.”2))+ ...
(2./(i.%dr)) . *((x(i+1)-x(i-
1))./(2.%dr))) . *cpw(x(n+i)).*x(n+i))+...
((cpw(x(n+i)).*x(n+i))./(cpw(x(n+i)).*x(i)+cs(i+n))).*pX(i);
end
% warunek brzegowy
wT1l=(((2.*dr.*alfa(x(n+n)))./lambs(x(n+n)))*(x(n+n)-
tg)+2.*dr. *hvw(x(n+n))*wD./lambs(x(n+n)));
pT(n)=(1./(rom(x(n)).*(cpw(x(n+n)).*x(n)+cs(n+n)))).*(
lambs(x(n+n)).*( ((2.*x(n+n-1)-wT1-2.*x(n+n))./(dr.22)) + ...
(2./(n.*dr)) . *((-wT1l)./(2.*dr))) +
(Dyf(x(n+n),x(n)).*(((2.*x(n-1)-wX1-2.*x(n))./(dr.”2)) + ...
(2./(n.*dr)) . *((-
wX1)./(2.*%dr)))).*cpw(x(n+n)).*x(n+n))+...
((cpw(x(n+n)).*x(n+n))./(cpw(x(n+n)).*x(n)+cs(n+n))).*pX(n);
% wektor pochodnych do catkowania
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dxdt=[pX pT]';

Pozostate funkcje uzyte w projekcie zawieraja nastgpujgce zmienne:
alfa wspotczynnik wnikania ciepta powietrze-czastka [W/(m® K)]
btoX zamiana wilgotno$ci w % na [kg/kg]

cpg cieplo wlasciwe suchego powietrze [J/(kg K)]

cpv cieplo wlasciwe pary wodnej [J/(kg K)]

CpW cieplo wlasciwe wody ciektej [J/(kg K)]

cs cieplo wlasciwe ciala statego [J/(kg K)]
Dyf dyfuzyjnos¢ wilgoci w materiale [m?/s]
fis rownowagowa wilgotno§¢ wzgledna [-]
hvw ciepto parowania wody [J/kg]

iwp entalpia pary [J/kg]

ky wspotczynnik wnikania masy [kg/(m’s)]

lambg  przewodnos$c cieplna powietrza [W/(m K)]
lambs  przewodnos¢ cieplna ciata statego [W/(m K)]

nig lepko$c dynamiczna powietrza [Pa s]
rog gesto$é powietrza [kg/m’]
yr rownowagowa wilgotno$¢ bezwzgledna powietrza [kg/kg]

(zawiera izoterm¢ sorpcji materiatu).

Wyniki 8.14
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Rys. 8.27. Rozktad zawartosci wilgoci w czastce
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Suszenie kuli - temperatura
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Rys. 8.28. Rozktad temperatury w czastce

Temat:

Toolbox:

PROJEKT 8&.15
Wymiana ciepta i masy w procesie suszenia przeptywem powie-
trza przez warstwe sferycznych czastek z oporem dyfuzyjnym
wewnatrz czastki

W pewnej chwili rozpoczgto przedmuchiwanie powietrzem ztoza o wysokosci
H, wilgotnosci X i temperaturze t,. Powietrze ma wilgotnos$¢ Y, i temperature
tgo. Nalezy obliczy¢ zmiang ww., parametrow wzdluz wysokosci ztoza, przyj-
mujac, ze w czastkach wystepuje dyfuzyjny transport ciepta i masy.

Wysoko$¢ ztoza 3 m, $rednica czastki 8 mm, poczatkowa zawarto$¢ wilgoci
0.7 kg/kg, natgzenie przeptywu powietrza 0.1 kg/s, temperatura powietrza 50°C.
Pozostate dane zawarte sg w pliku gtéwnym projektu.

Zadanie to ilustruje zmienno$¢ warunkow brzegowych w czasie wywolang
wymiang ciepta i masy od czastek do skonczonej ilosci gazu. Wymaga to
uwzglednienia bilansu ciepta i masy fazy gazowe;.

Rozwazmy element rozniczkowej objetosci ztoza, pokazany na Rys. 8.29.
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dh

Rys. 8.29. Schemat rozniczkowego elementu objetosci ztoza — po lewej bilans
masy wilgoci, po prawej — bilans ciepta fazy gazowej

Bilans masy fazy gazowej (identyczny jak rown. 8.15):

WBY—WB(Y+ZII—I}:dhj+S dha,w, =¢ S dh pgadl—Y (8.115)
T

Akumulacje w fazie gazowej zaniedbujemy jako bardzo matg i po przeksztatce-
niu otrzymujemy:

- =——w.a,. 8.116
dh W, P ( )
Bilans entalpii fazy gazowe;j:

. o di, dt,
Wi, —W, zg+Edh -Sdha,(g-wyh,)==¢ S dhp, s (B117)

Akumulacje w fazie gazowej zaniedbujemy jako bardzo matg i otrzymujemy:

di, S
—r = ala—woh,)=0, (8.118)
B
gdzie:
i, =(c,Y +¢, )T, +AhY . (8.119)
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Strumienie mi¢dzyfazowe obliczymy jako:
g=all,~T)i wy=k,(v-7), (8.120)

gdzie indeks p — oznacza warunki na powierzchni czastki. Do wyznaczenia Yp*
uzyjemy izotermy sorpcji materiatu.
Entalpi¢ pary obliczamy jako

hy=c,T,+Ah,. (8.121)

Rownania (8.116) 1 (8.118) beda catkowane metoda Eulera po podzieleniu wy-
sokosci zloza na warstwy. Kazdg warstwe reprezentowac bedzie jedna czastka,
ktorej bilanse rézniczkowe pozwola na obliczenie wartosci T, i Yp*. Zaprezen-
towane sg one ponizej. W ten sposob dla kazdej z warstw, na ktore podzielilismy
ztoze, uzyskamy w danej chwili czasu warto$¢ lokalnej temperatury i wilgotno-
$ci zloza jak réwniez wewngtrzne rozktady zawartosci wilgoci i temperatury
ztoza w czastce nalezacej do danej warstwy. Opisane s3 one nastgpujacymi
roéwnaniami:

Zmiang¢ wilgotno$ci we wnetrzu czastki kulistej opisuje rownanie:

oX 0’X 20X
—=D, >+ (8.122)
ot or~ r or
Warunki brzegowe dla tego rownania sg naste¢pujace:
— w osi czastki:
oX
—,, =0, (8.123)
or
— na powierzchni czastki:
oX s
- — =k\Y-Y, ) 8.124
m—_m 8}” r Y( V4 ) ( )
Zmiang temperatury fazy statej opisuje rOwnanie:
oT 1 0T 20T ) oX T oX
a_ N2 |- |- (8.125)
ot pm(cLX+cS) or- ror) or ¢, X +cg O
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Warunki brzegowe dla tego rownania:
— w osi czgstki:

or
— =0, (8.126)
a;" r=0
— na powierzchni czastki:
or
—A— =alt,-T,) 8.127
& ~el-1) (8.127)

Na tej podstawie wyprowadzono rownania robocze na ich postaci zdyskretyzo-
wane (zob. Projekt 8-14).

P8 15.m

%PROJEKT 8.15

%Suszenie gebokiego ztoza czastek z oporem wewnetrznym
clear all; close all; clc; memory

pracal = cputime;

global Dyf dr n Y rom wx kx x S W a jd tg uR sf ig u

%--------- dane fizyczne

H=3; % wysokos¢ ztoza [m]

S=1; % powierzchnia przekroju ztoza [m”2]
W=0.1; % natezenie przepiywu powietrza [kg/s]
hr=15*24; % czas suszenia [godz]

d=0.008; % Srednica czgstki [m]

rom=1550; % gestos¢ materiatu [kg/m~3]

sf=1; % sterycznosc [-]

eps=0.45; % porowatos¢ zioza [-]

X0=0.7; % pocz. zawartos¢ wilgoci w czastkach [kg/kg]

T0=20; temperatura poczatkowa materiaiu [C]
Y0=0.01; wlotowa wilgotnos¢ powietrza [kg/kg]
Tgo=50; wlotowa temperatura powietrza [C]

a=6*(1-eps)/(d*sf);
u=W/(rog(Tge)*s);
R=d/2;
Dyf=15*%10"(-6);

powierzchnia wtasciwa zioza [m"2/m"3]
predkos¢ powietrza [m/s]

promien czgstki [m]

dyfuzyjnos¢ pary w powietrzu [m”*2/s]
inne wtasciwosci zalezne od temperatury
zawarte sg w odpowiednich funkcjach

SR 3R 3R 3° 3R R 3R R ¥ X
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EEEEEEE LT dyskretyzacja
n=10; % liczba komérek dyskretyzacji w czastce [szt]

ntime=60; % liczba krokéw czasowych [szt]
nw=200; % liczba warstw zioza [szt]
dr=R/n; % wielkosc¢ komoérki dyskretyzacji promienia
DH=H/nw; % wysokos¢ warstwy [m]
% wektor czasu

time=1linspace(0,hr*3600,ntime);

Y Lt warunki poczatkowe
% w pierwsze]j czastce
for i=1:n

xpX(1,1i)=X0;
xpT(1,1i)=T0;
end
% we wszystkich czgstkach identycznie jak w pierwszej
for z=1:nw %
warpocz(z,1:2*n,1)=[xpX xpT];
end

%ommmmmm oo rozwigzywanie
for j=2:length(time) % kolejny krok czasowy

krok_czasu=j;

t=time(j);

Y=Y0;

tg=Tgo;

ig=(cpg(Tgo)+cpw(TgO).*Y0)*Tgd+hvw(0)*Y0;

for i=1:nw %rozktady X i T w czastkach w kazdej warstwie
xp=warpocz(i,:,j-1);
[t,x]=0del5s(@uk_row, [time(j-1) time(j)],xp);
kulki{i,j}=[t x];
[wx,kx]=size(x);
tp=x(wx, kx) ;
% obliczenie bilanséw w fazie gazowej
% strumien ciepia
g=alfa(x(wx,kx)).*(tg-tp);
% strumien masy
wd=wDs (x(wx,n),tp);
% wilgotnosc gazu
zY(i,])=Y+(S/W)*wd*a*DH;
Y=2Y(1,3);
% temperatura gazu
zig(i,j)=1g-(S/W)*(q-wd*hvw(tp))*a*DH;
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ig=zig(i,Jj);
ztg(i,j)=fzero(@ign,tg);
tg=ztg(i,j);

end

for k=1:nw
xpom=kulki{k,j};
[ xpomw, xpomk ]=size(xpom);
warpocz(k, :,j)=xpom(xpomw, 2 :xpomk) ;
clear xpom xpomw xpomk

%--------- prezentacja wynikow
Y(1,1:1ength(time))=Y0;
YY=[Y; zY];
T(1,1:1ength(time))=Tgo;
TG=[T; ztg]l;

figure(1)
axis([© 105 0.0 0.02]);
for i=1:ntime
if mod(i,5)==0 % rysuje profile co 5*hr/ntime godzin
plot(YY(:,i),'8")
hold on
end
end
title('Rozktad Y gazu po wysokosci ztoza');
xlabel('wysokos¢ [nr wezia]');
ylabel('wilgotnos¢ [kg/kg]');

figure(2)
axis([@ 105 10 60]);
for i=1:ntime
if mod(i,5)==0 % rysuje profile co 5*hr/ntime godzin
plot(TG(:,i), 'm")
hold on
end
end

title('Rozktad T gazu po wysokosci ztoza');

xlabel('wysokos¢ [nr wezia]');
ylabel('temperatura [\circC]');
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clear Xob Tob
% sSrednie wartosci wilgotnosci i temperatury czgstek
for jt=2:ntime
for jw=1:nw
clear x zz Xz s1 s2 wX kX
Xz=kulki{jw,jt};
[iw,ik]=size(Xz);
x=Xz(1:iw,2:ik);
[wX, kX]=size(x);
zz=[linspace(@,n,n)]";
% catkowanie profili po objetosci dla poczatkowego czasu
% kazdego przedziatu
dr=R/n;
rr=zz.*dr;
s1=0; s2=0;
for i=2:n
X1=x(1,1i); X2=x(1,1i-1);
tl=x(1,i+n); t2=x(1,i-1+n);
iml=(cs(tl)+cpw(tl)*X1)*t1;
im2=(cs(t2)+cpw(t2)*X2)*t2;
s1=s1+(1/R."3).*((rr(i).”3-rr(i-1).73).*(X1+X2)./2);
$2=s2+(1/R.”3).*((rr(i).”~3-rr(i-1).73).*(iml+im2)./2);
end
Xob(jw,jt)=s1;
Tob(jw,jt)=s2/(cs(t2)+cpw(t2)*s1);

end %jw
end %jt

figure(3)
axis([o 100 0 0.8]);
for i=2:ntime
if mod(i,5)==0 % rysuje profile co 5*hr/ntime godzin
plot(Xob(:,i),'b")
hold on
end
end
title('Rozktad X materiatu po wysokosci ztoza');
xlabel('wysokos¢ [nr wezia]');
ylabel('X [kg/kg]l");
hold on
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figure(4)
axis([0 100 10 60]);
for i=2:ntime
if mod(i,5)==0 % rysuje profile co 5*hr/ntime godzin
plot(Tob(:,i),'r")
hold on
end
end

title('Rozktad T materiatu po wysokosci zioza');
xlabel('wysokos¢ [nr wezia]');

ylabel('T [\circC]");

hold on

pX(1,1:n)=X0;
pT(1,1:n)=T0O;

for jt=2:ntime

for jw=10 %wybrany numer warstwy
clear x zz Xz wX kX

Xz=kulki{jw,jt};
[iw,ik]=size(Xz);

x=Xz(1:iw,2:1ik);
[wX, kX]=size(x);
ww=x(1,1:n);
vv=x(1,n+1:2%n);
pX=[pX;ww];
pT=[pT;vv];

end %jw

end %jt

figure(5);

for i=2:ntime

plot(pX(i,:),'—bo');

hold on

end;

title('Profile X w czastce nr 10');
xlabel('promien [nr wezta]l');
ylabel('X [kg/kg]l");

figure(6);

for i=2:ntime
plot(pT(i,:),'—Po');
hold on
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end;

title('Profile T w czastce nr 10');
xlabel('promien [nr wezta]l');
ylabel('T [C]");

praca2=cputime;
disp('Czas wykonania [min]'); disp((praca2-pracal)/60);

Sposrod funkcji, ktore zdefiniowano w odrgbnych plikach pokazemy plik
uk_row.m, w ktérym podano wyrazenia obliczajace pochodne po czasie, korzy-
stajgce z dyskretyzacji pochodnych przestrzennych we wszystkich weztach siat-
ki, na ktora podzielono promien czastki.

r~uk _row.m
function dxdt=uk_row(t,x)
% uktad rownan rozniczkowych modelu

global Dyf dr n Y rom S W a tg

% dXdt

pX(1)=DyfM(x(1),x(n+1)).*((2.*x(2)-2.*x(1))./(dr.~2));

for i=2:n-1
pX(1i)=DyfM(x(i),x(n+i)).*(((x(i+1)-2*x(i)+x(i-

1))./(dr.”2))+..

(2/(i.*dr)) . *(x(i+1)-x(i-1))./(2.*dr));
end

% warunek brzegowy dla dXdt

wX1=((2.*dr)./(rom.*DyfM(x(n),x(n+n)))).*(wDs(x(n),x(n+n)));

pX(n)=DyfM(x(n),x(n+n)).*((2.*x(n-1)-2.*x(n)-

wX1)./(dr.22)+(2/(n.*dr)).*(-wX1)./(2.*dr));

% dTdt

pT(1)=(1./(rom.*(cpw(x(n+1)).*x(1)+cs(x(1+n))))).*...
(lambs(x(n+1)).*((2.*(x(n+2)-x(n+1)))./(dr.~2)) + ...
pX(1).*cpw(x(n+l)).*x(n+1))+...

((cpw(x(n+1)).*x(n+1))./(cpw(x(n+1)).*x(1)+cs(x(1+n)))).*pX(1);
for i=2:n-1
pT(i)=(1./(rom.*(cpw(x(n+i)).*x(i)+cs(x(i+n))))).*...
(lambs(x(n+i)) . *(((x(n+i+1)-2*x(n+i)+x(n+i-
1))./(dr.”2))+..
(2/(i.*dr)).*(x(n+i+1l)-x(n+i-1))./(2.*dr)) +...
pX(i).*cpw(x(n+i)).*x(n+i))+...
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((cpw(x(n+i)).*x(n+i))./(cpw(x(n+i)).*x(i)+cs(x(i+n)))).*pX(1);
end

% warunek brzegowy dla dTdt

wTl=-(2*dr*(alfa(x(n+n)).*(tg-x(n+n))-

wDs (x(n),x(n+n))*hvw(x(n+n)))./(lambs(x(n+n))));

pT(n)=(1./(rom.*(cpw(x(n+n)).*x(n)+cs(x(n+n))))).*...
(lambs(x(n+n)).*((2.*x(n+n-1)-2.*x(n+n)-

wTl)./(dr.22)+(2/(n.*dr)).*(-wX1)./(2.*dr)) +...
pX(n).*cpw(x(n+n)).*x(n+n))+...

((cpw(x(n+n)).*x(n+n))./(cpw(x(n+n)).*x(n)+cs(x(n+n)))).*pX(n);
dxdt=[pX pT]';

Pozostate funkcje pelnia rolg bazy danych fizykochemicznych lub wykonuja
obliczenia pomocnicze. Sa to nastepujace funkcje (alfabetycznie):

alfa wspotezynnik wnikania ciepta powietrze-czastka [W/(m*K)]
cpg ciepto wlasciwe suchego powietrze [J/(kg K)]
cpv ciepto wlasciwe pary wodnej [J/(kg K)]

cpw  ciepto wlasciwe wody cieklej [J/(kg K)]

cs cieplo wlasciwe ciala statego [J/(kg K)]
DyfM dyfuzyjnosé wilgoci w materiale [m?/s]

hvw  ciepto parowania wody [J/kg]

ign entalpia wilgotnego powietrza [J/kg]

ky wspotczynnik wnikania masy [kg/(m’s)]
lambg przewodnosc cieplna powietrza [W/(m K)]
lambs przewodno$¢ cieplna ciata statego [W/(m K)]

nig lepkos$c dynamiczna powietrza [Pa s]

rog gesto$¢ powietrza [kg/m’]

wDs  szybko$é suszenia [kg/(m” s)]

yr rownowagowa wilgotno$¢ bezwzgledna powietrza [kg/kg]

(zawiera izoterme sorpcji materiahu).
Wyniki 8.15

Wyniki uzyskano w formie graficznej w postaci 6 rysunkow.
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Rozktad Y gazu po wysokosci ztoza
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Rys. 8.30. Rozktad wilgotnosci powietrza po wysoko$ci ztoza w miare uptywu czasu.
Przyrost czasu migdzy liniami 40 h
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Rozktad T gazu po wysokosci ztoza
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Rys. 8.31. Rozktad temperatury powietrza po wysokosci ztoza w miare uptywu czasu
Przyrost czasu migdzy liniami 40 h
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Rozktad X materiatu po wysokosci ztoza
0.8 T T T T

T
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Rys. 8.32. Zmiana $redniej zawartosci wilgoci czastek po wysokosci ztoza
w miar¢ uplywu czasu. Przyrost czasu mig¢dzy liniami 40 h

Rozktad T materiatu po wysokosci ztoza
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Rys. 8.33. Zmiana $redniej temperatury czastek po wysokosci ztoza
w miar¢ uplywu czasu. Przyrost czasu migdzy liniami 40 h
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Profile Xw czastce nr 10

0.76 & ® w

X [kg/kg]

promien [nr wezta]

Rys. 8.34. Radialny rozktad zawarto$ci wilgoci X w czastce dla warstwy nr 10.
Przyrost czasu mi¢dzy liniami 8 h

Profile T w czgstce nr 10
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Rys. 8.35. Radialny rozktad temperatury w czastce dla warstwy nr 10.
Przyrost czasu migdzy liniami 8 h

Jak mozna zauwazy¢, opor wewngetrzny transportu ciepla jest nieznaczny i moz-
na bylto go poming¢. Opdr transportu masy jest znaczny i wptywa na czas suszenia.
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Dla odparowania masy wody réwne;j:
m, = HSp, (1-¢)X, 21790 kg (8.128)

w tych warunkach potrzeba ok 400 godz., tj. okoto 17 dni.

Zagadnienie powyzsze nalezy do tzw. modelowania wieloskalowego (ang. mul-
tiscale modeling) na dwu poziomach. Catkujac krok po kroku bilanse fazy ga-
zowej (duza skala) w kazdym kroku rozwigzujemy rownanie PDE transportu
wilgoci w czastce (mata skala). Powoduje to zar6wno znaczne zuzycie pamigci
jak 1 wydluza czas obliczen, ktory jest tu kilkunastominutowy i zalezy od wy-
dajnosci procesora.

Oznaczenia:

D, dyfuzyjno$¢ wody w materiale [m*/s]

T  temperatura materialu [°C]

S przekréj poprzeczny zloza [m’]

Y  wilgotno$¢ gazu [kg/kg]

W;  natezenie przeptywu gazu [kg/s]

ay  powierzchnia whasciwa ztoza [m*/m’]

cy cieplo wiasciwe wody [J/(kg K)]

c, ciepto wlasciwe gazu [J/(kg K)]

cs cieplo wlasciwe materiatu [J/(kg K)]

i,  entalpia gazu [J/kg]

ky  wspotczynnik wnikania masy [kg/m’s]

t  temperatura gazu [°C]

o wspbleczynnik wnikania ciepta [W/(m’ K)]
A przewodnos$¢ ciepta materiatu [W/(m K)]
ps  gestos¢ gazu [kg/m’]

PROJEKT 8.16
Temat: Nieustalony ruch ciepla i masy w procesie suszenia parg parg
przegrzang materiatu o ksztatcie walca
Toolbox: -

Rozpatrzmy nieustalony ruch ciepta i masy w procesie suszenia parg przegrzang
ciala o geometrii cylindrycznej. Dlugo$¢ walca jest skoniczona, ale jego podsta-
wy sa izolowane, aby zapobiec wymianie ciala i masy. Dany jest promien walca,
temperatura pary i wspofczynnik wnikania ciepta od pary do materialu. Wsrod
danych fizykochemicznych znana jest izobara sorpcji materialu oraz warto$¢
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dyfuzyjnosci efektywnej wilgoci w materiale i jego przewodnos¢ cieplna. Dane
sa roOwniez temperatura i zawarto$¢ wilgoci w materiale na poczatku procesu
oraz temperatura i ciSnienie pary. Wszystkie dane s zawarte w listingu programu.
W sformutowaniu roéwnan transportu ciepla i masy w geometrii cylindrycznej
wykorzystamy teori¢ zawarta w Projekcie 8.41 8.14.

Specyfika suszenia para przegrzang powoduje, ze szybko$¢ suszenia nie moze
by¢ zdefiniowana w oparciu o wspotczynnik wnikania masy (brak sity napgdowe;j
wnikania masy), lecz definiujemy ja w oparciu o wspotczynnik wnikania ciepta

P AR(T) (8.129)
gdzie o — wspolczynnik wnikania ciepta [W/m’K], Ahy — ciepto parowania
[J/kg], T — temperatura materiatu [°C], T*~ temperatura rownowagowa odczytana
z izobary sorpcji lub rownania rownowagi opisujacego rownowage w szerokim
zakresie temperatur i wilgotnosci [°C]. Koncepcja ta zostata zaproponowana
w pracy Pakowski, Adamski, 201 1.

~7P8 16.m

%%PROJEKT 8.16

%Suszenie walca parg przegrzang
%Rozwigzanie PDE metodg linii
clear all; close all; clc;

global n R dr Xcr Xeq tg PO up mip lambp

n=50; liczba punktéw dyskretyzacji [szt]
R=0.01/2; Srednica walca [m]

dr=R/n; szerokos¢ komorki [m]

PO=101.325; cisnienie atmosferyczne [kPa]

b1=0.45; wilgotnosé poczatkowa [%]

b2=0.05; wilgotnosé koncowa [%]

tmo=15; poczatkowa temperatura ciata statego [C]

X1=btoX(bl);
Xeqg=btoX(b2);

poczagtkowa zaw. wilgoci [kg/kg]
koncowa zaw. wilgoci [kg/kg]

SR 3% 3R 3R 3R 3R 3R 3R 3R 3R R 3 X % X

Xcr=0.4; krytyczna zaw. wilgoci [kg/kg]

up=5; predkos¢ liniowa pary [m/s]

mip=14e-6; lepkos$¢ pary wodnej [Pas]

lambp=3e-2; przewodnos$¢ cieplna pary wodnej [W/(m*K)]
tg=150; temperatura pary przegrzanej [C]

tp=15; temperatura poczatkowa materiaiu [C]
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Czasp=0;
czask=50*3600; % czas suszenia walca [s]
% warunek poczagtkowy
for i=1:n
xpX(i)=X1;
XpT(i)=tp;
end
xp=[xpX xpT];
% wywotanie solvera ODE
[t,x]=0del5s(@uk_row,[czasp czask],xp);
[w,k]=size(t);
xi=linspace(@,R,n);
yi=linspace(0,t(w,k),w);
[XI,YI]=meshgrid(xi,yi);
%srednie X
for j=1:w
s(J)=0;
for i=2:n
s(J)=s(J)+(xi(i)."2-xi(1i-1).72)*(x(J,1)+x(]J,1-1))/2;

end

s(J)=s(3)./R"2;
end
% wizualizacja wynikow
% sSrednia wilgotnosSc¢ w czasie
figure(1)
plot(t/3600,s)
grid on;
xlabel('Czas [h]");
ylabel('Srednia zawarto$¢ wilgoci [kg/kgl');
% rozktad zawartosci wilgoci
figure(2)
mesh(XI*1000,YI1/3600,x(:,1:n));
xlabel('Promien [mm]');
ylabel('Czas [h]");
zlabel('Zawartos¢ wilgoci [kg/kg]l');
view(150,30)
% rozktad temperatury
figure(3)
mesh(XI*1000,YI/3600,x(:,n+l:n+n));
xlabel('Promien [mm]');
ylabel('Czas [h]");
zlabel('Temperatura [\circC]');
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W pliku uk_row.m zdefiniowano réwnania obliczajgce rozklad wilgoci i tempe-
ratury wewnatrz materiatu

r~uk _row.m

function dxdt=uk_row(t,x)

% uktad rownan roézniczkowych
global dr n tg XX

t0=273.15;
XX=x(n);
% obliczenia temperatury réwnowagowej
tr=fzero(@tmr,150);
pX(1)=Dyf.*(2.*(x(2)-x(1))./(dr.”2));
for i=2:n-1
pX(1i)=Dyf.*(((x(i+1)-2.*x(i)+x(i-1))./(dr.”2))+...
(1./(i.*dr)) . *((x(i+1)-x(i-1))./(2.*dr)));
end
% szybkosc¢ suszenia
wDs=((x(n+n)-tr).*alfa)./hvw(x(n+n));
wX1=((2.*dr)./(rom(x(n)).*Dyf)).*(wDs);
pX(n)=Dyf.*(((2*(x(n-1)-2.*x(n)-wX1))./(dr.22))+...
(1./(n.*dr)) . *((-wX1)./(2.*dr)));
pT(1)=(1./(rom(x(1)).*(cpw(x(n+1)).*x(1)+cs(1+n)))).*..
(lambs(x(n+1)).*((2.*(x(n+2)-x(n+1)))./(dr.22)) + ...
Dyf.*((2.*(x(2)-
x(1)))./(dr.~2)) . *cpw(x(n+l)).*x(n+1))+...
((cpw(x(n+1)).*x(n+1))./(cpw(x(n+1)).*x(1)+cs(1+n))).*pX(1);
for i=2:n-1
pT(i)=(1./(rom(x(i)).*(cpw(x(n+i)).*x(i)+cs(i+n)))).*..
(lambs(x(n+i)) . *(((x(n+i+1)-2.*x(n+i)+x(n+i-
1))./(dr.”2))+...
(2./(1i.%dr)) . *((x(n+i+1)-x(n+i-1))./(2.*dr)))
+Dyf. ¥ (((x(i+1)-2.*x(1i)+x(i-1))./(dr.”2))+ ...
(2./(i.%dr)) . *((x(i+1)-x(i-
1))./(2.%dr))) . *cpw(x(n+i)).*x(n+i))+...

((cpw(x(n+i)).*x(n+i))./(cpw(x(n+i)).*x(i)+cs(i+n))).*pX(1i);
end
wT1l=(((2.*dr.*alfa(x(n+n)))./lambs(x(n+n)))*..
(x(n+n)-tg)+2.*dr.*hvw(x(n+n))*wDs./lambs(x(n+n)));
pT(n)=(1./(rom(x(n)).*(cpw(x(n+n)).*x(n)+cs(n+n)))).*..
( lambs(x(n+n)).*( ((2.*x(n+n-1)-wT1-
2.*%x(n+n))./(dr.”2)) + ...
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(2./(n.*dr)).*((-wT1)./(2.*dr))) + (Dyf.*(((2.*x(n-1)-
wX1-2.*x(n))./(dr.”2)) + ...

(2./(n.*dr)).*((-
wX1)./(2.*%dr)))).*cpw(x(n+n)).*x(n+n))+. ..

((cpw(x(n+n)).*x(n+n))./(cpw(x(n+n)).*x(n)+cs(n+n))).*pX(n);
dxdt=[pX pT]';

W pliku tmr.m zdefiniowano rownanie rownowagi. Funkcja ta jest lewa strona
rownania, ktore rozwigzane w funkcji uk_row.m oblicza temperatur¢ rownowa-
gowa dla danej zawartosci wilgoci X 1 ci$nienia ogodlnego PO (przekazywane
przez zmienne globalne).

—7tmr.m

function y=tmr(Tr)

% temperatura réwnowagowa materiatu

global PO XX

%--preznosc¢ pary wodnej

all=16.376953; a22=3878.8223; a33=229.862;
%--wspotczynniki w réwnaniu Hendersona

al=-0.016834; a2=213.9; a3=0.68475;
y=(1-exp(al.*(a2+Tr).*XX.”a3)) - PO./(exp(all-a22./(a33+Tr)));

Wyniki 8.16
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Rys. 8.36. Zmiana w czasie $redniej zawartosci wilgoci
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Rys. 8.37. Rozktad zawartosci wilgoci w materiale

Zauwazmy, ze na poczatku procesu materiat nawilza si¢ powierzchniowo. Jest to
spowodowane kondensacja pary na chtodnej powierzchni materiatu.
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Rys. 8.38. Rozktad temperatury w materiale
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9. IDENTYFIKACJA PARAMETROW ROWNAN
ROZNICZKOWYCH '
— ROZWIAZYWANIE ZAGADNIEN ODWROTNYCH

9.1. Sformulowanie problemu identyfikacji parametrow

W inzynierii chemicznej i procesowej buduje si¢ modele proceséw, ktore sa
wykorzystywane do symulacji, optymalizacji, projektowania i sterowania procesow.
W zalezno$ci od natury procesu modele te skladaja si¢ z r6znych typow réwnan.
W ogo6lnosci mozna je podzieli¢ na cztery grupy, jak pokazuje Tablica 9.1.

Tablica 9.1. Elementarna klasyfikacja modeli proceséw

Stan ustalony Stan nieustalony
Obiekty Rownania algebraiczne Roéwnania rézniczkowe
o parametrach liniowe lub nieliniowe zwyczajne [ rzedu z pochodna
skupionych po czasie
Obiekty Rownania rézniczkowe Roéwnania rézniczkowe
o parametrach zwyczajne [ rzedu z pochodna | czastkowe II rzedu
roztozonych po wymiarze

Wymienione sg tu najczg$ciej wystgpujace typy rownan, lecz mozliwe sg przy-
padki szczegolne. 1 tak np. uwzglednienie dyspersji przeptywu w rownaniu bi-
lansowym obiektu o parametrach roztozonych w stanie ustalonym (np. reaktor
rurowy) prowadzi do rownania Il rz¢du, a uwzglednienie drugiego czy trzeciego
wymiaru przestrzennego, w tym samym przypadku, prowadzi do réwnania roz-
niczkowego czastkowego I rzgdu. Wspodtczynniki tych rownan sa czgsto empi-
ryczne lub potempiryczne i wymagaja identyfikacji na podstawie wynikoéw eks-
perymentu. Poniewaz pomiary sg obarczone bledami, do identyfikacji uzywamy
wielu zestawow wynikow eksperymentalnych. W przypadku identyfikacji sta-
tych pojedynczego rownania prowadzi to do aproksymacji metodg najmniej-
szych kwadratow (MNK), omoéwionej w Rozdziale 5.3.1.

9.2. Sformulowanie zagadnienia odwrotnego

Zagadnienia odwrotne dotycza ukladow okreslonych rdwnaniami rézniczkowy-
mi czastkowymi drugiego rzedu, a wigc najczgéciej probleméw przewodzenia
ciepta i dyfuzji molekularnej. Scisle zagadnieniem odwrotnym nazywamy pro-
blem identyfikacji warunkow brzegowych na brzegu obszaru na podstawie tem-
peratur badz stezen zmierzonych wewnatrz obszaru. W szerszym znaczeniu
obejmuje ono rowniez identyfikacje warunkow brzegowych lub parametrow
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modelu w przypadku zmierzonej $redniej wartoSci rozpatrywanej wielko$ci
fizycznej. Przyktadowo problem dotyczy znajdowania zaleznosci od temperatury
i zawarto$ci wilgoci wspolczynnika dyfuzji efektywnej wilgoci w suszonym
ciele statym, kiedy w eksperymencie mierzona jest temperatura ciata w jednym
jego punkcie i $rednia zawarto$¢ wilgoci, okreslana na podstawie ubytku masy.
Dla prostych przypadkow przewodzenia ciepla istnieja odpowiednie metody
analityczne (J. Taler, P. Duda, 2003), tutaj jednak poshugiwa¢ si¢ begdziemy
metodami numerycznymi.

9.3. Algorytmy optymalizacyjne

W kazdym z przypadkow identyfikacji parametrow badz zagadnienia odwrotne-
go niezbedne beda odpowiednie algorytmy optymalizacyjne. Zawarte sg one
w funkcjach dostepnych w glownym programie i skrzynce narzedziowej Opti-
mization Toolbox. Poszukiwa¢ bedziemy wektora wspotczynnikow funkcji,
ktéry minimalizuje sume¢ kwadratow odchylen funkcji i punktow pomiarowych.
Jest to funkcja celu optymalizacji.

Tablica 9.2. Gléwne algorytmy optymalizacyjne MATLABa

Nazwa Typowe wywolanie Opis

fminbnd fminbnd (f,x1,x2) | Znajduje minimum funkcji jednej
zmiennej w przedziale od x1 do x2.

fminsearch [fminsearch(f,x@) | Znajduje minimum funkcji skalarnej
wielu zmiennych startujac w punkcie x0.

W powyzszej tablicy f to uchwyt funkcji celu. Do wywotan obu tych funkcji
dopisa¢ mozna, jako ostatni parametr, opcje okreslone jako

options=optimset( ‘prarametr’,wartosc,..)

gdzie parametrami mogg by¢ np.

‘Display’ ‘off” — wylacza druk przebiegu iteracji, ‘iter’ — drukuje
wszystkie iteracje, ‘final’ (domyslna) drukuje tylko ostat-
nig iteracje, ‘notify’ — drukuje tylko powiadomienie o nie-

powodzeniu.

‘FunValCheck’ ‘on’, ‘off’(domys$lna) — zawiadamia o wystapieniu urojo-
nej lub NaN wartosci funkcji.

‘MaxIter’ dopuszczalna liczba iteracji

‘TolFun’ tolerancja wartosci funkcji

‘TolX’ tolerancja warto$ci zmiennej niezaleznej
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Wigcej narzedzi optymalizacyjnych znalez¢ mozna w skrzynce Optimization
Toolbox.

Tablica 9.3. Gléwne algorytmy optymalizacyjne MNK ze skrzynki
Optimization Toolbox

Nazwa Typowe wywolanie Opis
lsqcurvefit |lsqcurvefit(f,x0,xdan | Znajduje wektor x minimalizu-
e,ydane) jacy funkcje celu w postaci SSE

(rown. 5.1) startujac w punkcie
x0 dla dostarczonych danych

1sgnonlin 1sgnonlin(f,x0) Znajduje wektor x minimalizu-
lsgnonlin(f,x0,1b,ub) |jacy funkcje celu w postaci
SSE startujac w punkcie x0, 1b,
ub — wektory ograniczen dolnych

i gornych
W zestawie opcji funkcji optimset sg dostgpne dodatkowe opcje np.
‘Algorithm’ umozliwia wybor algorytmu optymalizacji.
‘Diagnostics’ ‘on’, ‘off’(domyslna) — wyswietlanie diagnostyki funkcji
celu.
‘Jacobian’ ‘on’, ‘off” (domy$lna) — dostarczanie przez uzytkownika

Jakobianu funkcji celu (w celu przyspieszenia obliczen),
inaczej jest on obliczany numerycznie.

Mozna tez poshugiwac si¢ innym wiarygodnym algorytmem optymalizacyjnym
np. uzyta tutaj w Projekcie 9.1 1 9.2 metoda gradientowa Hooke’a-Jeevsa. Jej
implementacj¢ napisano w oparciu o dostepny algorytm tej metody (Quateroni
iin., 2007).

Warto$¢ funkcji celu w przypadku identyfikacji parametrow funkcji jednej
zmiennej jest oparta o jeden lub wiele zestawdéw danych (serii pomiarowych)
otrzymanych przy tych samych lub réznych parametrach eksperymentu. Identyfika-
cji parametréow funkcji dokonuje si¢ wtedy najlepiej na wszystkich seriach jedno-
czes$nie, uzywajac odpowiedniego zestawu parametrow procesu dla kazdej serii.

W przypadku funkcji wielu zmiennych mozna sumowa¢ SSE dla kazdej zmien-
nej, poprzedzajac je odpowiednia wagg. Wagi bedg wigksze dla zmiennych
i pomiaréw o duzej wiarygodnosci, a mniejsze dla tych o mniejszej wiarygodnosci
przy czym suma wag wynosi 1. Koncowy efekt wptywu wag zwykle ocenia si¢
wizualnie oraz obliczajac typowe statystyczne testy dopasowania jak R*.
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Podczas optymalizacji optymalizatorami MATLABa w kolejnych iteracjach
nalezy obserwowa¢ warto$¢ ,,First-order nonlinearity”. Jest to maksymalna aktualna
warto$¢ bezwzgledna gradientu funkcji. W czasie iteracji powinna ona male¢
1 osiggna¢ wartos¢ mozliwie bliskg zero, jesli minimum zostato osiagnigte.

9.4. Identyfikacja wspolczynnikow modelu okreslonego rownaniem
rozniczkowym zwyczajnym

Przypadki tego typu dotycza najczesciej problemow identyfikacji wspotczynnika

wnikania lub przewodzenia ciepta, dyfuzyjnosci lub statych kinetycznych reake;ji

chemicznych. Ilustruja to ponizsze projekty.

PROJEKT 9.1
Temat: Identyfikacja wspotczynnikow kinetycznych
reakcji chemicznej
Toolbox: -

Podczas badan metanowej kofermentacji osadu $ciekowego (Sosnowski i in.,
2008) dokonano pomiardéw kinetyki zmian zawartosci wegla w poszczego6lnych
frakcjach: suchej masie (SM), frakcji lotnych kwasow tluszczowych (LKT),
metanie (CHy) i dwutlenku wegla (CO,) w fazie gazowej. Dane te sa zawarte
w pliku dane_eksp.txt. Kolejne kolumny zawierajg: czas [doba], Csm, Cikr,
Ccms, Ceoz [g/1]. Kinetyke reakcji kofermentacji opisano uktadem réwnan spro-
wadzajacych si¢ do postaci:

d
%:_ 1)1
d k
%:kzyl_?yz
9.1
%: ksy,
dr F
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gdzie
F=k+y, 9.2)

oraz wektor y = [Csm, Crkr, Cems, Ceon ] [¢/1].
Nalezy dopasowa¢ wspotczynniki kinetyczne tego ukladu rownan (od k; do ks).

r7P9 1.m

%PROJEKT 9.1

%Identyfikacja wspoiczynnikéw kinetycznych
%uktadu reakcji biochemicznych

clc; clf

%zmienne globalne

global wartpocz przedzialy liczba dane czas t Y

%wczytywanie danych eksperymentalnych
plik=load('-ascii', 'dane_eksp.txt');
czas=plik(:,1);
dane=plik(:,2:size(plik,2));

clear plik;

%wartosci poczagtkowe dla ukiadu rdéwnan
wartpocz=dane(1,:);
disp('Warunek poczagtkowy - zawartosci wegla [g/l]:');
disp(wartpocz');
%wartosci poczatkowe poszukiwanych k dla optymalizacji
k= [1.83E-01; %K1 -> k(1)
1.62E-01; %K3  -> k(2)
3.20E+01; %Ka  -> k(3)
9.14E+01; %K5  -> k(4)
1.90E+01]; %K9 -> k(5)
disp('Wartosci poczatkowe poszukiwanych wspétczynnikéw k :');
disp(k);
%ograniczenia dla poszukiwanych k w optymalizacji
przedzialy=[1.83E-021.83E+01; %K1 -> k(1)
1.62E-022.00E-01; %K3 -> k(2)
1.00E+004.20E+01; %K4 -> k(3)
1.00E+011.23E+02; %K5 -> k(4)
1.00E+002.50E+01]; %K9 -> k(5)
disp('Ograniczenia dla poszukiwanych wspétczynnikéw :');
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disp(przedzialy);

%liczba kolumn w danych

%to takze liczba réwnan

liczba=size(dane,2);

disp(['Liczba réwnan : ',num2str(liczba)]);

Y eccocmocooooooooooooooooooocoCooooooooooooooooooo o oo oo e
%poszukiwanie wyniku za pomoca algorytmu optymalizacji

ileiteracji=100; %maksymalna liczba iteracji
krokpoczatkowy=20; %krok poczatkowy
tolerancja=0.001; %minimalna odchytka funkcji celu

disp('Otymalizacja:');
disp('Metoda Hooke-Jeevsa:');

disp(["' Maks. liczba iteracji = ',num2str(ileiteracji)]);
disp(["' Krok poczatkowy = ',num2str(krokpoczatkowy)]);
disp(["' Tolerancja funkcji celu = ',num2str(tolerancja)]);
disp(" ")

disp('Obliczenia....");

format long e %diugie liczby, e-oznacza format inzynierski
wy -

nik=0ptymH] (k,przedzialy, krokpoczatkowy,ileiteracji,tolerancja);
Y eccocmocoooooooooooooooCooooCooooooooooooooooo oo oo oo o oo
%wyswietlenie wyniku

disp(" ")

disp('Otrzymane wspdéiczynniki:")

disp(wynik)

Y eccocmocoooooooooooooooCooooCooooooooooooooooo oo oo oo o oo
%rozwigzanie uki. rownan dla otrzymanych wspotczynnikow
podzial=40; %liczba rysowanych punktow
maksczas=czas(length(czas));
punkty=0:maksczas/podzial:maksczas;

k=wynik;

[t,Y] = odel5s(@uk_row,punkty,wartpocz);

%rysowanie kolejnych wykresow

figure(1)

hold on, grid on

plot(t,Y(:,1),"'-b"', 'LineWidth',2)
plot(t,Y(:,2), '--r', 'LineWidth"',2)

plot(t,Y(:,3),"'-.g", 'LineWidth',2)

plot(t,Y(:,4),"'-m', 'LineWidth',2)
plot(czas,dane(:,1),'ob");

plot(czas,dane(:,2), 'xr');

plot(czas,dane(:,3), " '*g');

plot(czas,dane(:,4), '*m');
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legend('SM', "LKT', "CH4','C02");
xlabel('czas [doby]'); ylabel('Stezenie C, [g/1l]");

warning on all % Wigczenie komunikatdéw o uwagach

format loose  %Wolna linijka miedzy poleceniami

format short %'krotkie' wyswietlanie liczb

clear ileiteracji k tolerancja przedzialy wartpocz krokpoczatko-
wy

clear podzial maksczas punkty

%Zapisanie otrzymanych wynikow
plik=[t,Y];

save ('wyniki.txt', 'plik', '-ascii')
clear plik

%KONIEC

disp(" ")

disp('Obliczenia zakonczone')

disp('Uzyj polecenia -wynik- aby obejrzeé¢ obliczone wspéiczynni-
ki.")

disp('Wyniki symulacji zapisano w pliku wyniki.txt')

W pliku f_celu.m zapisana jest funkcja celu

r~f celu.m

% Funkcja celu

% 1. Rozwigzuje, dla danych wspotczynnikoéw k,

% uktad roéwnan rozniczkowych z pliku uk_row

% 2. Zwraca sume kwadratéw roznic wartosci obliczonych

% z modelu i danych eksperymentalnych z pliku

% —ccocccocco-coooooooooooooooooooooooooCooooCooooCoCoCooooo oo oo oo o

function FC = f celu(x)
global wartpocz liczba dane czas t Y k
k=x;

% rozwigzanie ukk.roéwn.rdzn.

[t,Y] = odel5s(@uk_row,czas,wartpocz);

% —coccoccoc-coooocooocoocoomoooCoooooooooooCoCoCooCoCooooo oo oo oo oo oo
% obliczanie wspotczynnika jakosci

for i=1:1iczba
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for nr=1:length(t)
wynik=wynik+(Y(nr,i)-dane(nr,1i))"2;
end

FC=wynik/liczba;
end

W pliku uk_row.m zdefiniowany jest uktad rownan rozniczkowych zwyczajnych
tworzacych model.

~uk _row.m

% Uktad rownan rozniczkowych:

% t - czas

% y() - funkcje

% dydt() - pochodne

% k - poszukiwane wspdtczynniki

function dydt = uk _row(t,y)

global k
F=k(4)+y(2); %zmienna pomocnicza
dydt = zeros(4,1); %pusty wektor pochodnych
dydt(1) = -k(1)*y(1);
dydt(2) = k(2)*y(1)-k(3)*y(2)/F;
dydt(3) = k(5)*y(2)/F;
dydt(4) = (k(1) - k(2))*y(1) + (k(3) - k(5))*y(2)/F;
end
% y(1) -> S sucha masa
% y(2) -> A LKT
% y(3) -> M metan
% y(4) -> G dwutlenek wegla

Algorytm optymalizacyjny Hooke’a-Jeevsa jest w pliku optymHJ. m.

—~optymHJ.m
% Metoda optymalizacji Hooke-Jeevsa z ograniczeniami na zmienne
function OPHJ = OptymHJ(k,kogr,tau,maxit,eps)

% k - poszukiwana macierz wartosci optymalnych
% kogr - ograniczenia zwigzane z macierza k

% tau - wstepny krok iteracji

% maxit - maksymalna liczba iteracji
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% eps - tolerancja
% krok - funkcja przesuwajgca o jeden krok w przod lub w tyz
% sprawdz - funkcja sprawdzajaca

global X1 WekX F1 ni
global Xogr

WekX=k ;

Xogr=kogr;

N=size(WekX,1);

X0=WekX;

F2 = f_celu(WekX);

FO = F2; m=0; ni=tau; Czy=false;

taul=ni;

while ((taul>=eps) && (m<=maxit))
Y eccocoooococoooo oo oo oo oo oo oo oo o oo
m=m+1; taul=ni;
for i=1:N
krok(1,1i);
if ((F1<F2)&&(sprawdz(i,X1)))
WekX(i)=X1(i); F2=F1;
else
krok(-1,1i);
if ((F1<F2)&&(sprawdz(i,X1)))
WekX(i)=X1(i); F2=F1;
end
end
end; % koniec petli for

if (F2<F0)&&(sprawdz(i,X1))
for i=1:N
X1(i)=Xe(i);
X0 (i)=WekX(i);
WekX(1i)=X0(1i)+1.4*(WekX(i)-X1(i));
end;
FO=F2;
F2=f celu(WekX);
ni=1.2*ni; Czy=true;
elseif Czy
WekX=X0;
F2=F0;
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Czy=false;
elseif taul>eps
ni=0.2*ni;
end;
disp(F2); %Wyswietlenie aktualnej wartosci celu
end % koniec petli while
%0PHJ=FunCelu(WekX);
OPHJ=WekX;
if m>maxit
disp(['Przekroczono maksymalng liczbe iteracji
',num2str(maxit)]);
else

disp(['Nie przekroczono maksymalnej 1liczby iteracji

',num2str(maxit)]);
disp(['Liczba iteracji : ',num2str(m)]);
end
%end % koniec funkcji OPHJ

% Funkcja krok zmieniajgca wartosc
function krok(j,i)
global X1 WekX F1 ni
% j=+-1
X1=WekX;
X1(i)=WekX(i)+j*ni;
Fl=f celu(X1);
%end; % koniec funkcji krok

function log=sprawdz(ind,~)
global Xogr WekX
if (WekX(ind)<Xogr(ind,1)) || (WekX(ind)>Xogr(ind,2))
log=false; % wartosc¢ nie miesSci sie miedzy min i max
else
log=true; % wartosc¢ miesci sie miedzy min i max
end
%end; % koniec funkcji sprawdz

Wyniki 9.1

Warunek poczatkowy - zawartosci wegla [g/1]:
5.0094
0.3216
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0
0
Wartosci poczagtkowe poszukiwanych wspdiczynnikow k :
0.1830
0.1620
32.0000
91.4000
19.0000
Ograniczenia dla poszukiwanych wspdéiczynnikow :
0.0183  18.3000
0.0162 0.2000
1.0000 42.0000
10.0000 123.0000
1.0000 25.0000
Liczba réwnan : 4
Otymalizacja:
Metoda Hooke-Jeevsa:
Maks. liczba iteracji 100
Krok poczatkowy = 20
Tolerancja funkcji celu = 0.001

Obliczenia....
1.317258799324742e+000
1.261888326703322e+000
1.261888326703322e+000
1.028600479824042e+000
1.031361944073055e+000

Nie przekroczono maksymalnej liczby iteracji = 100
Liczba iteracji : 58

Otrzymane wspodtczynniki:
1.459173959601979¢e-001
1.229012484046848e-001
3.293295290989411e+001
1.120254913871319e+002
2.037053324959302e+001

Obliczenia zakonczone

Uzyj polecenia -wynik- aby obejrzec¢ obliczone wspdétczynniki.
Wyniki symulacji zapisano w pliku wyniki.txt
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Rys. 9.1. Kinetyka zmian zawarto$ci wegla w poszczegdlnych frakcjach

PROJEKT 9.2
Temat: Identyfikacja parametrow réwnan kinetycznych procesu oczysz-
czania §ciekdw metalurgii mokrej
Toolbox: -

W warunkach przemystowych wykonano nastepujacy eksperyment (niepubliko-
wane dane, 2008). Do zbiornika reakcyjnego (Rys. 9.2) o objetosci czynnej
V = 15 m’, wyposazonego w mieszadlo szybkoobrotowe, przepompowano 10 m’
sciekow przemystowych pochodzacych z procesow metalurgicznych, takich jak:
trawienie walcowki stalowej w HCI, cynkowanie drutow przy uzyciu HCI jako
dotrawiacza i ZnCl, jako aktywatora powierzchni, oraz miedziowanie drutow
w roztworze CuSO,. Scieki te zawieraja zwigzki zelaza, cynku i miedzi
w postaci przede wszystkim chlorkoéw i siarczandéw, a ich sktad poczatkowy
jest nastepujacy: cope = 358 mg/dm’, coz, = 203 mg/dm’, coc, = 24 mg/dm’ oraz
pH =5.53.
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Scieki pH=5.53 Mleko wapienne

Cocu Cozn Core | A ‘ Coca (OH),

Rys. 9.2. Schemat reaktora okresowego w ktorym przeprowadzano reakcje

Nastepnie, przy wlaczonym mieszaniu, dodawano zawiesing mleka wapiennego,
zawierajaca 258 mol/m’ Ca(OH),, tak aby uzyska¢ w zbiorniku pH = 8.5.
Dodano 0.512 m’ mleka wapiennego, co spowodowalo zajécie nastepujacych
reakcji chemicznych:

FeCl, + Ca(OH)z e FG(OH)z + CaCl,
ZIlC12 + Ca(OH)2 —> ZH(OH)2 + CaClz
CuSO; + Ca(OH), — Cu(OH), + CaSOs,.

Wydzielone nierozpuszczalne wodorotlenki opadly na dno zbiornika w postaci
osadu, natomiast ciecz nad osadem byta poddawana analizie na obecno$¢ jonow
ww. metali w odstepach 1, 2, 5, 10, 20 minut po zaprzestaniu mieszania.
Poniewaz rzedowos¢ powyzszych reakcji jest identyczna, wystarczy napisac
ogo6lne rownanie bilansowe dla jednego ze sktadnikow np. Fe:

M,
= 9.3
7 9.3)

(mFe)Wl - (mFe)Wyl + ZFe =

Reaktor okresowy charakteryzuje si¢ tym, ze w czasie przebiegu reakcji nie
doprowadza si¢ do niego ani nie odprowadza z niego zadnych strumieni masy,
czyli

(mpe)w = 0 oraz (Mge)wy1= 0 9.4)
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Masg zelaza w reaktorze, w dowolnym momencie czasu, mozna wyznaczy¢ jako
iloczyn $redniego st¢zenia molowego cp. W rozwazanej chwili, obj¢tosci fazy
reakcyjnej V oraz masy molowej N,

M, =N,Vc,,. 9.5)

Szybkos¢ akumulacji zelaza wynika ze zrézniczkowania powyzszej zaleznosci

dc dVv
V—L +c. — |- 9.6
( dT Fe de ( )

dM ., N, dVeg,) N,
dr dr

W tym konkretnym przypadku mozemy przyjac, ze objetos¢ fazy reakcyjnej
V = const w czasie procesu, zatem dV/dt = 0 i mamy

My yEn 9.7)
dr dr

Stezenie zelaza maleje w wyniku reakcji chemicznej, wige reprezentujacy szyb-

kos$¢ tego znikania upust masy Zp. ma znak minus. Masowa szybko$¢ znikania

zelaza liczona na calg objeto$¢ czynnag reaktora jest rowna iloczynowi catki

z molowej szybkosci reakcji po objetosci V reaktora i masy molowej Np.. Ilo-

czyn ten wyznacza natg¢zenie upustu masy:

ZFe = _NFe IrFe dV (98)
Vv

Szybkos¢ reakcji mozemy zapisac jako zalezno$é

ee = K Crelea(om), 9.9)

stad nat¢zenie upustu masy

ZFe

== Ny, k ICFe CCa(OH)de . (9.10)

Vv
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Przy dobrym mieszaniu zawartosci reaktora stezenia Cg 1 Ccaony2 S8 rOWnomier-
nie roztozone w catej objetosci reaktora, a zatem po wylaczeniu ich przed znak
calki otrzymujemy natezenie upustu masy Zg.

Zpe=—NpkVcg Cea(on), 9.11)
Podstawiajac uzyskane roéwnania do bilansu ogbélnego, otrzymujemy:

dc,
L=—k cpco (9.12)
dr 1 CFe Ccaom),

Jest to rownanie rozniczkowe opisujgce zmiang st¢zenia Fe w reaktorze w czasie
przebiegu reakcji. Z lewej strony mamy szybko$¢ akumulacji, z prawej upust
masy. Analogicznie dla Zn i Cu bedziemy mieli rOwnania:

dc

n __ k

=-k,c, c
2 Ca(0

dr o calom (9.13)
dc

Cu __
dTu =—k; ¢, Cca(om),

Zmiennos$¢ stezenia Ca(OH), w czasie przedstawia zalezno$¢:

dcca(OH)2

dt
czyli

== (kcp, Ceaor), T k,c,, Ccatomy), T k;ce, Cca(on), ), (0.14)

cha(OH)2
dr
Aby wyznaczy¢ przebiegi stezen sktadnikow w reaktorze nalezy rozwiaza¢ po-
wyzszy uklad rownan, z warunkami poczatkowymi dla t=0  Cg. = Cope,
Czn= Cozn, Ccu = Cocu OTAZ CcaOH)2 = CoCa(OH)2-

= CCa(OH)2 (kl Cre + kz Cz + k3 CCu)' (9.15)

Do rozwigzania ukladu bilansowych réwnan rézniczkowych wykorzystano
solver rownan rozniczkowych odel5s oraz algorytm optymalizacyjny Hooke’a-
Jeevsa. Optymalizacja ma za zadanie identyfikacje wspotczynnikow k w tym
modelu.
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=7 P9 2.m

%PROJEKT 9.2

%Identyfikacja statych uktadu roéwnan kinetyki chemicznej
clc; clear all; close all;

% zmienne globalne wykorzystywane w programie

global wartpocz przedzialy ilosc dane czas t Y

format compact %pisanie linijka pod linijka
warning off all % wytgczenie komunikatéw o uwagach

% wczytywanie danych
plik=load('-ascii', 'Eksperyment.txt"');
czas=plik(:,1);
dane=plik(:,2:size(plik,2));

clear plik;

% wartosci poczgtkowe dla ukladu rdéwnan
wartpocz=dane(1,:);
disp('Wartosci poczatkowe dla rozw. réwnan rézn.:');
disp(wartpocz);
% wartosci poczgtkowe poszukiwanych k dla optymalizacji
k=[ ©.0014 % ki

0.0018 % k2

0.00204]; % k3
disp('WartosSci poczatkowe poszukiwanych wspéiczynnikéw k');
disp(k);
% ograniczenia dla poszukiwanych k w optymalizacji
przedzialy=[4e-3 4e+3

6e-3 6e+3
S5e-3 5e+3];

disp('Ograniczenia dla poszukiwanych k w optymalizacji');
disp(przedzialy);
% liczba kolumn w danych
% jest to takze liczba rdwnan
ilosc=size(dane,2);
disp(['Liczba réwnan:',num2str(ilosc)]);

% poszukiwanie wyniku

ileiteracji=25; %maksymalna liczba iteracji
krokpoczatkowy=20; %krok poczgtkowy
tolerancja=1le-6; % minimalna odchytka
disp('Optymalizacja:")

434



disp('Metoda Hooke''a-Jeevsa:')

disp([ 'Maks. liczba iteracji=', num2str(ileiteracji)])

disp([ 'Krok poczatkowy ="', num2str(krokpoczatkowy)])
disp([ 'Tolerancja =', num2str(tolerancja)])

disp('")

disp('Obliczenia............. ")

format long e

wy -

nik=0ptymH] (k,przedzialy, krokpoczatkowy,ileiteracji,tolerancja);

% wyswietlenie wyniku

disp('")

disp('Otrzymane wspdéiczynniki:');
disp(wynik);

% —ccoccoccococooccooooooocooooooooooooooooooo oo
% Rozwigzanie uktadu réwnan dla otrzymanego wyniku
podzial=60; % liczba punktow
maksczas=czas(length(czas));
punkty=0:maksczas/podzial:maksczas;

k=wynik;

[t,Y]=0del5s(@uk_row, punkty,wartpocz);

% rysowanie wykresow

figure(1)

hold on

grid on

plot(t,Y(:,1),'r")

plot(czas,dane(:,1),'ro")

plot(t,Y(:,2),'b")

plot(czas,dane(:,2), 'b+")

plot(t,Y(:,3),'8")

plot(czas,dane(:,3),'g>")

plot(t,Y(:,4),'m")

xlabel('czas [s]')

ylabel('stezenie [mol/m3]")

legend('zmiana stezenia Fe wg modelu', 'doswiadczalne stezenia
Fe','zmiana stezenia Zn wg modelu','doswiadczalne stezenia
Zn','zmiana stezenia Cu wg modelu', 'doswiadczalne stezenia
Cu','zmiana stezenia Ca(OH)2 wg modelu')

figure(2)

subplot(4,1,1)
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hold on

grid on

plot(t,Y(:,1),'m")
plot(czas,dane(:,1),'ro")

xlabel('czas [s]')

ylabel('[mol/m3]")

legend('zmiana stezenia Fe wg modelu', 'doswiadczalne stezenie
Fe')

subplot(4,1,2)

hold on

grid on

plot(t,Y(:,2),'m")
plot(czas,dane(:,2), 'bo")

xlabel('czas [s]')

ylabel('[mol/m3]")

legend('zmiana stezenia Zn wg modelu', 'doswiadczalne stezenie
Zn'")

subplot(4,1,3)

hold on

grid on

plot(t,Y(:,3),'m")
plot(czas,dane(:,3),"'go")

xlabel('czas [s]')

ylabel('[mol/m3]")

legend('zmiana stezenia Cu wg modelu', 'doswiadczalne stezenie
Cu')

subplot(4,1,4)

hold on

grid on

plot(t,Y(:,4),'m")

xlabel('czas [s]')

ylabel('[mol/m3]")

legend('zmiana stezenia Ca(OH)2 wg modelu')

warning on all %Wtgczenie komunikatéw o uwagach

format loose

format short

clear ileiteracji k tolerancja przedzialy wartpocz krokpoczatko-
wy

clear podzial maksczas punkty

% Zapisanie otrzymanych wynikow
plik=[t,Y];
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save('wyniki.txt', 'plik', '-ascii');
clear plik;

Funkcja, w ktorej zdefiniowano uklad réwnan rozniczkowych, nosi nazwe
uk_row.m.

7 uk_row.m

% Rownania rozniczkowe

% t - czas

% y() - kolejne funkcje

% dydt() - kolejne pochodne

% k - wspoiczynniki zmienne
74

function dydt=Fun(t,y)
global k dane czas wartpocz

dydt=zeros(4,1);

%y (4)=dane(1,4)-dane(1,1)-dane(1,2)-dane(1,3)+y(1)+y(2)+y(3);

dydt(1)=-k(1).*y(1).*y(4);

dydt(2)=-k(2).*y(2).*y(4);

dydt(3)=-k(3).*y(3).*y(4);

dydt(4)=-k(1).*y(1).*dane(1,4)-k(2).*y(2).*dane(1,4)-

k(3).*y(3).*.
dane(1,4)+k(1).*y(1).*dane(1,1)+k(2).*y(2).
dane(1,1)+k(3).*y(3).*dane(1,1)+k(1).*y(1).
dane(1,2)+k(2).*y(2).*dane(1,2)+k(3).*y(3).
dane(1,2)+k(1).*y(1).*dane(1,3)+k(2).*y(2).
dane(1,3)+k(3).*y(3).*..
dane(1,3)-k(1).*y(1).72-k(2).*y(2).*y(1)-

k(3).*y(3).*y(1)-..
k(1).*y(1).*y(2)-k(2).*y(2).72-k(3).*y(3).*y(2)-..
k(1) .*y(1).*y(3)-k(2).*y(2).*y(3)-k(3).*y(3)."2;

-* -* -* -*

Funcja celu dla optymalizatora jest zapisana w pliku f celu.m

7 f celuum

% Funkcja celu

% 1.Rozwigzuje dla danych wspdtczynnikow k ukitad rdéwnan réznicz-
kowych

% umieszczony w pliku uk_row
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% 2.0cenia na ile rozwigzanie rézni sie od danych pobranych
pliku

% zgodnie ze wzorem

% 3.Zwraca wspotczynnik jakosci okreslony jako sume kwadratéw
%  roznic wartosci obliczonych i danych z pliku

% —cccccocco-cooooooooooooooooooooooCoooooooooooooCoCooooo oo oo oo o
function FC=f celu(x)

global wartpocz ilosc dane czas t Y k ;

k=x;

wynik=0;

% rozwigzanie uktadu roéwnan roézniczkowych
[t,Y]=0del5s (@uk_row,czas,wartpocz);
74

% obliczanie wspétczynnika jakosci
for i=1:ilosc
for nr=1:length(t)
wynik=wynik+(Y(nr,i)-dane(nr,i)).”2;
end

FC=wynik/ilosc;

Wyniki 9.2
W wyniku dziatania programu otrzymano nastg¢pujace stale kinetyczne:
Otrzymane wspodtczynniki:

1.400000000000000e-003

1.800000000000000e-003
2.040000000000000e-003
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Rys. 9.3. Zmiany poszczeg6lnych stgzen wg modelu z dobranymi wspotczynnikami

PROJEKT 9.3
Temat: Identyfikacja wspotczynnika wnikania ciepta przy optywie ciata
Toolbox: Optimization Toolbox

W trakcie pomiaru o-kalorymetrem o ksztatcie kuli wspotczynnika wnikania
ciepta w os$rodku o statej temperaturze, mierzono w kolejnych odstgpach czasu
temperatur¢ kulki metalowej umieszczonej w tym os$rodku. Zaniedbano opory
przewodzenia ciepta w kulce. Dane pomiarowe sa zawarte w pliku dane.txt.

=7 P9 3.m

%PROJEKT 9-3

%Identyfikacja wspétczynnika wnikania ciepta

clear all; close all; clc; memory; pack;

global tp Tp A m c tc tk to

% W pomiarach mierzono temperature kulki metalowej

% w kolejnych odstepach czasu w Srodowisku o statej temperaturze.
% Nalezy zidentyfikowac¢ wspoiczynnik wnikania ciepia
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% wczytanie danych doswiadczalnych
load dane.txt

tp=dane(:,1); % punkty pomiarowe czasu [s]
Tp=dane(:,2); % punkty pomiarowe temperatury [C]
A=0.001; % powierzchnia wymiany ciepta [m~2]
m=0.01; % masa ciata [kg]

c=1.5; % ciepto wtasciwe [kJI/kg*K]

tc=100; % temperatura otoczenia [C]

t0=20; % temperatura poczatkowa kulki [C]
tk=tp(length(tp)); % koncowy czas pomiaru [s]

% punkt startowy optymalizacji

a0=1; % alfa startowe [kW/m"2*C]
ad=0.5; % ograniczenie dolne
ah=2; % ograniczenie goérne

%--optymalizator--

options = optimset('Display’, 'iter', 'Diagnostics','on');

aob = 1sgnonlin(@f_celu,a®,ad,ah,options); % optymalizator
disp('alfa obl.= '); disp(aob);

[t,x]=calkuj(aob);

% wizualizacja wynikow

figure(1)

plot(tp,Tp, 'r*',t,x, 'LineWidth',2)
legend('punkty dosw.', 'wynik modelu',4)
grid on

ylabel('temperatura [C]')

xlabel('czas [s]')

title('Identyfikacja alfa')

Plik f_celu.m zawiera zdefiniowang funkcj¢ celu

r~f celu.m

function y=f celu(a)

global tp Tp

% wywotanie integratora ODE dajgcego wartosci Tob - tempertury
obliczonej

[t,x]=calkuj(a);

% tworzenie funkcji sklejanej temperatury obliczonej z modelu

pT = spline(t,x);

% obliczenie wartosci temperatury dla czaséw odpowiadajacych
punktom
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% doswiadczalnym

Tob = ppval(pT,tp);

% funkcja celu - wektor réznic wartosci eksp. i obliczonych
modelu

y=[Tp-Tob];

Plik calkuj.m to funkcja rozwigzujaca rownanie modelu

I~ calkuj.m

function [t,x]=calkuj(a)
global tk aloc t@

% lokalne alfa

aloc=a;

% integrator ODE
[t,x]=0de45(@uk_row, [0 tk],t0);

Plik uk_row.m zawiera zdefiniowane rownanie rozniczkowe

r~uk _row.m

function dxdt=uk_row(t,x)

global aloc A m tc c

% rownanie roézniczkowe ODE

pT=[ ((alfa(aloc).*A)./(m.*c).*(tc-x(1)))];
dxdt=[ pT ];

Plik alfa.m to identyfikowany parametr
—7alfa.m

function y=alfa(a)

% poszukiwany wspdiczynnik alfa
y=a(1);

Wyniki 9.3

alfa obl. = 1.2248
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Identyfikacja alfa
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Rys. 9.4. Wykres dopasowania modelu do punktéw doswiadczalnych
ze zidentyfikowanym parametrem alfa

9.5. Identyfikacja wspolczynnikow modelu okreslonego rownaniem
rozniczkowym czastkowym

Identyfikacja przewodnosci cieplnej w procesach cieplnych badz dyfuzyjnosci
w procesach ruchu masy to gtowne typy spotykanych zadan tego rodzaju. Ich
przyktady podano ponize;.

PROJEKT 9.4
Temat: Identyfikacja przewodnosci cieplnej ciala statego
Toolbox: Optimization Toolbox

W walec materiatu izolacyjnego o promieniu R wbito, w kierunku réwnoleglym
do osi, termoelement, ktorego ostrze mierzy temperatur¢ na promieniu R,,. Walec
umieszczono w srodowisku o stalej temperaturze i znanym wspotczynniku wni-
kania ciepla. Zmiany temperatury w czasie podczas nagrzewania, zmierzone tym
termoelementem s3 zapisane w pliku dane.txt. Nalezy na tej podstawie wyznaczy¢
przewodnos$¢ cieplng tego materiatu.

Postuzymy sig, jak poprzednio, optymalizatorem 1sqnonlin. Jako funkcja celu
postuzy wektor rdznic migdzy wartoscig eksperymentalng temperatury a warto-
$cig uzyskang z rozwigzania PDE przewodzenia ciepta w geometrii walcowe;.
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r7P9 4.m

%PROJEKT 9.4

%Identyfikacja przewodnosci cieplnej w walcu na podstawie
%punktowego pomiaru temperatury

clear all; close all; clc; memory; pack;

global tp Tp tk t@ R alfa tg cp ro dR n np

% wczytanie danych doswiadczalnych

load dane.txt

tp=dane(:,1); % punkty pomiarowe czasu [s]
Tp=dane(:,2); % punkty pomiarowe temperatury [C]
% pozostate dane

Ccp=0.85; % ciepto wtasciwe [kJI/kg*K]

tg=100; % temperatura otoczenia [C]

n=50; % liczba punktéw dyskretyzacji [szt]
Te=Tp(1,1); % temperatura poczgtkowa [C]

R=40e-3; % promien [m]

Rp=28e-3; % promien gdzie umieszczono termoelement [m]
alfa=1.2; % wspotczynnik wnikania ciepta [kW/kg*K]
ro=400; % gestosc¢ materiatu [kg/m"3]

dR=R/n; % szerokosc¢ komérki
%#0bliczenia--------------------———~—~—~-~-~-~--

np=round(Rp/R*n); % nr wezita pomiaru termopary
tk=tp(length(tp)); % koncowy czas pomiaru [s]

% punkt startowy i ograniczenia optymalizacji
ad=1e-6; % dyfuzyjnosc¢ cieplna
ad=1e-8; % ograniczenia od dotu
ah=1e-3; % ograniczenia od goéry

% wywotanie optymalizatora

opt = optimset('Display’,'iter’', 'Diagnostics’','on’, 'TolX',1le-
9, 'TolFun',1e-9);

aob = 1sgnonlin(@f_celu,a®,ad,ah,opt);

% obliczenia korncowe--------------

% wspotczynnik przewodzenia ciepta

lamb=aob*cp*ro;

lamb3=1lamb*1e3; % [W/(m K)]

disp('Wspotczynnik przewodzenia ciepta [W/(m K)]')
disp(lamb3)
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% obliczenia krzywej z modelu dla wartosci znalezionej
[t,x]=calkuj(aob);

[wX, kX]=size(x);

Tob=x(:,np);

% wizualizacja wynikow

figure(1)

plot(tp,Tp, 'r*',t,Tob, 'LineWidth',2);
legend( 'punkty dosw.', 'wynik modelu',4)
grid on

title('Identyfikacja parametru')
ylabel('temperatura [C]')

xlabel('czas [s]')

figure(2)

xi=linspace(@,R,n);

[w,k]=size(x);

yi=linspace(0,tk,w);
[XI,YI]=meshgrid(xi,yi);

surf(XI,YI,x)

title('Nieustalony ruch ciepta w walcu')
xlabel('odlegtos¢ [m]")

ylabel('czas [s]')

zlabel( 'temperatura [C]")

hidden on

shading interp

alpha 0.8

figure(3)

[C,h] = contour(XI,x,YI,15);

set(h, 'ShowText', 'on', 'LineWidth',2, 'TextStep',get(h, 'LevelStep'
)*2)

grid on

xlabel('odlegtos¢ [m]")
ylabel('temperatura [C]')

Plik calkuj.m zawiera funkcjg, ktora rozwigzuje uktad rownan ODE wynikajacy
z dyskretyzacji metoda linii rownania PDE przewodzenia ciepta (zob. Rozdz. 8).

I~ calkuj.m

function [t,x]=calkuj(a)
global tk aloc TO n

% lokalne a

aloc=a;

% warunek poczagtkowy
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for i=1:n

temp(i)=T0O;

end

Xp=temp;

% wywotanie solvera ODE
[t,x]=0de23tb(@uk_row, [0 tk],xp);

Plik uk_row.m to funkcja, ktora dokonuje dyskretyzacji przestrzennej i definiu-
je uklad réwnan ODE.

r~uk _row.m

function dxdt=uk_row(t,T)

global aloc alfa tg cp ro dR n

% uktad rownan roézniczkowych

a=ac(aloc);

lamb=a. *cp. *ro;

p(1)=2*a.*((T(2)-T(1))./(dR."2));

for i=2:n-1
p(i)=a.*(((T(i+1)-2*T(i)+T(i-1))./(dR."2))+...

(1/(i.*dR)).*(T(i+1)-T(i-1))./(2.*dR));

end

wT=((2.*dR.*alfa)./lamb).*(T(n)-tg);

p(n)=a.*((2.*T(n-1)-2.*T(n)-wT)./(dR.~2)+(1/(n.*dR)).*(-

wT)./(2.*dR));

dxdt=[p'];

W pliku f_celu.m zawarta jest funkcja, ktora oblicza wektor réznic temperatur
w punktach pomiarowych.

r~f celu.m

function y=f celu(a)

global tp Tp np

% wywotanie funkcji temperatury obliczonej

[t,x]=calkuj(a);

[wX, kX]=size(x);

%odczytanie wartosci temperatury w miejscu instalacji termopary
Tob=x(:,np);

% dopasowanie funkcji sklejanej do temperatury obliczonej z mo-
delu

pT = spline(t,Tob);

% obliczenie temperatury w punktach doswiadczalnych

Tob = ppval(pT,tp);
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% funkcja celu - rdéznica wartosci eksperymentalnych i obliczo-
nych
y=(Tp-Tob);

Funkcja dostarczajaca aktualnej wartosci poszukiwanego parametru to ac.m.

—7ac.m

function y=ac(a)

% wspotczynnik przewodnosci temperaturowej
y=a(1);

Wyniki 9.4

Wspoiczynnik przewodzenia ciepta [W/(m K)]
0.0665

Identyfikacja parametru
100 % %
// + + +
’/‘ + *
/

L o d

temperatura [C]

4 punkty dosw.
wynik modelu

[ [
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
czas [s]

Rys. 9.5. Wykres dopasowania modelu do punktéw doswiadczalnych
ze zidentyfikowanym parametrem
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Nieustalony ruch ciepta w walcu
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Rys. 9.6. Rozktad temperatur ze zidentyfikowanym parametrem
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Rys. 9.7. Rozktad temperatur w czasie obliczony ze zidentyfikowanym parametrem

447



PROJEKT 9.5
Temat: Identyfikacja dyfuzyjnosci efektywnej wilgoci w materiale
suszonym o ksztalcie walca z uwzglednieniem skurczu — model
we wspotrzednych nieruchomych
Toolbox: Optimization Toolbox

Wykorzystano model opisujacy proces suszenia ciat ze skurczem zaproponowa-
ny przez Pakowskiego, 2000. Model ten jest zdefiniowany we wspotrzednych
nieruchomych. Oznacza to, ze po kazdym kroku czasowym jest obliczany nowy
wymiar ciata kurczacego si¢ i cata siatka obliczeniowa jest przeliczana na nowy
rozmiar, tzn. obliczenia bilansu masy i ciepta sa wykonywane w zmieniajacej si¢
geometrii. Przemieszczanie si¢ powierzchni walca wywotuje dodatkowy prze-
ptyw konwekcyjny wilgoci w walcu. Model sklada si¢ z nastepujacych rownan:

Rownanie konstytutywne opisujace skurcz suszarniczy:
o _[r)2,
o \n)p, 7 (9.16)

Rownanie bilansu masy z uwzglgednionym skurczem:

ai =D 82X +la£ +£@ (9 17)
or or* ror ror '
Rownanie bilansu ciepla:
oT 1 o°’T 10T oX T 0X
— = N—+—— |+, T— |-—L——.  (9.18)
or ps(cLX+cS) or”~ ror or | ¢, X+c¢g o1
Warunki brzegowe dla bilansu masy:
oX
—1 =0 9.19
ol 9.19)
oX ; \or (9.20)
-Dp,—| =w,+p X +p Y )—. :
Ps orl._, D (/)s P )a‘[
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Warunki brzegowe dla bilansu ciepta:

or =0 9.21
or| . = 9.21)
oT
A— :a(Tg —T)—Ahv, (9.22)
81” r=R

Zaproponowano nastgpujaca zalezno$¢ dyfuzyjnosci od zawartosci wilgoci
1 temperatury

D
D=D X" exp| - —|. 9.23
1 P( RTJ ( )

Nalezy zidentyfikowa¢ wspotczynniki tego rownania na podstawie wynikow
eksperymentalnych pomiaru zmian masy catkowitej probki w ksztalcie walca
1 temperatury mierzonej w trzech punktach — w osi, na powierzchni i w potowie
promienia walca, w trakcie procesu suszenia.

r7P9 5.m

%PROJEKT 9.5

%Identyfikacja dyfuzyjnosci efektywnej w walcu

%kurczgcym sie podczas suszenia

clear all; close all; clc; pack; memory;

global u Dt h Xmp Xob n t x R czas dr wm tp x0 T1 T2 T3 Tg Y ep-
silon

% dane doswiadczalne----------------
load dane.txt; wczytanie danych doswiadczalnych
kinetyki zmiany masy kuli

Zl=dane;

tp=21(:,1); % czas [s]
mp=21(:,2); % masa [g]
[wm,km]=size(mp);

ms=2.2; % masa sucha [g]

Xmp=(mp(:,:)-ms)./ms; % wilgotnosS¢ materiatu z pomiardéw [kg/kg]

load temp.txt; % wczytanie danych doswiadczalnych
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% kinetyki zmian temperatury

Z2=temp;

T1=22(:,1); % termopara na zewn.
T2=22(:,3); % termopara w Srodku promienia
T3=22(:,2); % termopara w osi

[wtz,ktz]=size(T3);

% geometria walca i tunelu

R=30e-3/2; % promien suszonego walca [m]
h=45e-3; % wysokos¢ walca [m]

Dt=0.2; % Srednica zastepcza tunelu [m]

% siatka dyskretyzacji

n=50; % ilosc punktow dyskretyzacji [szt]
dr=R/n; % wymiar komérki [m]

% stan czynika suszgcego

Tg=50; % temperatura powietrza [C]

Y=0.004; % wilgotnos¢é powietrza suszgcego [kg/kg]
u=1.5; % predkos¢ przepiywu powietrza w tunelu [m/s]
% stan poczatkowy materiatu

x0=Xmp(1,1); % wilgotnos¢ poczatkowa [kg/kg]
czas=tp(wm,1)+5; % czas trwania procesu [s]
epsilon=0.2481/3; % wspotczynnik skurczu liniowego [-]

% optymalizacja
Do=[1e-08; 0.03; 2500]; % wektor wspdéiczynikéw roéwnania na Deff

Du=[1le-12; 1le-4; 1le3]; % zawartego w pliku Dif.m
Dh=[1e-7; 1le-1; 4e3];
tic

options = optimset('Display', 'iter', 'Diagnostics’','on');
Dob = 1lsgnonlin(@f_celu,D@,Du,Dh,options); % optymalizator
Toc

%post-processing-------------------------
[t,x]=calkuj(Dob);
%--srednia wilgotnosc¢ obliczona z modelu
% catka metodg trapezow
zz=[linspace(@,n,n)]";
[wX,kX]=size(t);
Rob=x(:,n+n+1);
for j=1:wX

R=Rob(j,1);

dr=R/n;
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r=zz.*dr;
s1=0; s2=0;
for i=2:n
s1l=s1+(1/R.7~2).*((r(i).”~2-r(i-1).72).*(x(j,1i)+x(j,i-
1))./2) ;
$2=s2+(1/R."2).*((r(i).72-r(i-1).72).*(x(j,i+n)+x(j,1i-
1+n))./2) ;
end
Xob(j,1)=s1;
Tob(j,1)=s2;
End

%obliczenie z modelu temperatur w miejscach
%zainstalowania termoelementow
[WT,kT]=size(T1);

tT=1linspace(0@,czas,wT);

TTl=spline(tT,T1);

Tlob = ppval(TT1,tp);

TT2=spline(tT,T2);

T20b = ppval(TT2,tp);

TT3=spline(tT,T3);

T3ob = ppval(TT3,tp);

%--wykresy 2D---

figure(1)

plot(t,Xob,tp,Xmp, '*")

title('Krzywa suszenia');

ylabel('X [kg/kg]'); xlabel('\tau [s]');
grid on

figure(2)

plot(t,x(:,n+n),'g"',tp,Tlob, "g*"',t,x(:,n+25), 'b',tp,T20b, 'b+',t,
x(:,n+1),"'r",tp,T30b, 'ro")

title('Eksperymentalne i obliczone zmiany temperatury');

grid on

ylabel('T [C]'); xlabel('\tau [s]");

figure(3)

plot(t,Rob)

title('Kinetyka zmian promienia walca');
ylabel('R [m]'); xlabel('\tau [s]');
grid on
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%--wykresy 3D-----

figure(4)

[w,k]=size(x);

for i=1:w

xi=linspace(0@,x(i,k),n);

yi=linspace(0@,t(i,1),1);

[XI,YI]=meshgrid(xi,yi);

ZI=x(i,1:n);

plot3(XI,YI,ZI)

hold on

end

grid on

view(0,0)

xlabel('r [m]'); ylabel('\tau [s]'); zlabel('X [kg/kg]")
title('Rozktady promieniowe zawartosci wilgoci');

figure(5)

for i=1:w

xi=linspace(0@,x(i,k),n);
yi=linspace(0@,t(i,1),1);
[XI,YI]=meshgrid(xi,yi);

ZI=x(i,n+1:2%*n);

plot3(XI,YI,ZI,'r")

hold on

end

xlabel('R [m]'); ylabel('\tau [s]'); zlabel('T [C]")
title( 'Rozktady promieniowe temperatury');
grid on

view(60,30)

Funkcja celu jest zdefiniowana w pliku f_celu.m

r~f celu.m

function y=f celu(D)

% funkcja celu: rdéznica kwadratow

% wartosci doswiadczalnych i obliczonych
global Xmp Xob n t x R czas dr wm tp T1 T2 T3
[t,x]=calkuj(D);

%--srednia wilgotnosc¢ obliczona z modelu
% catka metodg trapezow
zz=[linspace(@,n,n)]";

% r=zz.*dr;
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[wX,kX]=size(t);
clear Xob
dr=R/n;
r=zz.*dr;
for j=1:wX

s1=0;

for i=2:n

s1=s1+(1/R."2).*((r(i).”2-r(i-1).72).*(x(j,1)+x(],1i-

1))./2) ;

end

Xob(j,1)=s1;
end

pX = spline(t,Xob);
Xob2 = ppval(pX,tp);

pT = spline(t,x(:,n+l));
Tob2 = ppval(pT,tp);

[WT,kT]=size(T1);

tT=1linspace(0@,czas,wT);

TTl=spline(tT,T1);

Tlob = ppval(TT1,tp);

TT2=spline(tT,T2);

T20b = ppval(TT2,tp);

TT3=spline(tT,T3);

T3ob = ppval(TT3,tp);

% aby otrzymac¢ odpowiednik Sredniej catkowej temperatury
% z danych pomiarowych wprowadzono odpowiednie wagi
wl=(1/4)72; w2=(3/4)"2; w3=1-w2; w2=w2-wl;
Tpomiar=Tlob*wl+T20b*w2+T30b*w3;

y=[ abs(Xmp-Xob2)/Xmp(1)+0.2*abs(Tpomiar-Tob2)/Tpomiar(1)];

Tak okreslona funkcja celu ma rdézne wagi dla réznicy
zawartosci wilgoci i réznicy temperatur gdyz pomiary
temperatur s mniej pewne niz pomiar masy. Wartosci roéznic sa
znormalizowane i pozbawione znaku.

3R 3% R ¥

Plik calkuj.m to wywotanie solvera ODE zdyskretyzowanych rownan modelu.
I~ calkuj.m

function [t,x]=calkuj(D)
global x@ n czas Dloc R

453



% warunki poczatkowe
% dla ruchu masy
Dloc=D;

for i=1:n

xpX(i)=x0;

end

% dla ruchu ciepta
for i=1:n

xpT(i)=20;

end

xp=[xpX xpT R]';

% solver ODE
[t,x]=0del5s(@uk_row,[@ czas],xp);

Plik zawierajacy zdyskretyzowane rownania to uk_row.m.

r~uk _row.m

function dxdt=uk_row(t,x)

global n R dr Tg Dloc Y epsilon
[wx, kx]=size(x);

RR=x(n+n+1);

dr=RR./n; % szeroko$¢ komérki [m]

% obliczam X sSrednie w kazdym kroku czasowym

zz=[linspace(@,n,n)]";

r=zz.*dr;

s=0;

for i=2:n
s=s+(1./(RR).~2).*((r(i).”2-r(i-1).722).*(x(i)+x(i-1))./2) ;

% skurcz w czasie

dRdt=-

R.*epsilon.*((x(n+n+1)./R).~2).*(2./(rom(Xob,x(n+n)).*R)).*ky((T

g+x(n+n))./2,RR) . *(Yr(x(n),x(n+n))-Y);

% masa w czasie

pX(1)=Dif(Dloc,x(1),x(1+n)).*(2*(x(2)-

x(1))./(dr.~2))+(Xob./x(n+n+1)).*dRdt;

for i=2:n-1
pX(i)=Dif(Dloc,x(i),x(i+n)).*(((x(i+1)-2.*x(1i)+x(i-

1))./(dr.~2))+(1./(i*dr)) . *((x(i+1)-x(i-

1))./(2*dr)))+(Xob./x(n+n+1)).*dRdt;
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end

wD=ky ((Tg+x(n+n))./2,RR).*(Yr(x(n),x(n+n))-Y);
S=-(x(n).*rom(x(n),x(n+n))-Y.*rop(Tg)).*dRdt;
wX=(2*dr./(Dif(Dloc,x(n),x(n+n)).*rom(x(n),x(n+n)))).*(wD+S);
pX(n)=Dif(Dloc,x(n),x(n+n)).*(((2.*x(n-1)-2.*x(n)-wX)./(dr.”2))-
((1./(i*dr)).*(wX./(2*dr))))+(Xob./x(n+n+1)).*dRdt;

%temperatura w czasie
pT(1)=(1./(rom(x(1),x(n+1)).*(cpw(x(n+1)).*x(1)+cs(x(1),x(n+1)))
)).*(lambs(x(n+1)).*(2.*(x(n+2)-
x(n+1))./(dr.~2))+pX(1).*cpw(x(n+l)).*x(n+1))+
((cpw(x(n+1)).*x(n+1))./(cpw(x(n+1)).*x(1)+cs(x(1),x(n+l)))).*pX
(1);

for i=2:n-1

pT(i)=(1./(rom(x(i),x(n+i)).*(cpw(x(n+i)).*x(i)+cs(x(i),x(n+i)))
)).*(lambs(x(n+i)).*(((x(i+n+1)-2*x(i+n)+x(i+n-
1))./(dr.~2))+(1./(i*dr))*((x(i+n+1)-x(i+n-
1))./(2*dr)))+pX(1i).*cpw(x(n+i)).*x(n+i))+
((cpw(x(n+i)).*x(n+i))./(cpw(x(n+i)).*x(1i)+cs(x(i),x(n+i)))).*pX
(1);

end

wT=(alfa((Tg+x(n+n))./2,RR).*(Tg-x(n+n))-hvw(x(n+n)).*wD-
hsorp(x(n),x(n+n)).*wD ).*2*dr./lambs(x(n+n));
pT(n)=(1./(rom(x(n),x(n+n)).*(cpw(x(n+n)).*x(n)+cs(x(n),x(n+n)))
)).*(lambs(x(n+n)).*(((2*x(n+n-1)-
2*¥x(n+n)+4wT)./(dr.22))+(1./(n*dr))*(WT./(2*dr)) )+pX(n).*cpw(x(n+
n)).*x(n+n))+
((cpw(x(n+n)).*x(n+n))./(cpw(x(n+n)).*x(n)+cs(x(n),x(n+n)))).*pX
(n);

dxdt=[pX';pT';dRdt];

W pliku dif.m zawarto réwnanie na dyfuzyjno$¢ efektywng z poszukiwanymi
wspolczynnikami.

Dif.m

function y=Dif(D,X,T)

%rownanie na Deff
y=D(1).*X.”~D(2).*exp(-D(3)./(T+273));
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Pozostate funkcje opisujgce wlasnos$ci materiatu, wilgoci oraz czynnika suszace-
go znajduja si¢ w katalogu projektu.

Wyniki 9.5

Umieszczenie zmiennych tic i toc wokot optymalizatora pozwolito wyswietli¢
czas obliczen:

Elapsed time is 267.331592 seconds.

Wspolczynniki rownania sa zawarte w zmiennej Dob 1 wynosza 8.5670e-8,
2.1537e-4 1 1.3393e3. Jak wida¢ z matej wartosci wyktadnika Dob(2) wpltyw
zawarto$ci wilgoci na Deff jest pomijalnie maty, co dobrze $wiadczy o modelu.
Pozostate wyniki podano graficznie ponize;j.

X [kg/kg]

Krzywa suszenia

o~
i

““““““““““““““““““

0 2 4 6 8 10 12 14 16
tls] x 10°

Rys. 9.7. Wykres zmian $redniej wilgotno$ci materiatu w czasie
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Eksperymentalne i obliczone zmiany temperatury
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Rys. 9.8. Wyniki doswiadczalne i do§wiadczalne modelu temperatury
w punktach pomiarowych
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Rys. 9.9. Wykres zmian promienia walca
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Rozktady promieniowe zawarto$ci wilgoci

2 0015

. r[m]

Rys. 9.10. Wykres profili zawartosci wilgoci

Rozktady promieniowe temperatury
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e
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Rys. 9.11. Wykres rozktadu profili temperatury

Oznaczenia:
c cieplo whasciwe [J/(kg K)]
D wspotczynnik dyfuzji [m?/s]

Ahy ciepto parowania [J/(kg K)]
ky wspotczynnik wnikania ciepta [kg/(m’s)]
1 wymiar liniowy [m]

L dlugos¢ [m]

m masa [kg]

r promien [m]

T czas [s]
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T temperatura [°C]

v objetosé [m’]

Wp szybkos¢ suszenia [kg/(m’s)]
X wilgotno$¢ [kg/kg]

Y wilgotno$¢ powietrza [kg/kg]
z wspotrzedna nieruchoma [m]

Greckie litery

a wspotczynnik wnikania ciepta [W/(m*K)]

A przewodno$¢ cieplna [W/(m K)]

p gestos¢[kg/m’]

€L wspotczynnik skurczu liniowego

Indeksy

g gaz

L ciecz

A% para

0 poczatkowy

* roOwnowaga

PROJEKT 9.6

Temat: Identyfikacja dyfuzyjnosci efektywnej wilgoci w materiale
suszonym w ksztalcie walca z uwzglednieniem skurczu — model
we wspotrzednych ruchomych

Toolbox: Optimization Toolbox

Zastosowano tu model opisujacy proces suszenia ciat ze skurczem zapropono-
wany przez Kechaou i Roquesa, 1990. Model ten zdefiniowany jest we wspot-
rzgdnych ruchomych. Oznacza to, ze w kazdym kroku czasowym wspoétrzedne
sledza rozmiar walca. Uklad rownan zdefiniowany w tych wspoirzednych pozo-
staje takki jak we wspotrzednych nieruchomych bez skurczu. Dopiero po zakon-
czeniu obliczen wyniki przelicza si¢ na wspoétrzedne nieruchome.

Z uwagi na niewielki opér cieplny, co wykazaly obliczenia w projekcie 9.5,
rownanie ruchu ciepta jest napisane jak dla obiektu o parametrach skupionych.
W tym modelu skurcz suszarniczy jest opisywany za pomoca wspolczynnika
skurczu objetosciowego. Szczegodly zawarte sa w pracy Pakowski, Adamski 2007.
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Ponizej zapisano rownania modelu.
e Rownanie bilansu masy:

Transformacja wspétrzednych z nieruchomego uktadu wspétrzednych do uktadu
wspotrzednych ruchomych zwigzanych ze szkieletem ciata.

Ps (& )48
pso(zj - (9.24)

Przeksztalcajac rownanie (22), otrzymujemy:
2rzdzp,1=278ds pg,l. 9.25)

Wprowadzajac przeksztatcenie wspotczynnika dyfuzji w postaci (24) w geome-
trii walcowej

2

Ps | Z

D, =D |Ffs| =, (9.26)
d [psoj ¢

i podstawiajac do rownania liniowego skurczu objetosciowego

V=V(l+& X), (9.27)
otrzymuje si¢
(alj =D 82X +la£ (9 28)
or ). ot ce¢) '
gdzie wspotczynnik dyfuzji dany jest wzorem
2
D, = _D [z] (9.29)
(I+& X)\ &

Zaktadajac izometryczny skurcz, mozna zapisa¢ rOwnanie

ps |

T Tre X (9.30)

460



e Roéwnanie bilansu ciepta:

dT 1 A
el e a)T-m]) s

Warunki brzegowe dla bilansu masy:

oxX
— =0 (9.32)
o<,
D p x| (9.33)
¢ Fso oc . D

Poniewaz wcze$niej nie stwierdzono zalezno$ci dyfuzyjnosci od zawartosci
wilgoci, rownanie na D, przyjmie teraz posta¢

D
D. =D, exp(— R—;] : (9.34)

r—7P9 6.m

%PROJEKT 9.6

%Identyfikacja dyfuzyjnosci w walcu ze skurczem

%model w uktadzie z ruchomymi wspéirzednymi

clear all; close all; clc; pack; memory;

global ms Rk A u Dt h Xmp Xob n t x R czas dr wm tp x0 T1 T2 T3
Tg Y epsilon

% dane doswiadczalne kinetyki suszenia
load dane.txt;

Zl=dane;

tp=21(:,1); % czas [s]

mp=21(:,2); % masa [g]

[wm,km]=size(mp); % rozmiar macierzy mp

ms=2.2; % masa sucha
Xmp=(mp(:,:)-ms)./ms; % wilgotno$¢ materiatu z pomiardw

% dane doswiadczalne kinetyki zmian temperatury
load temp.txt;
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Z2=temp;

T1=22(:,1); % termopara zewn.

T2=22(:,3); % termopara w Srodku promienia
T3=22(:,2); % termopara w osi
[wtz,ktz]=size(T3); % rozmiar macierzy T3

% geometria walca i tunelu

Rp=30e-3/2; % promien suszonego walca [m]
epsilon=0.2481; % wspotczynnik skurczu objetosciowego

R=Rp./((1+epsilon.*Xmp(1,1)).70.5);% promien suchy [m]
Rk=R;

h=45e-3; % wysokos¢ walca [m]
Dt=0.2; % srednica zastepcza tunelu
A=h/R; % aspect ratio

% siatka dyskretyzacji

n=50; % liczba punktéw dyskretyzacji [szt]
dr=R/n; % wymiar komérki [m]

% stan czynika suszgcego

Tg=50; % temperatura powietrza

Y=0.004; % wilgotnos¢ powietrza suszgcego
u=1.5; % predkosc przeptywu powietrza w tu-
nelu [m/s]

% stan poczatkowy materiatu

x0=Xmp(1,1); % wilgotnosc poczatkowa [kgH2o/kgsm]
czas=tp(wm,1)+5; % czas trwania procesu [s]

% optymalizacja

DO=[1e-010; 3000];

Du=[1e-13; 1000];

Dh=[1e-3; 5000];

tic

options = optimset('Display', 'iter', 'Diagnostics’','on');

Dob = 1lsgnonlin(@f_celu,D@,Du,Dh,options); % optymalizator
toc

% obrobka wynikow

[t,x]=calkuj(Dob);

%--srednia wilgotnosc¢ obliczona z modelu
% catka metodg trapezow
zz=[linspace(@,n,n)]";

r=zz.*dr;

[wX, kX]=size(t);
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for j=1:wX
s1=0;
for i=2:n
s1l=s1+(1/R.~2).*((r(i).”2-r(i-1).722).*(x(j,1)+x(j,i-1))./2);
end
Xob(j,1)=s1;

end

zzz=((1l+epsilon.*Xob).”0.5).*R;

x=[x zzz];

%--wykres kinetyki suszenia
figure(1)

plot(tp,Xmp, 'r*',t,Xob)
title('Krzywa kinetyki suszenia');
legend('pomiar', 'z modelu',1)
xlabel('t [s]'); ylabel('X [kg/kg]")

%--wykres przebiegu temperatury
figure(2)

[WT,kT]=size(T1);
tT=1linspace(0@,czas,wT);

TTl=spline(tT,T1); Tlob = ppval(TT1,tp);
TT2=spline(tT,T2); T20b = ppval(TT2,tp);
TT3=spline(tT,T3); T30b = ppval(TT3,tp);

% aby otrzymac¢ odpowiednik Sredniej catkowej temperatury
% z danych pomiarowych, wprowadzono odpowiednie wagi
wl=(1/4)72; w2=(3/4)"2; w3=1-w2; w2=w2-wl;
Tsr=Tlob*wl+T20b*w2+T30b*w3;

plot(tp,Tsr, 'r*',t,x(:,n+1))

title('Kinetyka zmian temperatury');

legend('pomiar temp.','z modelu',4)

xlabel('t [s]'); ylabel('T [C]")

%--wykres zmian promienia
figure(3)

plot(t,zzz)

title('Kinetyka skurczu')
xlabel('t [s]'); ylabel('r [m]")

%--wykres 3D rozktadéw profili wilgotnosci
figure(4)

[w,k]=size(x);

for i=1:w
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xi=linspace(@,x(i,k),n);
yi=linspace(@,t(i,1),1);
[XI,YI]=meshgrid(xi,yi);
ZI=x(i,1:n);

plot3(XI,YI,ZI)

hold on

end

grid on

view(0,0)

title('Profile zawartosci wilgoci')
xlabel('R [m]"); ylabel('t [s]'); zlabel('X [kg/kg]')

Zasadniczej zmianie w porownaniu z projektem 9.5 ulegl plik uk_row.m,
w ktorym zdefiniowano réwnania obliczajgce rozklad wilgoci wewnatrz mate-
riatu i jego temperature

~uk _row.m

function dxdt=uk_row(t,x)

% Zdyskretyzowane rownanie PDE
global n R dr Tg Dloc Y ms Rk A

[wx, kx]=size(x);

% RR=x(n+n+1);

RR=Rk;

dr=RR./n; % szeroko$¢ komérki [m]
romp=rom(ms,x(n+1)).*((R.”3)./(RR."3));

%--obliczam X sSrednie w kazdym kroku czasowym

zz=[linspace(@,n,n)]";

r=zz.*dr;

s=0;

for i=2:n
s=s+(1./(RR)."2).*((r(i).”2-r(i-1).722).*(x(1i)+x(i-1))./2) ;

end

Xob=s;

pX(1)=Dif(Dloc,x(1),x(1+n)).*(2*(x(2)-x(1))./(dr.~2));
for i=2:n-1
pX(i)=Dif(Dloc,x(i),x(1+n)).*(((x(i+1)-2.*x(1i)+x(i-
1))./(dr.~2))+(1./(i*dr))*...
((x(1+1)-x(i-1))./(2*dr)));
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end
wD=ky ((Tg+x(n+1))./2,RR).*(Yr(x(n),x(n+1))-Y);
wX=(2*dr./(Dif(Dloc,x(n),x(n+1)).*romp)).*(wD);
pX(n)=Dif(Dloc,x(n),x(1+n)).*(((2.*x(n-1)-2.*x(n)-wX)./(dr.”2))-
((1./(i*dr)).*...

(wX./(2*dr))));

%pochodng temperatury liczono jak dla obiektu o parametrach sku-

pionych

pT=(1./((cpw(x(n+1)).*Xob+cs(ms,x(n+1))))).*

((2*pi*A*RR.”2)./ms).*(alfa((Tg+x(n+l))./2,RR).*. ..
(Tg-x(n+1))-wD.*((cpw(x(n+1))-

cpp(x(n+1))).*x(n+1)+hvw(0))+hsorp(ms,x(n+l)));

dxdt=[pX';pT'];

Plik Dif.m zostal zmodyfikowany. Zawiera on rownanie na wspotczynnik dyfuzji
zalezny tylko od temperatury oraz szukane parametry tego roOwnania.

—Dif.m
function y=Dif(D,X,T)
y=D(1).*exp(-D(2)./(T+273));

Wyniki 9.6

Rezygnacja z rozpatrywania przewodzenia ciepta w materiale poskutkowata
znacznym zmniejszeniem czasu obliczen:

Elapsed time is 15.403837 seconds.

Uzyskano nastgpujace wspolczynniki rownania Dob(1) = 7.1718e-6 i Dob(2) =
2.9074¢€3. Pozostate wyniki podano graficznie ponize;.
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Krzywa kinetyki suszenia

6 T T T T T T T
+  pomiar
z modelu
= i
X
>
B3
> -
_1 L L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16
tls] x10°

Rys. 9.2. Wykres zmian $redniej wilgotno$ci materiatu w czasie

Kinetyka zmian temperatury
55 T T T T T T T

T [C]

4  pomiar temp.

z modelu
Il Il I I

8 10 12 14 16
t[s] x 10

Rys. 9.12. Wykres zmian $redniej temperatury w czasie
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Kinetyka skurczu
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Rys. 9.13. Wykres zmian promienia walca

Profile zawarto$ci wilgoci

X [kg/kg]

X 10° ’ 27 0015

r[m]
T [s]

Rys. 9.14. Wykres profili zawartosci wilgoci

Oznaczenia

c cieplo whasciwe [J/kg K]

D wspotczynnik dyfuzji [m?/s]

Ahyg ciepto parowania [J/kg]

ky wspotczynnik wnikania masy [kg/m’s]
1 wymiar liniowy [m]

L dlugos¢ [m]
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masa [kg]

promien [m]

czas [s]

temperatura [°C]

objeto$é [m’]

D szybko$¢ suszenia [kg/m’s]
wilgotos¢ [kg/kg]
wilgotno$¢ powietrza [kg/kg]
wspotrzedna nieruchoma [m]

<= g

N << =

Indeksy

gaz

ciecz

para
poczatkowy
rownowaga

* O <L roa
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W ksigzce zaprezentowano mozliwosci szerokiego wykorzystania
uniwersalnego programu do obliczen numerycznych MATLAB
w dziedzinie inzynierii chemicznej i procesowe;.

Cho¢ obecnie wiele obliczen inzynierskich, takich jak np. symulacja
instalacji chemicznych, wykonuje sie rutynowo przy uzyciu komer-
cyjnego oprogramowania, pozostaje obszar badan i rozwoju, gdzie
konieczne jest indywidualne podejscie. W takich przypadkach
MATLAB jest niezastgpiony.

Przedstawiono podstawowe wiasciwosci MATLABa, ilustrujgc je przy-
ktadami z zakresu inzynierii chemicznej i procesowej. Ksigzka zawiera

43 projekty bedace dziatajgcymi programami wraz z systemem
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