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Wszystkie rzeczy sq liczbami.
Pitagoras

Wstep

Nowe odkrycia w dziedzinie nieliniowej dynamiki rzucaja zupelnie nowe $wiatto
na tradycyjnie juz ugruntowane poj¢cia w naukach matematycznych i empirycznych. W
zasadzie umozliwiaja one nowa interpretacje jednego z wielu nurtéw filozoficznych
opartych na determinizmie i indeterminizmie. Jak dotad pojecia te byly traktowane jako
wykluczajace si¢, ale przyklady pojawiania si¢ ruchéw chaotycznych w prostych
ukladach deterministycznych fizycznych, chemicznych lub biologicznych wskazuja na
mozliwos¢ zwiazku miedzy nimi. Wprawdzie (teoretycznie) zadanie nadzwyczaj
wysokiej dokladnosci warunkéw poczatkowych pozwala na zdeterminowane okreslone
zachowanie si¢ trajektorii ruchu, to jednak (zostanie to zilustrowane pdZniej) uzyskanie
w praktyce tak wysokiej dokladnosci okazuje si¢ niemozliwe. Problematyka ta posiada
wymiar wigkszy i sigga zasady Maxa Bohra. Kazdy stan realny ukiadu okreslony jest
zawsze z pewna niedokladnosciq i dlatego powinien by¢ opisywany nie za pomoca liczb
lecz rozkladu prawdopodobiefistwa. Mozna wi¢gc oczekiwaé w  ukladzie
zdeterminowanym dynamiki typowej dla ukladéow stochastycznych (zostanie to dalej
przedyskutowane i zilustrowane na przykladzie prostych odwzorowan i réwnan
rézniczkowych zwyczajnych). Wlasnie taki ruch ukladéw deterministycznych, w
odroznieniu  od ukladdw =ze zmiennymi losowymi, nazywamy chaosem
deterministycznym.

W tradycyjnej fizyce i mechanice daje si¢ rowniez wyrdzni¢ podzial na uklady
dyskretne i ciagle. Te pierwsze opisane sa rownaniami rézniczkowymi zwyczajnymi, a
te drugie opisane sa poprzez réwnania rézniczkowe czastkowe. Zwolennicy réwnan

rozniczkowych. twierdza, ze rdéwnania czastkowe daja si¢ z wystarczajaca dokladnoscia
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aproksymowa¢ poprzez roéwnania rozniczkowe zwyczajne. Zwolennicy réownan
czastkowych podaja wiele kontrprzykladéw i wskazuja na potrzeb¢ badania takich
rownan bez koniecznosci oparcia si¢ na osiagnigciach tych pierwszych. Bardziej
kompromisowo sytuacja przedstawia si¢ w mechanice, gdzie czgsto uklady ciagle
aproksymowane sa przez uklady dyskretne. Na takim podejéciu oparta jest chocby
metoda sztywnych elementow skoriczonych i jej odmiany. Na przyklad belka moze byé¢
aproksymowana ukladem mas punktowych polaczonych poprzez bezmasowe sprezyny i
czgsto rowniez z uwzglednieniem tlumienia. Aproksymacja ta daje wyniki bardzo dobre
- wystarczajace dla potrzeb zastosowan. Czgsto stosuje si¢ rowniez podejscia odwrotne.
Majac na przyklad uklad wielu oscylatorow szeregowo polaczonych ze soba poprzez
elementy podatne i wykonujacy ruch plaski mozna go (przy duzej liczbie mas) zastapic
ukladem ciaglym i uzyska¢ pelne rozwigzanie problemu poprzez znalezienie
rozwiazania réwnania rozniczkowego czastkowego opisujacego drgania tak
zamodelowanej belki. Przyklad ten wskazuje na wzgledno$é takich pojeé jak uklady
ciagle i dyskretne i mozliwos¢ przejécia od jednych do drugich, co moze byé¢
podyktowane potrzebami badacza. I tutaj réwniez w trakcie procesu "kontynualizacji"
tj. przyblizania ukladu ciaglego poprzez zwigkszenie liczby mas i sprezyn nie dazy sie
do idealu, tj. do liczby mas dazacej do nieskonczonosci. W praktyce jest to bowiem
niemozliwe.

Na bazie prowadzonych wyzej rozwazan pojawia si¢ réwniez glebsza refleksja.
Klasyczny ideal matematyki polegal na znalezieniu rozwigzan dokladnych i dazenia do
ich uzyskania za wszelka ceng. Przyroda podpowiada nam jednak, ze ta idealizacja jest
nie tylko bardzo kosztowna, ale czgsto wrgez nieosiagalna. Nalezy raczej pogodzi¢ sie z
jej wskazébwkami i nie prébowa¢ podczas symulacji komputerowej zadawac
nieskoniczona, dokladnoé¢ warunkéw poczatkowych by znalez¢ "prawdziwa" trajektorig
ruchu, a raczej poslugiwaé si¢ narzedziami przystosowanymi do z géry zalozonej
niedokladnosci warunkéw poczatkowych. Ponadto podejécia takiego nic nalezy
traktowa¢ jako bolesna rezygnacj¢ z dazenia do idealu, ale jako nowe konkurencyjne
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oblicze matematyki w stosunku do jej podejécia klasycznego. Absolutna dokladnos¢ to
utopia nieosiagalna dla wielu zagadnien nieliniowej dynamiki.

To, w pewnym sensie opozycyjne stanowisko do klasycznego, daje si¢ wyraznie
zauwazy¢ w nowej galezi matematyki reprezentowanej przez asymptotologi¢. W nauce
tej swiadomie rezygnuje si¢ z osiagniecia ideatow. Dokladnos¢ absolutna moze by¢ w
niej osiagnigta rowniez, ale tylko wtedy, gdy szeregi asymptotyczne sq zbiezne. Glowne
narzedzia asymptotologii oparte sa na fakcie, Ze wspomniane szeregi nie musza byc¢
wcale zbiezne. W skrécie mysl ta moze by¢ interpretowana w sposéb nast¢pujacy:
szeregi zbiezne opisane s funkcja y(t) = yo przy t — oo , natomiast szeregi
asymptotyczne opisane s3 funkcja dla t = t, przy y —> yo. Jeszcze kilkadziesiat lat temu
idea opisu zjawisk przy pomocy szeregéw asymptotycznych rozbieznych wydawala si¢
$mieszna.

Przytoczymy tu jeszcze jeden argument $wiadczacy przeciw idealom osiaganym
za wszelka ceng. Jesli nawet mamy kilka (absolutnie dokladnych) rozwiazan
szczegdinych analizowanego ukladu dynamicznego, to nie mozemy ich w pelni
wykorzysta¢. W ukladzie nieliniowym nie obowiazuje bowiem zasada superpozycji i
generalnie nie mozemy znalez¢ rozwiazania ogélnego poprzez sumowanie rozwigzan
szczegdlnych.

Podsumujmy wi¢c pierwsza glowng mysl, ktora dalej bedzie przewijaé sie
poprzez strony tej ksiazki. Absolutna dokladnos¢ jest mile widziana, ale nie za wszelka
ceng. Czgsto nie udaje si¢ jej uzyskac i na jej gruncie rodzi si¢ nowa matematyka, fizyka
czy mechanika znacznie rozszerzajaca zakres stosowania ich podejs¢ klasycznych. Po
drugie, nie nalezy kurczowo trzymaé si¢ poje¢ determinizm - indeterminizm,
stochastyczno$¢ - regularnosé, duzy - maly, dokladny - niedokladny, dyskretny - ciagty,
itd., pozostajac ciagle w ramach jednego z nich. Okazuje si¢ bowiem, Ze istnieja
uprawnione przejscia mi¢dzy nimi prowadzace do gigbszego poznania Przyrody.

Druga glowna mysla i celem niniejszej monografii jest wskazanie na istnienie

pewnych uniwersalnych regut i praw dotyczacych ukladéw dynamicznych. W fizyce i
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mechanice znane sa uklady powtarzania si¢ pewnych struktur podobnych na réznych
poziomach. Je$li uda si¢ takie struktury "wychwyci¢" matematycznie np. poprzez
zastosowanie metody renormalizacji, to beda posiada¢ one cechy uniwersalne
niezalezne od rodzaju opisujacych je réwnan lub odwzorowan punktowych. Wiasnosci
fizyczne sa samopodobne, powtarzaja si¢ w coraz mniejszej skali. Na przyklad M.
Feigenbaum zauwazyl, ze ksztalt badanego przez niego ,drzewa figowego”
ouzymahego przy analizie podwajania okresu wystepujacego przy odwzorowaniu
logistycznym x & A x(1-x) (A € [0, 4] , x€[0, 1]) jest samopodobny. Galazka tego
drzewa posiada ksztalt podobny do calego drzewa, a przyblizenie (czynnik skalujacy)
poprawia si¢ ze zmnigjszaniem galazek dazac do ,,magicznej” liczby 4.669.... Liczba ta
powtérzyla si¢ réwniez podczas analizy odwzorowania trygonometrycznego x — Asinx.
Okazalo si¢ wig¢c, 2e majac ten czynnik skalujacy (ktéry nie zalezy od rownania) i
majac prawo dotyczace budowy takiego ,drzewa” mozna je szybko odtworzy¢ (i
stworzy¢). Odpowiedzialne s3 za to dwie przyczyny: prawo, regula lub schemat
postgpowania i liczba (czynnik skalujacy).

Nie na prézno starozytni Grecy spedzili mnostwo lat na analizie figur
geometrycznych i liczb [1]. Na przyklad glowna sila pitagorejczykow (VI w. p.n.e.) byla
ich wiedza matematyczna dazaca do poznania budowy i wzajemnych stosunkéw liczb.
To Pitagoras odwazyl si¢ powiedzie¢, Zze ,wszystkie rzeczy sq liczbami”. Wielkim
przezyciem estetycznym bylo dla niego ustalenie zwiazku pomigdzy tonami w muzyce,
a liczbami. Objawily si¢ one dla Pitagorasa nie tylko w dziedzinie wrazefi sluchowych,
ale réwniez estetycznych - ksztaltéw i barw. Sledzac te ksiazeczke czytelnik z
pewnoscia moze si¢ przekonac, ze wiele z tych spostrzezen znalazio odzwierciedlenie w
rozwoju wspolczesnej dynamiki nieliniowej, teorii chaosu i fraktali.

Wedlug Arystotelesa to liczby byly pigkne, a pickno to objawilo si¢ wlasnie
poprzez akustyczna lub optyczna postat. Arystoteles, podsumowujac dzialalnosé
pitagorejczykow pisal, ze wedhug tych ostatnich wszystkie rzeczy sa liczbami, nasladuja
lub odtwarzaja liczby, a elementy liczb sa elementami wszystkich rzeczy (np. zwigzki
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parzystosci i nieparzystosci sa elementami liczb). Jedynka jest podstawa wszystkiego i
ona stanowi przyczyn¢ do powstania dwadjki, a obie te liczby tworza przyczyn¢ do
powstania wszystkich liczb. A dalej, z liczb powstaja punkty, z punktéw linie, z linii
powierzchnie, itd. Nierozciagly punkt stanowil dla nich ogniwo pomigdzy
geometryczna, a arytmetyczna postacia Swiata. Kazda liczba naturalna jest w sobie

skoriczona, a tylko szereg tych liczb rozciaga si¢ w nieskoriczono$¢. Liczba dziesigc

byla dla nich arcydoskonala , a V2 uwlaczal "$wieternu” majestatowi liczb (istnienie
tej liczby bylo dlugo zachowywane w tajemnicy przez pitagorejczykow) Wedlug szkoly
pitagorejskiej caly §wiat materialny i duchowy jest we wladzy liczb naturalnych. Kazda
liczbe niewymierna mozna z dowolnie wysoka dokladnoscia aproksymowa¢ wymierna
(patrz paragraf 1.1.11), a ponadto odwzorowanie Bernoulliego skiadajace si¢ z liczb 1 i
2 jest prekursorem chaosu (patrz paragraf 1.1.9). Czyzby po wiclu latach tajemnica
filozofii pitagorejskiej byla ciagle aktualna? Teraz znowu nastapil powrdt
zainteresowan do liczb i ciaggéw liczbowych, ale tym razem zainspirowany rozwojem
wspolczesnej dynamiki nieliniowej. Odzyly na nowo rola i znaczenie liczb, a w tym
liczb wymiernych i niewymiernych oraz ich wzajemne polozenie (np. na odcinku [1,0]),
ciagow Frobeniusa i krokéw Dedekinda, aproksymacje liczb wymiernych przez
niewymierne, zero-jedynkowa aproksymacja liczb rzeczywistych oraz tzw. przesunigcia
Bernoulliego. O znaczeniu liczby n oraz zlotego podzialu chyba nie nalezy nikogo
przekonywa¢. Tym razem jednak start do rozwazan nastapil z zupelnie innego punktu.
Wyszedl on od rozwazan dotyczacych réwnan rézniczkowych, ktore stanowiq modele
matematyczne pewnych ukladow realnych (fizycznych), badZ tez od analizy pewnych
odwzorowan, ktéore moga byé otrzymane z réwnan rézniczkowych. Zaréwno w
rownaniach jak i pewnych odwzorowaniach zaobserwowano podwajanic si¢ okresu
rozwigzania przy zmianie parametru w efekcie prowadza do ruchu chaotycznego
zgodnie z czynnikiem skalujacym réwnym 4,669... Nikt nie kwestionuje roli liczb
niewymiernych i istnienia rozwiazan quasi-okresowych lezacych na torusie dwu- lub

wielowymiarowym, natomiast liczby wymierne wigze sie z rozwigzaniami okresowymi.
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I tu znéw nasuwa sig¢ analogia do rozwazan wczesniejszych. Przy pewnych parametrach
ukladu (krytycznych) torus znika i pojawia si¢ rozwigzanie okresowe: rola liczb
niewymiernych zostala wyparta przez liczby wymierne. Okazuje si¢, ze w przedziale
[0,1] prawie wszystkie liczby rzeczywiste maja rozwiniecie dziesictne, bedace
przypadkowym, tzn. ciag kolejnych cyfr w rozwinigeciu danej liczby powtarza sie.
Prawie kazda liczba z tego przedziatu bedzie miala inne rozwinigcie dziesietne, a wobec
tego przypadkowo wybrana liczba bedzie miala rowniez przypadkowe rozwiazanie
dziesi¢tne. W praktycznych obliczeniach numerycznych wykrycie ruchu okresowego w
interpretacji "jezyka" liczb oznacza, ze startujac od danej liczby j. od jej dhugiego
rozwinigcia dziesietnego po pewnym czasie (rébwnym okresowi) znowu pojawia si¢ ta
liczba (tzn. z takim samym rozwini¢ciem dziesi¢tnym). Mozna udowodni¢, ze taka
wlasno$é¢ ma miejsce wowczas, gdy ta liczba jest liczba wymierna. Obok dwdch
dowolnic wybranych liczb wymiernych istnieje caly ,ocean” nieskoniczenie wielu
innych liczb wymiemnych i niewymiernych, ktére s3 migdzy soba wymieszane. Mozna
pokazac, ze dla pewnych odwzorowan niezwykle bliskie liczby (w sensie rozwinigé
dziesigtnych) po wielokrotnych odwzorowaniach roznia si¢ od siebie bardzo (zostanie to
wyjasnione bardziej w rozdziale 1).

Uwazny czytelnik dostrzeze, ze przeciez w ukladzie rzeczywistym czas (zmienna
niezalezna) "ptynie" w sposob ciagly i przechodzi przez wszystkie przemieszane ze soba
liczby wymierne i niewymierne, natomiast procedury numeryczne bazuja na modelach
dyskretnych lub dynamice dyskretnej. Na szczgécie istnieja jednak Scisle zwiazki
pomi¢cdzy dynamika dyskretna, a ciagls.

Krolestwo liczb rozciaga si¢ jeszcze dalej. Liczby ulamkowe odgrywaja kluczowa
role w dynamice fraktali poprzez tzw. wymiary fraktalne wprowadzone przez
Hausdorffa. Fraktale, wbrew intencji kreatora ich teorii, stanowily pewna geometryczng
metod¢ badania nieregularnej dynamiki, a w tym i chaosu deterministycznego. Istnieje
pewna, cho¢ daleka analogia pomiedzy dynamika fraktalng i chaotyczng. Scenariusz
przejscia do chaosu poprzez kolejne bifurkacje podwojenia okresu nowo powstajacych

10
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orbit prowadzi w efekcie do wspolistnienia nieskonczenie wielu orbit okresowych,
niestabilnych i utworzenia jako$ciowo nowej struktury geometrycznej zwanej dziwnym
atraktorem. Podobnie jest i w przypadku prostych figur geometrycznych takich, jak np.
trojkaty, odcinki czy elipsy i ukladanie ich w pewnej skali i wedlug pewnego schematu
(prawa) prowadzi do powstania jako$ciowo nowej struktury, w ktorej zmniejszanie si¢
jej podstawowych elementdéw (kolo, tréjkat itd.) prowadzi do utraty ich ksztaltéow na
rzecz nowej struktury. Ta ostatnia wykazuje nowa wlasno$¢ - samopodobieristwa.
Wykazuje ona podobienstwo migdzy jej r6znymi pod wzgledem wielkosci elementami.
Jak juz wspomniano, struktura taka charakteryzuje si¢ wymiarem, ktory nie jest liczba
calkowita, a jest liczba ulamkows. Przykladem takiej figury moze by¢ platek S$niegu,
ktory posiada bardzo skomplikowana lini¢ brzegowa. Linia ta nie jest jednowymiarowa
krzywa (wymiar 1) i nie wypelnia calkowicie dwuwymiarowej powierzchni (wymiar 2).
Tak wigc poszukiwany wymiar lezy w przedziale 1 <w < 2.

i1
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1. Chaos

1.1. Odwzorowania iterowane i metody identyfikacji chaosu

1.1.1. Odwzorowania punktowe - wprowadzenie

Zanim przejdziemy do wyjasnienia pojecia chaosu w  ukladach
zdeterminowanych nieliniowych rozwazymy pewne odwzorowanie punktowe, zwane
réwniez odwzorowaniem Poincaré. Jest ono obecnie powszechnie stosowane przy
analizie ukladow dynamicznych, a idea jego stosowania polega na wprowadzeniu
plaszczyzny (badz hiperplaszczyzny), ktora przecina powracajacy potok fazowy nigdzie
nie stykajac si¢ z jakakolwiek trajektoria tego potoku (rys.1).

z

Rys.1 Schemat odwzorowania Poincaré

Trajektoria ' tego potoku lezy w przestrzeni tréjwymiarowej, a punkty
przeci¢cia z plaszczyzna naleza do niej, czyli odwzorowanie Poincaré reprezentuje

odwzorowanie plaszczyzny w siebie. Bezsporng zaleta tego odwzorowania jest

12
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obnizenie wymiaru analizowanej przestrzeni o jeden (otrzymane pu:}kty leza w
plaszczyznie). W przypadku dwuwymiarowego potoku (czyli lezacego w plaszczyznie)
punkty odwzorowania moga uklada¢ si¢ wzdluz linii (méwimy wowczas o
odwzorowaniu jednowymiarowym).

W praktyce taka plaszczyzn¢ sieczna wprowadzamy w sposéb stosunkowo
prosty, co zostanic oméwione na przykladzie ukladu nieautonomicznego o jednym
stopniu swobody oﬁisanego réwnaniem rézniczkowym

‘;;+F(x,%’f) =F, cosot. (LD

Okres sily wymuszajacej wynosi T =2n/e i dla dyskretnych wartosci czasu
=t +nT (1.2)

rejestrujemy wartosci predkosci i przemieszczania

dx

Vo= Et—(tn), 1.3)
X, = x(tn).

Jesli

x(to) = xO’ (14)
V(to) =V,

to punkty
X, = x(tn,xo,Vo), (1.5)

V, = v(tn,xo,vo),

naleza do plaszczyzny Poincarégo, przy czymn=20, 1,2, 3,...
W powyzszym przypadku odwzorowanie Poincaré jest odwzorowaniem

dwuwymiarowym. Dla ukladu autonomicznego (Fo=0) i przy zalozeniu, ze sila
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F(x,‘;—’t‘) powoduje samowzbudzenie ukladu, zagadnienie moze by¢ w tym przypadku

zredukowane do odwzorowania jednowymiarowego. Obserwacji (badz pomiardéw)
wartosci x(t.,) bedziemy dokonywa¢ w chwilach czasowych t, takich, dla ktérych v(t,) =
&(t,) =0. Rozwiazaniu okresowemu ukladu autonomicznego (orbicie okresowej)
odpowiada¢ bedzie staly punkt tego odwzorowania zdefiniowanego powyzej. Jesli
bedzie ono stabilne w sensie Lapunowa (teorii stabilnoéci poswigcona jest obszerna
literatura [2-7]), to ciag punktéw okres§lonych poprzez warunki poczatkowe wzigte w
jego bliskim otoczeniu bedzie do tego punktu dazyl ze wzrostem n. Méwimy wtedy o
atraktorze , lub inaczej o "przyciagaczu". Jes§li punkt staly odwzorowania bedzie
niestabilny, to wéwczas ciag punktéw bedzie od niego "uciekal" . Woéwczas méwimy, ze
punkt osobliwy X, jest niestabilny w sensie Lapunowa i nazywamy go repilerem (wg.
[8]) lub "odpychaczem".

Powyzsze proste rozwazania daja si¢ znacznie uogélni¢. Niech rozwiazanie
ukladu n autonomicznych réwnan rézniczkowych zwyczajnych w postaci normalnej ma
posta¢ x=X(t,xo), gdzie Xo=X(to,Xo). Jesli zagadnienie Cauchy'ego ma jedno
rozwigzanie wyznaczone poprzez wspomniany warunek poczatkowy i okreslone dlat €
(—o0, +o0), to zachodza zwiazki:

X(tz , X1, %0)) = X(tr+1s, Xo), (16)
co latwo widac biorac pod uwage oznaczenia

Xttty X)) =%z, X, X0)=x), X(tz, X1) = X, (L.7)

Rodzina odwzorowan X,(x) = X(t,X) wyznaczona przez rozwiazanie x(t) okresla
uklad dynamiczny w przestrzeni IR co zapisujemy (IR" , X,). Jedli te[0 , ), to uklad
dynamiczny jest ciagly (méwimy wowczas o potoku), natomiast jesli teN, to uklad
dynamiczny jest dyskretny (méwimy wowczas o kaskadzie).

Powracajac do interpretacji geometrycznej plaszczyzny siecznej okazuje sie, ze

istnieja pewne zwiazki funkcyjne pomigdzy wspolrzednymi dwoch kolejnych punktow
14
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przecigcia trajektorii z ta plaszczyzng

Xien = F(X), (1.8)
ktére nieraz moga by wyrazone w postaci analitycznej. Rownanie réznicowe (1.8)
opisuje kaskade i istnieja jednoznaczne zwiazki pomiedzy wyjsciowym réwnaniem
rézniczkowym, a otrzymanym réwnaniem réznicowym.

Punkt x, nazywamy punktem stalym kaskady (1.8) jesli

F(xo) = Xo. (1.9)

Dla kazdego punktu x k-krotne zastosowanie operacji F prowadzi do punktu

x(k) = F(x). (1.10)

Ciag {xo, Xy, X2 ...}, gdzie x.n = F(x) nazywamy trajektoria punktu Xx,.
Powiadamy, ze punkt x jest okresowym o okresie k, jesli

Fx) =x, (1.11)
i k jest najmniejsza liczba naturalna o takiej wiasciwosci. Jesli k = 2 to réwniez kolejne
potegi liczby dwa beda speinia¢ réwnanie (1.11). Jesli wybierzemy x, blisko badanego
punktu x, i jesli odleglosé "x(k) - x" — 0 przy n - o, to wowczas X, jest
asymptotycznie stabilny.

W oparciu o zaleznos¢ (1.8) i rysunek 2 latwo sobie wyobrazi¢ kryteria
stabilnosci statego punktu odwzorowania.

m+) k x“‘“}\

punkt stabilny

punkt niestabilny

X; 1

a) b)
Rys. 2. Stabilny (b) i niestabilny (a) punkt staty odwzorowania (1.8)
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W oparciu o konstrukcje graficzna odwzorowania (1.8) dla IR przedstawiona na
rysunku 2 latwo wysuna¢ wniosek, ze punkt staly odwzorowania jest stabilny
(niestabilny), jesli

ldxkﬂ
| dx,

<1(>1). (1.12)

Na koniec warto wspomnie¢ tu o zaletach odwzorowania Poincaré. Ogolnie
rzecz biorac przy badaniu dynamiki ukladéw opisanych réwnaniami rdézniczkowymi
zwyczajnymi mamy glownie do czynienia z analiza polozeni réwnowagi lub rozwigzan
okresowych. Dla przypadku rozwigzan okresowych warunek stabilnoSci oznacza, ze
wartoéci wlasne macierzy monodromii (multiplikatory) powinny leze¢ w kole
jednostkowym o promieniu 1, aby rozwazany punkt staly (a tym samym orbita
okresowa) byt stabilny. Czgsto metoda ta stosowana jest przy praktycznym okre$leniu
stabilnosci uprzednio numerycznie znalezionej orbity, np. przy uzyciu metody
"strzelania" lub metody Urabe - Reitera ([9]).

1.1.2. Podstawowe pojecia i definicje

Wprowadzimy obecnie kilka podstawowych poje¢ i definicji w oparciu o pracg
J. Kudrewicza [8] i A.M. Samoilenko [10].

Definicja 1.

Ciag utworzony z kolejnych punktéw odwzorowania {F(x)}dla k = 0, 1, 2,...
nazywa¢ bedziemy trajektoria (orbita) punktu x.

Jako przyklad rozwazmy odwzorowanie F: [0,1]—[0,1] o postaci

F(x) = x(1-x), (1.13)

to wowczas dla x = % orbita wyznaczona jest poprzez punkty -;—, % TR

Definicja 2.
Punkt X nazywa¢ bedziemy punktem Q-granicznym trajektorii {F(x)}, jesli
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istnieje taki ciag liczb {k,} naturalnych, dla ktérego zachodzi

klni_IPkan (%) = xq. (1.14)

Zbior takich wszystkich punktéw nazywamy zbiorem Q-granicznym trajektorii
{F¥(x)} i bedziemy go oznaczaé przez Q(x).

Definicja 3.

Zbiorem niezmienniczym Z kaskady nazywamy zbiér spelniajacy warunek X(Z)
= Z. Najczgéciej zbiorami niezmienniczymi s punkty réwnowagi lub trajektorie
okresowe.

Komentarza wymagaja jeszcze zbiory Q-graniczne, ktdre moga by¢ atraktorami
lub repilerami.

Definicja 4.

Zbior niezmienniczy A domkniety i ograniczony nazywamy atraktorem, jesli
istnieje jego otoczenie O(A), takie ze dla dowolnego xeO(A) trajektoria {FX(x)} dazy
do A przy k—o. Zbioér wszystkich x spelniajacych powyzszy warunek nazywamy
zbiorem (lub basenem) przyciagania atraktora A.

Uwagi:

Czgsto przy definiowaniu atraktora mowi si¢, ze zbidr spelniajacy warunki
definicji 4 nie zawiera w sobie innego zbioru spelniajacego te warunki.

Atraktory chaotyczne - s to takie atraktory, ktore zawieraja co najmniej jedna
trajektori¢ chaotyczna. Trajektori¢ nazywamy chaotyczna, je$li co najmniej jeden z
wykladnik6w Lapunowa z nia zwiazanych jest dodatni (definicje wykladnikéw

'\Lapunowa podano w 1.1.4).

Dziwne atraktory - s3 to atraktory, ktére posiadaja skomplikowana
geometrycznie strukture.

Zwykle uzywa si¢ wyzej wymienionych dwoch okreflen wymiennie. Jednak
moga one istnie¢ niezaleznie (patrz Grebogi i inni [11], Jakobson [12]).

Uklady dynamiczne moga posiadac¢ kilka wspdlistniejacych atraktoréw. Jednym

17



Chaos Tajemnice nieliniowej dynamiki

z podstawowych zadann w tym przypadku jest okreslenie obszaru warunkow
poczatkowych, dla ktéorych potok fazowy bedzie przyciagany przez indywidualne
atraktory. Okazuje si¢, Ze granice pomi¢dzy basenami réznych atraktoréw moga mieé
bardzo skomplikowane ksztalty, na przykiad moga one by¢ fraktalami [12].

Definicja S.

Punkt staly X, odwzorowania (1.8) (dla IR) nazywamy hiperbolicznym, jesli
pochodna DF w tym punkcie posiada warto$ci wlasne rézne od 1. Jesli taki punkt jest
hiperboliczny i posiada dwie rzeczywiste wartoéci wlasne, A; (i=1,2), awtym |7 [<1
il |>1, to taki punkt jest siodtem (szczegdlowa klasyfikacja punktéw osobliwych
podana jest w [7]). Rozmaitosci

Ws(xo,F)={x;

Fx = W (x5, Ff| > 0, sl n > +co],
(1.15)
W2 (xo,F) = fxc: [P = W0, F)f -> 0, jesli n > o},

nazywamy odpowiednio stabilng i niestabilna, przy czym s one niezmiennicze, czyli
F(W* (xo, F)) = W*(xo,F),

F(W" (xo, F)) = W"(x0,F). (1.16)

1.1.3. Przeslanki dla pojawienia si¢ chaosu w ukladach deterministycznych

Jesli dla danego ukladu dynamicznego opisanego ukladem réwnan
rézniczkowych zwyczajnych spelnione sa warunki Lipschitza i istnieje rozwiazanie
zagadnienia Cauchy'ego, to rozwiazanie jest jednoznaczne i dokladnie wyznaczone
poprzez.warunki poczatkowe. Nasuwa si¢ tu analogia z pociagiem jadacym po torach,
ktéregomruch w kazdej chwili czasowej mozemy bez klopotow okreslic. A jednak
wykryte dziwne atraktory chaotyczne Lorenza, Uedy, Hénona i inne, wydajg sie
zaprzeczaC tym oczywistym faktom. Pewna nieokre§lono$¢ jest intuicyjnie pojeta dla
Ztozonych ukladéw fizycznych, gdzie w szczegdlnosci niewielka zmiana faz moze

prowadzi¢ do duzych zmian w dynamice ukladu w przedziale duzych zmian zmienne;j
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niezaleznej - czasu. Wyjasnimy to na przykladzie ukladu rozwazanego przez Landaua.
W tym celu rozpatrzmy dwa kraricowe przypadki stanu ukladu dynamicznego:
chaotyczno$¢ i synchronizacje. Nie wnikajac w szczegdly, przez synchronizacje
rozumie¢ bedziemy dazenie podukiadow zlozonego ukladu dynamicznego do
wykonywania "podobnej” dynamiki, np. objawiajacej si¢ poprzez ruchy okresowe
podukiadéw o tych samych okresach, a w konsekwencji powodujace synchronizacjg,
czyli rach okresowy o tym samym okresie calego ukladu. Zjawisko to bylo obserwowane
juz przez Huygensa podczas analizy synchronizacji tykania zegaréw. Obecnie zjawisko
to ma wymiar szerszy i odnosi si¢ do wzajemnej organizacji ukltadéw biologicznych, a
w mechanice problematyka ta pojawia si¢ przy zagadmieniach synchronizacji drgan
wirnikéw i przy stabilizacji ruchu sputnikéw [14-16]. Rozpatrzmy najpierw ukiad
drgajacy w pelni zsynchronizowany, tzn. taki, ze pojawiajace si¢ w nim czgstosci drgan

01, ®2,...0x spelniaja warunek
]](01 +120)2+... +11<(Dk=0_. (117)

gdzie {l;,...}eC i C jest zbiorem liczb catkowitych . Méwimy wowczas, ze uklad jest
w pelnym rezonansie, a objawia si¢ to charakterystycznymi wzrostami amplitud drgan
dla kazdej ®; z dyskretnego zbioru ® = {®,,...,0}. Jesli jednak kazdy podklad bedzie
drgal niezaleznie od innych, tzn. ze swoim wlasnym, niezaleznym od pozostatych
okresem, to wowczas uklad nie jest zsynchronizowany. W praktyce brak synchronizacji
wiaZe si¢ z istnieniem liczb niewymiernych, np. dlak =2i ®, = 1 oraz o, =«/_2-
rozwigzanie X = X(¢,92), gdzie ¢; = o1t i ¢=0,t lezy w stanie ustalonym na
dwuwymiarowej rozmaitoéci (torusie), a rozwiazanie x = x(¢,,¢,), gdzie parametrem
jest czas, nazywamy rozwiazaniem quasi-okresowym.

Przyklad takiej dwuwymiarowej rozmaitosci podany jest na rys. 3.

Uwaga:

Problematyka orbit quasi-okresowych zostala jedynie zasygnalizowana w tej

pracy. Zawiera ona jeszcze wiele nie do kornica ekonomicznie rozwiazanych problemoéw,
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a zwlaszcza ukierunkowanych na potrzeby obliczen inzynierskich. Dotyczy to gléwnie
okreslenia stabilnosci wielowymiarowych atraktoréw - toruséw, $ledzenie zmian takich
orbit towarzyszacych zmianom parametréw i ich bifurkacji [17-21].

" Rys. 3 Torus | dwie niewspsimieme czestosci ay i o;

Latwo sobie teraz wyobrazié, ze jesli dodatkowo fazy ¢,°,...,p° ulegajq nawet
nieznacznym zmianom, to odpowiedZ ukladu x(o,t + @,°, ... , ot + @) moze ulegaé z
czasem zmianom znacznym i prowadzi¢ w efekcie do pojawienia si¢ chaotycznosci
ruchu.

Obecnie wskazemy na inng mozliwo$¢ pojawienia si¢ chaosu w prostych
ukladach dynamicznych. Dla oscylatoréw autonomicznych o jednym stopniu swobody i
o trajektorii ograniczonej (wykonujacej ruch rekurentny) jedynymi atraktorami moga
by¢ polozenia rownowagi lub orbity okresowe. Sytuacja jednak ulega dramatycznej
zmianie dla ukladéw tréjwymiarowych, tj. ukladéw o 1'/, stopniu swobody lub tychze
oscylatorow z wymuszeniem zewng¢trznym. W ksiagzce Ch. Hayashiego (ttumaczonej na
jezyk polski [22]) na poczatku rozdzialu 6 znajduje si¢ rysunek przedstawiajacy wykres
krzywych rezonansowych dla réznych wartosci parametru kontrolnego . Okazalo sig,
ze dla pewnego zakresu tego parametru wszystkie orbity okresowe s3 niestabilne.
Czyzby zatem dla takich wartosci parametrow nie istnialo rozwigzanie ustalone w
realnym ukladzie fizycznym? Postlugujac si¢ tym argumentem Ch. Hayashi zaczal zadac
od Y. Uedy (wowczas studenta w jego laboratorium) “racjonalnych", lub lepiej,
"oczekiwanych" wynikéw, czemu ten ostatni nie mogl sprosta¢. Wykraczalo to poza
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jego mozliwoici z tej prostej przyczyny, ze ich tam nie bylo. Byl za to zupelnie inny
atraktor - dziwny atraktor chaotyczny.

Okazalo si¢ zatem, ze dla uktadow tréjwymiarowych trajektoric moga caly czas
przebywa¢ w pewnym podobszarze przestrzeni fazowej IR, ale moga w niej nieustannie
bladzi¢ pomigdzy niestabilnymi polozeniami réwnowagi i niestabilnymi orbitami
okresowymi. Wprawdzie z faktu ograniczonosci takiej podprzestrzeni wynika, ze
istnieje taki czas, po ktérym znajdzie si¢ taka trajektoria dowolnie blisko punktu startu
lezacego na atraktorze, ale odpowiedzi, kiedy znajdzie si¢ tam ponownie nie mozna
uzyskaé.

Uzbrojeni w wiedze o roli niestabilnosci rozpatrzmy obecnie ewolucj¢ (zmiany
w czasie) pewnego obszaru warunkéw poczatkowych wzigtych z obszaru 3[x(to), y(to),
Z(to)] ktory zostal na rys. 4 zakreskowany.

Obszar 6(ty) stanowi bardzo male otoczenie niestabilnego punktu osobliwego.
Dwie wyrdznione trajektorie na tym rysunku eksponencjalnie uciekaja od siebie i
poczatkowo malutki zbiér warunkéw poczatkowych 5(to) zamienia si¢ w zbior 8(t;), a
poniewaz trajektorie sq ograniczone, to musza one ,,zawrdci¢” i w efekcie dla z = 0 dwa
punkty, ktére lezaly bardzo blisko siebie (dla t = t,) znalazly si¢ po czasie t =t, daleko
od sicbie. Pojawia si¢ pytanie, jak daleko, albo inaczej, jak blisko powinny by¢ oddalone
od siebie w punkcie startu, aby znowu znalazly si¢ blisko siebie.

z

Slx(t) y(t) 2(t))
8121, y(Q, ()

niestabilny
punkt osobliwy

Blx{thy(L) (0]
Rys. 4 Przyklad bladzenia niestabilnej trajektorii w obszarze ograniczonym IR?
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1.1.4. Wykladniki Lapunowa

Zanim odpowiemy na to pytanie powréémy do starej jeszcze teorii liczb
charakterystycznych wprowadzonych przez Lapunowa, ktore wzigte ze znakiem
odwrotnym definiuja tzw. wykladniki Lapunowa (szczegoly podane s3 u Demidowicza
{2]). Juz wczeéniej opisana byla eksponencjalna rozbieznosc trajektorii i wlasnie miara
takiej rozbieznosci sa wykladniki Lapunowa.

Opiszemy tutaj krétko ich wlasnosci w oparciu o prace [23-25]. Zgodnie z (1.10)
kaskade (1.8) mozemy przedstawi¢ w postaci

x(k + 1) = F(x(k)). (1.18)

Kazdemu punktowi x w przestrzeni fazowej mozemy przyporzadkowac macierz
DFX(x) zwana jakobianem odwzorowania F¥ ktéra powstaje wskutek lokalnej
linearyzacji, co w praktyce sprowadza si¢ do obliczenia pochodnych k-tej iteracji dla
punktu x. Startujac z punktu x(0) dla k-tej iteracji, macierz ta wyraza si¢ zaleznoscia

J(k) = DF*(x(0)), (1.19)
przy czym DF5(x(0)) moze by¢ otrzymana jako produkt
DF*(DF(x(k - 1))...DF(x(0))) = DF*(x(0)). (1.20)

Majac obliczone J(k) dla matych przyrostow otrzymujemy

x(k +1) = DF(x(k))x(0) = DF*(x(0))x(0) = J(k)x(0). 1.21)

Powracajac do dyskusji zwiazanej z rys. 4 zalézmy, ze w otoczeniu punktu
niestabilnego wezmiemy dwa punkty x; i X,, ktére po k iteracjach (zgodnie z
wczesSniejszymi rozwazaniami) przejda w punkty x;(k) i xo(k) okreslone poprzez
zwigzek
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x1(K) - x(K) = J(k)(x,(0) - x,(0)). (1.22)

Mozemy wzia¢ caly potok generowany przez warunki poczatkowe, ktore leza np.
w kuli (patrz na rys. 4 jako przecigcie kuli z plaszczyzng x,y). W ogdlnym przypadku
bedzie to jednak n-wymiarowa kula K, = K(0), ktéra po k-iteracjach przechodzi w
elipsoide K(k) (taka elipsoida dla n=3 oznaczona na r1ys. 4 jako 8(12)). Jesli teraz
zamiast jednego punktu x, wezmiemy kul¢ K, i odpowiednio zamiast x(k+1) elipsoide
K+, to zgodnie z (1.21) otrzymamy

Ky = DF(x(K))K, . (1.23)

Elipsoidy Ki4; 1 Ko posiadaja n osi gléwnych i uklad posiada n z nimi
zwigzanych wykladnikéw Lapunowa. Aby uklad wykazywal chaotyczno$é wystarczy,
zeby jeden z wykladnikéw (najwigkszy) byl dodatni. Wykladniki Lapunowa okresla si¢
Ze Wzoru

1
A;= lim Ilog(aj_k), (1.24)

gdzie oy oznacza dlugosci j-tej osi elipsoidy K. Okazuje sig, ze dla bardzo szerokiej
klasy odwzorowan F istnicje granica okreSlona przez (1.24), ktéra dla prawie
wszystkich x(0) nie zalezy od x(0), czyli nie zalezy od warunkéw poczatkowych.
Woéwczas A jest miara zmian warunk6éw poczatkowych i jesli blad okreslenia warunkow
poczatkowych wyniést 3y , to po k-tej iteracji bedzie on wynosil

Ax, ~10™ Ax(0), (1.25)

jesli tylko Ax(0) jest dostatecznie male, a k jest dostatecznic duze. Niech teraz
maksymalny wykladnik Lapunowa wynosi A = 0.1, co nie jest zbyt wielkim
wymaganiem w odniesieniu do ukladéw dynamicznych i niech k. = 10'° oraz
Ax(0) =107°. Zgodnie z (1.25) dla takiej iteracji k. obliczamy Ax,. = 10° a z taka
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dokladnoscia obliczen nie mozna si¢ pogodzi€. Z drugiej strony bedziemy chcieli, zeby
blad dla k- iteracji wynosil. Ax(k.) = 10”°. Zatem zachodzi pytanie, z jaka dokladnoscia
powinni$my okresli¢ warunki poczatkowe. Postugujac si¢ wzorem (1.25) obliczamy, ze
Ax(0) wynosi 10"° a zachowanie takiej dokladnosci obliczen jest niezwykle trudne.
Oczywiscie niedokladno$¢ wzrasta ze wzrostem iteraciji.

Zagadnienie sprowadza si¢ wiec do wyznaczenia z nieskorniczona dokladnoscia
warunkéw poczatkowych. Zgodnie z zasada Maxa Bohra, kazdy stan realnego ukltadu
fizycznego moze byé wyznaczony jedynie z pewny dokladnoscia i okreéla si¢ raczej
poprzez rozklad prawdopodobiefistwa zamiast przez liczbe. Jesli rozpatrywana
trajektoria jest stabilna to biad poczatkowy szybko z czasem maleje, natomiast jesli jest
niestabilna, to narasta on szybko ze wzrostem iteracji powodujac nieprzewidywalno$é
jei zachowania, tj. chaotyczno$¢ w ukladzie zdeterminowanym.

Teraz poswiecimy chwile na dyskusje mozliwoéci rekurencji (powrotu)
trajektorii, w taki sposéb, zeby lezala ona na atraktorze. Juz wczeséniej wspominalismy,
ze dla trajektorii pozostajacych caly czas w pewnym obszarze ograniczonym musi
istnie¢ z uplywem czasu mozliwos¢ powrotu w dowolnie bliska okolicg punktu startu.

1.1.5. Analogie fizyczne

Potok trajektorii fazowych mozna sobie wyobrazi¢ na przykladzie cieczy
skladajacej si¢ z bardzo wielu czasteczek, nawet w bardzo malej jej objetosci. Jesli w
takiej przestrzeni istnicje atraktor bedacy orbita okresowa, to wprowadzajac mata
kropelke kolorowej cieczy w dowolnie wybranym jej punkcie poczatkowym okaze sig,
ze po pewnym czasie kolor bedzie okreslal te orbitg. Jesli natomiast atraktorem bedzie
dziwny atraktor chaotyczny, to trajektoria lezaca na takim atraktorze zacznie bladzi¢
wzdluz calej objetosci cieczy i ciecz stanie si¢ kolorowa. Zabarwione czastki zaczna sig
mieszaé z nie zabarwionymi. Proces ten zachodzi w stosunkowo szybkim czasie i wobec
tego nie jest wynikiem dyfuzji, a raczej zwiazany jest z turbulentnym ruchem
czasteczek cieczy. Ta analogia jest jeszcze glgbsza. Natezenie koloru swiadczyc bedzie
o prawdopodobiernstwie znajdowania si¢ punktu fazowego w tym obszarze i nie zalezy

24



Tajemnice nieliniowej dynamiki Chaos

ono od polozenia poczatkowego (punktu startu).
Chaotyczno$¢ ruchu moze pojawic si¢ nie tylko podczas zjawiska turbulencji, ale
réwniez po pojawieniu si¢ nieregularmych ruchéw czasteczek gazu, czy generacii liczb

przypadkowych przy wykorzystaniu regut deterministycznych.
1.1.6. Chaotyczno$¢ a stochastyczno$é

Zalézmy, 2e mamy generator drgan losowych o stalych parametrach.
Uruchamiajac go kilka razy otrzymujemy za kazdym razem inne wykresy drgan. Ta
cecha jest rowniez charakterystyczna dla zdeterminowanych ukladéw chaotycznych.
Startujac, lub lepiej starajac si¢ startowaé ciagle z tych samych warunkow
poczatkowych i przy ustalonych pozostalych parametrach ukladu, nie udaje si¢ nam
powtérzy¢ eksperymentu. Przebiegi drgan sa za kazdym razem inne.

Powr6¢my do generatora drgan losowych. Powtarzajac eksperyment wielokrotnie
zaczynaja pojawiac si¢ pewne prawa probabilistyczne, ktére sa niezalezne od losowego
rozlozenia stanéw poczatkowych generatora.

Niech stan (wektor stanu x(t, 1o, X)) naszego chaotycznego ukiadu
dynamicznego opisany bedzie poprzez funkcje F(x), czyli dx/dt = F(x). Poniewaz x =
x(t,to) i x(tg) = %o to funkcje F = F(t,15,Xo), przy czym mala zmiana X, prowadzi do
duzych i nieregularnych zmian funkcji F (rozwazania te prowadzone s3 w oparciu o
pracg [26]). Interesowa¢ nas bedzie przypadek, gdy istnieje warto$¢ Srednia

(F(xo)) = lim —%iF(t,to,xo)dt, (% = F(x)) (1.26)

ktora dla prawie wszystkich warunkéw poczatkowych x, od nich nie zalezy.

W przypadku analizy ukladéw stochastycznych obserwuje si¢ w sposéb
statystyczny czgstosci pojawiania sie pewnych cech charakterystycznych danego ukladu.
W przypadku chaotycznych ukladéw dynamicznych zamiast obserwacji prowadzonych
statystycznie rozpatruje si¢ pewne Srednie w czasie cechy charakterystyczne trajektorii
chaotycznych. Taka cecha charakterystyczna moze by¢ np. dlugos¢ trajektorii T w
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okreslonym malym obszarze przestrzeni fazowej. W przypadku, gdy dla dowolnie
wybranego malego obszaru i prawie wszystkich trajektorii istnieje granica (1.26) przy
zwigkszaniu T —» oo, ktéra nie zalezy od trajektorii, to zbiér utworzony z tukéw takich
trajektorii nazywac¢ bedziemy ergodycznym. Wlasno$¢ ergodycznosci pozwala na
zamiang usrednienia ze wzgledu na zbior takich trajektorii, na usrednienie wzgledem
czasu.

Teoria ergodyczna bada statystycznie wlasno$ci odwzorowan. Dla dowolnego
odwzorowania T* w przestrzeni X moze byé ono przedstawione jako suma skoriczonej
liczby niezmienniczych odwzorowan pewnych podprzestrzeni, gdzie na kazdej z nich
odwzorowanie T* jest ergodyczne. Okazuje si¢, ze kazdy uklad dynamiczny moze byé
podzielony na takie poduklady, na ktérych odwzorowanie T jest ergodyczne.

Dla ukladéow ergodycznych istnieja zwiazki wprowadzajace réwnowazno$é
Srednich w sensie czasu i przestrzeni. Z drugiej strony, jesli taka rownowaznosé
zachodzi, to uklad jest ergodyczny. Dla ukladu ergodycznego trajektoria dla prawie
kazdego warunku poczatkowego osiaga mierzalny poduklad o mierze dodatniej i
przebywa w tym podukladzie w przedziale czasu, ktory jest proporcjonalny do jego
miary.

Warto zwréci¢ uwage, ze ergodyczno$¢ nie zawsze pociaga za soba
stochastycznos¢. Na przyklad orbita quasi-okresowa jest orbita nie zamkniet i ruch taki
bedzie ergodycznym, ale nie chaotycznym.

Podsumowujac powyzsze rozwazania nalezy zauwazy¢, ze uklad dynamiczny
wykazuje wlasnosci stochastyczne, gdy: a) istnieje pewien rozklad prawdopodobienstwa
stanu ukladu niezalezny od rozkladu prawdopodobiefistwa zwiazanego z warunkami

“.poczatkowymi ; b)uklad dynamiczny jest ergodyczny ; c) przynajmniej jeden z
wykladnikéw Lapunowa jest dodatni.

Uklady dynamiczne dzielimy na zachowawcze (konserwatywne) i
niezachowawcze. Te pierwsze charakteryzuja si¢ stala wartoscia energii kinetyczne;j i

potencjalnej, podczas gdy w tych drugich energia od ukladu jest odbierana (uklady
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dysypatywne) lub dostarczana (uklady samowzbudne). Dla uktadéw zachowawczych
potok fazowy nie jest scisliwy. Z twierdzenia Poincaré o powrotach wynika, ze prawie
wszystkie trajektorie takiego potoku beda nieskoficzenie wiele razy przechodzié
dowolnie blisko swoich punktéw poczatkowych.

Dla ukladu dysypatywnego dywergencja pola wektorowego w przestrzeni fazowej
jest ujemna, co oznacza, Ze objeto$é potoku fazowego jest Scisliwa. Usytuowany w takiej
przestrzeni fazowej dziwny atraktor chaotyczny posiada zawsze wymiar mniejszy od
wymiaru rozpatrywanej przestrzeni.

1.1.7. Funkcja autokorelacji

Konkurencyjnym narzedziem w pordwnaniu z wykladnikami Lapunowa stanowi
funkcja autokorelacji. Jest ona szeroko opisana w literaturze w szczegolnosci w
odniesieniu do réwnan rézniczkowych dx/dt = F(x). Okreslona jest ona zaleznoscia

= lim —IF[x(t+‘r )|E(x(x))de 1.27)

T T

przy zalozeniu, ze analizowany uklad jest ergodyczny. Jesli w A(t) istnieja skladowe
okresowe badz quasi-okresowe, to wowczas i w ukladzie badanym istnieje orbita
okresowa lub quasi-okresowa. Je$li natomiast dwie lezace blisko siebie trajektorie
oddalaja si¢ od siebie i z uplywem czasu poruszaja si¢ niezaleznie od siebie, to A(t)
szybko dazy do zera. Odpowiada to sytuacji, gdy przynajmniej jeden z wykladnik6éw
Lapunowa jest dodatni.

Warto wymieni¢ kilka charakterystycznych cech funkcji autokorelacji. Jest to
funkcja rzeczywista i parzysta z maximum w punkcie t = 0, ktéra moze przyjmowac
wartosci dodatnie, jak i ujemne,

W przypadku badania procesu stochastycznego ze érednim znaczeniem (x(t)) =
0, ma ona ksztalt ostro zarysowanego impulsu.

Dla procesu stochastycznego - bialego szumu, funkcja A(t) ma ksztalt funkcii 3.

Jesli dla odwzorowan (1.18) zdefiniujemy warto$¢ $redniq (x(k)) zalezna od
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x(0) jako

(o) = Jim o 3 ZX(k) (1.28)

to funkcja autokorelacji jest okre§lona wzorem
.1 &
AQl)= Jim — 3 (x(k) - (xk))(x(k +1)- (x(k))) (1.29)
k=0

gdzie £=0,1,2,...

1.1.8. Widmo czgstos$ci

W obliczeniach inzynierskich, zaréwno przy symulacji komputerowej jak
rébwniez podczas analizy realnego obiektu w warunkach laboratoryjnych, jedng z
najbardziej popularnych metod analizy jest technika oparta na analizie widma czestosci.
W celu przy$pieszenia procesu obliczen numerycznych korzysta si¢ tutaj z szybkiego
przeksztalcenia Fouriera (FFT). Transformacja danego przebiegu czasowego z
dziedziny czasu w dziedzing czgsto$ci moze by¢ opisana zaleznoécia

T
W(a) = lim = [x(l™dt. (130)
T

W przypadku ruchéw regularnych (okresowych i quasi - okresowych) widmo
czestosci sklada si¢ z dyskretnych komponentéw, podczas gdy trajektorii chaotycznej
x(t) odpowiada widmo czgstosci ciggle.

1.1.9. Odwzorowanie Bernoulliego - najprostszy prekursor chaosu

Rozwazmy odwzorowanie F przeprowadzajace jednostkowy odcinek w siebie,

tzn. [0,1) -{0,1) o postaci

Xear = F(xy), (1.31)
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F(x, ) = 2x, mod], (1.32)

dlak=0, 1, 2,..., przy czym funkcja modulo zaweza otrzymane rezultaty do przedzialu
jednostkowego (bierzemy tylko reszt¢ po podzieleniu przez 1). Odwzorowanie to nosi
nazwe odwzorowania Bernoulliego i moze by¢ rOwniez zapisane w postaci rownania

rdznicowego

1) = {2x(k) dla 0 < x(k) <05,

1.33
2x(k)-1 dla05<x(k)<1 (139

Odwzorowanie to posiada tylko jeden punkt staly xo= 0, ktdry jest niestabilny.
Rozpatrzmy, jak bedzie si¢ zachowywalo to odwzorowanie dla, x(0) ="'/, , a
wigc dla liczby wymiernej. Otrzymujemy nastgpujacy ciag liczb

O3y x<1>=i, )2 x@:g,

x(4)— x() X(6)—-— x(7 )— (1.39)
@)= )= x( 0=

ktory przedstawia orbite okresowa o okresie 10. Dla x(O) = -51 mamy kolejno
x0)=3. d)=3, {2)=1, =2, x9)-1 135)

Zatem znowu otrzymujemy orbit¢ okresowa, ale tym razem o okresie 4. Okazuje
si¢, ze dla wszystkich liczb wymiernych z rozwazanego przedzialu jednostkowego
rezultatem iteracji s3 okresowe orbity. Sytuacja jednak wyglada zupelnie inaczej, jesli

jako punkt startu wybierzemy liczb¢ niewymierna. Kazdemu punktowi zbioru [0,1]
mozemy przyporzadkowa¢ nieskonczony ciag {a,, a;, a,,...} , zwany adresem, w taki
sposéb, ze

1 1 1 1
a; =0, 0) = —a; +—a, +—a; +—a,+... 1.36
0 x() D) 1 22 2 23 3 24 4 ( )
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Liczby a; przyjmuja tylko wartosci 0 lub 1. Waobec powyzszego x(0) moze byc
przedstawione jako ciag nieskoriczony zer i jedynek o postaci

x(0) = {a;, 3,25, 2,..}. (1.37)

Okazuje sig, ze przy pomocy takiej reprezentacji liczby rzeczywistej, mozemy
zauwazy¢ wazng wlasnos$¢ odwzorowania (1.33). Rozpatrzmy to na przykladzie liczby
x(0) = 0.32. Czytelnik moze sam bardzo szybko przeprowadzi¢ obliczenia (np. przy
uzyciu podstawowego kalkulatora) znajdujac kolejne wartosci a;, ktére podano nizej

x(0)=032={0,1,0,1,0,0,0,1,1,1,..}. (1.38)

Po pierwszej iteracji otrzymujemy liczb¢ x(1) = 0.64 ktora posiada nastgpujacy
adres

x(1) =064 ={1,0,1,0,0,0,1,1,1,.}. (1.39)

Uwazny czytelnik dostrzeze pewna prawidlowosé. Adres (1.39) otrzymujemy po
przesunigciu w lewo o jedna cyfrg adresu (1.38). Okazuje sig, ze ta prawidiowo$¢ ma
miejsce dla wszystkich liczb z przedzialu [0,1). Kazda kolejna iteracja wiaze si¢ z
przesunigciem w lewo o jedno miejsce poprzedniego adresu. Przesunigcie to nosi nazwg
przesunig¢cia Bernoulliego.

ZwréCmy uwag¢ jeszcze na inne analogie podane przez Schustera [28].
Przyporzadkujemy liczbie zero orla, a liczbie jeden reszke i rozpatrzmy rzut moneta.
Rzucajac wielokrotnie moneta otrzymujemy np. adres {0, R, R, 0,...}, ktéry odpowiada
doktadnie jednej liczbie rzeczywistej z przedziahu [0,1].

A teraz rozpatrzmy nastepujaca ciekawostke. Wezmy dwie liczby xV(0) i x'?(0),
ktore maja np. 10'° takich samych cyfr po przecinku, czyli 16 takich samych
poczatkowych cyfr w adresie (1.37) i podczas obliczen utozsamiane s3 jako jednakowe.
Poddajac te liczby 10" iteracjom (1.33) dojdziemy do miejsca 17 w adresach tych liczb,
a wiec do miejsc, gdzie one si¢ r0znig. Dalsze iteracje reprezentowac juz beda owe
rézne liczby. Nasuwa si¢ tutaj bardzo wyrazna analogia z obserwowanym zjawiskiem
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chaosu deterministycznego - w kazdej kolejnej realizaciji tego samego procesu startujac
z teoretycznie takich samych warunkéw poczatkowych odpowiedZz ukladu jest ciagle
inna ze wzgledu na nieuniknione, cho¢ bardzo mate réznice w ich realizacjach.

Odwzorowanie Bernoulliego posiada jeszcze jedna ceche typowa dla chaosu.
Wiaze si¢ ona z operacja rozciagania, a nastgpnie skladania. Jesli liczby podlegajace
iteracji znajduja si¢ w przedziale [0,'/,), to odwzorowanie rozciaga odpowiadajace im
odcinki (mnozy si¢ je przez dwa). Jesli poczynajac od jakiej$ iteracji znajda si¢ one w
przedziale liczb wigkszych od '/, to w kolejnych iteracjach wartosci ich maleja i liczby
te powracaja do przedziatu [0,1].

Na koniec wspomnijmy o jeszcze jednej charakterystycznej cesze tego
odwzorowania, ktéra jest réwniez typowa dla chaosu. Pokazalimy, ze startujac od
liczby wymiernej otrzymaliSmy orbity okresowe. S3 one niestabilne. Poniewaz w
przedziale [0,1] istnicje nieskonczenie wiele liczb wymiernych, to réwniez w tym
przedziale istnieje nieskoriczenie wiele orbit okresowych niestabilnych.

1.1.10. Odwzorowania logistyczne

Stosunkowo szczegétowej analizy doczekalo si¢ odwzorowanie logistyczne o

postaci

x(k +1) = px(k){1- x(k)), (1.40)

przy czym parametr p €[0,4]. Gléwna cecha tego odwzorowania jest rozciaganie lub
Sciskanie odcinka, a nastgpnie zginanie go w polowie. Okazuje si¢, ze dla ustalonej
wartoéci parametru p odwzorowanie powoduje "zawijanie" wyjéciowego odcinka i
ukiadanie go w przedziale [0,p/4]. Dla przykladu rozpatrzmy przypadek p = 1 i
rozpatrzmy liczby najpierw z przedziatu [0, 0.5). Liczba zero przechodzi w zero, a 0.5
w 0.25, a pozostale liczby leza w przedziale [0, 0.25]. Rozpatrujac przedziat (0.5,1]
wida¢, ze liczba 1 przechodzi w zero. Wezmy liczbg 0.7 - przechodzi ona w 0.21,
natomiast liczba 0.9 przechodzi w 0.09. Na bazie tych trywialnych przykladéw widag,
ze rowniez przedzial liczb (0.5,1) przechodzi w przedziat [0,0.25], przy czym liczby
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lezace blizej jedynki odwzorowywane s3 na liczby lezace blizej zera. Dla parametru p
wickszego od liczby cztery prawie wszystkie ciagi {x(k)} rozbiegaja si¢ do
nieskoniczono$ci. Dla warto$ci granicznej p = 4 rozwiazanie rdwnania (1.40) mozna
wyrazi¢ w postaci analitycznej

_1 k
(k) =5 (1- cof2* arccos{1 - 2x(0))} (L41)
PrzeprowadZzmy obecnie analiz¢ typowa dla nieliniowej dynamiki. Znajdzmy
punkty stale odwzorowania (1.40) i zbadajmy ich stabilnosé. Punkty stale znajdujemy z
rownan
pxo(1-x4) = xu. (1.42)
Sa to dwa nastepujace punkty:

X =0, x(.z) = p_—l
P

(1.43)

Kazde z wymienionych rozwiazan jest stabilne, jesli

&

gdzie: f(x) = px(1-x).

<l (1.44)

X=Xe

Po przeprowadzeniu prostych obliczen wida¢, ze

rdf_(x)_)

L dx =p,

xenld

=2-p, (1.45)
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i pierwsze rozwiazanie jest stabilne, gd A teraz rozpatrzmy kilka przykladow
numerycznych zwiazanych z odwzorowaniem logistycznym. Na rys. 5 podano przyklad
“diagramu paj¢czynowego” dla r = 3.83. Jak wynika z rozwazan poprzednich, dla takiej
wartoéci parametru obydwa punkty stale odwzorowania sg niestabilne. W ukladzie
wspolrzednych x(k), x(k+1) narysowano funkcj¢ f(x) oraz przekatna. Stuza one do
prostego wyznaczania kolejnych punktéw odwzorowania po kolejnych iteracjach. Jak
wida¢ z tego rysunku, dla warunku poczatkowego x(0) = 0.3 trajektoria odwzorowania
dazy do orbity okresowej.y |p| <1, natomiast drugie, gdy |2 -p| <1.

Jesli rozpatrzymy odwzorowanie opisane funkcja x(k+3) = £(x(k)), a na osi
pionowej weZmiemy punkt odpowiadajacy co trzeciej iteracji, czyli x(k+3), to
otrzymamy wykres pajgczynowy przedstawiony na rysunku 6. Jak widaé z tego rysunku,
w zalezno$ci od warunkéw poczatkowych trajektorie sa przyciagane przez jeden z
trzech punktéw, w ktérych krzywa f(x) jest styczna do przekatnej ramki rysunku.

' (X} ‘/
:-;\ Xy H A '
»
xk) — k

a) - b)
Rys.5 Wykres pajeczynowy dla odwzorownia logistycznego i dla p = 3.83 (a) oraz
przebieg okresowy (b) odpowiadajacy zamknietej krzywej z rys (a).

Dla co piatej iteracji x(k+5) = f(x(k)) wykres krzywej f(x) jest bardziej
skomplikowany (rys.7). Trajektoria stosunkowo szybko osiaga stabilna orbitg okresowa.

Prze$ledzmy teraz zachowanie si¢ tego odwzorowania przy zmianach parametru
P €[2,4]. Zgodnie z wczesniejszymi rozwiazaniami punkt staly odwzorowania réwny
zeru jest niestabilny w zakresie rozpatrywanych zmian parametru. Drugi punkt staly
jest stabilny, gdy pe([2,3]. W punkcie p = 3 nastepuje bifurkacja podwojenia okresu.
Poprzedni punkt stabilny staje si¢ teraz niestabilny.
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Natomiast pojawia si¢ nowe stabilne rozwiazanie o okresie 4. Przy zmianie
parametru znowu traci ono stabilno$¢, a pojawia si¢ orbita o okresie 2° = 8, itd., az do
orbit o okresie 2. Przy k—»co parametr r osiaga warto$¢ graniczna réwna Pe= 3.5699 .
Okazuje si¢, ze w obszarze pe|r, , 4] podobna kaskade bifurkacji mozna zaobserwowac

dla orbit o okresie 3 i 4, tzn. 3¥i

0 I
(] T [(¥] /
Hi H
% [ X] % (X} /
x(k) — a) x(k) — b)
0 y
H
T
% (X}
w® =

Rys. 6. Wykres pajeczynowy dla odwzorowania logistycznego i dla r = 3.83 w uktadzie
wspdéitrzednych x(k) i x(k+3) dla réznych warunkéw poczatkowych: (a) x(0)=0.7 ; (b)
x(0)=0.35 ; (c) x(0)=0.1

1 =
il il
@ lv' U1
<:’ 6.1

.

8.2 Oix(k) 0_: 8.8

Rys.7 Wykres pajgczynowy dla odwzorowania logistycznego i co piatej iteracii
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4% gdzie k = 1, 2, 3,... Sa to tzw. okna okresowosci, ktére odpowiadaja
szczegblnym przedzialom parametru p. A zatem dla pewnych nigdzie ggstych
podzbioréw parametru p majacego dodatnia miarg obserwuje si¢ chaos.

Na rys. 8 przedstawiono tzw. wykres bifurkacyjny, przy czym kolejne rysunki
powstaly w wyniku powigkszenia poprzedniego dla pewnego przedzialu parametru p.
Widaé wyraznie kaskade bifurkacji podwajanie okresu, ruchy chaotyczne i okna
okresowosci. %

25 +25 25 +25

X —=

Rys.8 Wykres bifurkacyjny odwzorowania logistycznego dla ré2znych przedziatéw
zmian parametru kontrolnego p: (a) p = [2,4] ; (b) p€[3.5,3.8] ; (c) pe[3.6,3.7] ; (d)
pe[3.56,3.66)

W celu przesledzenia procesu dynamiki chaotycznej odwzorowania na rys. 9
przedstawiono odwzorowanie logistyczne dla p = 3.7.

Wykonano okolo 4 milionéw iteracji i jak wida¢ z rysunku atraktor chaotyczny
Jest czescia odcinka [0,1] i jest wyznaczonym przez rzut na o§ pozioma cz¢sci paraboli
zaznaczonej linia gruba. Kolejne punkty otrzymane na drodze iteracji ukladajq sie
wzdluz tego odcinka w sposéb zupelnie nieprzewidywalny (chaotyczny).

Funkcje autokorelacji A(l) okreslona jest wzorem (1.29) dla p = 4. Zgodnie z
(1.28) otrzymujemy dla prawie wszystkich warunkéw poczatkowych

(%)= %
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to

A(l)={}§ da 1=0,

0 da 120

(1.47)

Poniewaz rozwiazanie analityczne odwzorowania logistycznego jest wazne dla p

= 4 (patrz 1.41), to wykladnik Lapunowa dla r = 4 wynosi

A = lim

k—w©

%;'f (x(l)x =log2.

(1.48)

x(k+1) —»

.8
0.6
0.4
/
{o.}z’l "

8.2 8.1 8.6 0.0

N

x(k) —

Rys.9 Chaotyczne odwzorowanie logistyczne dla p=3.7.
dia prawie wszystkich warunkéw poczatkowych.

[2.5

‘ [3s

N

=

-3 2

e

?X

A —=

Rys.10 Zmiany wykladnika ). towarzyszace zmianom parametru p w przedziale [2,4]}

Dla tego parametru warto$¢ wykladnika obliczona numerycznie wynosi

A, = 0693144 dla 206000 iteracji, co w stosunku do wartoSci dokladnej stanowi
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bladd = [, —A,| = 000000318, Wartosci wykladnikéw Lapunowa dla 1 e[2,4]
przedstawiono na rys. 10.

Analityczna postaé rozwiazania dla p = 4 (warto zauwazy¢, Ze dla tej wartoéci
parametru liczba 1/2 odwzorowuje si¢ w 1, natomiast w nast¢pne;j iteracji 1 przechodzi

w zero) pozwala poprzez transformacje
2 '
y = Zarcsinvx, (1.49)
n

sprowadzi¢ odwzorowanie logistyczne do odwzorowania Bernoulliego (1.33).

1.1.11. Odwzorowanie okregu w okrag

Jest to kolejne odwzorowanie jednowymiarowe, ktére bedziemy analizowad.

Odwzorowanie okrggu w okrag opisane jest rtGwnaniem
¢(k +1) = F(¢(k)) = ¢(k) +R, +R, sing(k)mod 2 . (1.50)

Odwzorowanie to zaleZy od dwoch parametréw R, i R, i moze reprezentowad
transformacj¢ fazy oscylatora nieliniowego, przy czym parametr R, opisuje stosunek
dwoch czestosci, natomiast R, jest wspolczynnikiem wzmocnienia oddzialywania
nieliniowego [28,29]. To proste odwzorowanie wykazuje wiele interesujacych cech

nieliniowej dynamiki, a mianowicie dynathike okresowa, quasi-okresowa i chaotyczna.

:S ] s b)
1 1
3 3
f z 2
1 i1
1 3 4
Al \'/ g
{ £l
AR
2 2
1 / ij'
1 z/: 4 S5 62

R, —

Rys.11 Odwzorowanie (1.50) w skali {0.2p] dla R, = 0.4 i ré2nych warto$ci R;: (a) ~
05; (b)-1: (c)-5; (d)-20 v

37



Chaos Tajemnice nieliniowej dynamiki

Warto zwréci¢ uwage na pewne podstawowe wlasnosci odwzorowania
(1.50) {18]:
A. Funkcja F posiada wlasnos¢

F(¢ +27) = ¢ +2n + R, +R, sing = 2n + F($). (1.51)

B.Dla |R,|<1lodwzorowanic F(¢) istnieje i jest roézniczkowalne (jest

dyfeomorfizmem).
C.Dla R,=-1 odwzorowanic odwrotne F' staje si¢ nierézniczkowalne,

natomiast dla |R,| > 1jest ono niejednoznaczne.

Na rys. 11 dla ustalonej wartosci R; = 0.4 przedstawiono wykres odwzorowania
F(¢) dla réznych wartosci Rp, ktéry potwierdza wymienione wczesniej wlasnosci
odwzorowania. Liczb¢ charakteryzujaca $rednie przesunigcie o kat ¢ na kazdg iteracje
okreslamy ze wzoru

w=2nw’ = lim
Now

———FN("’;I)_% : (1.52)

Sredni okres przesunigcia definiujemy jako T, = 2m/w, gdzie w jest czestoscia
kolowa, rotacji (winding number). Natomiast czgstotliwos¢ rotacji w* = w/2n. Zwiazki
te sa analogiczne do pojgcia czgstoéci kolowej orbity okresowej nie lezacej na torusie,
oraz czestotliwosci. Okazuje si¢ [28,29], ze dla IR, | <1 granica okreslone wzorem
(1.52) zawsze istnicje, ale moze by¢ przedstawiona liczba wymierna lub niewymierna.
Jeéli jest to liczba wymierna, to obszar parametrow R;, R, dla ktorych, © = p/q, p,qeN
w odniesieniu do odwzorowania (1.50) nazywamy je¢zykami Arnolda.

Przyklady takich jezykow przedstawiono na rys. 12.

Dla R, < 1 widoczne s3 jezyki Arnolda (obszary biale), gdzie w = p/q jest liczba
wymierng, co odpowiada dynamice okresowej. Zbiorom parametréw nie nalezacych do
jezykéw Arnolda odpowiada dynamika quasi-okresowa. Dla R; > 1, w odréznieniu od
przypadku poprzedniego, granice jezykéw Arnolda zaczynaja si¢ przecinaé, a
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odwzorowanie (1.51) staje si¢ nicodwracalne. W obszarze tym obserwowalna jest
réowniez dynamika chaotyczna (odpowiada ona zbiorom parametréw i obszarow
czarnych)

Rys.12 Przykiady jezykéw Amolda dla R; € [0,7] i Ry € [0,2x]. Ponizej linii R, = 1 ruch
jest regularmy okresowy lub quasi-okresowy (okresowo$¢ wystepuje w obszarze
jezykéw Amolda - obszaréw jasnych), a powyzej tej linii ruch moz2e byé chaotyczny i
moze "wspéblistnie¢” z ruchem regulamym

Rozpatrzmy blizej dwa uklady obszaréow A i B z rys. 12 dla R, = 0.8.
Pierwszy z nich odpowiada orbicie 2-okresowej, a drugi 3-okresowej. Oznacza to,
ze dla ustalonego R, mamy taka sytuacj¢, ze ze wzrostem q (jesli w tych obszarach
w = p/q) szerokos¢ jezyka Arnolda zmniejsza sie.

Rozpatrzmy obecnie bardziej szczegétowo dynamike trajektorii lezacej na torusie
dwuwymiarowym (rys.13) i opisang réwnaniem (1.51).

Niech na przyklad

w:—] =

@,

o o
—~
.'JI
‘)

2
=

gdzie ®, i ®, s3 czesto$ciami zaznaczonymi na rys. 13.

Rozpatrzmy wedréwke punktu poczynajac od plaszczyzny I'. Punkt ten znowu
przebije t¢ plaszczyzng po czasie T, = 27/o;.
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Rys.13 Mapa Poincaré - przekréj torusa ptaszczyzng I'

o &=,
O 0 O O
T, 1 T ] T,

1 I
pTy =3T,

Rys.14 Ruch punktu w plaszczyZnie I" obserwowany co okres T,. Pomigdzy kolejnymi
potozeniami punkt wykonuje 5/3 obrotu, czyli w czasie 3T, punkt wykona 5 obrotéw a
potem ruch zacznie sie powtarza¢

Na rysunku 14 przedstawiono kolejne "zdjecia" stroboskopowe odlegle od
siebie o czas T,.

Rozpatrzmy odwzorowanie

¢n+] = ¢n +w -27. (154)

Dla w= %otrzymujemy kolejno

3
=¢,+=2m,
¢, =do 5 T
3 3
b, =49, +'5‘2"‘=¢o +2'§2n, (1.55)
¢5=¢0+3.21t’
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co oznacza ¢s = ¢omod 27, a w ogélnym przypadku
bq =bo+p-2m. (1.56)

Dla N-obrotow (patrz rys. 14) dochodzimy do definicji czgstosci kolowej rotacji
okreslonej poprzez (1.52).

Jesli punkt ¢; nalezy do orbity q-okresowej, generowanej przez odwzorowanie
(1.50) to zgodnie z (1.56) mamy

FR.Ry (¢a’) = ¢; +27p = ¢;(mod 2x), (1.57)

gdzie i = 1, 2,....q oraz Fy g, oznacza, ze ta funkcja zalezy od parametréw R, i R,.

Oznacza to réwniez, ze startujac z punktu ¢; wracamy do niego poprzez q iteracji, lub
po przesunieciu o kat 2np. Przy tej okazji warto powrdci¢ do interpretacji zwiazanej z
rys. 14. W tym samym punkcie odwzorowania znajdziemy si¢ po q obrotach (z
czestoscia ®;) lub po przesunieciu o kat 2np. Zgodnie z (1.51) mamy

F(§7) =0 +R, +R, sine), (1.58)
i obliczamy
dF(ﬁ) =1+R, cosd; (1.59)
d¢: 2 1° .

Cala orbita zlozona z punktéw ¢;, i = 1, 2,...,q bedzie stabilna, jesli kazdy z

punktéw ¢, bedzie stabilny, czyli:
q *®
TIj1+R;cosdi| <1 (1.60)
i=1

Rozpatrzmy najprostszy przypadek, gdy w = 1, czyli p=q= 1. Zgodnie z (1.58)
otrzymujemy
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b0 =¢o +R, +R, sin¢, (1.61)

R, = -R,sind,. (1.62)
Natomiast z warunku (1.60) mamy
|1+R2 cos¢;| <1 (1.63)

Dla R; <1 granice utraty statecznosci s3 osiagnigte, gdy
R, cosd, =0, (1.64)

czyli dla ¢, = £(n/2). Wobec tego zgodnie z (1.62) mamy, ze szerokosé pierwszego

jezyka Arnolda wynosi
R, =-R;sin¢, =+R,, (1.65)
co potwierdza obserwacja obszaru w okolicach 0 i 27 na rys. 14.

1.1.12. Diabelskie schody, drzewo Fareya i liczby Fibonacciego

W pracach [30-32] poddano podobnej analizie rozwazane wczesniej
odwzorowanie okregu w okrag dla réznych wartosci liczby rotacji w = p/qidla Ry < 1.
Okazalo si¢, zc kazdej wymiernej wartosci w i dla kazdego R; z rozwazanego
przedzialu q-okresowa orbita jest stabilna w pewnym przedziale parametru AR;(w,R,).
Natomiast dla [R,| = -1 okazalo si¢, ze suma tych wszystkich przedzialow dla
wszystkich wymiernych liczb w wynosi 27, co pokazano na rys.15 i wykres ten
nazwano diabelskimi schodami.

W strukturze z rys. 15 daja si¢ zauwazy¢ inne charakterystyczne cechy: (a)
dlugo$¢ przedzialéw odpowiadajacych danym wartoSciom p/q zwigksza si¢ z maleniem
q; (b) jesli wezmiemy dwie liczby w) = pi/q1 i w2 = p2/qz , to mi¢dzy nimi znajduje si¢

liccba wymiemna w=(p,tp;)/(q+q;). Na przyklad biorac w, = % 1w, =%
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otrzymujemy w =% 1 jest to liczba, ktorej odpowiada dlugos¢ przedzialu z rys. 15

pomigdzy w; i w», a jednoczesénie jest liczba wymierna o najmniejszym mianowniku
lezaca miedzy w; i w,. Konstrukcja ta umozliwia utworzenie tzw. drzewa Fareya, co

pokazano na rys. 16.

v I L l L3 I T I T
L s - :
i
- 1 3L° ]
| I ;-%é-l.- }
e | L =
P s ]
T 04 L *ﬁ -
¥ 112 ]
02| 13 .
] s h
0 1, { d I 1 i i :
° i m
R, —

Rys.15 Struktura odwzorowania okregu w okrag dla R, = -1 (tzw. diabelskie schody)

Interpretacja fizyczna rezultatéw z rysunku 15 jest nast¢pujaca: pojawia si¢ taka
synchronizacja ukladu, Ze zmiany parametru R, (a w ukladzie rzeczywistym czgstosci
®; 1 @;) w pewnym zakresie nie prowadza do zmian wielkosci p i q, a tym samym do
zmian czgstosci (okresu) orbity okresowej. Parametrom odpowiadajacym miejscom
ciemnym z rys. 12 dla R, < 1 odpowiada quasi-okresowa. Obecnie przedyskutujemy
mozliwos¢ aproksymacji dynamiki quasi-okresowej poprzez dynamike okresows, co
zwiazane jest z mozliwoscia aproksymacji liczb niewymiernych przez ciag liczb
wymiernych {33]. Ogolnie rzecz biorac dowolna liczba rzeczywista "a" moze by¢

reprezentowana przez utamek lanicuchowy [ao, a,, a3,...] 0 postaci

a=ag+ - , (1.66)

a,+
2 at..

przy czym liczby a; naleza do zbioru liczb naturalnych.
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Rys.16 Drzewo Fareya umozliwiajace wprowadzenie uporzadkowania pomiedzy
liczbami z przedziatu {0,1]

Dla liczb bedacych wymiernymi utamek laficuchowy jest skoriczony, a dla liczb
niewymiernych jest on nieskoriczony. W praktyce pojawienie si¢ duzej liczby a; w (1.66)
oznacza szybka zbiezno$¢ ulamka do tej liczby. Najwolniejsza zbieznoscia ulamka
charakteryzuje si¢ liczba w = (Jg-l)/2, ktéra jest liczba odpowiadajaca zlotemu
podziatowi. Odpowiada ona podzialowi odcinka o dlugosci L na dwie czgéci ¢ i L-¢
w taki sposdb, ze w = £/L = (L-£)/£. Liczba ta odgrywa wazna rol¢ w dynamice
chaotycznej i teorii fraktali, a jej ulamek lancuchowy jest nieskoniczonym zbiorem
sktadajacym sie z samych jedynek za wyjatkiem a, =1.

Dla 0 < w < 1 liczba "w" moze by¢ przyblizona utamkiem fasicuchowym

w=L=[a,a,,..3], (1.67)

L
S
przy czym ri i s, s3 liczbami naturalnymi obliczanymi kolejno ze wzoréw

= qhg vy, k=2 3,... (1.68)

Sk = aSe +S2, Kk=2,3,.. (1.69)
gdzie:n =1, 1,=0, so=1, 5,=a,.
Rozpatrzmy to na przykladzie liczby 1/ V2, da ktorej w =0.7071068...

Kolejno obliczamy a; = INT(1/w) = INT(1.4142...) = 1 (bierzemy tu czes¢ catkowita z
tak otrzymanej liczby). Nastepnie obliczamy
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a= I'N‘l{ hd ] = INT(2414215365) =2, (1.70)

I—Wal

a nastepnie a; jako

1-wa,
= —_— = 24142 =2 1.71
% l'NT[ w(l+aa,)-a, ] INT( 1)=2, (171

2y = [N_‘{ w(l +alaz)‘ a, ]] = lNT(2.414213439) =2 (1.72)

1+a,a, - w[al(l +2,3;) +2,

i mozemy kontynuowac ten proces obliczen: dalej.

Korzystajac ze wzoréw (1.68) i (1.69) otrzymujemy 1, = 2, s, = 3, 13 = 5,
§5=7;.....; 16=29; s¢= 41; 1; = 70; s, = 99. Koficzac obliczenia na sio6dmym wyrazie
widaé, ze 1/2 moze by¢ aproksymowane wielkoscia

w =L = 0707070707, (1.73)

K

co daje blad réowny w przyblizeniu 0.000036. W ogélnym przypadku prawdziwa jest
nieréwnosc

woXl<—— (1.74)

Dla przypadku ztotego podziatu mamy a, = 1

L =Ly th.,, (1.75)

S =S +8 k=234,.. (1.76)
gdzie: =1, 1,=0, so=1, s= 1. Obliczamy kolejno

R=n=1, n=nRn+n=2, B=rtnR=3, 1=35;..
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$H=2; §3=5+5=3; s53=53+5=5, s5=8... (.77
i otrzymane rezultaty moga by< wogélnione jako

Ik = Ixa + T, (1.78)

SE= Tya) = Iy + I (1.79)

Kolejne wyrazy ciagu liczb aproksymujacych w- definiujemy jako

L I I 1
wk=_L=L= . S —, (1.80)
Sk ) rk + l‘k_, 1+ k-1
L
ktére sa zbiezne do wartosci
W, = lim w, (1.81)
k-»00

przy czym ciagi (1.68) i (1.69) sa ciagami Fibonacciego. Zgodnie z (1.80) i (1.81)

otrzymujemy rownanie
1
We = , (1.82)
l1+w.,

ktorego jednym z pierwiastkow jest wlasnie (JE - 1) .

1.1.13. Znaczenie odwzorowar jednowymiarowych

W ogromnej wigkszosci przypadkéw dynamika ukladéw fizycznych opisana jest
rownaniami rézniczkowymi czastkowymi lub zwyczajnymi. Te pierwsze czesto
zastepuje si¢ (poprzez rézne metody redukcji) do ukiadu réwnan rézniczkowych
zwyczajnych. Nastgpnym etapem prowadzacym do dalszej redukcji zagadnienia jest
zastapienie réownan rozniczkowych poprzez odwzorowania. Opisana metoda
postgpowania polega na stosowaniu metod analitycznych.,

Inna niezalezna metoda badan polega na analizie dynamiki réznego rodzaju
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najprostszych odwzorowan, w tym wypadku jednowymiarowych, i w szczegélnosci na
probie mozliwie najgl¢bszego zrozumienia dynamiki chaotycznej w oparciu o takie
odwzorowania.

Jedli dysponujemy w szerokim zakresie wiedza dotyczaca dynamiki odwzorowan
jednowymiarowych, to wowczas dynamika (nawet zlozonych) ukladéw opisanych
réwnaniami réZzniczkowymi moze by¢ czasami zrozumiana poprzez odwzorowania
Jjednowymiarowe.

Metody analityczne natrafiaja na wiele ograniczen przy analizie dynamiki
nieliniowe), wobec tego w wigkszosci przypadkéw dokonuje si¢ analizy numerycznej. W
praktyce oznacza to zastapienie dynamiki ciaglej (zmienna niezalezna czyli czas w
réwnaniach wystepuje jako ciagly) poprzez dynamik¢ dyskretna (przy metodach
numerycznych warto$ci czasu sa wartosciami dyskretnymi). Okazuje sie, Ze istnieja
giebokie powiazania pomiedzy “"dynamika ciagla” i "dynamika dyskretna”. Przy
analizie numerycznej wykorzystuje si¢ metod¢ odwzorowan Poincaré. Zwiazki laczace
punkty otrzymane na plaszczyZnie Poincaré opisane sa poprzez réwnania réznicowe.
Dzigki wprowadzeniu takiego odwzorowania nie tylko obnizono wymiarowosé
dynamiki, ale ponadto w przypadku analizy dynamiki chaotycznej wprowadzenie
plaszczyzny Poincaré'go pozwolilo na eliminacj¢ ruchow okresowych do punktéw, co w
efekcie pozwala na skoncentrowanie uwagi tylko na dynamice chaotycznej. Dalszym
rozszerzeniem metody dyskretyzacji jest dyskretyzacja stanéw, np. poprzez
przyporzadkowanie liczbom tylko dwoch wartosci: zer tub jedynek (patrz paragraf 1.9)

Czgsto przy analizie odwzorowan dwuwymiarowych istnieje rowniez mozliwos¢
ich redukcji, a mianowicie wtedy, gdy takie odwzorowanie w jednym kierunku jest
silnie rozciagajace, a w drugim silnie $ciskajace. W tym przypadku moze sig zdarzyc,
ze punkty ulozg si¢ wzdluz jednej lub dwoch linii, i mozna rozpatrywa¢ odwzorowanie
jednowymiarowe jednej linii w druga.

Teraz rozpatrzymy przyklady dynamiki prostych ukladow fizycznych
sprowadzalnych do analizy odwzorowan jednowymiarowych. W ukladach nieliniowych
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z tarciem istnieje mozliwo$¢ pojawienia si¢ drgain samowzbudnych. Na rys. 17
przedstawiono taki klasyczny przypadek.

a) b) n(w) %

N —

k
O S

-
Ve

Rys.17 Uktad mechaniczny o jednym stopniu swobody: klocek le2acy na pasie
poruszajacym sie z predkoscia vy (a) | charakterystyka wspélczynnika tarcia (b)

Cialo o masie m (klocek) znajduje si¢ na tasmie o wspdlczynniku tarcia
zaleznym od predkosci wzglednej ciala i tasmy z charakterystyka przedstawiona na
rys. 17b) . Okazuje si¢, ze w zakresie predkosci wzglednych 0 <w <y polozenie
rébwnowagi klocka staje si¢ niestabilne. Pojawiaja si¢ drgania, ktore zaczynaja narastac
osiagajac cykl graniczny (orbitg okresowa). Réwnanie ruchu ukladu ma postac.

ms + kx = mgl o - aw +pw’} (1.83)

gdzie po prawej stronie wystepuja sily tarcia opisane analitycznie (patrz rys. 17b).
Rozwazania powyzsze wskazuja na istnienie tzw. ,,thumienia ujemnego” - odpowiada to
takim warto$ciom predkosci X, dla ktérych 0 <v, —x <y Zalézmy teraz, ze dla x=0
nastgpuje uderzenie, gwalttowna zmiana predkosci rachu w momencie, gdy x>a i
ponadto bedziemy zakladaé, ze dynamika zwiazana jest z opadajaca czescia
charakterystyki wspolczynnika tarcia [34]. Wéwczas dynamika rozpatrywanego ukladu
moze byé przyblizona réwnaniem

%-2hk+o’x =0, (1.84)

X,~-x_=-b, (1.85)
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gdzie X, ix_ oznacza odpowiednio predkosé po i przed uderzeniem o amplitudzie b, B
=0, o = k/m, 2h = g a drgania mierzone s od polozenia rownowagi statycznej mgk’!
= (Mo - Vo). Dynamika opisana rownaniami (1.84) i (1.85) moze by¢ przedstawiona za

pomoca odwzorowania

0, dia 0$y<3,
= q

y=qy+ a (1.86)
-b, dlay2—,
q

gdzie:

F=%, y=x20q=eh 5 (1.87)

Poréwnujac odwzorowanie (1.86) z (1.40) wida¢, ze jest ono logistyczne.
Ponadto polozenie y.-=b/(q-1)>a jest niestabilnym punktem stalym tego
odwzorowania. Dla y <y. pojawiaja si¢ drgania chaotyczne w przedziale zmian
a-b<y<a Powyzszy przyklad zwiazany byl z metoda analityczna, natomiast drugi
przyklad podany nizej nawiazuje do metod numerycznych.

Rozpatrzmy ruch wahadla o dlugosci ¢, masie m i masowym momencie
bezwtadnosci B (rys.18).

Rys. 18. Ruch plaski wahadia poddanego dziataniu momentu pary sit
M = Mj + Mycosamt
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Roéwnanie ruchu ma postac:
B¢ +co + mglsing = M, + M, cosot, (1.88)

gdzie c jest zastgpczym wspOlczynnikiem tlumienia wiskotycznego otoczenia.
Zakladajac mgl = B, rownanie to moze by¢ sprowadzone do postaci

¢+he +sing =M, +M, cosot, (1.89)
gdzie

h=%,M,=MB°—,M2=%. (1.90)

Dokonamy aproksymacji

¢= ‘t—::—?fl‘—, (1.91)

5 Pnn =29, + P (1.92)

(tn+1 - tn)(tn - tn—l) .
Po uwzglednieniu (1.91) i (1.92) réwnanie (1.89) przyjmie postac (patrz [18])
Paa1 =205 + Poy +HT(@, = @, y) + TP sing, = (M, +M,), (1.93)

przy czym: t, =Tn=y—n, T =2—n.
® ®

Po wprowadzeniu wielkosci

T{M, +M
R, =L_h_2)_,
hT=1-b,

1.94
R, =T, (159

z (1.93) otrzymujemy
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Pns1 ~ 2(pn +P,+ (l - b)((pn - (Pn—l) + RZSin(Pn = (1 - b)Rl (1.95)

Po wprowadzeniu nowych wielkosci réownanie (1.95) moze by¢ przedstawione w

postaci rownowaznej

L= brn - R2 Sin(Pn,

_ (1.96)
Pne1 = Pn +Rl _RZ s, +brn’

gdzie:
L =Py —Pp _Rl- 197

Mamy tu ciagle do czynienia z dwuwymiarowym odwzorowaniem, ale dla
bardzo duzego tlumienia i takiego, ze hT =1 otrzymujemy odwzorowanie
jednowymiarowe okregu w okrag opisane przez (1.50).

Na koniec warto podkreéli€, Ze istniejg i coraz bardziej sa popularne uklady
elektroniczne, konstrukcja ktérych oparta jest na zasadzie dzialania odwzorowan
jednowymiarowych, a ktére shizg do wytworzenia sygnalow chaotycznych do
okreslonych potrzeb aplikacyjnych [35].

1.1.14. Odwzorowania dwuwymiarowe

Z takim odwzorowaniem spotkaliémy si¢ juz w rozdziale poprzednim - podczas
analizy ruchu plaskiego wahadla poddanego dzialaniu zmiennego w czasie momentu.

Innym waznym dwuwymiarowym odwzorowaniem, ktéremu poswiccimy wigcej
uwagi jest odwzorowanie Hénona [36] , ktdre moze by¢ traktowane jako rozszerzenie

omawianego wczesniej odwzorowania logistycznego. Opisane jest ono rownaniem

Xn+1 =r-ax121+Yn’

(1.98)
Yne1 = bXy,

lub

(xy)—> (r —ax? +y,bx), . (1.99)
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gdzie a , b i r spelniaja rol¢ parametréw bifurkacyjnych. Jakobian odwzorowania (1.98)
Wynosi

-2
detl :x“ (l,l=-b, (1.100)

1 wobec tego dla ‘b] <1 uklad jest dysypatywny. Okazuje si¢, ze dla 0 <b<l, r=11
a > 0 odwzorowanie posiada dwa punkty stale okre§lone poprzez réwnania

. ~(1-b)2y/(1-b) +4a

2a

, Y1.2= -bxy2 . (1.101)

Te dwa punkty sa rzeczywiste, jesli a > (1-b)%/4, przy czym jeden z nich jest
zawsze niestabilny, a drugi jest niestabilny gdy a>0.75(1-b)* . Na bazie tego
odwzorowania rozpatrzymy bardzo wiele interesujacych elementow nieliniowej

1. Niechr=2.1,a=1,b= -0.3. Narys. 19 na plaszczyzZnie (x,y) przedstawiono
dziwny atraktor chaotyczny Hénona. Ponadto na kolejnych rysunkach od “a" do "d"
krzyzykami oznaczono orbity okresowe odpowiednio o okresach 1, 2, 51 10.

Metoda poszukiwania takich orbit polega na zastosowaniu metody Newtona lub

jej wariantéw [37-40] .

Jesli x- jest punktem stalym odwzorowania F(x,p) zaleznego od parametru p, to
spelnione jest rownanie:

xs = F(x.,p). (1.102)

Niech punkt x bgdzie lezat w poblizu punktu x.. Wprowadzmy macierz N
N = DF(x,p), (1.103)

ktorej elementami sa pochodne czastkowe wzgledem punktu x. Dokonujac linearyzacji
wokot punktu x otrzymujemy
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F(x,p) + Ndx = x + dx, (1.104)
skad znajdujemy
dx = N-D)'(x-F(x,p)), (1.105)

i powyzej 1 jest macierza jednostkowa. Wyrazenie x - F(x,p) = E oznacza blad obliczen,
ktory dla x = x- jest zerem (jest to warto$¢ dokladna). Okazuje si¢ ze metoda Newtona
nie zawsze umozliwia zmniejszenic blegdu w nastgpnym kroku obliczen.
Zmodyfikowana metoda Newtona pozwala na wybranie takiego przyrostu dx, ze jej

zbieznos¢ jest zachowana.

t '
y L] y L ]
P 3
H"'-l 7 " ] A 3 ..+4 5 A A -
) T p)
l# X l*
' . N + ' L]
Yy y
L, + e o
+ #
..+*i'+: 1 A 1 ﬁ’t‘y 2 1 X
T T e

Rys.19. Dziwny atraktor chaotyczny Hénona i punkty okresowe odwzorowania Hénona
(zaznaczone krzyzykami) o okresach: (a)1;(b)1,2;(c)1,2,5; (d) 1, 2,5, 10.

W przypadku orbit okresowych zaznaczonych krzyzykami na rys. 19 punkty
startu dla zmodyfikowanej metody Newtona wybierane byly w sposob losowy. Zostaly
znalezione 2 punkty o okresie 1 (a), 4 punkty o okresie 2 (b), 3 rézne orbity o okresie 5
(c), oraz 15 rdznych orbit o okresie 10. W tym ostatnim przypadku jako punkty startu
dla zmodyfikowanej metody Newtona wybrano losowo 9031 punktow. Warto zauwazyc,
ze wiele ze znalezionych orbit okresowych nie nalezy do atraktora chaotycznego.
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2. Nast¢pny przyklad wiaze si¢ z wykresem bifurkacyjnym. Na osi pionowej
odlozymy parametr b, natomiast na osi poziomej x. W rzeczywistosci jest to rzut
rodziny atraktoréw zalezny od parametru b na plaszczyzng (b,x), 0.1 < b < 0.3 (patrz
1ys. 20).

.2
o
0.6
e.18

b b 0.2
[ E-4
| ffes
.26
3 2
X —_—
b)
Rys. 20 Wykres bifurkacyjny dia odwzorowania Hénona i dla parametréw (a) r=1.3 ;
(b) =1.25

Dla r=1.3 dynamika chaotyczna odwzorowania "przerywana jest dla pewnych
wartoéci b oknami okresowos$ci (ktérych jest nieskoriczenie wiele), natomiast ze
zmniejszeniem 1 i dla b = 0.26 nast¢puje bifurkacja i znika ruch chaotyczny, a pojawia
si¢ ruch okresowy. Nastepnie kazda z "galazek" podwaja si¢ prowadzac przy dalszym
zmniejszaniu b do powstawania tzw. "pecherzykow" ruchu chaotycznego (rys. 20b).

3. W oparciu o odwzorowanie Hénona oméwimy pojecie basenéw przyciagania
atraktoréw. Basenem przyciagania atraktora nazywa¢ bedziemy taki zbiér wszystkich
warunkéw poczatkowych w przestrzeni fazowej, ktore beda "przyciagane" przez ten
atraktor, tzn. po "starcie” z kazdego z takich warunkéw poczatkowych trajektorie po
pewnym czasie znajda si¢ na atraktorze. Takie baseny przyciagania dla odwzorowania
Hénona przedstawiono na rys. 21.

Dla zbioru parametréw jak na rysunku istnieja trzy rézne atraktory. Jednym z
nich jest oo (obszar czarny), stabilna orbita okresowa o okresie osiem (obszar o kolorze
szarym) oraz dziwny atraktor chaotyczny, skladajacy si¢ na rysunku z dwéch czesci,
ktory "przyciaga" warunki poczatkowe z obszaru bialego.
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Rys. 21. Baseny przyciagania dla odwzorowania Hénonaidla a=1,r=1,b=0.48

4. Teraz oméwimy zagadkowe podobienistwo pomi¢dzy atraktorem Hénona i
rozmaito$cia niestabilna punktu stalego lezacego w obrgbie tego atraktora. Poprzez
stabilna rozmaito$¢ punktu stalego pewnego odwzorowania bedziemy rozumieli zbior
punktéw zmierzajacych do tego punktu przy liczbie iteracji dazacych do
nieskoniczonosci okre$lajacych odwzorowanie Hénona.

Natomiast przez pojecie niestabilnej rozmaitosci punktu stalego pewnego
odwzorowania bgdziemy rozumieli taki zbiér punktéw, ktére sa przyciagane przez
iteracje w odwrotnym kierunku (lub inaczej odpychane przy zastosowaniu tych
pierwszych iteracji).

Na rys. 22a przedstawiono chaotyczny atraktor Hénona, natomiast na rys. 22b
przedstawiono zbiér punktéw przyciaganych przy odwrotnej iteracji przez niestabilny
punkt staly o wspdlrzegdnych (0.855,0.898). Uderzajace jest tutaj podobienstwo
pomigdzy dwoma zbiorami. Uwaza sig, ze te zbiory sa jednakowe, ale nie zostalo to
udowodnione w sposéb $cisty (patrz np.[41])

5. Obecnie zwrécimy uwagg na podobienistwo pomiedzy basenem przyciagania
przez atraktor Hénona i atraktor bedacy nieskonczonoscia (o) (bc,dzie to zbior
punktéw, ktore przy iteracjach dazacych do nieskoriczonosci "uciekaja" w
nieskoriczono$¢ (rys. 23a)), a basenem przyciagania przez stabilny punkt staly lezacy w
obszarze atraktora Hénona (rys. 23b).
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Rys. 22. Atraktor Hénona dla a =1, r = 1.38 i b = 0.32 (a) oraz rozmaito$¢ niestabiina
punktu stategoo wspéirzednych (x,y) = (0.855,0.898) (b)

b)

Rys. 23. Basen przyciagania przez nieskoriczono$¢ (<) oznaczony kolorem czamym i
basen przyciagania przez atraktor Hénona (a) oraz basen przyciagania przez punkt
staly stabilny lezacy w obszarze odwzorowania Hénona, ktéry w przyblizeniu wynosi
(0.907,0.966) (b). Na obu rysunkach a i b zaznaczony jest réwniez atraktor Hénona

Obliczenia zostaly wykonane przy przyjeciu parametréw: a=1, b=-0.32,
r=2.10. Wida¢, ze w przyblizeniu basen przyciagania stabilnego punktu na atraktorze
Hénona miesci si¢ w basenie przyciagania atraktora chaotycznego Hénona.

6. Istnieje réwniez mozliwo§¢ pojawienia si¢ trajektorii chaotycznej znajdujacej
si¢ w obszarze ograniczonym w przestrzeni fazowej, przy czym wszystkie inne
trajektorie znajdujace si¢ w jej okolicy "uciekaja" do. nieskoriczonosci, czyli nie s3
ograniczone. Taki zbiér niezmienniczy nazywa¢ bedziemy siodlem chaotycznym
odwzorowania Hénona. Ten zbi6ér niezmienniczy i zwarty bedzie niestabilny, czyli
prawie wszystkie trajektorie z jego otoczenia beda si¢ oddala¢, a w rozpatrywanym
przypadku "uciekaé” do nieskoficzonoéi.
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Na fys. 24 pokazano przyklad niestabilnego zbioru zwartego i niezmienniczego
na ktérym lezy trajektoria chaotyczna. Obliczenia wykonanodlaa=1, b=04 i r=4,

X —»

Rys. 24. Niestabilny zbiér niezmienniczy zawierajacy trajektori¢ chaotyczng dla
odwzorowania Hénona

7. Z rys. 23 wynika, ze dla pewnych parametréw odwzorowania Hénona istnicjg
dwa atraktory przyciagajace zbiory warunkéw poczatkowych. Jednym z nich jest basen
warunkdw poczatkowych przyciaganych przez atraktor chaotyczny Hénona, a drugim
jest basen warunkow poczatkowych "uciekajacych” z czasem do nieskorficzonosci, lub
tez przyciagany przez nieskoriczonos$¢. Istnieja punkty nalezace jednoczesnie do obu
granic basenéw warunkdw poczatkowych i ktore nie sa przyciagane przez zaden ze
wspomnianych atraktoréw [40]. Taka ograniczona trajektoria zostala pokazana na rys.
25dlaa=1, b=-03, r=2.12.

:
b +
y [ ]
] .
*
:z"i:z ‘# -1 (3 1 2
X —e

Rys. 25. Graniczna trajektoria (zaznaczona krzyzykami) nalezaca do granic basenéw
przyciagania przez atraktor Hénona (zaznaczony punktami) i atraktor lezacy w
"nieskoriczonosci”.
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8. W tym przykladzie w oparciu o odwzorowanie Hénona zilustrowana zostanie
droga prowadzaca do chaosu poprzez podwajanie okresu. Wyniki obliczen

przedstawiono na rys. 26a, bic.

3
s ey X1

l —
<)
Rys. 26. Wykres bifurkacyjny ilustrujacy kaskade podwajania okresu prowadzaca do
chaosu (a) ; okno z wykresu (a) dla 1.06 <r < 1.12 (b) oraz wyktadnik Lapunowa
odpowiadajacy (b) rysunkowi (c)

Na pierwszym z nich widaé¢ droge prowadzaca do ruchu chaotycznego poprzez
kolejne podwajanie okresdw drgan. Na podstawie rys.26a i b mozna policzy¢ wartosci
kolejnych stosunkow dlugosci krzywych pomigdzy punktami bifurkacji, ktére wynosza;
dy/dy=4.33, diJdg=4.42, dgfd;s=4.54 i jak wida¢ daza do stalej Feigenbauma
wynoszacej w przyblizeniu 4.67. Na rys. 26¢ przedstawiono wykres zmian wykladnika
Lapunowa A w relacji do rys. 24b, tzn. dla takiego samego przedzialu zmian parametru
r. Tam gdzie jest on dodatni, tam wystgpuje chaos.
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1.1.15. Odwzorowanie Ikedy

Odwzorowanie Ikedy opisane jest rOwnaniem
zp+ czzcxp[i(c, - c,(l + z’)A)], z = xHy, X, yeR, i*=-1. (1.106)

Na rys. 27 przedstawiono trzy kolejne iteracje elipsy znajdujacej si¢ w prawych
gornych rogach rysunkow dla nastgpujacych wartosci parametrow: p = 0.5, ¢;=0.4,

c2=0.9, ¢;=6. Kolejne iteracje elipsy coraz wyrazniej uwidoczniaja dynamike
chaotyczng.

Rys. 27. Pierwsza (a), druga (b) i trzecia (c) iteracja elipsy przedstawionej w prawych
gémych rogach rysunku dia odwzorowania lkedy
Rozpatrzmy teraz dynamike¢ odwzorowania (1.106) dla tych samych parametréw
co poprzednio, przy czym teraz iterowana elipsa jest przesunigta w lewo w stosunku do
sytuacji poprzedniej (rys.28). Jak wida¢ z tego rysunku dynamika chaotyczna

uwidacznia si¢ tutaj znacznie wczesniej.
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Rys. 28. Pierwsza (a) i druga (b) iteracja elipsy dla odwzorowania Ikedy
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Rys. 29. Pierwsze iteracje elipsy dla ré2nych wartosci parametru p: a) 0.6 ; b) 0.7 ; ¢)
08;d)09;e)1 :
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)

-2

2.5

2S5 o 9.5 1 1.5 2

X —»
Rys. 30. Orbity okresowe o okresie 3 przy zmianie parametru p w przedziale
0.9 < p < 1.9 dia odwzorowania lkedy

Natomiast na ostatnim rysunku (rys. 29) przedstawiono tylko pierwsza iteracje
elipsy, tym razem lezacej na poziomie y=0.5, dla réznych wartosci parametru
kontrolnego p. Wzrost parametru p od 0.5 do 1.0 wptywa na pogl¢bienie dynamiki
chaotycznej odwzorowania Ikedy.

Rysunek 30 przedstawia trzy analogiczne krzywe dla nastgpujacych parametrow:
=04, =09 1 c3=6, przy czym podczas wykonywania obliczei parametr p
zmienial si¢ w przedziale od 0.9 do 1.9. Jest to orbita okresowa o okresie 3 (dla jednej
ustalonej wartoéci p na wykresie otrzymali$émy tylko trzy rézne punkty). Stabilnos¢

kazdej orbity ulega zmianie ze zmiang parametru p.

1.2. Uklady dynamiczne opisane réwnaniami rézniczkowymi
zwyczajnymi

1.2.1. Wprowadzenie

Aby jednoznacznie okresli¢ ewolucje w czasie interesujacego nas procesu w
przyrodzie nalezy dysponowa¢ wiedza dotyczaca zaleznoéci funkcyjnych miedzy
funkcjq opisujacq ten proces i jej pochodna (lub jej pochodnymi) oraz dodatkowo nalezy
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dysponowa¢ warunkami poczatkowymi. Zalezno$¢ funkcyjna pomiedzy nieznang
funkcja t jej pochodna nosi nazwg réwnania rozniczkowego. Obecnie bardzo trudno
wyobrazi¢ sobie rozwdj wielu dziedzin nauki bez znajomosci teorii rownan
rozniczkowych. Istnieje wiele kierunkéw rozwoju wspolczesnych teorii réwnan
rozniczkowych oraz rbéine metody ich nauczania w zaleznosci od potrzeb
uwarunkowanych kregiem odbiorcow. W tym rozdziale zajgto si¢ jedynie ukladami
rownan rozniczkowych opisujacych dynamike prostych ukladéw zdeterminowanych
fizycznych pod katem dynamiki chaotycznej. Szersze omodwienie dynamiki
chaotycznych prostych oscylatoréw mozna znalez¢ w pracy W. Szempliniskiej [42].

1.2.2. Oscylator autonomiczny

Rozpatrzmy drgania prostego ukladu mechanicznego o jednym stopniu swobody
(rys. 31). Na rys. 31 cialo 0 masiec m posiada mozliwos¢ ruchu tylko w kierunku
pionowym, co okresla jego ilo$¢ stopni swobody.

%

) .?—éc.(y)

Z

y

Rys. 31. Drgania uktadu autonomicznego o jednym stopniu swobody

Rownanie ruchu ukladu z rys. 31 ma postac
m +cy(y)y +fi(y)y =0, (1.107)

gdzie ,, -my ” jest sila bezwladnodci, ,, ¢, (y)y ” jest sila pochodzaca od ttumienia

oraz fi(y)y” jest sila generowana przez nieliniowy spr¢zyn¢. Nazwa autonomiczny
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pochodzi stad, ze po wprowadzeniu warunkéw poczatkowych uklad jest pozostawiony
sam sobie - nie oddzialuje na niego Zzadne zewngtrzne wymuszenie. Po podzieleniu

(1.107) przez ,, m” otrzymujemy
y+c(y)y +£(y)y =0 (1.108)

Okazuje sig¢, ze dla powyzszego rownania mozna poda¢ warunki, przy ktérych
polozenie rownowagi y=y, jest niestabilne i istnieje stabilne rozwiazanie okresowe. S3
one nastepujace: a) obie funkcje ¢ i f sq ciagle ze wzgledu na y oraz c¢(0) <0; b)

¥i(y) >0 dla y#0; c)F(y)-w, gdzie F(y)= j':(z)dz (przypadek c¢=0 zostal np.

szczegblowo rozpatrzony w pracy {7]).
Szczegdlnym przypadkiem réwnania (1.108) jest rownanie
y=x,
(1.109)
X=a(l—y2)x—by“, a>0,b>0.

Dla n = 1 réwnanie to nazywamy réwnaniem van der Pola i opisuje ono drgania
samowzbudne w ukladzie z rys. 31. Poniewaz polozenie réwnowagi ciala o masie m jest
niestabilne, to nieskoniczenie mate zaklécenie spowoduje drgania ukladu, ktére beda
narastac az do osiagniecia orbity okresowej (drgan ustalonych).

Jezeli w rownaniu (1.108) c=2h=const i f=o,’=const to otrzymamy
rownanie drgan swobodnych o postaci:

§+2hy +aly =0. (1.110)

Rozwiazaniem szczegélnym takiego réwnania jest

it

y=¢ (1.111)

i po podstawieniu (1.111) do (1.110) otrzymujemy tzw. rownanie charakterystyczne o
postaci
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P +2hr+al=0. (1.112)
z ktorego wyznaczamy pierwiastki
n=-~-hztij, (1.113)

gdzie:

A=qyod-ht, P#=-1. (1.114)

W przypadku l o | <|h | ruch uktadu nie Jjest ruchem drgajacym.
Jesli jako rozwiazanie ogdlne wezmiemy kombinacje dwoch jego rozwiazan
szczegolnych
er,t + er,l er‘t - erzt

y=A=———+B——, (1.115)

to otrzymamy nast¢pujaca posta¢ rzeczywista y(t) opisujaca przemieszczenie
wspomnianego ukladu o jednym stopniu swobody

y = ¢ ™(AcosAt + BsinAt). (1.116)

Przebieg takich drgan ilustruje rys. 32.

YA

(AT
N \\

N

-
T 3 T=A

Rys. 32. Przebieg gasnacych drgan swobodnych uktadu o jednym stopniu swobody
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Na rys. 32 zaznaczono okres czasu T jaki uplywa pomiedzy pojawieniem sig
kolejnych maksymalnych wychylent. Zaleca si¢ czytelnikowi sprawdzenie, ze jest on
wielkoscia stalq i rdéwna 27/,

1.2.3. Oscylator nieautonomiczny liniowy

Je$li na uklad o jednym stopniu swobody dziala wymuszenie harmoniczne, a sily
thumigce oraz sila pochodzaca od oddzialywania sprezyny sa liniowe, to dynamika
takiego ukladu opisana jest rOwnaniem

my +cy +ky = Pcosot, (1.117)

gdzie ¢ jest wspdlczynnikiem thumienia wiskotycznego, k jest wspoiczynnikiem
sztywnosci sprezyny, a P jest amplituda sily wymuszajacej o czgstosci . Uklad (1.107)
jest ukladem nieautonomicznym, bo oddzialuje na niego zewngtrzne wymuszenie
Pcosat (zainteresowanego czytelnika ukladami drgajacymi o jednym stopniu swobody
odsylamy do wielu klasycznych podrecznikéw poswigconych teorii drgan, a w tym i
pracy autora (9], tutaj ograniczymy si¢ tylko do analizy rozwigzania okresowego o
czestosci ®). Wspomnimy tu jedynie tylko o zjawisku rezonansu, ktéry zachodzi dla
czestosci wymuszenia o bliskiej lub rownej czgstosci drgan wlasnych oy = J—E Np.

przyc= 0 i © = o, amplituda drgan rosnie do nieskoriczonosci. Dla ® # oo réwnanie

(1.117) przyjmie postac
§+aly =qcosot. (1.118)

gdzie

a0=%, q= (1.119)

Blv

Podstawiajac rozwigzania szczeg6lne o postaci

y = a cosot (1.120)
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do réwnania (1.118) otrzymujemy

a=—3— (1L.121)

oy~

Z tej ostatniej rownosci widaé, zea - o dla oy —> .
Réwnanie (1.121) mozna przeksztalcié do postaci

g

(1.122)

gdzie: x,. = P/k i wykres v(o/o,) przedstawiono na rys. 33.

Rys. 33. Wykres rezonansowy dia ukiadu bez tumienia

Jesli @ <oy to ruch ciala 0o masie m i zmiana sily wymuszajacej sq w fazie,
natomiastdlam>aosaonewprzeciwfazie.

Réwnanie ruchu ukladu nicautonomicznego z “liniowym* tlumieniem i
~liniowa" sztywnoscia przyjmie posta¢

my +cy +ky = Pcosot, (1.123)
ktére sprowadzamy do postaci

§+2hy +a.gy = qcosot, (1.124)
gdzie
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=S, a2-X q4-F (1.125)
m m m

Poszukujac rozwigzania (1.124) o postaci
y = Acosat + Bsinat (1.126)
podstawiamy (1.123) do (1.124) a nast¢pnie przyréwnujemy wyrazy stojace przy sinot i

cosot otrzymujac dwa réwnania, z ktérych znajdujemy A i B. Rozwiazanie (1.126)
moze by¢ przedstawione réwniez w postaci

y = acos(ot+p), 1.127)
gdzie
a= \‘A2 +B% = % - ! ,
Qo 2 2 2
(T4
g oo/ \ay
N ,ho
p=amtg— = arctg Zo Zo (1.128)

Wprowadzajac jak poprzednio v = a/x; mozna zbudowaé wykres v = v(®/a),
gdzie h/ao wystepuje jako parametr (rys. 34). Z wykresu tego wynika, ze maksymalne
warto$ci amplitd ukladaj si¢ wzdluz krzywej zaznaczonej linia przerywana.

1.2.4. Oscylator nieautonomiczny o réinych potencjalach V(y)

Wyobrazmy sobie, ze kulka (punkt materialny) znajduje si¢ w naczyniu, ktérego
przekrdj zaznaczono na rys. 35.

Réwnanie ruchu kulki ma postaé

dv(y)
dy

V+cy+ = Fcosot. (1.129)
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Potencjal V(y) moze posiada¢ dwa minima i jedno maksimum, jak to jest
przedstawione na rys. 35 lub tez moze przybierac inne ksztalty (rys. 36).

Rys. 35 jest dobra fizyczna interpretacja réwnania (1.129) tylko wéwczas, gdy
»kulka” nie odrywa si¢ od linii V(y).

Jesli potencjal opiszemy rownaniem

2 4
V(y) = %J%, (1.130)

PERTE e
F coswt

y

Rys. 35. Ruch kulki w naczyniu wzdiuz potencjatu V(y)
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)
v V() ) V@)

Rys. 36. Typowe ksztaity potencjatu V(y)

to przypadkowi z rys. 35 odpowiada potencjal z o <0 i § > 0, natomiast dla potencjatu
Z 1ys. 36a mamy o > 0 i B > 0, oraz dla potencjatu z rys. 36bmamy o« >01if§ <0,
Rozwazmy najpierw przypadek braku wymuszenia i braku tlumienia w
analizowanym ukladzie. Woéwczas dynamika ukladu jest opisana réwnaniami
sz x,
)" 3 (1.131)
x=-oy-fy.
Poszukajmy polozen réwnowagi kulki. Wéwczas y =% =0 i z réwnan (1.131)
otrzymujemy .

x=0,

, (1.132)
y(o+y?) =0,

co pozwala - na znalezienie trzech polozen' réwnowagi: (¥o,Xo) = (0,0) oraz
(%0,¥0) = (:t %,0) . Zbadajmy stabilnos¢ kazdego ze znalezionych polozen

rownowagi. W tym celu przyjmijmy, ze 3, i 8, sa malymi zaburzeniami odpowiednio
dla xo i yo 1 mamy

X = Xy +0x,

(1.133)
Y =Y, +9y, .

co po uwzglednieniu (1.131) prowadzi po linearyzacji (czyli po pozostawieniu tylko
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czlondw liniowych ze wzgledu na 5, i 5, ) do réwnart

et (1.139)
8x = -a.Sy - 3ﬂy°8y

Rozwiazan (1.124) poszukamy o postaci:
B =Xe™, (1.135)
&y = YeM, ’

co po podstawieniu do (1.13%) prowadzi do réwnania

-1 A
A o+ 3By:

0, (1.136)

z ktérego wyznaczamy nastepujace pierwiastki

Az = :kJ-a—3By§. (1.137)

Rozwazmy dalej przypadek przedstawiony na rys. 35. Wowczas dla (0,0) mamy
A2 =1J-a , a poniewaz a <0, to pierwiastki sa rzeczywiste i rézmych znakéw.
Polozenie (0,0) jest siodlem. Szersza klasyfikacja punkiéw osobliwych podana jest w
klasycznych podrecznikach poéwieconych teorii drgaf, a w tym takze w pracy autora
{71). Dwom pozostalym polozeniom réwnowagi odpowiadaja wartoéci wlasne

(1.138)

ktére s3 wartoSciami urojonymi. Te polozenia réwnowagi s3 punktami
osobliwymi typu srodek. Polozenie (0,0) nazywamy hiperbolicznym, a pozostale
polozenia réwnowagi sa typu eliptycznego. Trajektorie fazowe wraz z punktami
osobliwymi przedstawiono na rys. 37.

Na szczegbling uwagg zasluguja tu dwie trajektorie fazowe zamknicte w ksztalcie
petli ésemki. Trajektorie wychodzace z punktu siod!owégo 0 i do niego powracajace
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jektoria (orbita) homoklini Orbity homoklini isad
analitymi_ewpomcidwéchnaswpujqcychrbwnaﬂ

ya(t)= J:—;E sec{tV=a(t-1,))
xu(t) = -aJ% sec B/t - 1)) tanb{ 4t - 1)),
gdzie czas t jest p.arametnmlwmr (1.139) jest nie tylko parametrycznym réwnaniem

orbit homoklinicznych, ale réwniez rozwiazaniem réwnania (1.131) odpowiadajacym
separatrysom Zrodia. '

(1.139)

Rys. 37. Trzy punkty osobliwe oraz ohcnjqceh trajektorie fazowe

1.2.5. Funkcja Mielnikowa i chaos

Podstawowa idea metody Mielnikowa [5] jest wykorzystanie rozwigzania
calkowalnego niezaburzonego ukiadu dwéch réwnanh rézniczkowych do rozwiazania
zaburzonego ukladu réwnan. Niech dynamika ukladu bedzie opisana réwnaniami:

x =fi(x,y) +eg,(x.y.1),

1.140
¥ =,(x,y) +eg,(x,y.1) (1.140)

Parametr € > 0 zwany malym parametrem jest wielkoscia € <<1 i podkresla
“malos¢"” zaleznych od czasu zaburzen g; (i = 1,2). W takim ukladzie moze pojawi¢ si¢
ruch chaotyczny, a zbiér parametréw przy ktérych on si¢ pojawia moze by¢ wyznaczony
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W oparciu o ponizej opisang metode.

Dla £ =0 uklad niezaburzony posiada dwie orbity homokliniczne H(t) do
punktu siodlowego (0,0). Wnetrze orbit homoklinicznych wypelnione jest
jednoparmetrowa rodzing orbit okresowych H'(t) o okresach T, zaleznych od parametru
¥ € (y1,0) - patrz rys. 37. '

Jedli e # 0 rozmaito$¢ (tutaj krzywa) wychodzaca z punktu siodlowego i do niego
powracajaca nie musza si¢ zamknac w jedna krzywa, co bylo przedstawione na rys. 37.
Moga one miec¢ tylko jeden punkt wspdiny, tj. siodlowy, ‘lub‘tez moga sie przeciaé, tj.
mie¢ jeszcze jeden punkt wspdlny. Okazuje si¢, ze istnienie takiego dodatkowego
punktu przecigcia pociaga za soba istnienie nieskonczenie wielu takich punktow. Jesli
w ukladzie (1.140) funkcje wymuszajace g; (i = 1,2) sq okresowe ze¢ wzgledu na czas,
natomiast funkcje f; (i = 1,2) posiadaja orbit¢ homokliniczng (jak na rys. 37) to funkcja
Mielnikowa okreslona jest nastgpujacym rownaniem:

M(‘°)=ei{(f‘["ﬂ"(«-*o)’Yﬂm-'o)]32["**"_(!-%)'”{"“"o)"D

- fl[xﬂ"(t—zo)’yH°(z-zo)]g\[xH°(t—to) ’yH"(t—lo)’t]}dt‘

Jesli funkcja M(ty) nie przyjmuje warto$ci zerowych, to wowczas rozmaitosci

(1.141)

stabilne i niestabilne poza punktem siodlowym nigdzie si¢ nie przecinaja. Jesh
natomiast rownanie M(to) = 0 ma rozwiazania, to do takiego dodatkowego przecigcia
dochodzi.

Powr6émy teraz do rownania (1.129) i potencjahu (1.130).

Rownanie ruchu oscylatora przy takim wyborze potencjatu przyjmie postac

y=x,

3 (1.142)
x=—-ay - Py’ —ecx +€Fcosot,

gdzie teraz ec i eF podkre$laja "malos¢" wyréznionych parametrow.

72



Tajemnice nieliniowej dynamiki Chaos

Przyjmujac
fi=x, fh=-ay-py’,
gi= 0, g»=¢e(Fcosot—cx), (1.143)

i korzystajac z (1.141) otrzymujemy

4c" —a
M(ty) = —-— + 7Fo J——S‘E%—- (L144)

Funkcja M(tp) zmienia znak przy nast¢pujqcym zwiazku mi¢dzy parametrami

4° (o)’ ;n[ ] (1.145)
3nmJ—_

%3 15
1 ]
1 X} ’ (X ]
x | x |*
He.s bo.5
n -1
K] [1.s
e A Y 9.5 9 935 1 .15 2 2 =13 -1 .3 0 5 1 15 2

y —~ y — a)
Rys. 38. Trajektoria fazowa (a) i mapa Poincaré (b) dia oscylatora Duffinga opisanego
réwnaniem (1.132)

Weimy do rozwazan nastgpujace parametry: c= 0.8, a=-12, B =100,
® = 3.3. Warto$¢ ostatniego parametru obliczamy ze wzoru (1.145) otrzymujac
F =1.3295. Réwnania (1.142) rozwiazano dla podanych parametréw numerycznie, a
wyniki symulacji numerycznej przedstawiono na rys. 38.

Z rys. 38 wida¢ wyraznie, jak trajektoria fazowa "przeskakuje” w sposéb
przypadkowy pomigdzy dwoma punktami odpowiadajacymi minimum dwoch dotkow
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potencjalu V(y). Na rys. 38b przedstawiono dziwny atraktor chaotyczny na plaszczyznie
w postaci nieskonczonego zbioru punktéw, przy czym odleglo$¢ w czasie pomiedzy
dwoma kolejnymi punktami wynosi T = 2n/@ (jest to mapa Poincaré).

Na rys. 39 przyjeto jako kontrolny parametr amplitud¢ sily wymuszajacej F
(pozostale parametry bez zmian) i wykreslono wartosci maksymalnego wykladnika
Lapunowa dla 1 < F < 2. Wida¢, ze dla F = 1.33 pojawia si¢ chaos, a potem znika w
okolicach F =1.62.

=2 =15 -1 3 e 8.5 1 15 2

A —

Rys. 39. Przebieg zmian wykladnika Lapunowa w funkcji parametru F
dla oscylatora (1.142)

-2 -1.5 -1 —0S o 8.5 1 15 2

X —

Rys. 40. Dziwny atraktor chaotyczny odkryty przez Uede
Rozpatrzmy jeszcze przypadek potencjatu, dla ktérego oo =0 i B > 0. Przypadek
ten byl w szczegélnosci analizowany przez Uedg [44]. Mapa Poincaré dla oscylatora

(1.129) i dla parametréw c = 0.05, =0, =1, o =1 i F=17.5 zostala pokazana na
1ys. 40.
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Przedstawiony dziwny- atraktor chaotyczny bywa czgsto nazywany atraktorem
"japonskim".

1.2.6. Dynamika wahadla wymuszanego zewn¢trznym momentem

Rownanie ruchu plaskiego wahadla o masowym momencie bezwladnosci
B = mI?, wspolczynniku oporu powietrza ¢ wymuszonego momentem M = M,cosot ma
postac (patrz rys. 18)

B¢ = —mglsing-c,¢+M, cosot. (1.146)
Po podzieleniu przez B otrzymujemy
¢ +cp+psing = Fcosot. (1.147)

gdzie: c=cy/B, p=mgl/B, F=M,/B.
Przy ¢=F=0 uklad posiada nieskoficzenie wiele polozen rdéwnowagi

okreslonych rownaniem
(9,9)=(kn0), (1.148)

gdzie k jest liczba catkowita.
Rozpatrzmy przypadek c¢=0.2, =1, o =0.38. Nastgpnie jako
kontrolny parametr weZmiemy F, ktére bg¢dziemy zmienia¢c w przedziale

05sF<2.0.

1.8

1.6

L
' ¢
i .
[ X ] -
LX)
e 4 =1 ) 1 2
A —

Rys. 41. Przebieg zmian wartoéci maksymainego wykiadnika Lapunowa A w funkcii
parametru F
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Z rys. 41 widaé, 2e w duzym obszarze zmian parametru F wykladnik
Lapunowa jest dodatni, co §wiadczy o dynamice chaotycznej wahadla. Okazuje
si¢ jednak, ze wyrazna chaotyczna dynamika tego wahadla ma miejsce dla
o=1, F=24 ¢c=02, p=1

Mape Poincaré atraktora dla tych parametréw przedstawiono na rys. 42.

L
—
Rys. 42. Dziwny atraktor chaotyczny otrzymany na drodze symulacji réwnania (1.147)
opisujacego dynamike wahadta

1.2.7. Oscylator van der Pola z okresowym wymuszeniem zewn¢trznym

W paragrafie 1.2.2 rozwazaliimy oscylacje samowzbudne oscylatora
autonomicznego o jednym stopniu swobody. W takim ukladzie nie moze pojawié sie
ruch chaotyczny. Mozliwos¢ taka istnieje, jezeli na taki oscylator dziala dodatkowo
wymuszenie okresowe zewngtrzne. Rozpatrzmy wiec réwnanie opisujace dynamike

oscylatora van der Pola i z wymuszeniem zewngtrznym o postaci
i&—cx(l—xz)x+ax+ﬁx3 =Fcosot. (1.149)

Niechc=0.1, B=1, F=6, o=1 Tym razem jako parametr
kontrolny wybierzemy a  (rys. 43). Dla o = 3.8 punkty mapy Poincaré (po
pominig¢ciu stanu nieustalonego) ukladaja si¢ wzdluz zamknigtej krzywe;j.
Swiadczy to o pojawieniu sie orbity quasi - okresowej o dwoéch
niewspolmiernych czgstosciach, z ktérych jedna jcs_t rowna o. Atraktor quasi-
okresowy znika przy malej zmianie o i dla o = 3.2 istnieje stabilna okresowa
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orbita przedstawiona na rys. 43b. Jednoczesnie na tym rysunku wybrany zostal
jeden z punktéw nalezacy do tej orbity z uwzgl¢gdnieniem poprzedzajacego go
stanu nieustalonego (kolejne punkty daza do niego przy t — +x). Dalsze
zmniejszanie o powoduje zajscie bifurkacji podwojenia okresu i nowo powstala
orbite okresowa przedstawiono dla o = 0.3 na rys. 43¢. Na kolejnych czterech
rysunkach od 43d do 43g wida¢ kolejne orbity bedace wynikiem podwajania
okresu tych poprzednmich. Wreszcie dla o =0.1 przedstawiono pelna
chaotyczna dynamike tego oscylatora w oparciu o rzut rozwiazania rownania

(1.149) na plaszczyzne (%,x) (rys. 43h i 43i).

-1

et 18- T § -5 o [ % S | 1.5

805¥/s .. _
|

T GERER VR W g U TGRRm W S N NS (GUn—— s = —_—es

-1.5 -t .5 ¢ [ 1 1.5

c)
Rys. 43. Mapa Poincaré (a, b) oraz rzut rozwigzania réwnania (1.149) na

ptaszczyzne (‘( x) dia oscylatora van der Pola z wymuszeniem zewnetrznym dla
réznych wartosci wspéiczynnika a: a) 3.8, b) 3.2, ¢) 0.3

X —e
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b

[ e iy e s

Rys. 43. (c.d.). Mapa Poincaré (i) oraz rzut rozwigzania réwnania (1.149) na
plaszczyzne ()'(, x) dia oscylatora van der Pola z wymuszeniem zewnetrznym dia
réznych wartosci wspéiczynnika a: d) 0.8 ; ) 0.15; f) 0.146 ; g) 0.14; h) 0.1 ;i) 0.1.
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1.2.8. Atraktor Lorenza

Niewatpliwie przelomowy prac¢ w dziedzinie dynamiki chaotycznej napisal
Edward Lorenz {45]. Model Lorenza to uklad trzech réwnant nieliniowych
rozniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu. Teraz wyprowadzimy te réwnania w
oparciu o stary problem Rayleigha - Bénarda (proces wyprowadzenia réwnan moze by¢
réwniez pomini¢ty przy czytaniu bez uszczerbku dla naszej dalszej analizy dotyczacej
dynamiki chaotyczne;j).

T, /ﬂﬂ

AT v

T,

X

Rys. 44. Schemat procesu konwekcji Rayleigha - Bénarda sluzacy do wyprowadzenia
réwnafi Lorenza

Niech pomigdzy dwoma nieskoficzenie dlugimi plytami odleglymi o H znajduje
si¢ ciecz (rys. 44). Ciecz podgrzewana jest od dolu. Niech u oznacza predkosé
czasteczek cieczy, T, niech bedzie polem temperatury, p, polem gestosci i p, ci$nieniem,
przy czym T, odpowiada pg i g jest przyspieszeniem ziemskim. Temperatura, gestosé i
ciSnienie ulegaja zmianom wedlug nast¢pujacych wzoréw (dla u = 0), AT jest
przyrostem liniowym temperatury.

Z
T(z) =T, +AT- (ﬁ) AT,

ps(z) = pO[l - oc(T,(z) - To)], (1.150)
Vps(2) = -p:(2)ez

gdzie Z jest wektorem normalnym w kierunku z. Najpierw (tzn. przy matym
dostarczeniu energii cieplnej), nastgpuje konwekcja laminarna. Nastepnie

tworza si¢ stabilne wiry, przy czym przyrost temperatury jest nieliniowy o
postaci
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o(x,y.z t)=T(x,y,zt)-T,(z). (1.151)

Predko$¢ u zmienia si¢ w czasie i dynamika ruchu cieczy opisana jest

nast¢pujacym ukiadem réownan rézniczkowych czastkowych
) + (u- V)u =aOgz - (-1—) Vop +vV?u,
ot Po

%?—+(u-v)(~) = xvze-u,(ﬂ),

H (1.152)

Vu=0.
Powyzej 8p oznacza zmiang¢ ci$nienia w stosunku do stanu konwekcji, v jest
wspdlczynnikiem kinematycznej wiskotycznosci cieczy, o jest stala termiczng procesu

dyfuzji, a V* jest operatorem Laplace'a. Poniewaz u, = 0, to pozostale skladowe wektora
predkosci moga by¢ otrzymane z réwnan:

, - 1.153
% 2T o (1.153)
Ponadto Lorenz wprowadzil nastepujace warunki brzegowe:

0(0) = ©(H) = w(0) = w(H) = V2y(0) = V*y(H) = 0. (1.154)

Funkgcji rozkiadu temperatury @ oraz funkcji strumienia przeptywu y mozemy
poszukiwa¢ w postaci nast¢pujacych szeregéw Fouriera:

oy, 1) = ésm(m)e (%),

, (1.155)
w(xy,zt) =3 sin(jrz)y(x,1).

=1

Lorenz ograniczy} si¢ w dalszych rozwazaniach do przyjecia tylko trzech

podstawowych rozwiazan ukladu (1.152) i po uwzgl¢dnieniu warunkéw brzegowych
otrzymat
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T O )l 50|
s P g 2 )

H 3

®(x, z, t) =

(1.156)

gdzie R, oznacza liczb¢ Rayleigha, a R, jest jej wartoscia krytyczna:

3
3 n*(1+a®
JogHAT o ( 2 ) . (1.157)
bAS a

R,

X,Z i Z sa amplitudami zaleznymi od czasu trzech kolejnych postaci zatozonego
rozwigzania. Réwnania Lorenza otrzymujemy podstawiajac (1.156) do rownan (1.152).
Maja one postac:

dX

&L sy~

= c( X),

Y _ 7y X-Y, (1.158)

dr

9£= XY -bZ,
dt

przy czym

(1.159)

Podczas symulacji komputerowej powyzszych réwnan Lorenz dostrzegl
nieregularne oscylacje dla pewnych parametréw tej mocno uproszczonej wersji modelu
fizycznego. Zauwazyl réwniez w plaszczyznie (X,Y) pewna figure geometryczna
przypominajaca nieco ludzka nerkg. Punkt fazowy wedrowal okrazajac lewa lub prawg
nerke, przy czym przeskoki od jednej do drugiej odbywaly si¢ przypadkowo i nie mozna
bylo ich przewidziec.
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Uklad réwnan Lorenza jest ukiadem autonomicznym (bez wymuszenia
zewngtrznego). Postarajmy si¢ wyznaczy¢ polozenia réwnowagi tego ukladu oraz
przesledzi¢ ich stabilno$¢. Dla >0, >0 i r> 0, z réwnan (1.158) otrzymujemy

o(Y-2Z) =0,
-XY +1X-Y =0, (1.160)
XY-bZ=0.

Jak latwo sprawdzi¢ (X,Y,Z) = (0,0,0). Zaburzajac to polozenie rownowagi i

ograniczajac si¢ w rozwazaniach do réwnan rozniczkowych liniowych zaburzen

otrzymujemy réwnanie charakterystyczne o postaci
[ +b]¥* +(c+ 1 +o(1-1)| = 0. (1.161)

Dla 0 < r < 1 réwnanie (1.161) posiada trzy pierwiastki rzeczywiste, ktére s3
ujemne. Oznacza to, Ze analizowane polozenie rownowagi jest stabilne. Dla r=1
nastgpuje rozgal¢zienie rozwiazan (rzeczywistych) rownan (1.160). Dla r> 1 mamy
nast¢pujace rozwiazanie ustalone (polozenie réwnowagi)

X=Y= t,/b(r— 1), (1.162)
Z=r-1

Poprzednie rozwiazanie (0,0,0) istnieje nadal, tylko jest niestabiine.
Rownanie charakterystyczne w rozwazanym przypadku (to jest dla réwnan

Lorenza zlinearyzowanych w otoczeniu punktéw (1.162)) przyjmie postac
X +(c+b+1)A% +(r+0)bA+20b(r-1) =0. (1.163)
Obydwa polozenia réwnowagi okreslone rownaniem (1.162) traca stabilno$é po
przekroczeniu wartosci krytycznej parametru.

o(c +b+3)

R Sl 1.164
k=T 1 ( )
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Projekcje atraktora Lorenza przedstawiono na rys. 45.

|30
' }m
Yy
10 ]
[
° :
—20 10 ) 10 2
X —
Rys. 45. Projekcja atraktora Lorenza na pltaszczyzne (X,Y) dla o = 10, r = 28,
b=267

Obecnie na bazie dynamiki ukladu Lorenza powrdcimy na chwile do
wstepnych uwag i spostrzezen zwiazanych z rys. 5 z paragrafu 1.1.5. W tym celu
wybierzmy jako zbidr punktéw poczatkowych punkty lezace na elipsie i oznaczone
jako "0" na rys. 46.

| 30

Rys. 46. Projekcja na plaszczyzne (x,2) ::zy:a:tu kolejnych iteracji elipsy "0" dia
ukladu Lorenza (r =28, b =2.67, c = 10)

Po pierwszej iteracji otrzymujemy zbiér punktéw oznaczonych jako 1, a
zbidr ten poddany kolejnej iteracji oznaczamy przez 2, itd. Wida¢ w kolejnych
iteracjach efekty rozciagania i zginania. Nasuwa to rowniez analogi¢ zamieszania
lyzeczka kropli herbaty w szklance, co bylo szerzej dyskutowane w paragrafie
1.1.5.
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2. Fraktale

2.1. Wprowadzenie

Poprzez pojecie fraktala rozumie¢ bedziemy skomplikowana matematycznie
figurg, ktéra wykazuje wlasnosci samopodobienistwa. Praktycznie wlasno$é
samopodobienistwa oznacza, ze dowolny maly element calego fraktala jest podobny do
calosci (wykazuje wszystkie charakterystyczne cechy calosci). Bardzo wiernie ta

wlasciwos¢ zostala wyrazona w strofach wiersza poety Chantala Spleissa [46]:

"To ja jestem czesciq czesci, ktora istnieje,
Samodzielnie i przenika bycie calosci.
Bezustannie przynalezna, bezustannie ofiarowywana,
Podobna do matego i do duzego,

Bedqca czesciq czesci, ktora istnieje”

Przykladow fraktali spotykanych w naturze jest bardzo wiele. Wymienimy tu np.
drzewo, pien, galezie, galazki, galazeczki itd. Ludzkie pluca z tysiagcami ,rurek” i
odgalezien wykazuja rowniez strukturg samopodobna.

Tworca teorii fraktali, Benoit Mandelbrot [47] po raz pierwszy wskazal na
nieregularnos¢ struktury rzeczywistosci. O ile Galileusz uwazal, ze trojkaty, kola i inne
proste figury geometryczne s typowe dla natury, to Mandelbrot odwaznie stwierdzil, ze
ani chmury nie sa kolami, goéry stozkami, a linia brzegowa kolem. Maja one natomiast
strukture fraktali.

Fraktale, w odréznieniu od prostych figur geometrycznych, wykazujg t¢ sama
struktur¢ przy ich zmniejszaniu lub zwigkszaniu. Jesli znamy prawo tworzenia takich
struktur, to mozemy wykry¢ i zrozumie¢ geometryczng strukturg zjawisk

nieregularnych.
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Inaczej moéwiac, jesli- w naturze wykryjemy struktur¢ samopodobna, to aby
samemu moc ja utworzy¢, nalezy wykryé reguly matematyczne umozliwiajace jej
tworzenie. Poniewaz fraktale sa obicktami geometrycznymi, to problem sprowadza si¢
nie do napisania réwnan rézniczkowych, ale na wprowadzeniun ukladu iterowanych
odwzorowan. Czytelnika chcacego bardziej zglebic teoretyczne podstawy teorii fraktali
odsylamy do pracy M. Barnsleya [48).

Rozpatrzmy teraz konstrukcjg paproci Barnsleya. Na rys. 47 przedstawiono
trojkat ABC, a ponadto zaznaczono trojkaty A;B,C; i A;B,Cs.

B
A, A : A _ B,
B, ] B,
A clc, C

Rys.47. Schemat prowadzacy do konstrukcji paproci Bamsleya

Jak widac z tego rysunku trojkaty A;BB; A;B,C; oraz A,B,C sa podobne. W
przypadku tych dwdch ostatnich sa one réwniez, po zmniejszeniu o wielkos$é
A,Cy/AC, obrocone o kat 90° odpowiednio przeciwnie i zgodnie z kierunkiem
ruchu zegara. Kazdy 1is¢ takiej paproci (w ksztalcie trojkata), zawiera male listki
(tréjkaciki). Istnieje wiele innych podobieristw, ale wszystkie one sa kombinacja
wspomnianych trzech. Po wprowadzeniu czwartej specyficznej transformacji 1is¢
paproci w rezultaciec geometrycznej konstrukcji moze w duzym stopniu

przypomina¢ oryginalng papro¢ (rys. 48).
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2.2. Odwzorowania afiniczne.

Odwzorowaniem afinicznym [8] na plaszczyznie bedziemy nazywad takie
przeksztalcenie, ktore dowolnemu punktowi (x,y) przyporzadkowuje nowy punkt (i,?) ,
taki, ze:

X =ax+by+c,
- @2n
¥=dx+ey+f.

a) b)

it

v~
-~ g
Lt
- -“ W=
- el T—
gl P
sl M-
<M m-
e} Y~
el i~
~retfilft e
~mei] Hitta

Mlﬁﬂ%} et

Rys. 48. Li$¢ paproci z wykorzystaniem trzech (a) i czterech (b) transformac;ji

W zaleznosci od relacji migdzy wspélczynnikami a+f dowolna plaska figura
moze po takim przeksztalceniu by¢ przesunigta, rozciagnigta, badz Scisnigta,
powickszona lub zmniejszona, obrocona o pewien kat, lub lustrzanie odbita wzgledem
pewnej osi. Czgsto réwniez punkty zaznaczamy duzymi literami i wowczas punkt A
otrzymujemy z A po odwzorowaniu
(2.2)
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Jesli istnieje odwzorowanie odwrotne, to wowczas

LRSS 23)

gdzie I jest odwzorowaniem tozsamosciowym.

Po odwzorowaniu (2.1) linie proste i rownolegle odwzorowujg si¢ rowniez w
linie proste i réwnolegle. Przy konstruowaniu fraktali stale a+f musza by¢ wyznaczone,
co nieraz jest klopotliwe.

Najprostsze odwzorowani¢ sklada si¢ z czynnika mnozacego (wydhizenia badz

skrocenia), obrotu i przesunigcia i wowczas

X =ax—by+e,
_ 24
y =bx+ay+f.
Wspolczynnik wydtuzenia lub skrocenia moze by¢ wyznaczony jako
1
s=(a?+v’), @.5)
a kat obrotu oo moze by¢ wyznaczony ze zwigzkow:

a=scosa,

. * 2.6)
b =ssina.

W przypadku odwzorowania z czynnikiem mnozacym i odbicia lustrzanego

rownania odwzorowania przyjmuja postac

@D

Brak obrotu powoduje zerowania wspoétczynnika (b = 0). Dla czystego obrotu o

kat & mamy
X = xcosa — ysina.,
_ . (2.8)
y = xsina + ycosa.
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Na ryvs. 49 przedstawiono proste afiniczne odwzorowania litery F.

Fl[F
=LA [0

8) b) c)
o F~
d e) f)

Rys. 49. Odwzorowanie afiniczne litery F: a) przesunigcie réwnolegte; b) zmniejszenie

lub zwiekszenie; c) obrét; d) odbicie; e) obrét polaczony ze zmniejszeniem (lub

zwiekszeniem); f) odbicie osiowe

Najbardziej jednak cickawe formy fraktali powstaja przy nieliniowych zwiazkach

pomiedzy punktem a jego odwzorowaniem (obrazem).

2.3. Szeregi liczbowe a fraktale

Zajmijmy si¢ blizej réwnaniem kwadratowym
y2 =y+1l

Niech o bedzie jego pierwiastkiem, to wowczas
cl=oc+l

Mnozac obydwie strony powyzszego réwnania przez " mamy

Rozpatrzmy teraz kolejne potggi o
o= 1,

o' =0,

o’ =0+ 1 (patrz 2.10)

o’ = 00? = 6(0+1) = o*+0 = 20+1,

2.9

2.10)

(2.11)

(2.12)
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o’ = o(c%+0) = 5 +0° = 3542,
o’ = c(cS+cz) =g'c’ = 50+3,
o® = o(c*+0®) = > +o* = 8a+5.

7= o(c’+c") = o’+o’ = 130+8

Powyzszy ciag moze by¢ przedstawiony w formie
o"=ac+a,,, nef2,3,4,5.} (2.13)

przy czym wspdlczynniki tego szeregu spelniaja zwiazki:
A2 = Apn+ Ay, (2.14)

a wyrazami poczatkowymi sq: 3, = a,= 1.
Kolejnymi wyrazami tego szeregu sa:

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, ... (2.15)

Ciag ten nazywamy ciagiem Fibonacciego (patrz rozdziat 1.1.12)
Rownanie (2.9) zwiazane jest z tzw. zlotym podzialem (rys. 50).
1

y

Rys. 50. Odcinek AB o diugosci 1 jest podzielony wediug "ziotego podzialu”, jesli
stosunek dwdch powstatych z podzielenia odcinkéw(l —y)/ y jest taki sam jak
diuzszego z nich do catosci

Zgodnie z definicja ztotego podziatu podana pod rys. 50 mamy

-y

) (2.16)
y

u—ol‘~<

co prowadzi do réwnania
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2

y =1-y .17
Pierwiastkami tego rownania s3
-1+45
Yi2 = 2 (2.18)
o ~1+45 . Lo

a sens fizyczny ma pierwiastek p = 3 (bo jest dodatni). Liczba odwrotng do p
oznaczymy jako

gl 1+i5 .19

p 2

iy, = p jest pierwiastkiem réwnania (2.9). Drugim pierwiastkiem réwnania (2.17) jest
Y= —C.
‘Natomiast pierwiastkami réwnania (2.9) s3: y; = 6 1 y2 = -p. Wobec tego zgodnie

z réwnaniem (2.9) mamy
(-p)* = (-p)+1, (2.20)
1 analogicznie do (2.13) otrzymujemy
(-p) =a,(-p)+a,;, n=2,3,4,5,.. (2.21)
Odejmujac stronami (2.13) i (2.21) otrzymujemy
c"—(-p) =a,(c+p). (2.22)
Zgodnie z (2.19) mamy |
c+p=+5, 2.23)

i ostatecznie otrzymujemy jawny wzor na wyrazy szeregu Fibonacciego w postaci
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a, = —\;—.5_[0" - (—p)n]. (2.24)

A zatem n-tg liczb¢ Fibonacciego okreslong szeregiem (2.24) otrzymujemy jako
r6znic¢ n-tych poteg pierwiastkéw réwnan kwadratowych (2.9) i (2.17). Dla duzego n

poniewaz ¢ > 1i |-p| <1 otrzymujemy

1
a, =—=0". 2.25
n \[5_ )
Zgodnie z (2.25) otrzymujemy
1 n+l
g = 7—;0‘ s (2.26)

a dzielac stronami dwa powyzsze réwnania i przechodzac do granicy przy n—oo,
otrzymujemy

o = lim 2L @27
noo a
Poniewaz o zwigzane jest p przez (2.19), natomiast p zwiazane jest
bezposrednio ze zlotym podzialem wobec tego zgodnie z (2.27) "zloty podzial”" moze
by¢ przyblizony poprzez warto$¢ graniczng otrzymana z (2.27).
Jak do tej pory wskazaliSmy na szczegblna role pierwiastkow o i p dwoch

réwnan kwadratowych, oraz na role liczby niewymiernej (J:S-) zwigzanej ze zlotym

podzialem. Obecnie wskazemy na zwiazki pomiedzy zlotym podzialem, a
powstawaniem fraktali. Rozpatrzmy pierwotny odcinek jednostkowy o diugosci 1, w
ktérego punkcie nast¢puje "rozgalezienie" i pojawiajg sic dwa mniejsze odcinki o
diugoéciach s ulozone symetrycznie i o kacie migdzy nimi réownym 120°, gdzie s jest
wspélczynnikiem zmniejszenia (rys. 51)
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Rys. 51. Schemat konstrukcji prowadzacej do powstania drzewa Pitagorasa

Nowo powstale odcinki BC i BC, ulegaja dalszym rozgalg¢zieniom tworzac po
dwa nowe odcinki o dlugosciach s* i o katach miedzy nimi réwniez 120°, itd. Z
konstrukcji wida¢, ze tamana CDEFG.... podaza w granicy w kierunku prostej pionowe;j
AB. Wobec tego rzutujac kolejno powstajace odcinki na os pozioma otrzymujemy

sc0s30° =s° cos30° +5* cos30° +5° cos30° +5° cos30° +..., (2.28)

co prowadzi do rOwnania
= (1+s+s+.). 2.29)
Szereg w nawiasie jest szeregiem geometrycznym, a poniewaz |§ <1, to jego

suma wynosi -(—1—1—) , co zgodnie z (2.18) prowadzi do réwnania kwadratowego
-s

§'=1-5, (2.30)

a wiec do dyskutowanego juz réwnania (2.17), ktérego pierwiastkiem jest s =
p. Nieznaczna modyfikacja opisanej konstrukcji prowadzi do tzw. drzewa
Pitagorasa (rys. 52). W przypadku, gdy kat mi¢dzy kolejnymi polozeniami
odcinkéw wynosi 45°, a wspolczynnik zmniejszenia wynosi 1/ V2 , to ksztalt

drzewa Pitagorasa przedstawiono na rys. 52b).
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Rys. 52. Drzewo fraktalowe

Innym przykladem fraktala, konstrukcja ktérego réwniez zwiazana jest
ze zlotym podzialem, jest fraktal trojkatny. Konstrukcja prowadzaca do
takiego fraktala tréjkatnego jest nastgpujaca (rys. 53). Trojkat réwnoboczny
AB'C' przetnijmy innym tréjkatem réwnoramiennym DEF, w taki sposéb, ze
powstaja trzy rownoboczne trojkaty o bokach odpowiednio 1, s i s?. Wielkosé s
(wspétczynnika zmniejszenia) znajdziemy z warunku, aby przedstawiona na
rysunku lamana =zblizata si¢ przy liczbie tréjkatow dazacych do
nieskonczonosci do prostej pionowej AA".

Z rys. 53 wida¢, ze

scos60° +scos60° +5s? cos 60° =

= 2(s2 cos60° +5° cos 60° +s* cos60° +8° cos60°+....).
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F

Rys. 53. Schemat prowadzacy do wyznaczenia wspéiczynnika zmniejszenia s przy
konstrukcji fraktata tréjkatnego.

Uwzgledniajac, ze |s| < 1, otrzymujemy

1+s+¢ =21i, 2.32)
-S

co prowadzi do rbwnania trzeciego stopnia
$+2s7-1=0. (2.33)

Jak latwo zauwazy¢ s = -1 jest pierwiastkiem tego réwnania i wobec tego po
podzieleniu go przez s + 1 otrzymujemy (2.30), ktdrego pierwiastkiem jest s = o.
2.4. Ciag Fibonacciego i dynamika niektérych proceséow
w przyrodzie

Okazuje sie, ze liczby platkow wiclu kwiatébw wykazuja zadziwiajaca
prawidlowos¢ [49-51]. Lilie posiadaja 3 platki, jaskry maja ich 5, nagietki maja 13
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platkdéw, podczas gdy astry 21, wigkszos¢ z odmian stokrotek maja ich 34, 55 lub tez
89. Poréwnujac te liczby z (2.14) widaé, Zze sa one kolejnymi wyrazami ciagu
Fibonacciego. Mozna jednak wymieni¢ wiele innych ksztaltow, ktorych liczba platkéw
nie ma nic wspdlnego z liczbami Fibonacciego.

Patrzac np. na tarcz¢ slonecznika, mozna zauwazy¢, ze kwiaty ukladaja si¢
wzdluz dwoich rodzin wzajemnie nakladajacych si¢ na siebie spiral. Jedne z nich
nawijaja si¢ w kierunku ruchu wskazéwek zegara, a inne w kierunku przeciwnym. Tych
pierwszych jest 34, a tych drugich 55. S to liczby z ciagn Fibbonacciego. Liczby te
zmieniaja si¢ ze zmiana gatunku slonecznika, ale tez naleza do ciagu Fibonacciego
[49].

A teraz przesledzmy dynamik¢ wzrostu rosliny. W srodku wierzcholka znajduje
si¢ stozek wzrostu. Woko6t niego skupione s3 niewielkie grudki - zawiazki. Z czasem
zawigzki oddalajq si¢ od stozka wzrostu i potem rozwijaja sie w lis¢ lub platek. Okazuje sie,
2¢ zawiazki ulozone s3 wzdluz spirali zwanej spirala generujaca. Prowadzac proste
przechodzace przez srodek kazdego zawiazku i $rodek stozka wzrostu i nastepnie mierzac
katy pomi¢dzy kolejnymi zawigzkami z punktu bedacego $rodkiem stozka wzrostu [49)
okazalo si¢, ze zawigzki .sa w przyblizeniu réwno odlegle o wielkoét stalego kata zwanego
katem dywergencji. Wlasnie ten kat dywergencii jest "zlotym katem". Ze ziotym podziatem
zwiazana jest liczba p = 1/c = 0.618033, a "zlotemu katowi" odpowiada kat ¢ = 360°(1-p) =
137.5°.

Jesli teraz ramiona kolejnych katow odlegle beda od siebie o zloty kat, to kolejne
punikty przecigeia kolejnych ramion kolejnych katow przetna si¢ ze spirala generujacy
wzdluz wczesniej wspomnianych dwoch rodzin spiral (liczba tych spiral jest réwniez
"Zlota").

Jesli zachodza wspommniane wyzej zwiazki to ulozenia ziaren lub platkéw w
rozwazanej roslinie jest najbardziej efektywne. Jesli p bylaby dowolna liczba wymierna, to
pomi¢dzy ziarnkami byloby duzo niewykorzystanej przestrzeni.

Jako kolejny przyklad rozpatrzymy drzewo genealogiczne trutnia [46). Truten
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zapladnia krolowa, a z jajka pszczelego powstaja zawsze dwa osobniki, meski (CY) i zenski
(Q). Osobnik plci meskiej musi dazy¢ do zaplodnienia plci odmiennej, stad strzalka zawsze
od osobnika plci meskiej bedzie prowadzi¢ do osobmika plci zenskiej. Takie drzewo
genealogiczne trutnia przedstawiono na rys. 54.

Dla réznych pozioméw n otrzymujemy kolejne liczby ciagu Fibonacciego. Mozna
przypuszczaé (o ile byloby to biologicznie uzasadnione), ze w granicy otrzymujemy liczbg p.
Tak wigc 1ys. 54 przedstawia fraktalne drzewo genealogiczne trutnia,

2.5. Definicja, wymiar i przyklady fraktali

Podanie $cistej definicji fraktali nie jest zadaniem prostym [8].

Definicja (Mandelbrot)

Fraktalami nazywamy takie zbiory geometryczne, ktére sq okreslone poprzez zaletnosé
rekurencyjnq (a nie poprzez wzér matematyczny), posiadajq ceche samopodobienstwa
oraz ich wymiar nie jest liczbq catkowitq.

Definicja powyzsza sklada si¢ z trzech wlasnoéci. Dwie pierwsze z nich zostaly
juz wczesniej dyskutowane w tym rozdziale. Warto tu podkresli¢, ze wlasnosci te nie
charakteryzuja w pelni jedynie fraktali, bo takie wlasnosci mogg nickiedy posiadaé
twory geometryczne nie bedace fraktalami (chyba, ze przyja¢é zasade, ze wszystkie
obiekty geometryczne sg fraktalami, a wymienione twory sg fraktalami osobliwymi).

Jesli chodzi 0 wymieniona wlasnoé, to przypomnijmy, 2e np. punkt lub skoriczony
zbiér punktéw posiada wymiar rowny zeru, odcinek ma wymiar jeden, dowolny wymiar
plaszczyzny IR? ma wymiar dwa, podobnie jak plaszczyzna w przestrzeni IR>. Okazuje si,
ze fraktale posiadaja wymiar, ktéry nie jest liczba calkowita. Kudrewicz [8) zauwaza, ze
obecnie istnicje tak wiele definicji wymiaru, Ze praktycznic wymiar stal si¢ funkcja
charakteryzujacq fraktal. W definicji wymiaru wystepuje parametr o € (0,00) i wobec tego
wymiarem jest funkcja tego parametru,

Zalézmy, ze chcemy wyznaczy¢ wymiar tworu geometrycznego znajdujacego sie w n-
wymiarowej przestrzeni euklidesowej. Pokryjemy go czg$ciami n-wymiarowymi o boku €.
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Fraktale

Niech N(e) bedzie liczba minimalna takich kostek potrzebnych do pokrycia badanego tworu

(tys. 55).
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Rys.54 Drzewo genealogiczne trutnia
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)

Rys. 5§5. Pokrycie kwadratami o boku ¢ linii (a) i obiektu dwuwymiarowego (b)

Jak wida¢ z rysunku 55a) dla €~>0 kwadraty coraz lepiej ukladaja si¢ wzdhuz linii L, a ich
liccha N() bedzie proporcjonalna do 1/ Im mnicjsze €, to liczna N rosnie odwrotnie
proporcjonalnie do €. Dla obiektu dwuwymiarowego proporcjonalnosc ta opisana jest zwigzkiem
N(e) = (1/6)%, natomiast dla obiektéw tréjwymiarowych zachodzi zaleznoéé N(e) = (1/e)’. Do tej
pory wykiadnikiem proporcjonalnoéci byla liczba calkowita. W ogéinym przypadku

n¢
N(e) = (-) , (2.34)
€
gdzie d nie musi by¢ liczba catkowita. Zgodnie z (2.34) mamy (jest to propozycja
Kolmogorowa)
logN
d = lim 08¢

lim g(]) , (2.35)
log| —
€

gdzie d jest wymiarem (pojemnosciowym).

Rozpatrzmy teraz kilka podstawowych fraktali i obliczmy dla niektorych z nich
odpowiadajacy im wymiar.

A. Krzywa von Kocha (1904 r.)

Konstrukcja krzywej von Kocha jest stosunkowo prosta (rys. 56).
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a)

b)

c)

d) m%
Rys. 56. Kolejne etapy konstrukcji krzywej von Kocha

Za konstrukcje odpowiedzialna jest liczba 3. Dowolny odcinek dzielimy na 3
czesdci i z czesei $rodkowej tworzymy tréjkat réwnoboczny o boku réwnym diugosei 1/3
wyjsciowego odcinka. W podobny spos6b postegpujemy z czterema nowo powstatymi
odcinkami. Jedli wyjsciowy odcinek ma dlugos$é 1 to lamana na rys. 56d mozna pokry¢
czterema kwadratami o boku 1/3 lub tez ogélniej, 4" kwadratami o boku £ = (1/3)".
Zgodnie z (2.35) otrzymujemy

log{4"
d = lim =l‘1$i

= 126186 (2.36)
n-o jog(3") log3

B. Zbiér Cantora (1883r.)

Zbiér Cantora konstruujemy w sposob nieco podobny do krzywej von Kocha (rys.
57).

Wyjsciowy odcinek (o dlugosci 1) dzielimy na 3 czgsci i usuwamy Srodkowq
cz¢s¢ podziatu. W podobny sposob postepujemy z dwoma pozostalymi odcinkami, itd.
Otrzymany zbidr przy liczbie podzialéw dazacej do nieskoriczonosci nazywamy zbiorem
Cantora. Zbior ten posiada dlugos¢ réwna zeru, jest on nigdzie gesty i posiada

99



Fraktale Tajemnice nieliniowej dynamiki

nieprzeliczalng liczbe punktéw. Jak wida¢ z rys. 57 zbidr ten daje si¢ pokryé dwoma
kwadratami o boku 1/3, albo 4 kwadratami o boku 1/9, albo 2" kwadratami o boku
(1/3)", czyli

n
d = lim log2 _ log2

=0.63093. 2.37
n—w log3n 1033 ( )

Rys. 57. llustracja konstrukcji prowadzacej do zbioru Cantora

C. Tréjkat Sierpinskiego.

Rozpatrzmy réwnoboczny tréjkat o boku diugosci 1. Laczac srodkowe punkty
kazdego z jego trzech bokéw otrzymamy nowy tréjkat rownoboczny, ktéry usuwamy.
Podobnie postgpujemy z pozostatymi trzema trdjkatami, itd. (rys. 58)

Opierajac si¢ na dwoch poprzednich przykladach i korzystajac ze wzoru (2.35)
wyznaczamy wymiar

d = lim logl?” - log3 _ 158496. (2.38)

n-wJog|2”) log2

Istnieje jednak inna i prostsza metoda okre§lenia wymiaru. Juz wcze$niej
wspominali§my o wspdlczynniku zmniejszenia lub kontrakcji, ktory jest skladnikiem
ciagu transformacji prowadzacych do powstania fraktala. Jesli istnieje kilka takich
wspotczynnikéw kontrakcji sy, s3....,S,, t0 musza one by¢ zwigzane poprzez jedng liczbg,
zwang wymiarem Hausdorffa wedlug wzoru:

SO +s0+ . 4sD =1, (2.39)
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Rys. 58. Konstrukcja oparta na tréjkacie Sierpiriskiego prowadzaca do powstania sita
fraktalnego

W ogolny przypadku pojecie wymiaru Hausdorffa jest trudniejsze niz wymiaru
pojemnosciowego, ale na szczeécie dla prostych fraktali wymiar pojemnosciowy i
wymiar Hausdorffa s3 sobie réwne (d = D), chociaz w ogélnym przypadku prawdziwa
jest nieréwnos¢ d 2D

Powr6¢my na chwilg do krzywej von Kocha. Z rys. 56 wida¢, ze cala krzywa

Kocha skiada si¢ z czterech czesci (m = 4), a kazda czg$¢ jest zmniejszona o warto$¢
1/3. Zgodnie z (2.39) mamy

1 D
4(5) =1, (2.40)

skad znajdujemy D = d = 1.26186.

W przypadku rozwazanego trojkata Sierpinskiego (rys. 58) widaé wyraznie trzy
trojkaty, ktore sa nastgpnie zmniejszane ze wspolczynnikiem kontrakcji 1/2. Wobec
tego mamy

1\P
3(5) =1, (2.41)

i otrzymujemy D = d = 1.58496.
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D. Fraktale Lindenmayera (1989r.).

Holenderski biolog A. Lindenmayer wskazal na pewna nowa metodg opisu struktur
roslin. Metoda ta polega na wprowadzeniu szeregu symboli opisujacej dynamik¢ wzrostu
rodliny lub jak okaze si¢ dalej, dynamiki tworzenia fraktali. Niech L wytycza kierunek
wzrostu ro$liny, niech "+" "-" oznacza zmiang kierunku wzrostu poczatkowej galezi w lewo
(prawo). Przyporzadkowujac symbolom "+" i "-" okreslone wartosci katow mozemy réwniez
otrzymac interpretacj¢ graficzng takiego procesu wzrostu (rys. 59).

"
N

Rys. 59. Model krzaka oparty na symbolach Lindenmayera

e

Dynamika wzrostu takiej rosliny zwiazana jest z kolejnoscia wlozenia symboli
Lindenmayera. Rozpatrzmy przykladowe kolejne zbiory takich symboli:

Faza 1 wzrostu L

Faza 2 wzrostu ~L+L~

Faza 3 wzrostu ~—L+-L—-

Faza 4 wzrostu +L—+-L~ ~+— -L—+-L+

Kazdej z wymienionych wyzej faz mozna przyporzadkowaé okreslony rysunek
charakteryzujacy dana faze wzrostu. Przyklad takiej struktury krzewu fraktalnego
przedstawia rys. 60.

E. Fraktalne chmury w ksztalcie spiral.

Jako kolejny przykiad fraktala rozpatrzymy sposob tworzenia fraktalnych
chmur, z ktérych kazda jest w ksztalcie spirali (rys. 61).
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Rys. 60. Krzew Lindenmayera
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Rys. 61. Chmury w ksztalcie spiral

Konstrukcja tego fraktala opiera si¢ na wykorzystaniu dwdoch wspélczynnikéw s,
i s;, przy czym prawdopodobienistwo "p" realizacji jednej z dwoich transformacji
okreélone jest wzorem

5

P 3 (2.42)
I-p s,

F. Krajobrazy i fraktale.

Na koniec przykladow zwiazanych z tworzeniem fraktali nawigzemy do
struktury otaczajacego nas $wiata. Mandelbrodt wyraznie dat do zrozumienia, Ze natura
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nie sklada sie z wyidealizowanych obiektéw geometrycznych takich jak kolo, trojkat,
kwadrat itd. Za pomoca specyficznych odwzorowain mozna tworzy¢ fraktalne
falszerstwa natury. Na rys. 62a i 62b przedstawiono fraktalny krajobraz terenu
pofaldowanego i terenu goérskiego. Jak wida¢ z tego rysunku, konstrukcja fraktalna w
duzym stopniu przypomina krajobraz rzeczywisty.

Rys. 62. Fraktalny krajobraz terenu pofaldowanego (a) i terenu gorskiego (b)
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3. Zakonczenie

3.1. Chaos, fraktale a nasza rzeczywistos¢

Z obydwu wczesniejszych rozdzialow latwo zauwazy¢, ze zaréwno teoria chaosu
jak i teoria fraktali dotycza opisu zjawisk zwiazanych z dynamika 1 struktura
nieregularng. O ile w pierwszym przypadku niewatpliwie dominuje dynamika, to w
drugim przewagg posiada geometria. Obydwie te teorie wzajemnie si¢ uzupelniajy i
wzbogacaja. Jednym z przykladéw laczacych obydwie te dziedziny jest zbiér Cantora.
Jest on fraktalem, a jednoczesnie dziwnym atraktorem chaotycznym.

Fascynacja fraktalami doprowadzila do zupelnie nowego widzenia struktury
przyrody i wszech$wiata. Struktura drzew i krzewéw polaczona z dynamika wzrostu,
reprezentacje gor, powierzchni terenu i krajobrazdw, uklady chmur czy ksztalt platka
$niegu, daja si¢ w bardzo przekonywujacy sposob przybliza¢ strukturami fraktalnymi.

By¢ moze rozklad galaktyk we wszechswiecie jest fraktalem. Zjawisko dynamiki
fraktalnej obserwowa¢ mozemy podczas powstawania przeptywu turbulentnego.
Energia wody przechodzi od duzych do coraz to mniejszych i mniejszych fraktalnie
podobnych wir6w. Niektére cechy turbulencji moga by¢ nawet mierzone poprzez
wymiary fraktalne.

Nasuwa si¢ na koniec rowniez pewna refleksja filozoficzna. Zostala ona w
pewnym sensie wyrazona przez kilka zdari cytowanego wczesniej poety C. Spleissa.
Czlowiek jako jedna malutka czg$¢ wszechswiata jednocze$nie do niego nalezy i
Jjednoczesnie go kreuje. Podlega on prawom wielkiego Fraktala-Wszech$wiata i jest mu
ciagle ofiarowywany, a jednoczesnie istnieje samodzielniec i w duzym stopniu sam
decyduje o swoim zyciu i przysztosci, cho¢ nie do korica. Czlowiek traktowany moze

by¢ jako punkt przecigcia realizacji determinizmu i indeterminizmu, dwdch
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konkurencyjnych swiatopogladow reprezentowanych w filozofii. Matematyczny kod
realizacji (tworzenia) fraktala zwiazany jest z determinizmem, podczas gdy proby
czynione przez czlowieka w celu oderwania si¢ od tej struktury mogg by¢
interpretowane jako indeterminizm wprowadzony przez Naturg, chociaz z punktu
widzenia Jednostki sa one w pelni zdeterminowane. Nasuwa si¢ tutaj analogia
pomi¢dzy wizja widzenia $wiata zaproponowang przez Sorokina w artykule "Zasada
zmiany immanentnej”. Nasz los jest deterministycznie wyznaczony, cho¢ dopuszcza on
zmiany immanentne, ktére z pozoru wskazuja na pelng swobode dzialania, a przeciez
realizuja tylko ten jeden nieodgadniony cel dynamiki wielkiego fraktala, ktérym jest
wszech§wiat. Kontynuujac ten tok myslenia nieco dalej mozna wysunaé¢ wniosek, ze
skoro cztowiek jest jedng znikomo malq czastka takiego fraktala i podlega bez wzgledu
na swa wolg realizowanej dynamice Jego istnienia, to by¢ moze prawo tego istnienia
jest poza mozliwoscia poznania czlowieka.

Czgsto poprzez stronice tej ksiazki przewijala si¢ liczba po raz pierwszy
wyraZnie wskazana przez Pitagorasa i uznana przez jego uczniéw. Liczby towarzyszyly
tej pracy bardzo wyraznie i realizowaly si¢ poprzez chaos i fraktale. Przypomnijmy
sobie role¢ liczby w przesuni¢ciach Bernoulliego, rolg liczby 3 w tworzeniu chaosu [52]
i niektorych fraktali, rol¢ (bedacych liczbami) wymiaréw fraktalnych czy wykiadnika
Lapunowa, rolg liczb niewymiernych i dynamiki quasi-okresowej, itd.

By¢ moze dalszy rozwdj dynamiki chaotycznej i fraktalnej coraz wyrazniej
wykaze sluszno$¢ idei Pitagorasa, ktory figury geometryczne charakteryzowat liczbami i
widzial mozliwo$¢ wyrazania poprzez liczby wrazen estetycznych, ksztaltéw i barw.
Bardzo wyraznie takie widzenie calej rzeczywistosci prezentuje polski artysta- malarz
Roman Opalka. Podjal on préb¢ opisu czasu poprzez liczby reprezentujace szereg
nieskoficzony w opozycji do szeregu liczb skornczonego reprezentujacego Zzycie.
Pitagorejska liczba 1 pojawila si¢ w lewym gornym rogu jego pierwszego obrazu, ktéry
zawieral 35327 liczb. Ta samorealizacja poprzez liczby jest dla Opatki jedynym

rzeczywistym sensem Zzycia na drodze ku samemu sobie. Jego przezycia estetyczne,
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Zycie codzienne, wrazenia sluchowe i dotykowe s3 utrwalane za pomocg ciagu liczb.
Nawet "Rysunki z podrozy" to ciagi liczb pisane pidrem na papierze. Czyz zatem
poprzez zycie i dzialalno$¢ tego tworcy nie realizuje si¢ twierdzenie Pitagorasa, ze

"Wszystkie rzeczy s liczbami"?
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