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Chaos i synchronizacja w ukladach fizycznych

Przedmowa

Niniejsza praca przeznaczona jest dla studentéw wydzialéw mechanicznych oraz dla
uczestnikéw studiow doktoranckich prowadzacych do nadania stopnia doktora nauk
technicznych o kierunku "Mechanika” i "Budowa i eksploatacja maszyn".

Moze byé ona réwniez przydatna dla studentéw i absolwentow Wydzialéw Fizyki
Technicznej i Matematyki Stosowanej.

Material zawarty w tej pracy obejmuje tematyke zwigzang z chaosem
deterministycznym i zjawiskiem synchronizacji uktadéw fizycznych. Rozwazania teoretyczne

uzupetnione zostaly licznymi przykladami, gtéwnie z dziedziny mechaniki i elektrotechniki.

Autor







Chaos i synchronizacja w ukiadach fizycznych

1. Wstep

Dynamika chaotyczna i synchronizacja to dwa przeciwstawne procesy obserwowalne w
uktadach fizycznych, biologicznych badZ tez chemicznych. Pierwszy z nich wyraza si¢
tendencja do pewnego nieuporzadkowania, podczas gdy drugi dazeniem do prostoty i
regularnosci. Poprzez zmiany parametréw lub warunkéw poczatkowych istnieje mozliwosé
przejscia od jednego procesu do drugiego. O ile procesy synchronizacji obserwowane byly od
dawna, a naukowej analizie poddawane byly juz w wieku XVII poczynajac od prac
poswieconych analizie synchronizacji tykania zegarow, a nastepnie badania synchronizacji
dzwigku generatoréw kamertenowych czy tez synchronizacji ruchu planet, to zjawiska chaosu
w ukladach deterministycznych wykryte zostaly stosunkowo niedawno. Wiaza si¢ one z
pionierskimi pracami Poincaré, Lorenza czy Uedy. W tej monografii omawiane begda te dwa
kraricowe procesy na przykltadzie odwzorowania jedno— i dwuwymiarowego oraz ukladéw
dynamicznych. Jako narz¢dzia analizy uzyte zostaly metody anslityczne oraz metody
numeryczne. Przed przystapieniem do czytania tej monografii zaleca si¢ czytelnikowi
zapoznanie si¢ z metodami analitycznymi stosowanymi podczas analizy dynamiki nieliniowej
ukladow fizycznych odwzorowan punktowych, jak i réwniez oczekiwana jest pewna
znajomo$¢ metod zwiazanych z bezposrednia symulacjy komputerowa odwzorowan lub
rownan roézniczkowych zwyczajnych. Ponadto, w przypadku analizy punktéw statych
odwzorowan lub réwnan rézniczkowych korzysta si¢ z metod Newtona lub ith odmian oraz
ze znajomosci podstawowych pojgé dotyczacych stabilnosci.

Uklad materiatu zawartego w monografii jest nastgpujacy. W rozdziale 2 zdefiniowane i
opisane zostaly podstawowe pojecia zwiazane z dynamikg chaotyczna, a nastgpnie opisano
podstawowe metody stuzace do identyfikacji dynamiki chaotycznej. Nalezy do nich badanie
wykfadnikow Lapunowa, widma czgsto$ci oraz funkcji autokorelacji i wszystkie one oparte sq
na analizie numerycznej.

Nastepnie w rozdziale 3 przedyskutowane zostaly odwzorowania punktowe, poczynajac

od najprostszych jednowymiarowych, a koficzac na odwzorowaniach dwuwymiarowych
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Hénona i TIkedy. Juz bardzo proste odwzorowania wykazujg dynamikg dyskretng chaotyczng i
stanowia bardzo dobre wprowadzenie do analizy chaosu deterministycznego. Réwniez na
bazie tych odwzorowati przedyskutowano wiele interesujacych aspektéw dynamiki
chaotycznej z jednoczesna ilustracja wynikéw przy uzyciu metod numerycznych.

W rozdziale 4 oméwione zostaly uklady ciagle, a wigc uklady, w ktorych zmienna
niezalezna ma charakter ciggly. Ograniczono si¢ tutaj do prostych ukladéw fizycznych
opisanych réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi. Opisane zostaly proste oscylatory typu
Duffinga oraz oscylatory samowzbudne typu van der Pola z wymuszeniem. Oméwiono
rowniez metodg Mielinikowa umozliwiajaca wykrywanie ruchéw chaotycznych w tego typu
prostych oscylatorach. Szerzej opisana zostala dynamika nieliniowa ukladu Lorenza.

Rozdziat 5 zostal poswigcony w calosci zjawisku synchronizacji. Po krotkim zarysie
historycznym zjawisko to przedyskutowano na podstawie analizy najpierw prostych omawianych juz
wezesniej oscylatoréw czy ukladow o 1%, stopniach swobody. Nastepnie szerzej opisano Zjawiska
synchronizacji w ukladach samowzbudnych elektrycznych. Na przykladzie takich ukladéw
przedstawiona zostala przyblizona metoda analityczna zmodyfikowana przez Utkina, prowadzaca do
wyjasnienia bardzo wielu interesujacych zjawisk zwigzanych z synchronizacja w tego typu ukladach.
Omdwione zostaly réwniez aspekty aplikacyjne (np. stabilizacja czgstosci modulacji, synchroniczne
dzielenie czgstosci, zapamigtywanie "czestosci" krétkotrwalego wymuszenia zewnetrznego).

Rozdzial 6 poswigcony zostat zastosowaniu praktycznym sygnatéw chaotycznych w ukiadach
elektronicznych. Moga one z powodzeniem zastgpowad dotychczas stosowane sygnaly losowe i w
pewnym sensie metody te pozwalaja na realizacje wymaganego (z gory zaloZonego) ksztaltu
“rozmytego” widma czgstosci. Oméwiono tu réwniez kilka stosowanych w praktyce generatorow
mocy. Ponadto opisano uklady radarowe shuzace do ustalenia odlegtosci obiektéw latajacych od
punkfu pomiarowego ze wskazaniem na korzy$ci wynikajace z zastosowania wlasnie sygnalow
chaotycznych. Na koniec tego rozdzialu uwypuklono rolg i znaczenie sygnaléw chaotycnych w
przesylaniu i maskowaniu informacji.

W rozdziale ostatnim oméwiono dwie metody kontroli sygnaléw chaotycznych. Pierwsza z
nich polega na przeprowadzeniu uktadu ze stanu dynamiki chaotycznej do stanu dynamiki regulamnej
poprzez wprowadzenie wymuszenia zewn¢trznego bez stosowania petli sprzgzenia zwrotnego, a
druga zwiazana jest z zastosowaniem petli sprzgzenia zwrotnego.
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2. Identyfikacja chaosu

2.1. Podstawowa terminologia

Rozwazymy pewne odwzorowanie punkiowe, zwane réwniez odwzorowaniem
Poincarégo. Jest ono obecnie powszechnie stosowane przy analizie ukladéw dynamicznych, a
idea jego stosowania polega na wprowadzeniu plaszczyzny (badZ hiperplaszczyzny), ktdra
przecina powracajacy potok fazowy nigdzie nie stykajac si¢ z jakakolwiek trajektorig tego
potoku (rys.1).

Rys.1. Schemat odwzorowania Poincarégo.
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Trajektoria " tego potoku lezy w przestrzeni tr6jwymiarowej i naleza do niej punkty

przecigcia z ta plaszczyzna, czyli jest to odwzorowanie plaszczyzny w siebie. Bezsporng

zaleta tego odwzorowania jest obnizenie wymiaru

analizowanej przestrzeni o jeden

(otrzymane punkty leza w plaszczyznie). W przypadku dwuwymiarowego potoku (czyli

lezacego w plaszczyznie) punkty odwzorowania mogg ukladaé si¢ wzdhuz linii (méwimy

wowczas 0 odwzorowaniu jednowymiarowym).

W praktyce taka plaszczyzng siecznag wprowadzamy w sposéb stosunkowo prosty, co

zostanie omdwione na przykladzie ukladu nieautonomicznego o jednym stopniu swobody

opisanego réwnaniem rézniczkowym

2
(_i_x + F(x s 95) = F, cosot.
dt? dt

M

2x .
Okres sily wymuszajacej wynosi T = — i dla dyskretnych wartosci czasu
©

t=1t; +nT, n=490,1,2,..
rejestrujemy wartoéci predkosci i przemieszczania

v—dxt)

n _E{ n ,
x, =X(t,).

Jesli

X(to) =Xgs
V(to) =Vy,

to punkty

Xy = X(tn’XO’VO)’
Vo = V(tn’x(]’vo)’

tworza map¢ Poincaré.

W powyzszym przypadku mapa Poincaré jest

@

&)

4)

&)

mapa dwuwymiarowa. Dla ukladu
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autonomicznego (Fo=0) i przy zalozeniu, Ze sila E(x,%) powoduje samowzbudzenie ukladu,

bedziemy mieli do czynienia z mapa jednowymiarowa, bo obserwac)i (badZz pomiarow)
wartosci x(t,) bedziemy dokonywaé w chwilach czasowych t, takich, dla ktorych

v(t,) = %(tn) = 0. Rozwiazaniu okresowemu (orbicie okresowej) odpowiadaé bedzie staly
punkt tego odwzorowania. Jesli bgdzie ono stabilne w sensie Lapunowa (teorii stabilnosci
poswigcona jest obszerna literatura [2-7]) to ciag punktéw go poprzedzajacych bedzie do
niego dazyt. Méwimy wtedy o atraktorze, lub inaczej o "przyciggaczu". Jesli punkt staly
odwzorowania bedzie niestabilny, to ciag punktéw bedzie od niego "uciekal” . Wéwcezas
moéwimy, ze punkt osobliwy x, jest niestabilny w sensie Lapunowa i nazywamy go repilerem

(wg (1]) lub "odpychaczem".

Powy2sze proste rozwazania dajg si¢ znacznie uogélnié. Niech rozwiazanie ukladu n
rownaf rdzniczkowych zwyczajnych w postaci normalnej ma postaé x = X(t,x,), gdzie
Xo= X(ty, Xo). Jesli zagadnienie Cauchy'ego ma jedno rozwiazanie wyznaczone poprzez
wspomniany warunek poczatkowy, to zachodza zwiazki

X(t , X (1), x0)) = X(ty+y, Xo), ©)
co latwo sprawdzié biorac pod uwagg fakt, ze
X(ty+ty, o) = Xz, X(t1, Xg) =Xy, X(t2, X1) =X, @)

Rodzina odwzorowan X(x) = X(t,x) wyznaczona przez rozwigzanie x(t) okresla uktad
dynamiczny w przestrzeni IR" co zapisujemy (R" , X,). Jesli te{0 , o), to ukiad dynamiczny
jest ciagly (méwimy wowczas o potoku), natomiast jeSli teN, to uklad dynamiczny jest
dyskretny (moéwimy wowczas o kaskadzie).

Powracajac do interpretacji geometrycznej plaszczyzny siecznej okazuje si¢, ze istniejq
pewne zwiazki funkcyjne pomiedzy wspolrzednymi dwoch kolejnych punktéw przecigcia

trajektorii z ta plaszczyzna o postaci
Xgeep = F(xy), ®
ktére nieraz moga by¢ wyraZone przy pomocy zwigzkow analitycznch. Rownanie rozmicowe

(8) opisuje kaskade i istniejg jednoznaczne zwiazki pomigdzy wyjéciowym rdwnaniem

rézniczkowym, a otrzymanym réwnaniem réznicowym.

11



Chaos i synchronizacja w ukiadach fizycznych

Punkt x4 nazywamy punktem stalym kaskady (8) jesli

F(xg) = Xo. ®
Dla kazdego punktu x n krotne zastosowanie operacji F prowadzi do punktu
x(n) = F"(x). (10)

Trajektorig preechodzaca przez dowolny punkt x w przestrzeni fazowej IR" nazywaé
bedziemy skoficzony lub nieskoficzonym zbiorem iteracji (8). Powiadamy, ze punkt x jest
okresowym o okresie k, jesli

F( = x, (1)

i k jest najmniejsza liczba naturalng o takiej wlasciwosci. Jesli k=2 to réwniez kolejne potegi
liczby 2 bedg spetniaé réwnanie (11). Stabilnos¢ takiego punktu wynika z definicji stabilnosci
w sensie Lapunowa; jes§li wybierzemy x; blisko badanego punktu x, to odleglosé
[x(n) - x| powinna dazyé do zera przy n—»><o.

W oparciu o zaleznos¢ (8) i rysunek 2 latwo sobie wyobrazi¢ kryteria stabilnosci stalego
punktu odwzorowania.

Na podstawie konstrukcji graficznej odwzorowania (8) przedstawionej na rysunku 2
mozna fatwo wysnué wniosek, ze punkt stalty odwzorowania jest stabilny (niestabiiny), jesli

dka
ax, <1(>1). (12)

Na bazie ofrzymanego kryterium stabilnosci warto wspomnie¢ tu o zaletach
odwzorowania Poincarégo. Ogoblnie rzecz biorac przy badaniu dynamiki uktadéw opisanych
rownaniami rézniczkowymi zwyczajnymi mamy gléwnie do czynienia z analiza polozen
réwnowagi lub rozwigzad okresowych. Dla przypadku rozwazan okresowych warunek ten
oznacza, ze¢ warto$¢ wlasne macierzy monodromii (multiplikatory) powinny lezeé¢ w kole
jednostkowym o promieniu 1, aby rozwazany punkt staty (a tym samym orbita okresowa) byt
stabilny. Czgsto metoda ta stosowana jest przy praktycznym okresleniu stabilnosci uprzednio
numerycznie znalezionej orbity, np. przy uZzyciu metody "strzelania” lub metody
Urabe - Reitera ([2]).
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(g) ejuemoiozmpo Aeys pjund (e) Aupigessalu | (q) Aupgess 2 shy
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Wprowadzimy obecnie kilka podstawowych poje¢¢ i definicji w oparciu o pracg
J. Kudrewicza [1] i A.M. Samoilenko [3].

Definicja 1.

Ciag utworzony z kolejnych punktéw odwzorowania {F" (x)} dlak =0, 1, 2,... nazywa¢
bedziemy trajektoria (orbita) punktu x.
Uwagi:
Zbiér x,, F(x,), FA(x), F°(x),... bedzie orbita punktu x. Jako przyklad rozwazmy odwzorowanie
F: w[0,1]-[0,1] o postaci

F(x) = x(1-x), (13)

13
4’167

N —

1
to wowczas dla x = 3 orbita wyznaczona jest poprzez punkty

Definicja 2.
Punkt xq nazywac bgdziemy punktem Q-granicznym trajektorii {F(x)} jedli istnieje
taki ciag liczb {k,} naturalnych (lub calkowitych) dla ktérego zachodzi

lim F¥» (x)=xgq. (14)

ko o

Zbiér takich wszystkich punktéw nazywamy zbiorem -granicznym trajektorii {F*(x)}
i bedziemy go oznaczaé przez Q(x).

Definicja 3.

Zbiorem niezmienniczym Z kaskady nazywamy zbidr spelniajacy warunek X(Z)=Z.
Najczgsciej zbiorami niezmienniczymi s3 punkty odpowiadajace polozeniem réwnowagi lub
rozwigzaniom okresowym.

Komentarza wymagaja jeszcze zbiory (J-graniczne, ktdére moga byé atraktorami lub
repilerami.

Definicja 4.

Zbiér niezmienniczy A domknigty i ograniczony nazywamy atraktorem, jesli istnieje
jego otoczenic L(A) takie, ze dla dowolnego xe\U(A) trajektoria {F*(x)} dazy do A przy
k—»c0, Zbi6r wszystkich x spelniajacych powyzszy warunek nazywamy zbiorem przyciagania.
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Uwagi:
1. Czesto przy definiowaniu atraktora méwi sig, 2e zbidr spelniajacy warunki definicji 4 nie

da si¢ podzielié na zbiory rozlaczne spelniajgce te warunki.

2. Atraktory chaotyczne - s to takie atraktory, ktdre zawieraja co najmniej jedng trajektori¢
chaotyczna. Trajektoric nazywamy chaotyczng, jeli co najmniej jeden z wykladnikéw
Lapunowa z nig zwiazanych jest dodatni (definicja wykladnika Lapunowa zostanie podana
w nastepnym podrozdziale).

3. Dziwne atraktory - s3 to atraktory, ktdére posiadaja skomplikowana geometrycznie
strukture,

4. Zwykle uzywa si¢ wyzej wymienionych dwoch okresleit wymiennie. Jednak moga one
istnie¢ niezaleznie (patrz Grebogi i inni {4], Jakobson [5]).

5. Czgsto uzywa si¢ rOwniez pojgcia "basendw przyciagania”. Uklady dynamiczne mogg
posiadaé kilka wspolistniejacych atraktoréw. Jednym z podstawowych zadan w tym
przypadku jest okreslenie obszaru warunkéw poczatkowych, dla ktérych potok fazowy
bedzie przyciagany przez indywidualne atraktory. Okazuje si¢, ze granice pomigdzy
basenami przyciagania nalezacymi do réznych atraktoréw moga mieé¢ bardzo
skomplikowane ksztalty, na przyktad moga one by¢ fraktalami {7).

Definicja 5.

Punkt staty odwzorowania (8) (dla IR") nazywamy hiperbolicznym, jesli pochodna DF w
tym punkcie posiada wartosci wlasne rozne od 1. Jesli taki punkt jest hiperboliczny i posiada
dwie rzeczywiste wartosci wlasne A, (i=1,2), a w tym A <l i A,>1, to taki punkt jest siodlem
(szczegblowa klasyfikacja punktéw osobliwych podana jest w [6]). Rozmaitosci

WS(x,F) = {x: [Fx - WE(x, F)| > 0, jegli n - +co),
15)
W (%, F)= {x: [F"x - W*(x,F)| > 0, jesti n - <o},
nazywamy odpowiednio stabilng i niestabilna, i s3 one niezmiennicze, czyli
F(W3(x,F))= W5(x,F),
(W)= WP i,

F(W“(x, F)) = W"(x,F).

Jesli dla danego ukladu dynamicznego opisanego ukladem rdéwnafi roiniczkowych

15
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zwyczajnych spelnione sa warunki Lipschitza i istnieje rozwiazanie zagadnienia Cauchy'ego,
to rozwiazanie jest jednoznaczne i dokladnie wyznaczone poprzez warunki poczgtkowe.
Nasuwa si¢ tu analogia z pociggiem jadacym po torach, ktérego ruch w kazdej chwili
czasowej mozemy bez klopotdw okredli¢. A jednak wykryte dziwne atraktory chaotyczne
Lorenza, Uedy, Hénona i inne, wydajg si¢ zaprzeczaé tym oczywistym faktom. Pewna
nieokreslono$é jest intuicyjnic pojeta dla zlozonych ukladéw fizycznych, gdzie w
szczegblnosci niewielka zmiana faz moze prowadzié do duzych zmian w dynamice ukladu w
przedziale duzych zmian zmiennej niezalemej, czyli czasu. Wyjasnimy to na przykladzie
ukladu rozwazanego przez Landaua. W tym celu rozpatrzmy dwa krancowe przypadki stanu
ukladu dynamicznego: chaotycznos¢ i synchronizacj¢. Nie wnikajac teraz w szezeg6ly (patrz
rozdzial 5), przez synchronizacj¢ rozumieé bedziemy dazenie podukladéw ztozonego ukiadu
dynamicznego do wykonywania "podobnej” dynamiki np. objawiajacej si¢ poprzez ruchy
okresowe podukladéw o tych samych okresach, w konsekwencji powodujace synchronizacie,
czyli ruch okresowy o tym samym okresie catego uktadu. Zjawisko to bylo obserwowane juz
przez Huygensa podczas analizy synchronizacji tykania zegarow. Obecnie problematyka ma
wymiar szerszy i odnosi si¢ do wzajemnej organizacji ukladéw biologicanych, a w mechanice
pojawia si¢ ona przy zagadnieniach synchronizacji drgati wirnikéw i przy stabilizacji ruchu
sputnikéw [8-10]). Rozpatrzmy najpierw ukiad w pelni zsynchronizowany, tm. taki, zc

pojawiajace si¢ w nim czgstosci ©(,0,,...0 spetniaja warunek
llml + 12(1)2+... +lk(1)k=0, (17)

gdzie {l,,..1L,}eC i C jest zbiorem liczb catkowitych , Méwimy woéwczas, ze ukiad jest w
pelnym rezonansie, a objawia si¢ to charakterystycznymi wzrostami amplitud drgan dla
kazdej w; z dyskretnego zbioru © = {0,,...,0,}. Jesli jednak kazdy podukiad bedzie drgal
niezaleznie od innych, tzn. ze swoim wlasnym okresem (niezaleznym od pozostalych) to
woéwczas uklad nie jest zsynchronizowany. W praktyce zagadnienie sprowadza si¢ do
istnienia liczb niewymiernych, np. dlak=2j o;=1 oraz 0, = V2 rozwigzanie X = x(@,,9.),
gdzie @; = 0t i ¢, = @t lezy w stanie ustalonym na dwuwymiarowej rozmaitosci (torusie), a
rozwigzanie x=x(@,,9,), gdzie parametrem jest czas, nazywamy rozwiazaniem quasi-
okresowym.
Przyklad takiej dwuwymiarowej rozmaitoéci podany jest na rys.3.
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Chaos i synchronizacja w ukladach fizycznych

Uwaga:

Problematyka orbit quasi-okresowych zostala jedynie zasygnalizowana w tej pracy.
Zawiera ona jeszcze wiele nie do kofica ekonomicznie rozwigzanych probleméw, a zwlaszcza
ukierunkowanych na potrzeby obliczenn inzynierskich. Dotyczy to gléwnie okreélenia
stabilnosci wielowymiarowych atraktor6w — toruséw, oraz $ledzenia zmian takich orbit
towarzyszacych zmianom parametréw i ich bifurkacji [11-15].

Latwo sobie teraz wyobrazié, ze je§li dodatkowo fazy @F,...,¢, ulegaja nawet
nieznacznym zmianom, to odpowiedZ ukfadu x(mlt+(p',’,...,mkt+(pﬂ) moze ulegaé z

czasem zmianom znacznym i prowadzi¢ w efekcie do pojawienia si¢ chaotycznosci ruchu.

Obecnie wskazemy na inng mozliwo$é pojawienia sie¢ chaosu w prostych ukladach
dynamicznych. Dla oscylatordw autonomicznych o jednym stopniu swobody i o trajektorii
ograniczonej (wykonujacej ruch rekurentny) jedynymi atraktorami moga by¢ polozenia
rownowagi lub orbity okresowe. Sytuacja jednak ulega dramatycznej zmianie dla ukladow
tréjwymiarowych, tj. ukladéow o 1]/2 stopniu  swobody lub tychze oscylatorow 2z
wymuszeniem zewngtrznym. W ksigzce Ch. Hayashiego (ttumaczonej na jezyk polski [16])
na poczatku rozdzialu 6 znajduje si¢ rysunek przedstawiajacy wykres krzywych
rezonansowych dla réznych wartosci parametru kontrolnego . Okazalo sig, ze dla pewnego
zakresu tego parametru wszystkie orbity okresowe sg niestabilne. Czyzby zatem dla takich
wartosci parametrow nie istnialo rozwigzanie ustalone w realnym ukladzie fizycznym?
Postugujac si¢ tym argumentem Ch.Hayashi zaczal zadaé od Y. Uedy (wéwczas studenta w
jego laboratorium) "racjonalnych", lub lepiej, "oczekiwanych"” wynikéw, czemu ten ostatni
nie mégt sprostac. Wykraczalo to poza jego mozliwosci z tej prostej przyczyny, ze ich tam nie
byto. Byt za to zupelnie inny atraktor - dziwny atraktor chaotyczny [17].

Okazalo si¢ zatem, 2e dla ukladéw tréjwymiarowych trajektoric maga caly czas
przebywaé¢ w pewnym podobszarze przestrzeni fazowej R}, ale moga w niej nieustannie
bladzi¢ pomigdzy niestabilhymi polozeniami réwnowagi i niestabilnymi orbitar'ni
okresowymi. Wprawdzie z faktu ograniczonosci takiej podprzestrzeni wynika, ze istnieje taki
czas, po ktérym znajdzie si¢ taka trajektoria dowolnie blisko punktu startu, ale odpowiedzi

kiedy znajdzie si¢ tam ponownie, nie mozna uzyskac.
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Potok trajektorii fazowych mozna sobie wyobrazi¢ na przykladzie cieczy skladajacej sig
z bardzo wielu czasteczek znajdujacych si¢ nawet w bardzo malej jej objetosci. Jesli w takiej
przestrzeni istnieje atraktor bgdacy orbita okresowg, to wprowadzajac maly kropelke
kolorowej cieczy w dowolnie wybranym jej punkcie poczatkowym okaze sig, 2e po pewnym
czasie kolor bedzie okre§lal t¢ orbite. Jesli natomiast atraktorem bedzie dziwny atraktor
chaotyczny, to trajektoria lezgca na takim atraktorze zacznie bladzi¢ wzdluz calej objetosci

Z A
Yy

8 [x(t,),y(t)]
S [x(t),y(ty)]

ognisko
niestateczne

x
S [x(t,),y(t,),z(t,)]

Rys.4. Przykiad bladzenia niestabilnej trajektorii w obszarze ograniczonym IR,

cieczy i ciecz stanie si¢ kolorowa. Zabarwione czastki zaczng sie mieszaé¢ z niezabarwionymi.
Proces ten zachodzi w stosunkowo szybkim czasie i wobec tego nie jest wynikiem dyfuzji, a
raczej zwiazany jest z turbulentnym ruchem czasteczek cieczy. Ta analogia jest jeszcze
glebsza, Natgzenie koloru swiadczy¢ bedzie o prawdopodobienistwie znajdowania si¢ punktu
fazowego w tym obszarze i nie zalezy ono od polozenia poczatkowego (punktu startu).
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Uzbrojeni w wiedzg o roli niestabilnosci rozpatrzmy obecnie ewolucj¢ (zmiany w
czasie) pewnego obszaru warunkéw poczatkowych wzigtych z obszaru plaszczyzny x,y, czyli
takiego, 2e z=0 i 6=8(x,y), ktéry zostal na rys.4 zakreskowany. Obszar §(t;) stanowi bardzo
male otoczenie punktu osobliwego, ktéry jest niestabilnym ogniskiem. Dwie wyréznione
trajektorie na tym rysunku eksponencjalnie uciekajg od siebie i poczatkowo malutki obszar
8(to) zamienia si¢ w objgtosé S(t,) , a poniewaz obszar iy jest ograniczony, to trajektorie te
muszg zawrécié i w efekcie dla z = 0 dwa punkty, ktére lezaly bardzo blisko siebie (dla t = t;)
znajdujg sie po czasie t = t, daleko od siebie. Pojawia si¢ pytanie, jak daleko, albo inaczej, jak
blisko punkty te powinny byé oddalone od sicbie w punkcie startu, aby znowu znalazly sie

blisko siebie.

2.2. Wykladniki Lapunowa

Zanim odpowiemy na to pytanie powré¢my do starej jeszcze teorii liczb
charakterystycznych wprowadzonych przez Lapunowa, ktére wzigte ze znakiem odwrotnym
definiujg tzw. wykladniki Lapunowa (szczegély podane s3 u Demidowicza [18]). Juz
wczesniej opisana byla eksponencjalna rozbiezno$¢ trajektorii i wlasnie miarg takiej
rozbieznosci s3 wykladniki Lapunowa.

Opiszemy tutaj krétko ich wlasnosci w oparciu o prace [19-21). Zgodnie z (10) kaskade
(8) mozemy przedstawi¢ w pestaci

x(k +1) = F(x(k)). (18)

Kazdemu punktowi x w przestrzeni fazowej mozemy przyporzadkowa¢ macierz DF*(x)
zwang jakobianem, ktéra powstaje wskutek lokalnej lihearyzacji, co w praktyce sprowadza si¢
do obliczenia pochodnych k-tej iteracji dla punktu x. Startujac z punktu x(0) dla k-tej iteracji,
macierz ta wyraza si¢ zalezno$cia

J(k) = DF*(x(0)), (19
przy czym DF*(x(0)) moze by¢ otrzymana jako produkt

DF* (x(k — 1}...-DF(x(0))) = DF* (x(0)). (20)
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Majac obliczone J(k) otrzymujemy

x(k + 1) ~ DF{x(k))x(0) = DFk(x(0))x(0) = J(k)x(0). @1
Powracajac do dyskusji zwiazanej z rys. 4 zalézmy, ze w otoczeniu niestabilnego ogniska
weZzmiemy dwa punkty x; i x,, ktére po k iteracjach (zgodnie z wczesniejszymi

rozwazaniami) przejda w punkty X, (k) i x,(k) okre$lone poprzez zwigzek

x (k) - x,(k) = J(kXx,(O) - xz(O)). (22)

Mozemy wziaé caly potok generowany przez warunki poczgtkowe, ktére lezg np. w
jednostkowej kuli (odpowiada to okrggowi na rys. 4 jako przeciecie kuli z plaszczyzna x.y).
W ogélnym przypadku bedzie to jednak n-wymiarowa kula K;=K(0), ktora po k-iteracjach
przechodzi w elipsoid¢ K(k) (taka elipsoida dla n=3 oznaczona na rys. 4 jako &(1,)). Jesli teraz
zamiast jednego punktu x, weZzmiemy kul¢ K, i odpowiednio zamiast x(k+1) elipsoide K.,

to zgodnie z (21) otrzymamy

Ky.1 = DF(x(k))K. 23)

Elipsoidy K., i K, posiadajg n osi gléwnych i uklad posiada n z nimi zwigzanych
wykladnikow Lapunowa. Aby uklad wykazywal chaotyczno$¢ wystarczy, zeby jeden z
wykladnikéw (najwigkszy) byl dodatni. Wykiadniki Lapunowa okreéla si¢ ze wzoru

= lim - log(a ek (24)

koo k
gdzie a;, oznacza dlugosci j-tej osi elipsoidy K. Okazuje si¢, ze dla bardzo szerokicj klasy
odwzorowan F istnieje granica okreslona przez (24), kiéra dla prawie wszystkich x(0) nic
zalezy od x(0), czyli nie zalezy od warunkéw poczatkowych. Wéwczas A jest miara zmian
warunkow poczatkowych i jesli blad okreslenia warunkéw poczatkowych wyniost Ax(O), to
po k-tej iteracji bedzie on wynosit

Ax, =~ 10" Ax(0), (25)

jesli tylko Ax(0) jest dostatecznie male, a k jest dostatecznie duze. Niech teraz maksymalny

wykladnik Lapunowa wynosi A=0.1, co nie jest zbyt wielkim wymaganiem w odniesieniu do
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ukladéw dynamicznych i niech k,=10"° oraz Ax(0)=10"°. Zgodnie z (25) dla takiej iteracji k.
obliczamy Ax, =10, a z taka dokladnoscia obliczeri nie mozna si¢ pogodzié. Z drugiej

strony bedziemy chcieli, zeby blad dla k. iteracji wynosit Ax(k.) =1073. Zatem zachodzi
pytanie, z jaka dokladnoscia powinniSmy okresli¢ warunki poczatkowe. Poslugujac sig
wzorem (25) obliczamy, ze Ax(0) wynosi 10°™"%, a zachowanie takiej dokladnosci obliczen jest
niezwykle trudne. Oczywiscie niedoktadnos¢ wzrasta ze wzrostem iteracji.

Zagadnienie sprowadza si¢ wiec do wyznaczenia z nieskoficzona dokladnoscig
warunkéw poczatkowych. Zgodnie z zasadq Maxa Bohra, kazdy stan realnego ukladu
fizycznego moze by¢ wyznaczony jedynie z pewng dokladnoscia i okresla sie raczej poprzez
rozklad prawdepodobiefistwa zamiast przez liczbe. Jesli rozpatrywana trajektoria jest stabilna,
to blad poczatkowy szybko z czasem maleje, natomiast jesli jest niestabilna, to narasta on
szybko ze wzrostem iteracji powodujac nieprzewidywalnosé jej zachowania, tj. chaotyczno$é
w ukiadzie zdeterminowanym.

Teraz poswi¢cimy chwilg na dyskusjg¢ mozliwosci rekurencji (powrotu) trajektorii tak,
2cby lezala ona na atraktorze. Juz wezesniej wspominali§my, ze dla trajektorii pozostajacych
caly czas w pewnym obszarze ograniczonym musi istnieé¢ mozliwoéé powrotu w dowolnie
bliskg okolicg punktu startu. Okazuje sig, Ze na plaszczyZnie fazowej z taka wilasnoscia bardzo
latwo si¢ mozna spotkaé. Chodzi tutaj o punkt osobliwy zwany siodlem. Prekursorem ruchu
chaotycznego jest przecigcie stabilnej i niestabilnej rozmaitosci punktu siodlowego. Jest to

mozliwe w ukladzie co najmniej tréjwymiarowym.

2.3. Widmo czgstosci

W obliczeniach inzynierskich, zaréwno przy symulacji komputerowej jak réwniez
podczas analizy realnego obicktu w warunkach laboratoryjnych, jedna z najbardziej
populamych metod jest technika oparta na analizie widma czgsto$ci. W celu przyspieszenia
procesu obliczen korzysta sig tutaj z szybkicgo przeksztalcenia Fouriera (FFT). Transformacja
danego przebiegu czasowego z dziedziny czasu w dziedzing czgstosci moze by¢ opisana

zaleznoscia
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T 2

[x(t)e at .
T

W(@)= lim 1

Jim = (26)
-0

W przypadku ruchéw regularnych (okresowych i quasi~okresowych) widmo czgstosci
sklada si¢ z dyskretnych komponentéw, podczas gdy trajektorii chaotycznej x(t) odpowiada
widmo czgstosci ciggle.

2.4. Funkcja autokorelacji
Konkurencyjnym narzedziem w poréwnaniu z wykladnikami Lapunowa stanowi
funkcja autokorelacji. Jest ona szeroko opisana w literaturze w szczegblnodci w odniesieniu

do réwnan rézniczkowych. Okreslona jest ona zaleznoscia

A(t) = Thlr:o %:J-F[x(t;t)]F( x('t))dr, 27

przy zalozeniu, Ze analizowany uklad jest ergodyczny. Jesli w A(t) istniejg skladowe
okresowe badZ quasi-okresowe, to wowczas i w ukladzie badanym istnieje orbita okresowa
lub quasi-okresowa. Jesli natomiast dwie lezgce blisko siebie trajektorie oddalaja si¢ od siebie
i z uplywem czasu poruszajg si¢ niezaleznie od siebie, to A(t) szybko dazy do zera.
Odpowiada to sytuacji, gdy przynajmniej jeden z wykladnikow Lapunowa jest dodatni.

Warto wymieni¢ kilka charakterystycznych cech funkcji autokorelacji.

1. Jest to funkcja rzeczywista i parzysta z maximum w punkcie t=0, ktéra moze

przyjmowaé wartosci dodatnie, jak i1 ujemne.

2. W przypadku badania procesu stochastycznego ze $rednim znaczeniem <x(t)> =0,

ma ona ksztalt ostro zarysowanego impulsu.

3. Dla procesu stochastycznego - bialego szumu, funkcja A(t) ma ksztatt funkcji 8 .
4. Jesli (Srednio rzecz biorac) opadanie funkcji autokorelacji ma w przyblizeniu
charakter eksponencjalny, to stan dynamiczny ukladu zwiazany jest ze zjawiskiem

poczatku ruchu chaotycznego.

Jesli dla odwzorowan (18) zdefiniujemy wartosé érednig ( x(k)) zaleina od x(0) jako

23



Chaos i synchronizacja w ukiadach fizycznych

. 1K
(Xk) = kl[_l;llikgox(k),

to funkcja autokorelacji ma postaé

)= Jim (s~ s~ (x)

gdzie £=0,1,2,...

(28)

29
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3. Uklady dyskretne

3.1. Wprowadzenie

W ogromnej wigkszoéci przypadkéw dynamika ukladéw fizycznych opisana jest
réwnaniami rozniczkowymi czastkowymi Jub zwyczajnymi. Te pierwsze czgsto zast¢puje sie
poprzez rézne metody redukcji ukladami réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Nastepnym
etapem prowadzacym do dalszej redukcji zagadnienia jest zastapienie réwnan rézniczkowych
poprzez odwzorowania (w tym przypadku jednowymiarowe). Opisana metoda postgpowania
polega na stosowaniu metod analitycznych.

Inna niezalezna metoda badan polega na analizie dynamiki réinego rodzaju
najprostszych odwzorowan, na probie zrozumienia i wyjasnienia zjawisk dynamiki
chaotycznej w oparciu o takie odwzorowania.

Jesli dysponujemy w szerokim zakresie wiedza dotyczacq dynamiki odwzorowan
jednowymiarowych, to wéwczas dynamika (nawet zlozonych) ukladéw opisanych
rownaniami rézniczkowymi moze by¢é w pelni zrozumiana poprzez odwzorowania
jednowymiarowe.

Metody analityczne natrafiajg na wiele ograniczefi przy analizie dynamiki nieliniowej,
wobec tego w wigkszosci przypadkéw dokonuje sie analizy numerycznej. W praktyce oznacza
to zastapienie dynamiki ciaglej (zmienna niezalezna, czyli czas, w réwnaniach wystepuje jako
ciagly) poprzez dynamike dyskretna (przy metodach numerycznych wartosci czasu sg
wartosciami dyskretnymi). Okazuje sig, ze istniejg glgbokie powigzania pomigdzy "dynamika
ciagla" i "dynamika dyskretng". Przy analizie numerycznej wykorzystuje si¢ metode
odwzorowan Poincarégo. Zwiazki iaczace punkty otrzymane na plaszczyznie Poincarégo
opisane s3 poprzez réwnania réznicowe. Dzigki wprowadzeniu takiego odwzorowania nie
tylko obnizono ,wymiarowo$¢ dynamiki”, ale ponadto w przypadku analizy dynamiki
chaotycznej wprowadzenie plaszczyzny Poincarégo pozwolito na eliminacje ruchow

okresowych, co w efekcie pozwala na skoncentrowanie uwagi tylko na dynamice chaotycznej.
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Dalszym rozszerzeniem metody dyskretyzacji jest dyskretyzacja stanéw, np. poprzez
przyporzadkowanie liczbom tylko dwéch wartosci: zer lub jedynek.

Moze si¢ zdarzy¢, ze przy analizie odwzorowah dwuwymiarowych istnieje rowniez
mozliwos¢ ich redukeji do odwzorowar jednowymiarowych. Zachodzi to wéwczas, gdy takie
odwzorowanie w jednym kierunku jest silnie rozciagajace, a w drugim silnie sciskajgce. W
tym przypadku punkty uloza si¢ wzdiuz jednej lub dwéch linii, i mozna rozpatrywaé
odwzorowanie jednowymiarowe jednej linii w drugg,

Teraz rozpatrzymy przyklady dynamiki prostych ukladéw fizycznych sprowadzalnych
do analizy odwzorowan jednowymiarowych. W ukladach nieliniowych z tarciem istnieje
mozliwo$¢ pojawienia si¢ drgan samowzbudnych. Na rys. 5 przedstawiono taki klasyczny
przypadek.

Ciato o masie m (klocek) znajduje si¢ na tasmie o wspolczynniku tarcia zaleznym od
predkosci wzglgdnej ciala i tasmy z charakterystyka przedstawiona na rys. 5b) . Okazuje sie,
ze w zakresie predkosci wzglednych 0<w<y polozenie réwnowagi klocka staje si¢ niestabilne.
Pojawiaja si¢ drgania, ktére zaczynajg narastaé osiagajac cykl graniczny (orbita okresowa).
Réwnanie ruchu ukladu ma postaé

mX + kx = mg[p.o —aw + Bw3], 30)
gdzie po prawej stronie wystgpujq sily tarcia opisane analitycznie. Zalézmy teraz, ze dla x=0
nastgpuje uderzenie, gwattowna zmiana predkoscei ruchu w momencie, gdy x>a i ponadto
bedziemy zaklada¢, ze dynamika zwiazana jest z opadajacq czescig charakterystyki
wspolczynnika tarcia [22]). Wéwczas dynamika rozpatrywanego uktadu moze by¢ przyblizona

rownaniem
X—2hk+a’x =0, @31
X, -X_=-b, (32)

gdzie X, iX_ oznacza odpowiednio predkosé po i przed uderzeniem o amplitudzie b.

Dynamika opisana réwnaniami (31) i (32) moze by¢ przedstawiona za pomocg odwzorowania

0, dla0<y<2,
y=ay+ a G3)

b, dlay>2,
q
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gdzie

bl (34)

y=%, y=x20,q=¢*" o’-
Polozenie y.=b(q-1)>a jest niestabilnym punktem stalym tego odwzorowania. Dia y<y.
pojawiaja si¢ drgania chaotyczne w przedziale zmian a—b<y<a. Powyzszy przyklad
zwiazany byl z metoda analityczna, natomiast drugi przykiad podany nizej nawiazuje do
metod numerycznych.

Rozpatrzmy ruch wahadla o dlugoéci £, masie m i masowym momencie bezwtadnosci
B (rys.6).

Roéwnanie ruchu ma postaé

B + c¢ + mgésing = M, + M cosot, (35)

gdzie c jest zastgpczym wspo6lczynnikiem tlumienia wiskotycznego otoczenia. Zakladajac

mgl=B, réwnanie to moze by¢ sprowadzone do postaci

@ +h +sing = M| + M, cosat, (36)

gdzie:

Rys.6. Ruch plaski wahadta poddanego dziataniu momentu pary sit
M=M0*M|C0$(Dt.
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c M M
h='§, Ml—_—?o, 2=—B‘. (37)

Dokonamy aproksymacji

s Pn Py
=, 38
® -t (3%)
- Pn+t *z(pn +9,
= . 39
(tn+| - tn)(tn - tn—l)
Po uwzglednieniu (38) i (39) réwnanie (36) przyjmie postaé (patrz [23])
Pnot =20 + @y +hT(@y = o)+ T2 sing, = TH(M, +M,), (40)
2n
przyczym: t, =T, = ;n.

Po wprowadzeniu wielko$ci

TM, +M
RI=_(._L_h:_._2), hT=1-b, R, =T?, 41
z (40) otrzymujemy
i1 ™ 2('Pn +(pn—l +(l—b)((pn - (pn—l)+R25in(pn = (1—b)Rl' (42}

Roéwnanie (42) moze by¢ przedstawione w postaci réwnowainej

Tpy =br, =Ry Sin(an. @3)

@nii =9 +Ry—Rysing, +br,,
gdzie

L =@ =0, ~Ry. (44)

Mamy tu ciagle do czynienia z odwzorowaniem dwuwymiarowym, ale dla bardzo
duzego tlumienia i takicgo, ze hT=1, otrzymujemy odwzorowanie jednowymiarowe okrggu w
okrag, ktore bedzie omawiane w podrozdziale 3.4.

Na koniec warto podkresli€, ze istnieja i sg coraz bardziej popularne uklady
elektroniczne, konstrukcja ktérych oparta jest na zasadzie dzialania odwzorowan
jednowymiarowych, a ktore stluza réwniez dla wytworzenia sygnaléw chaotycznych dia
realizacji okreslonych potrzeb aplikacyjnych [24].
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3.2. Odwzorowanie Bernoulliego

Rozwazmy odwzorowanie F przeprowadzajace jednostkowy odcinek w siebie tzn.

[0,1) —=]0,1) o postaci
Xt = F(X0 ), “5)

F(x,) = 2x, mod1, (46)

dla k=0,1,2,... , przy czym funkcja modulo zawgza otrzymane rezultaty do przedziatu
Jjednostkowego (bierzemy tylko reszte po podzieleniu przez 1), Odwzorowanie to nosi nazwe

odwzorowania Bemoulliego i moze by¢ réwniez zapisane w postaci réwnania rémicowego

2x(k)  dla0<x(k)<05,

47
2x(k)-1 dla05<x(k)<1 D

x(k+l)={

Odwzorowanie to posiada tylko jeden punkt staly x,=0, ktdry jest niestabilny.
Rozpatrzmy, jak bedzie si¢ zachowywalo to odwzorowanie dla x(O) =1/11, a wiec dla
liczby wymiernej. Otrzymujemy nastgpujqcy ciag liczb
8
10 7
() x(9=12, (6)—-—, x(v)—ﬁ, )
3 6
x(8)=17, x(9)=7, x(10)= ﬁ

ktory przedstawia orbite okresowg, o okresie 10. Dla x(O) =% mamy kolejno

(49)

u-l--

xO)=5 x0)=3, x@2)=3. x()=2, x(0)-

Zatem znowu otrzymujemy orbit¢ okresowa, ale tym razem o okresie 4. Okazuje sie, ze dla
wszystkich liczb wymiernych z rozwazanego przedziatlu jednostkowego rezultatem iteracji sg
punkty stale. Sytuacja jednak wyglada zupelnie inaczej, jesli jako punkt startu wybierzemy
liczbe niewymiemna, Kazdemu punktowi zbioru [0,1] mozemy przyporzadkowaé

nieskonczony ciag {ag.a,,8,,...} , zwany adresem, w taki spos6b, ze
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1

a, =0, x(0)=%a, tord iaﬁ... (50)

1
—a3+2‘

23

Liczby a; przyjmuja tylko wartosci O lub 1. Wobec powyzszego x(0) moze byé

przedstawione jako ciag nieskoniczony zer i jedynek o postaci

x(0)={a,,a,,2;,a,..}. (s1)

Okazuje si¢, ze przy pomocy takiej reprezentacji liczby rzeczywistej mozemy wykryé
wazng wiasno$¢ odwzorowania (47). Rozpatrzmy to na przykladzie liczby x(0)=0.32.
Czytelnik mo2e sam bardzo szybko przeprowadzié obliczenia (np. przy uzyciu podstawowego
kalkulatora) znajdujac kolejne wartosci a;, ktére podano nizej

x(0)= 032 = {0,1,0,1,0,0,0,1,,1..} . (52)
Po pierwszej iteracji otrzymujemy liczbe x(1)=0.64 ktdra posiada nastepujacy adres

x(1) = 064 = {1,0,1,0,0,0,L,L,1,..}. (53)

Uwazny czytelnik dostrzeze pewna prawidlowos$é. Adres (53) otrzymujemy po przesuni¢ciu
w lewo o jedng cyfr¢ adresu (52). Okazuje sig, ze ta prawidlowo$¢ ma miejsce dla wszystkich
liczb z przedzialu [0,1]. Kazda kolejna iteracja wiaze si¢ z przesunigciem w lewo o jedno
miejsce poprzedniego adresu. Przesuni¢cie to nosi nazwg przesuniecia Bernoulliego. Druga
uwaga dotyczy skonczonoéci i nieskoficzonosci: skoficzona liczba wymierna jest tu
reprezentowana przez ciag nieskoficzony, W odcinku [0,1] wiekszosé liczb jest
niewymiernych. Liczby te maja przypadkowe rozwinigcia dziesigtne, lub inaczej, prawie
wszystkie liczby z odcinka [0,1] majg przypadkowe rozwinigcia dziesi¢tne.

Zwré6émy uwagg jeszcze na inne analogie podane przez Schustera [23].
Przyporzadkujmy liczbie zero orla, a liczbie jeden - reszk¢ i rozpatrzmy rzut monets.
Rzucajac wielokrotnic moneta otrzymujemy np. adres {O,R,R)0,..}, ktéry odpowiada
dokladnie jednej liczbie rzeczywistej z przedziatu [0,1].

A teraz rozpatrzmy nastgpujace zadanie. Wezmy dwie liczby x(0) i x?(0), ktére majq
np. 10" takich samych liczb po przecinku, czyli podczas obliczen utozsamiane sg jako
jednakowe. Stosujac 10' iteracji (47) dojdziemy do miejsc o numerze 17 w adresach tych

liczb, a wigc do miejsc, gdzie one si¢ roznia. Po 10' iteracji liczby te posiadaly identyczna
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orbitg, potem jednak rzadzi przypadkowo$é, bo dalszy rozklad dziesigtny tych liczb jest
przypadkowy. Ich orbity zaczynaja by¢ od siebie zupelnie niczalezne. Nasuwa si¢ tutaj bardzo
wyrazna analogia z obserwowanym zjawiskiem chaosu deterministycznego, bo w kazdej
kolejnej realizacji tego samego procesu startujgc z takich samych warunkéw poczatkowych
(teoretycznie) odpowiedZ ukladu jest ciagle inna.

Druga wiasnoscia liczb niewymiernych i przesunigcia Bernoulliego jest to, ze dowolny
podzbidr skoniczony zbioru nicskoriczonego reprezentujacego taka liczbe powtarza ja w tym
zbiorze nieskoniczenie wiele razy, a przesuni¢cie Bernoulliego stosowane wielokrotnie stara
si¢ te podciagi przesunaé w lewo réwniez nieskoficzenie wiele razy.

Ponadto odwzorowanie Bernoulliego posiada jeszcze jedna cechg typowa dla chaosu.
Wigze si¢ ona z operacja rozciagania, a nastepnie zginania i skladania. Jesli liczby
podlegajace iteracji znajdujg si¢ w przedziale [0,'/2) to odwzorowanie je rozcigga (mnozy sie
je przez dwa). Jesli poczynajac od jakiej$ iteracji znajda si¢ one w przedziale liczb wiekszych
od 1 to nastgpuje proces ich malenia, lub inaczej zginania i skladania z powrotem do
przedziatu [0,1].

Na koniec wspomnijmy o jeszcze jednej charakterystycznej cesze tego odwzorowania,
ktéra jest réwniez typowa dla chaosu. Pokazalismy, ze startujac od liczby wymiernej
otrzymaliSmy orbity okresowe. Sa one niestabilne. Poniewaz w przedziale [0,1] istnieje
nieskonczenie wiele liczb wymiernych, to réwniez w tym przedziale istnicje nieskofnczenie

wiele orbit okresowych niestabilnych.

3.3. Odwzorowania logistyczne

Stosunkowo szczegdlowej analizy doczekalo si¢ odwzorowanie logistyczne o postaci

x(k + l) = px(k)(l - x(k)), (54)
przy czym parametr pe[0,4]. Gléwna cecha tego odwzorowania jest rozcigganie lub $ciskanie
odcinka, a nastgpnie zginanie go w polowie. Okazuje si¢, e dla ustalonej wartoéci parametru
p odwzorowanie powoduje “zawijanie" wyj$ciowego odcinka i ukladanie go w przedziale
{0, p/4]. Dla przyktadu rozpatrzmy przypadek p=1 i rozwazmy liczby najpierw z przedziatu

[0, 0.5]. Liczba zero przechodzi w zero, a 0.5 w 0.25, a pozostale liczby lezq w przedziale
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[0, 0.25]. Rozpatrujac przedziat (0.5,1] widaé, ze liczba 1 przechodzi w zero. Wezmy liczbe
0.7 - przechodzi ona w 0.21, natomiast liczba 0.9 przechodzi w 0.09. Na bazie tych
trywialnych przykladéw widat, ze réwniez przedzial liczb (0.5,1) przechodzi w przedzial
[0,0.25], przy czym liczby lezace blizej jedynki odwzorowywane sa na liczby lezace blizej
zera. Dla parametru p wigkszego od liczby cztery wartosci odwzorowania rozbiegaja si¢ do
nieskorniczonosci. Dla wartodcei granicznej p=4 rozwiazanie réwnania (54) mozna wyrazi¢ w

postaci analitycznej
x(k)= %(l - cos[Z" arccos( 1- 2x(0))]). (55)

PrzeprowadZmy obecnie analizg klasyczng dla nieliniowej dynamiki. ZnajdZmy punkty
stale odwzorowania (54) i zbadajmy ich stabilno$¢. Punkty stale znajdujemy z rownan

. (1-x.)=x.. (56)

Sa to dwa nastgpujace punkty

=0, x@=Iz1 7
r
Kazde z wymienionych rozwigzan jest stabilne, jesli
df(x
(—(—)J <1, (58)
dx x=x,
gdzie: f(x) = rx(l - x).
Po przeprowadzeniu prostych obliczer widaé, ze
df(x))
_ = r’
dx s
df(x
L) =2-r1, (59)
\ dx )

i pierwsze rozwiazanie jest stabilne, gdy [rl < 1, natomiast drugie, gdy |2 - r{ <l
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Rys.7. Wykres pajeczynowy dla odwzorownia logistycznego i dla r = 3.83 (a) oraz przebieg
okresowy (b) odpowiadajacy zamknigtej krzywej z rys (a).
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A teraz rozpatrzmy kilka przykladéw numerycznych zwiazanych z odwzorowaniem
logistycznym. Na rys. 7 podano przykiad "diagramu paj¢czynowego” dla r = 3.83. Jak wynika
z rozwazan poprzednich, dla takiej wartosci parametru obydwa punkty stale odwzorowania s
niestabilne. W ukladzie wspéirzednych x(k), x(k+1) narysowano funkcj¢ f(x) oraz przekatna.
Stuzg one do prostego wyznaczania kolejnych punktéw odwzorowania po kolejnych
iteracjach. Jak widaé z tego rysunku, dla warunku poczatkowego x(0) = 0.3 trajektoria
odwzorowania dazy do orbity okresowej.

Jesli rozpatrzymy odwzorowanie opisane funkcja x(k+3) = f{x(k)), a na osi pionowej
wezmiemy punkt odpowiadajacy co trzeciej iteracji, czyli x(k+3), to otrzymamy wykres
pajeczynowy przedstawiony na rysunku 8. Jak widaé¢ z tego rysunku, w zaleznosci od
warunkéw poczatkowych trajektorie sg przyciagane przez jeden z trzech punktéw, w ktérych
krzywa f(x) jest styczna do przekatnej ramki rysunku.

Dla co piatej iteracji x(k+5)=1(x(k)) wykres krzywej f(x) jest bardziej skomplikowany
(rys. 9). Trajektoria stosunkowo szybko osiaga stabilng orbit¢ okresowa.

PrzesledZzmy teraz zachowanie si¢ tego odwzorowania przy zmianach parametru
re[2,4). Zgodnie z wezesniejszymi rozwigzaniami punkt staly odwzorowania réwny zeru jest
niestabilny w zakresie rozpatrywanych zmian parametru. Drugi punkt staly jest stabilny, gdy
re[2,3). W punkcie r = 3 nastepuje bifurkacja podwojenia okresu. Poprzednie rozwiazanie,
choc teoretycznie istnieje, to jest ono niestabilne.

Natomiast pojawia si¢ nowe stabilne rozwiazanie o okresie 4. Przy zmianie parametru
znowu traci ono stabilnos¢, a pojawia sig orbita o okresie 2°=8, itd., az do orbit o okresie 2.
Przy k—o parametr r osiaga warto$¢ graniczng réwna r,= 3.5699 . Okazuje si¢, ze w obszarze
re[r,,4] podobna kaskade bifurkacji mozna zaobserwowaé dla orbit o okresie 3 i 4, tzn. 3
4, gdzie k=1,2,3,... Sq to tzw. okna okresowosci, ktdre odpowiadajg szczegdlnym wartosciom
parametru r. W szerokim obszarze zmian r obserwuje si¢ bowiem chaos.

Na r1ys. 10 przedstawiono tzw. wykres bifurkacyjny, przy czym kolejne rysunki
powstaly w wyniku powiekszenia poprzedniego dla pewnego przedzialu parametru r. Widaé

wyraznie kaskadg bifurkacji podwajanie okresu, ruchy chaotyczne i okna okresowosci.
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Rys.8. Wykres pajeczynowy dia r = 3.83 w ukladziw wspéirzednych x(k) i x(k + 3) dia ré2nych
warunkow poczatkowych: (a) x(0) = 0.7; (b) x{0) = 0.35; (¢) x(0) = 0.1.
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Rys.9. Wykres pajeczynowy dla odwzorowania logistycznego i co pigtej iteracji.
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Rys.10. Wykres bifurkacyjny odwzorowania logistycznego dla réznych przedziatéw zmian parémetru
kontrolnego r: (a) r=[2,4] ; (b) re[3.5,3.8] ; (c) re[3.6,3.7] ; (d) r<[3.56,3.66).
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Rys.11. Chaotyczne odwzorowanie logistyczne dia r=3.7.

W celu przesledzenia procesu dynamiki chaotycznej tego odwzorowania na rys. 11
przedstawiono odwzorowanie logistyczne dla r=3.7. Wykonano okolo 4 milionow iteracji i
jak widaé z rysunku atraktor chaotyczny jest czgscig odcinka [0,1] i jest wyznaczonym przez
rzut na o§ poziomsa czeéci paraboli zaznaczonej linia gruba. Kolejne punkty otrzymane na
drodze iteracji ukladaja si¢ wzdhuz tego odcinka w sposdb zupelnie nieprzewidywalny
(chaotyczny).

Funkcje autokorelacji A(l) okreslona jest wzorem (29) dla r = 4. Zgodnie z (28)
otrzymujemy dla prawie wszystkich warunkéw poczatkowych

1
= 60
(%) 2 (60)
Wobec tego mamy
I2 dla 1=0,
A(l) = /s de (61)
0 dla 120

dla prawie wszystkich warunkéw poczatkowych.
Poniewaz rozwiazanie analityczne odwzorowania logistycznego jest wazne dla r=4

(patrz 41), to wykladnik Lapunowa dla r=4 wynosi
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Rys.12. Zmiany wyktadnika A towarzyszace zmianom parametru r w przedziale [2,4].
Dla tego parametru warto§¢ wykladnika obliczona numerycznie wynosi
A, = 0693144 dla 206000 iteracji, co w stosunku do wartoéci dokladnej stanowi blad

= |\ - %, = 0.00000318.

Wartosci wykladnikéw Lapunowa dla re[2,4] przedstawiono na rys. 12.
Analityczna postaé rozwigzania dla r=4 (warto zauwazy¢, ze dla tej wartosci parametru
liczba 1/2 odwzorowuje si¢ w 1, natomiast w nastgpnej iteracji 1 przechodzi w zero) pozwala

poprzez transformacjg
2 invx
y= ;arcsm X (63)

sprawdzi¢ odwzorowanie logistyczne dla odwzorowania Bernoulliego (47).

3.4. Odwzorowanie okreggu w okrag

Jest to kolejne odwzorowanie jednowymiarowe, kt6re bedziemy analizowaé.
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Odwzorowanie typu okregu opisane jest rtbwnaniem
¢(k + 1) = F(¢(k)) = #(k) + R, + R, sin ¢(k)mod 2x. (64)

Odwzorowanie to zalezy od dwéSch parametréw R, i R, i moze reprezentowaé
transformacjg fazy oscylatora nieliniowego, przy czym parametr R, opisuje stosunek dwéch
czgstosci, natomiast R, jest wspéliczynnikiem wzmocnienia oddzialywania nieliniowego
[23,25]. To proste odwzorowanie wykazuje wiele interesujacych cech nieliniowej dynamiki, a
mianowicie dynamike okresowa, quasi-okresowa i chaotyczna.

Warto zwrdcié¢ uwage na pewne podstawowe wlasnosci odwzorowania (64) [23]:

A. Funkcja F posiada wlasnosé

F(¢+2n)=¢+2n+R, +R,sin¢mod2x =1+ F($). (65)

B. Dla |R2| < lodwzorowanie F(¢) istnieje i jest rézniczkowalne (jest dyfeomorfizmem).

C.Dla R,= -1 odwzorowanie odwrotne F~ ! staje si¢ nier6iniczkowalne, natomiast dla

[R,| > 1jest ono niejednoznaczne.
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Rys.13. Odwzorowanie (64) dla R,=0.4 i r6znych warto$ci R,: (a) -0.5; (b) -1 ; (¢} -5 ; {d) -20.
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Na rys.13 dla ustalonej wartosci R;=0.4 przedstawiono wykres odwzorowania F(¢$) dla
roznych wartosci R;, ktéry potwierdza wymienione wczesniej wiasnosci odwzorowania.
Liczbe charakteryzujaca sSrednie przesunigcie o kat ¢ na kazds iteracje okreslamy ze wzoru

w=2nw" =b}i—ﬂ%' (66)

Sredni okres przesunigcia obliczamy jako T,, =2n/w,gdzie w jest czgstoscia kolows
rotacji (winding number). Natomiast czestotliwosé rotacji w' =1/w. Zwiazki te s
analogiczne do pojecia czgstoéci kolowej orbity okresowej nie lezacej na torusie, oraz
czgstotliwosci. Okazuje sig [23,25], 2e dla |R,| <1 granica okreSlone wzorem (66) zawsze
istnieje, ale moze byé przedstawiona liczba wymierng lub niewymierng. Jesli jest to liczba
wymierna, to obszar parametréw R;, R, dla ktérych w=p/q, p,geN w odniesieniu do
odwzorowania (64) nazywamy jezykami Arnolda.

Przyklady takich jezyk6éw przedstawiono na rys.14.

Rys.14. Przyklady jezykéw Amolda dla R,€[0,7] i R,€[0,2n]. Dia Ry=1 mamy do czynienia z dwoma
obszarami. Ponizej linii Ry=1 ruch jest regularny okresowy lub quasi-okresowy (okresowosé
wystepuje w obszarze jezykéw Amolda - obszaréw jasnych), a powyzej tej linii ruch moze by¢
chaotyczny i moze "wspotistnie¢™ z ruchem regulamym.
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Rozpatrzmy blizej dwa uklady obszaréw A i B z rys.14 dla k=0.8. Pierwszym z nich
odpowiada orbicie 2-okresowej a drugi 3-okresowej. Oznacza to, ze dla ustalonego R,
mamy taka sytuacj¢, ze wzrost q (jesli w tych obszarach w=p/q) szeroko$¢ jezyka

Arnolda zmniejsza sie.

Rys.15. Mapa Poincaré - przekrdj torusa plaszczyzng I

Rozpatrzmy obecnie bardziej szczegdlowo dynamike¢ trajektorii lezace) na torusie
dwuwymiarowym (rys.15).

Niech na przyktad
w=81_P_3 (67)
0o, q 5

Rozpatrzmy wedréwke punktu poczynajac od plaszczyzny I'. Punkt ten znowu przebije te
plaszczyzne po czasie Ty =2n/0,.

Na rysunku 16 przedstawiono kolejne "zdjgcia” stroboskopowe odlegte od siebie
oczas T.

Rozpatrzmy odwzorowanie

©,. =0, +w 2p. (68)

ne+l

42



Chaos i synchronizacja w ukiadach fizycznych

Dla w= %ouzymujemy kolejno:

Gl =@0 +§21l,

0,0, +%21|: -0, +2-%2n, (69)

95 =@o +3'27l,

co oznacza ©; mod 27 = @y mod 27, a w ogbinym przypadku
0,=06;+p-2=n. (70)

Dla N-obrotéw dochodzimy do definicji czgstosci kolowej rotacji okreslonej poprzez
(66).

W plaszczymie [T otrzymujemy trzy punkty stale, natomiast w plaszczy’nie
odwzorowania (68) pi¢é punktow statych (w plaszczyZnie prostopadie) do I” tez pieé¢ punktow
statych). Zgodnie z (69) w plaszczy’nie (@,,, ©,) otrzymujemy pigé punktéw stalych

0,,0,,..0,

q- Jesli punkt @i' nalezy do orbity q-okresowej, generowanej przez

odwzorowanie (64) to zgodnie z (70) mamy
thkz(@;) = 21t(p+9;)m0d21t, (M)

gdzie i=1,2,...,q oraz FR,,R , 0Znacza, 2¢ ta funkcja zalezy od parametréw R, i R,. Oznacza to

réwniez, ze startujac z punktu @i. wracamy do niego poprzez q iteracji, lub po przesunigciu o
kat 2np. Przy tej okazji warto powrdci¢ do interpretacji zwigzanej z rys.16. W tym samym
punkcie odwzorowania znajdziemy si¢ po q obrotach (z czgstoscia ©,) lub po przesunieciu o
kat 2np. Zgodnie z (65) mamy

F(@?) =@; +R, +R,sin®; mod 2, (72)
i obliczamy

dHe;

d@:) =1+R, cos®; mod 2. (73)

43



Chaos i synchronizacja w ukiadach fizycznych

geziepod 3is ejuzoez Yoni wajod e ‘(Mme101qo b 0 91zpdq nypedAzid wAujgbo m)
MOJ0IqO G BUOHAM piund 'L e BIsEZO M 11420 ‘'MAIGo ¢/6 einuoyAm yund
nueuezopod iwAulejoy AzZpdiwod 4| sano 00 Auemomiasqo 13juzAzozseid m npjund yany ‘gl sAy

44



Chaos i synchronizacja w uktadach fizycznych

Cala orbita zlozona z punktow (-); , i = 1,2,...,q bedzie stabilna, jesli kazdy z tych punktéw
bedzie stabilny, czyli:

q .
[1{1+ R, cos®; mod2n < 1. (74)

i=1
Rozpatrzmy najprostszy przypadek, gdy w=1, czyli p=q=1. Zgodnic z (72) otrzymujemy
0, =0, +R, +R,5in®, mod 2n

Ry =-R;sin 96
Natomiast z warunku (74) mamy

1+R, cos@p| < 1. (75)
Dla R,<1 granice utraty statecznosci sa osiagnigte, gdy .

R, c0s@ =0, (76)
czyli dla GB =1(m/2). Wobec tego szerokos¢ pierwszego jezyka Amolda wynosi

R, =-R,sin@; = +R,, an

co potwierdza obserwacja obszaru w okolicach 0 i 2x na rys.16.

3.5. Odwzorowanie Hénona

Odwzorowanie Hénona [26] jest odwzorowaniem dwuwymiarowym i moze byc
traktowane jako rozszerzenie omawianego wczesniej odwzorowania logistycznego. Opisane
jest ono réwnaniem

xﬂ+l = r_axi +yn’

Yoe1 = bxm

(78)

lub
(x,y) - (r -ax? + by, x), 7%

gdzie a, b i r spelniaja rol¢ parametrow bifurkacyjnych. Jakobian (78) wynosi

45



Chaos i synchronizacja w ukiadach fizycznych

-2ax, 1
’ Ol= b, (80)

b
i wobec tego dla |b/<1 uklad jest dysypatywny. Okazuje sig, 2e dla 0<b<I, r=1 i a>0
odwzorowanie posiada dwa punkty stale okreslone poprzez réwnania
~(1-b)J(1-b)* +4a
- 2a
Te dwa punkty sg rzeczywiste, jesli a>(1-b)/4, przy czym jeden z nich jest zawsze

X2 s Y12=-bx; 3. (81)

niestabilny, a drugi jest niestabilny gdy a>0.75(l-b)2 . Na bazie tego jednego odwzorowania
rozpatrzymy bardzo wicle interesujacych elementow nieliniowej dynamiki.

1. Niech r=2.1, a=l, b= —0.3. Na rys. 19 na plaszczy’nie (x,y) przedstawiono dziwny
atraktor chaotyczny Hénona. Ponadto na kolejnych rysunkach od "a" do "d" krzyzykami
oznaczono orbity okresowe odpowiednio o okresach 1, 2, 5 i 10. Metoda poszukiwania takich
orbit polega na zastosowaniu metody Newtona lub jej wariantow [27-31] .

Jedli x. jest punktem stalym odwzorowania F oraz p jest parametrem, to spelnione jest

réwnanie

xe =F(x+,p). (82)
Niech punkt x bedzie lezat w poblizu punktu x.. Wprowadzmy macierz N

N =D,F(x,p), (83)

ktérej elementami s pochodne czastkowe wzgledem punktu x. Dokonujac linearyzacji wokét
punktu X otrzymujemy

F(x,p) + Ndx = x + dx, (84)
skad znajdujemy
dx = (NI (x-F(x,p), (85)

i powyzej 1 jest macierza jednostkowsa. Wyrazenie x—F(x,p) = E oznacza blad obliczef, ktéry
dla x = x. jest zerem (jest to warto$¢ dokladna). Okazuje si¢ Ze metoda Newtona nie zawsze
umozliwia zmniejszenie bledu w nastepnym kroku obliczefi. Zmodyfikowana metoda
Newtona pozwala na wybranie takiego przyrostu dx, ze jej zbiezno$¢ jest zachowana,

W przypadku orbit okresowych zaznaczonych krzyzykami na rys. 17 punkty startu dla
zmodyfikowanej metody Newtona wybicrane byly w sposéb losowy. Zostaly znalezione
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2 punkty o okresie 1 (a), 4 punkty o okresie 2 (b), 3 rézne orbity o okresie 5 (c), oraz 15
réznych orbit o okresie 10 (d). W tym ostatnim przypadku jako punkty startu dla
zmodyfikowanej metody Newtona wybrano losowo 9031 punktéw, Warto zauwazy¢, ze wiele
ze znalezionych orbit okresowych nie nalezy do atraktora chaotycznego.

2. Nastepny przyklad wiaze si¢ z wykresem bifurkacyjnym. Na osi pionowej odlozymy
parametr b, natomiast na osi poziomej x. W rzeczywistosci jest to projekcja trowymiarowej
przestrzeni (b,x,y) na plaszczyzne (b,x), 0.1 <b < 0.3 (patrz rys.18).

Dla r=1.3 dynamika chaotyczna odwzorowania "przerywana” jest dla pewnych wartosci
b oknami okresowosci (jest ich pig€), natomiast ze zmniejszeniem r i dla b=0.26 nastepuje
bifurkacja i znika ruch chaotyczny, a pojawia sig¢ ruch okresowy. Nastepnie kazda z "galazek”
podwaja si¢ prowadzac przy dalszym zmniejszaniu b do powstawania tzw. "pgcherzykéw"
ruchu chaotycznego (rys. 18b).

3. Na bazie tego przykladu oméwimy pojecie basendéw przyciggania atraktorow.
Basenem przyciagania atraktora nazywaé bedziemy taki zbiér wszystkich warunkéw
poczatkowych w przestrzeni fazowej, ktore b¢da "przyciagane” przez ten atraktor, tzn. po
"starcie" z kazdego z takich warunkéw poczatkowych trajektorie po pewnym czasie znajdg si¢
na atraktorze. Takie baseny przyciagania dla odwzorowania Hénona przedstawiono na rys.19.

Dla zbioru parametréw jak na rysunku istnieja trzy rézne atraktory. Jednym z nich jest
o (obszar czarny), stabilna orbita okresowa o okresie osiem (obszar o kolorze szarym) oraz
dziwny atraktor chaotyczny, skladajacy si¢ na rysunku z dwéch czescei, ktéry "przyciaga”
warunku poczatkowe z obszaru biatego.

4. Teraz omoéwimy zagadkowe podobiefistwo pomi¢dzy projekcja atraktora Hénona i
rozmaitoscia niestabilng punktu stalego nalezacego do tego atraktora. Poprzez stabilng
rozmaito§¢ punktu stalego pewnego odwzorowania bedziemy rozumieli zbiér punktow
zmierzajacych do tego punktu przy liczbie iteracji dazacych do nieskonczonosci (odpowiada
to basenowi przyciggania). Natomiast przez poj¢cie niestabilnej rozmaitosci punktu stalego
pewnego odwzorowania rowniez bedziemy taki zbi6r punktow, ktére sa przyciagane przez
iteracje w odwrotnym kierunku (lub inaczej odpychane przy zastosowaniu tych pierwszych

iteracji).
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Rys.18. Wykres bifurkacyjny dia odwzorowania Hénona i dla parametréw (a) r=1.3 ; (b) r=1.25.
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Rys.19. Baseny przyciagania dla odwzorowania Hénona i dia a=1, r=1, b=0.48.

Na rys.20a przedstawiono chaotyczny atraktor Hénona, natomiast na rys.20b przedstawiono
zbiér punktéw przycigganych przy odwrotnej iteracji przez niestabilny punkt staly o
wspolrzednych (0.855,0.898). Uderzajace jest tutaj podobiefistwo pomi¢dzy dwoma zbiorami.
Uwaza sig, Ze te zbiory sq jednakowe, ale nie zostato to udowodnione w sposédb scisly (patrz
np. [31]).

5. Obecnie zwrécimy uwage na podobiefistwo pomigdzy basenem przyciagania przez
atraktor Hénona i atraktor bedacy nieskoriczonoscig (o) (bgdzie to zbiér punktéw, ktére przy
iteracjach dazacych do nieskoriczonosci "uciekajg” w nieskoriczono$¢ (rys. 21a)), a basenem
przyciggania przez stabilny punkt staly lezacy na atraktorze Hénona (rys. 21b). Obliczenia
zostaly wykonane przy przyjeciu parametréw: a=1, b= —0.32, r=2.10. Widaé, ze w
przyblizeniu basen przyciagania stabilnego punktu na atraktorze Hénona miesci si¢ w basenie
przyciagania atraktora chaotycznego Hénona.

6. Istnieje réwniez mozliwo$¢ pojawienia si¢ trajektorii chaotycznej znajdujacej si¢ w
obszarze ograniczonym w przestrzeni fazowej, przy czym wszystkie inne trajektorie
znajdujace si¢ w jej okolicy "uciekaja" do nieskoriczonosci, czyli nie s3 ograniczone. Taki
zbiér niezmienniczy nazywal bedziemy siodlem chaotycznym odwzorowania Hénona. Ten
zbi6r niezmienniczy i zwarty bedzie niestabilny, czyli trajektorie z jego otoczenia bedg si¢
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oddalaé, a w rozpatrywanym przypadku "uciekaé" do nieskonczonosci.

a) ,

-2 -1 8 1 2
X -
b) B
[ 1
0
y L
-1 ]
-2 i
-2 -1 K 1 2
X —

Rys.20. Atraktor Hénona dla a=1, r=1.38 i b=0.32 (a) oraz rozmaito$¢ niestabilna punktu statego
o wspdirzednych (x,y)=(0.855,0.898) (b).

51



Chaos i synchronizacja w uktadach fizycznych

b)

Rys.21. Basen przyciagania przez nieskoriczono$¢ () oznaczony kolorem czarnym i basen
przyciggania przez atraktor Hénona (a) oraz basen przyciagania przez punkt staly stabilny
odwzorowania Hénona, ktéry w przyblizeniu wynosi (0.907,0.966) (b). Na obu rysunkach a i b
zaznaczony jest réwniez atraktor Hénona.
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Rys. 22. Niestabilny zbior niezmienniczy zawierajacy trajektori¢ chaotyczng dla odwzorowania
Hénona.

-1 + 4
.H-

¥

X —

Rys.23. Graniczna trajektoria (zaznaczona krzy2ykami) nalezaca do granic basen6w przyciggania
przez atraktor Hénona (zaznaczony punktami) i atraktor le2acy w “nieskoficzonosci" i

posiadajacy strukture fraktali.
Na rys. 22 pokazano przyklad niestabilnego zbioru zwartego i niezmienniczego na ktérym
lezy trajektoria chaotyczna. Obliczenia wykonano dla a=1, b=0.4 i r=4.
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a)

b)

T f1ee
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Rys.24. Wykres bifurkacyjny ilustrujqby kaskade podWajania okresu prowadzacg do chaosu (a) ;
okno z wykresu (a) dla 1.06 <r<.1.12 (b) oraz wykiadnik Lapunowa odpowiadajacy (b)
rysunkowi (c).
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7. Z rys. 22 wynika, ze dla pewnych parametréw odwzorowania Hénona istnieja dwa
atraktory przyciagajace zbiory warunkéw poczatkowych. Jednym z nich jest basen warunkéw
poczatkowych przycigganych przez atraktor chaotyczny Hénona, a drugim jest basen
warunkéw poczatkowych "uciekajacych" z czasem do nieskorficzonosci, lub tez przyciagany
przez nieskoficzono$é. Istnieja punkty nalezace jednoczesnie do obu granic basenéw
warunkéw poczatkowych i ktore nie sg przyciagane przez zaden ze wspomnianych atraktor6w
[30]. Taka ograniczona trajektoria zostala pokazana na rys. 23 dla a=1, b=-0.3, r=2.12.

8. W tym przykladzie na bazie odwzorowania Hénona zlustrowana zostanie droga
prowadzaca do chaosu poprzez podwajanie okresu. Wyniki obliczeri przedstawiono na
rys. 24a — c.

Na pierwszym z nich wida¢ droge prowadzaca do ruchu chaotycznego poprzez kolejne
podwajanie okresoéw drgan. Na podstawie rys. 24a i 24b mozna policzyé wartoici kolejnych
stosunkow dlugoéci krzywych pomiedzy punktami bifurkacji, ktére wynosza: d,/d,=4.33,
d/dg=4.42, dg/d;=4.54 i jak widaé daza do stalej Feigenbauma wynoszacej w przyblizeniu
4.67. Na rys. 24c przedstawiono wykres zmian wykladnika Lapunowa A wrelacji do rys. 24b,
tzn. dla takiego samego przedziatu zmian parametru r. Tam gdzie jest on dodatni, tam

wystepuje chaos.

3.6. Odwzorowanie Ikedy

Odwzorowanie lkedy opisane jest rGwnaniem

z—p+cyzexpl i ¢, - % =t b (86)
l+(z)

gdzie: z=x+iy, x,yeR i i’=-I.

Na rys. 25 przedstawiono trzy kolejne iteracje elipsy znajdujacej si¢ w prawym gémym
rogu rysunku dla nastepujacych wartosci parametréw: p=0.5, ¢,=0.4, ¢;=0.9, ¢;=6. O ile
pierwsza iteracja wskazuje na regularng dynamike nieustalona, to w drugiej i trzeciej iteracji
wyraznie uwidacznia si¢ dynamika chaotyczna.

Rozpatrzmy teraz dynamikg odwzorowania (86) dla tych samych parametréw co

poprzednio, przZy czym teraz iterowana elipsa jest przesunigia w lewo w stosunku do sytuaci
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a)

b)

c)

£.5 8 8.5 1 1.5 2

X —

Rys.25. Pierwsza (a), druga (b) i trzecia (c) iteracja elipsy przedstawionej w gémym prawym rogu
rysunku dia odwzorowania Ikedy.
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poprzedniej (rys.26). Jak widaé z tego rysunku dynamika chaotyczna uwidacznia si¢ tutaj

znacznie wezesnicj.

a)

0.5 0 0.5 ;) 1.5 2

b)

9.5 @ 8.5 i i1.5. 2
X —

Rys.26. Pierwsza (a) i druga (b) teracja elipsy dla odwzorowania lkedy.
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Natomiast na ostatnim rysunku (rys.27) przedstawiono tylko pierwszg iteracje elipsy,
tym razem lezacej na poziomie y=0.5, dla rénych wartoéci parametru kontrolnego p.

a)

b)

1.5
2
2.5

c)

4.5 o 8.5 1 1.5 2

Rys.27. Pierwsze iteracje elipsy dla roznych wartosci parametru p: a) 0.6 ;) 0.7, ¢) 0.8 ,d) 0.9 e) 1.
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d)
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Wazrost parametru p od 0.5 do 1.0 wplywa na pogl¢bienie dynamiki chaotycznej
odwzorowania Ikedy.

Rysunek 28 przedstawia trzy analogiczne krzywe dla nastepujacych parametrow:
c,=0.4, ¢,=0.9 i c;=6, przy czym podczas wykonywania obliczeri parametr p zmienial si¢ w
przedziale [0.9, 1.9). Jest to orbita okresowa o okresie 3 (dla jednej ustalonej wartosci p na
wykresie otrzymali§my tylko trzy rézne punkty). Stabilno§¢ kazdej orbity ulega zmianie ze
Zmiang parametru p.

85 o6 9.5 1 1.5 2
X —

Rys. 28. Orbity okresowe o okresie 3 przy zmianie parametru p w przedziale 0.9 < p < 0.9 dla
odwzorowania lkedy.
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4. Uklady ciagle

4.1. Wprowadzenie

Aby jednoznacznie okresli¢ ewolucj¢ w czasie interesujacego nas procesu w przyrodzie
nalezy dysponowaé wiedza dotyczacq zalezmosci funkcyjnych migdzy funkcja opisujaca ten
proces i jej pochodng (lub jej pochodnymi) oraz dodatkowo nalezy dysponowaé warunkami
poczatkowymi. Zaleznoéé funkcyjna pomigdzy nieznang funkcjg i jej pochodna nosi nazwe
rownania rézniczkowego. Obecnie bardzo trudno wyobrazi¢ sobie rozwdj wielu dziedzin
nauki bez znajomosci teorii rownafl rézniczkowych. Istnieje wiele kierunkéw rozwoju
wspolczesnych teorii rownan roimiczkowych oraz r6zne metody ich nauczania w zaleznosci
od potrzeb uwarunkowanych kregiem odbiorcéw. W tym rozdziale zajeto si¢ jedynie
ukladami réwnan rézniczkowych opisujacych dynamike prostych zdeterminowanych ukladéw
fizycznych pod katem dynamiki chaotycznej. Szersze omowienie dynamiki chaotycznych
prostych oscylatoréw mozna znalezé w pracy W. Szemplinskiej [32].

4.2. Oscylator nieautonomiczny o réznych potencjalach V(y)

Wyobrazmy sobie, ze kulka znajduje si¢ w naczyniu, ktdrego przekrdj zaznaczono na

rys. 29.

V)

F /
coswt
o DY //

Rys. 29. Ruch kulki w naczyniu wzdtuz potencjatu V(y).

N
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Réwnanie ruchu kulki ma postaé

y+cy+ __d:’gy) = Fcosot. €]

Potencjal V(y) moze posiada¢ dwa minima i jedno maksimum, jak to jest przedstawione na
rys. 29 lub tez moze przybieraé inne ksztalty (rys. 30).

o

Vo) Vo) ¢

.~

Rys. 30. Typowe ksztaity potencjatu V(y).

Jesli potencjal opiszemy réwnaniem

4 ]
to przypadkowi z rys. 29 odpowiada potencjal z a<0 i B>0, natomiast dla potencjatu z

2 4
V{y)==2-+ By 88)

rys.30a mamy a>0 i $>0, oraz dla potencjatu z rys.30b mamy a>0 i p<0. Rozwazmy najpierw
przypadek braku wymuszenia i braku tlumienia w analizowanym ukladzie. Wéwczas
dynamika ukladu jest opisana rownaniami
y=x
X =—ay-By’.
Poszukajmy potozefi rbwnowagi kulki. Wtedy mamy ¥ = x = 0 i z réwnan (89) otrzymujemy

(89)

x=0,
y(o.+By2)=0,

co pozwala na znalezienie trzech polozeh rwnowagi: (y,,%o) = (0,0) oraz

(%0
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(xo,yo) = (:l:1 "T“,O) . Zbadajmy stabilno$¢ kazdego ze znalezionych potozeri rtownowagi. W
tym celu przyjmijmy, ze 8, i 8, sq matymi zaburzeniami odpowiednio dla x; i y, i mamy
X = Xq + 0x,

Y=Yo+9y,
co po uwzglednieniu (89) prowadzi po linearyzacji (czyli po pozostawieniu tylko czlonéw

N

liniowych ze wzgledu na &, i8,) do rownan

8y = +6x,
. 2 92)
8% = —ady — 3By dy.
Rozwigzan (92) poszukamy o postaci
8x = XeM,
93)
5y = YeM,
co po podstawieniu do (92) prowadzi do réwnania
- ) (94)
A oa+3pyd

z ktdrego wyznaczamy nastgpujace pierwiastki

Az = ty—a - 3yZ. 95)

Rozwazmy dalej przypadek przedstawiony na rys. 29. Wowczas dla (0,0) mamy
Ayg= +V-a , a poniewaz a<0, to pierwiastki sq rzeczywiste i réznych znakéw. Polozenie
(0,0) jest siodlem. Szersza klasyfikacja punktéw osobliwych podana jest w klasycznych
podrgcznikach poswigconych teorii drgafd, a w tym takze w pracy autora [7]). Dwém
pozostatym polozeniom réwnowagi odpowiadaja wartosci wiasne

A =%iv-2a; (96)
ktore sa wartosciami urojonymi. Te poloZenia réwnowagi sa punktami osobliwymi typu
srodek. Polozenie (0,0) nazywamy hiperbolicznym, a pozostale potozenia réwnowagi sa typu
eliptycznego. Trajektorie fazowe wraz z punktami osobliwymi przedstawiono narys. 31.

Na szczegdlng uwage zashiguje tu trajektoria fazowa zamknigta w ksztalcie 6semki.
Trajektoriec wychodzace z punktu siodlowego 0 i do niego powracajace nazywamy trajektoria

64



Chaos i synchronizacja w ukiadach fizycznych

(orbita) homokliniczng. Orbity homokliniczne mozna opisaé analitycznie w postaci dwdch

nastgpujacych réwnan:

yu(t)= \/:?sec h(:t\/:o_t(t - to)),
xy(t)= —a\/g sech(tv/=a(t - to) ) tanh{tV=-a(t - t,)),

on

gdzie czas t jest parametrem.

4.3. Funkcja Mielnikowa i chaos
Podstawowa idea metody Mielnikowa [33] jest wykorzystanie rozwiazania
catkowalnego niezaburzonego ukladu dwoch réwnan rézniczkowych do rozwiazania
zaburzonego ukladu réwnan. Niech dynamika ukladu bedzie opisana réwnaniami:
x=fi(xy)+eg(xy.t),
y=5(xy)+eg(xy.1)

Parametr £>0, zwany malym parametrem jest wielkoscig € << | i podkresla “"malos¢”

98)

zaleznych od czasu zaburzen g; (i=1,2). W takim ukladzie moze pojawi¢ sie ruch chaotyczny,
a zbiér parametréw przy ktérych on si¢ pojawia moze by¢é wyznaczony w oparciu o ponizej
opisang metodg.

Z rys. 31 widaé, ze punkt siodlowy hiperboliczny 0 ma taka wlasno$, ze

lim Ho(t)=0. Wewnatrz H’ znajduje si¢ rodzina rozwigzan okresowych H°(t), gdzie

t—te0

ae(a;,0) jest pewnym parametrem i o jest okresem orbity H%(t). Przy a—a, orbita
éliptycma przechodzi w polozenie rownowagi (punkt eliptyczny). Opisana sytuacja dotyczy
przypadku réwnan (98), gdy £=0. Jesli €20 rozmaitosé (tutaj krzywa) wychodzaca z punktu
siodlowego i do niego powracajaca nie muszg si¢ zamknaé w jedna krzywa, co bylo
przedstawione na rys. 31. Mogq one mieé¢ tylko jeden punkt wspdlny, tj. siodlowy, lub tez
moga si¢ przeciaé, tj. mie¢ jeszcze jeden punkt wspélny. Okazuje sig, 2e istnienie takiego
dodatkowego punktu przecigcia pociaga za soba istnienie nieskoficzenie wielu takich
punktow. Jesli w ukladzie (98) funkcje wymuszajace g; (i=1,2) sa okresowe ze wzgledu na
czas, natomiast funkcje f; (i=1,2) posiadaja orbite homokliniczng (jak na rys. 31) to funkcja
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Mielnikowa okreslona jest nastgpujacym réwnaniem

M(t,)=¢ I{( [x,,(t \Yu (t)]gI[xH(t) yu(t) t])

- f. [x,, (0. yu(t) ]g,[x (). yu(v), t]}dt

Jesli M(tp) # 0, to wowczas rozmaitosei stabilne i niestabilne poza punktem siodlowym

99

nigdzie si¢ nie przecinaja. Jesli natomiast M(t) = 0 to do takiego dodatkowego przeciecia
dochodzi.

Powrd¢my teraz do réwnania (87) i potencjatu (89). Réwnanie ruchu oscylatora przy
takim wyborze potencjalu przyjma postaé

y=x

X=-ay- By3 —ecx +eFcosot, (100)
gdzie teraz £c i eF podkreslaja "malo$¢” wyr6zmionych parametréw.

Przyjmujac

fi=x, f=-ay-py’,

g=0, g,=e(Fcosot — cx), (101)
i korzystajac z (99) otrzymujemy

-2 -~-15 -1 6.5 0 8.5 1 A5 2
y e 4

Rys. 32. Portret fazowy dla oscylatora Duffinga opisanego réwnaniem (100).
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M(to) +1F® ‘/‘ﬂ& (162)

cosh

Funkcja M(ty) zmienia znak przy nastepujacym zwiazku mi¢dzy parametrami

th\{o(_\/__) sh[ ro ] (103)

Wezmy do rozwazan nastgpujace parametry: c¢=1.0, a= —10, =100, ©=3.5. Wartos¢

ostatniego parametru obliczamy ze wzoru (103) otrzymujac F=0.79. Réwnania (100)
rozwigzano dla podanych parametréw numerycznie, a wyniki symulacji numerycznej
przedstawiono na rys. 32. Z rys. 32 (dla F = 0.85) wida¢ wyraznie, jak trajektoria fazowa
"przeskakuje” w sposéb przypadkowy pomigdzy dwoma punktami odpowiadajgcymi
minimum dwéch dotkéw potencjatu V(y). Dla F = 0.8 z rys. 33 widaé, jak trajektoria fazowa
dazy do stabilnej orbity okresowej znajdujacej si¢ w prawym "dolku" potencjatu. Dalszy
wzrost "F" powoduje przesuwanie si¢ orbity ku "gdérze", az wreszcie opuszcza ona

wspomniany "dolek” potencjatu i rozpoczyna sig ruch chaotyczny.

—

2 15 -1 {865 8 6.5 |1 15 2
y 4

Rys. 33. Wedrdwka trajektorii fazowej do stabilnej orbity okresowej znajdujacej sie w prawym dolku
potencjatu (F = 0.8).
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Na rys. 34 przyje¢to jako kontrolny parametr amplitude sity wymuszajacej F (pozostate
parametry bez zmian) i wykre$§lono wartosci maksymalnego wykladnika Lapunowa dla
0.5 <F < 1.5. Z rysunku widaé, ze ruch chaotyczny przerywany jest oknami okresowosci
przy zwigkszaniu F.

1.4 l
1.2 > ]
. - _
— ____:—.:-—3
- T
o =
L. e
.
0.6 L E .
iy
-2 1.5 -1 -0.5 -8 .5 1 15 2

—2 =15 -1 6.5 9 8.5 1 1.5 2

X —

Rys.35. Dziwny atraktor chaotyczny odkryty przez Uede.
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Rozpatrzmy jeszcze przypadek potencjatu, dla ktérego a=0 i p>0. Przypadek ten byt w
szczegblnoéci analizowany przez Uede [34]. Mapa Poincaré dla oscylatora (87) i dla
parametrow ¢=0.05 , a=0 , p=1 , w=1 i F=7 zostala pokazana na rys. 35. Przedstawiony
dziwny atraktor chaotyczny bywa czesto nazywany atraktorem "japoniskim".

Drgania wielu prostych ukladéw fizycznych moga byé sprowadzone do réwnania
Duffinga.

Réwnanie ruchu plaskiego wahadla o masowym momencie bezwladnosci B=ml%,
wspolczynniku oporu powietrza ¢ wymuszonego momentem M=M,coswt ma postaé (patrz
rys. 18)

By = —mglsing - ¢y + M, coswmt. (104)
Po podzieleniu przez B otrzymujemy
@+cp+Psing =Fcoswt. (105)

gdzie: c=cy/B, p=mgl/B , F=M,/B.

Przy ¢=F=0 uklad posiada nieskoficzenic wiecle polozen rownowagi okreslonych
réwnaniem

(9.9) =(kn,0). (106)
gdzie k jest liczbg calkowity, Chaotyczna dynamika tego wahadla ma miejsce dla o = 1,
F=24,¢c=02,B=1.

4.4. Oscylator van der Pola z okresowym wymuszeniem zewngtrznym
Jezeli na oscylator samowzbudny dziala dodatkowo wymuszenie okresowe zewngetrzne,
to w takim ukladzie moze réwniez pojawiac sig chaos. Rozpatrzmy wiec réwnanie opisujace

dynamikg oscylatora van der Pola i z wymuszeniem zewnetrznym o postaci

i—cx(]—xz)k+ux+[ix3 = Fcosmt . (107)

Niech ¢=0.1, p=1, F=6, ®=1. Tym razem jako parametr kontrolny wybierzemy a
(rys.36). Dla a=3.8 punkty mapy Poincaré (po pominigciu stanu ustalonego) ukladaja
si¢ wzdtuz zamknigtej krzywej. Swiadczy to o pojawieniu sig orbity quasi - okresowej o

dwoéch niewspoimiernych czgstoéeiach, z ktdrych jedna jest rowna w.
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Rys.36. Mapy Poincaré ( a, b, i ) oraz trajektorie fazowe dla oscylatora van der Pola z wymuszeniem
Zewnetrznym dia ré2znych wartosci wspdiczynnika a: @) 3.8 ;b) 3.2;¢) 0.3 ;d)0.8;€)0.15;
1)0.146;g)0.14; h)0.1;i) 0.1
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Rys. 36 c.d.
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a)

h)

=15 -1 45 o 83 1 1.5

X —

Rys. 36 c.d.
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Atraktor quasi-okresowy znika przy malej zmianie a i dla «=3.2 istnieje stabilna
okresowa orbita przedstawiona na rys.36b. Jednoczesnie na tym rysunku wybrany
zostat jeden z punktéw nalezacy do tej orbity z uwzglednieniem poprzedzajacego go
stanu nieustalonego (kolejne punkty daza do niego przy t—+w). Dalsze zmniejszanie o
powoduje zajécie bifurkacji podwojenia okresu i nows orbite okresowa przedstawiono
dla a=0.3 na rys.36¢c. Na kolejnych czterech rysunkach od 36d do 36g wida¢ kolejne
orbity bgdace wynikiem podwajania okresu tych poprzednich. Wreszcie dla o=0.1

przedstawiono pelng chaotyczng dynamik¢ tego oscylatora w oparciu o projekcje

trajektorii fazowej odwzorowania Poincaré na plaszczyzne (x,x) (rys. 36h i 36i).

4.5. Atraktor Lorenza

Niewatpliwie przelomowa prace w dziedzinie dynamiki chaotycznej napisal Edward
Lorenz [35]. Model Lorenza to uklad trzech réwnan nieliniowych rézniczkowych
zwyczajnych pierwszego rzedu. Teraz wyprowadzimy te réwnania w oparciu o stary problem
Rayleigha - Bénarda (proces wyprowadzenia réwnah moze byé réwniez pominigty przy
czytaniu bez uszczerbku dla naszej dalszej analizy dotyczacej dynamiki chaotycznej).

Niech pomigdzy dwoma nieskonczenie dlugimi ptytami znajduje sie¢ ciecz (rys. 37).

Ciecz podgrzewana jest od dolu. Niech u oznacza prgdkosé czasteczek cieczy, T niech
bedzie polem temperatury, p polem ggstosci i p cisnieniem, przy czym T, odpowiada p, i g
jest przyspieszeniem ziemskim. Temperatura, gestos¢ i cisnienie ulegaja zmianom wedlug

nastcpujacych wzordéw (dla u=0)
T,(z) = Tp + AT - (é—) AT,

ps(2)=po[1 - (T.(2)- o)}, (108)
Vpy(2) = -ps(2)ez,

gdzie Z jest wektorem normalnym w kierunku z. Najpierw, tzn. przy matym
dostarczeniu energii cieplnej, nastgpuje konwekcja laminarna. Nast¢pnie tworzg si¢

stabilne wiry, przy czym przyrost temperatury jest nieliniowy o postaci
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o(x.y,zt)=T(x,y,nt)- T,(z). (109)

Predkoé¢ u zmienia si¢ w czasie i dynamika ruchu cieczy opisana jest
nastgpujacym ukladem réwnarii rézniczkowych czgstkowych

& +(u-Vju= a@gi—(i) Vép + vV2u,

ot Po

00 2 (AT)

—+{u- VO =yVO—-u,| —|, 110

o Huv)e=x & (110)

Vu=0.

Powy2ej 8p oznacza zmiang ciSnienia w stosunku do stanu konwekcji, v jest
wspélczynnikiem kinematycznej wiskotycznodci cieczy, 3 jest stala termiczng procesu
dyfuzji, a V* jest operatorem Laplace'a. Poniewaz u,=0, to pozostale skladowe wektora
predkosci mogg by¢ otrzymane z rdwnari

u,‘=—%—zv—, uz=%¥—. (111)
Ponadto orygipalnie Lorenz wprowadzil nastgpujace warunki brzegowe
6(0) = e(H) = \V(O) = \V(H) = VZ\V(O) = Vzw(H) =0. (112)

Funkcji rozkladu temperatury © oraz funkcji strumienia przeplywu y mo2emy poszukiwaé w
postaci nast¢pujacych szeregéw Fouriera
J
®(x, Y,z t) = Z'S|n( juz)G j(x, t),
g (113)
\u(x, Y.z, t) = _lein( jnz)\u j(x, t).
j=
Lorenz ograniczyl si¢ w dalszych rozwazaniach do przyjecia tylko trzech podstawowych
rozwigzai i po uwzglednieniu warunkéw brzegowych otrzymat

il;l:: [ﬁY(t) cos(%) sin(%) - z(t) sin(%tz) ],

= 2 gl

gdzie R, oznacza liczbe Rayleigha, a R, jest jej wartoscia krytyczng

9(x, z, t) =

(114)
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]

3 1+a2

AT T

R, = 28 AT ,Rc=—-—( ; ) (115)
xv a

X,Z i Z sg amplitudami zaleznymi od czasu trzech kolejnych postaci zalozonego rozwigzania.

Roéwnania Lorenza otrzymujemy podstawiajac (114) do réwnaii (110). Maja one postaé

dX

2 oo(Y-X),
KN xz+rx-Y, (116)
dT
92 _xy-bz,
T
przy czym
nfl+a? Yyt
Tz(—z)}—,c=ﬁ,b=—4—l—,r—£. (117)
% % 1+a R,

Podczas symulacji komputerowej powyzszych réwnan Lorenz dostrzegl nieregularne
oscylacje dla pewnych parametréw tej mocno uproszczonej wersji modelu fizycznego.
Zauwazyt rdwniez w plaszczyZznie (X,Y) pewna figur¢ geometryczng przypominajgca nieco
ludzka nerk¢. Punkt fazowy wedrowal okrazajac lewa lub prawg nerkg, przy czym przeskoki
od jednej do drugiej odbywaly si¢ przypadkowo i nie mozna bylo ich przewidziec.

Uklad réwnan Lorenza jest ukladem autonomicznym (bez wymuszenia zewngtrznego).
Postarajmy si¢ wyznaczy¢ polozenia rOwnowagi tego ukladu oraz przesledzi¢ ich stabilnosé.
Dlab> 0,6 > 0ir>0zréwnah (116) otrzymujemy

o(Y-2Z)=0,
-XY +rX-Y =0, (118)
XY -bZ=0.

Jak latwo sprawdzi¢ (X,Y,Z) = (0,0,0) dla 0 <r <1. Zaburzajac to potozenie réwnowagi
i ograniczajac si¢ w rozwazaniach do réwnan rézniczkowych liniowych zaburzen
otrzymujemy réwnanie charakterystyczne o postaci

[ +b]A% + (o +1r +o(1-1)] = 0. (119)

Dla 0 <r < 1 réwnanie (119) posiada trzy pierwiastki rzeczywiste, ktére sa ujemne. Oznacza

to, 2e analizowane poloZenie réwnowagi jest stabilne. Dla r=1 nastgpuje rozgal¢zienie
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> 1
N
Y
v

rozwigzan - bifurkacja. Dla r>1 mamy nastgpujgce rozwiazanie ustalone (polozenie

réwnowagi)
x=Y=i,/b(r-l), (120)
Z=r-1.

Poprzednie rozwiazanie (0,0,0) istnieje nadal, tylko jest niestabilne.

Réwnanie charakterystyczne w rozwazanym przypadku przyjmie postaé

A’ +(c+b+1)A% +(r+0)bA +20b(r—1)=0. (121)
Obydwa polozenia réwnowagi okreslone réwnaniem (120) traca stabilnosé po przekroczeniu

wartosci krytycznej parametru.
I = f’_(j‘_ﬂ’_fi) . 122)
* o-b-1

Projekcjg atraktora Lorenza przedstawiono na rys. 38.

30

10

=29 =10 0 Jde 20
X —

Rys.38. Projekcja atraktora Lorenza dla o =10, r=28, b=2.67.

Obliczony numerycznie wymiar atraktora wynosi d = 1.768 + 0.071. Na rys. 39
przedstawiono wykres wartosci wykladnika Lapunowa A w zaleznosci od parametru
kontrolnego 1. Dla duzych wartoéci przyjmuje on wartoéci dodatnie, co $wiadczy o ruchu

chaotycznym.
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ot

1o

20

28 -5

A -

Rys. 39. Wykiadnik Lapunowa A w funkcji parametru r.

PrzefledZmy teraz dynamike zbioru punktéw. W tym celu wybierzmy jako zbiér
punktéw poczatkowych punkty lezace na elipsie (rys. 40). Po pierwszej iteracji
otrzymujemy zbiér punktéw oznaczony jako 1, zbiér ten poddany kolejnej iteracji
oznaczamy przez 2, itd. Widaé w kolejnych iteracjach efekty rozciagania i zginania.
Nasuwa to réwniez analogi¢ zamieszania tyzeczka kropli herbaty w szklance, co bylo

szerzej juz dyskutowane.
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5. Synchronizacja

5.1. Wprowadzenie

Do jednych z pierwszych badaczy zjawisk synchronizacji nalezal Huygens [10].
Obserwowal on dwa zegary wahadlowe wiszace na lekkiej belce, ktérych ruch po pewnym
czasie byl synchroniczny. Scilej, obydwa wahadla poruszaly si¢ z jednakowsq czgstoscig i
ruch odbywat si¢ w przeciwnych fazach. Okazalo si¢, ze drgania jednego zegara na drugi
przekazywane byly poprzez taczacq je belke.

Duzy wkiad w poznanie i rozw6j teorii dotyczacych synchronizacji wlozyl Rayleigh i
van der Pol. Pierwszy z nich badal zjawiska synchronizacji w uktadach akustycznych oraz
generatorach kamertonowych, natomiast drugi zajmowal si¢ badaniem synchronizacji
generatoréw lampowych.

W celu wprowadzenia do teorii synchronizacji rozwazmy synchronizacje ukladéw

dynamicznych w oparciu o réwnania [10]
x® = x(‘)[x(s) + F(’)(xm, ..x® u)],

(123)
u= U(x"),...,x("),u), s=1..,k

gdzie: x® =[x§",...,x§;’], F® =[F,"’,...,Fr‘s"], U=[U,,...,U,} Réwnania (123) opisuja
dynamik¢ k polaczonych ze soba obiektéw, przy czym obiektowi o numerze s
przyporzadkowany jest r, wymiarowy wektor x'9 = [x(ls),..., x(r‘)] , przy czym skiadowe tego

wektora sq wspblrzgdnymi stanu. Wektor u = (uy,...,u,) posiada skladowe opisujace
polaczenia migdzy obiektami. Funkcje F i U opisuja sprzgzenia migdzy obicktami.

W ukladzie dynamicznym (123) mozna wyréznié przypadek wewnetrznej i zewnetrznej
synchronizacji. W pierwszym przypadku udzial poszczegdlnych obiektéw w procesie
synchronizacji jest podobny i synchronizacja calego ukladu jest wynikiem proceséw
synchronizacji pomigdzy poszczegdlnymi obiektami. W drugim przypadku jeden z obiektow
ma wplyw dominujacy na proces synchronizacji i moze by¢ on traktowany jako obiekt
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zewngtrzny — wplyw oddziatywan na niego od pozostatych obiektéw jest pomijalnie maty.

Generalnie moina wyromi¢ dwa scenariusze prowadzace do synchronizacji rozumianej
jako tendencji do coraz to bardziej uporzadkowanego ruchu. Pierwszy scenariusz zwiazany
jest ze zmiang jakoSciowa dynamiki w sposéb skokowy i procesowi temu zwykle towarzyszy
zjawisko histerezy. Drugi scenanusz zwigzany jest z ciaglym przejéciem do pelnej
synchronizacji.

5.2. Proste uklady samowzbudne z wymuszeniem
Jesli prosty oscylator samowzbudny jest poddany wymuszeniu zewngtrznemu
harmonicznemu o czestosci @, to najbardziej typowa odpowiedzia ukladu jest uzyskanie

rezonansu o czgstosci drgah ©/n (rezonans subharmoniczny).

5.2.1. Oscylator van der Pola

Rozwazmy oscylator van der Pola z amplitudg sily wymuszajacej proporcjonalng do
drugiej potegi czgstosci wymuszenia o postaci
% -g(1-ax’ Jx + 03x =0 P cosot. (124)
Poszukajmy przyblizonego rozwiazania powyzszego réwnania o postaci
x=A cos(mt + (p) , (125)
gdzie amplitude A i przesunigcie fazowe ¢ otrzymuje si¢ po rozwigzaniu nastgpujacych
réwnarn usrednionych
2
A=< l—(—é—) A~ %mPsin(p,

2 Ao (126)

] oP
=A——cosQ.
(Y A ¢
Powyzej Ay =2/ Jo (jest to amplituda drgaii samowzbudnych - przy P = 0), € << w,,
(g -0) <<y P << A, A =(o)§ —-(oz)/Za) =0, — 0. Z ostatniego ukiadu réwnai mozna

wyznaczy¢ obszar zmian |A| < A., dla ktérego "poprawka” czastosci drgan @ =0, co oznacza

reglon synclronizacy;, bowicar wiedy caestosé dyad thlady jest dokladue ronma czestoses
drgari wymuszenia.
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Jesli amplituda sily wymuszajacej speinia warunek

—<<1, (127)
0

to w ukladzie pojawia si¢ rezim niesynchroniczny, zwany rezimem bicia (dwie czestosci

niewspotmierne). Srednia czgstosé bicia dla takiego rezimu wynosi

2
G=0.=A 1-(‘2‘) : (28)
A. =2l:° ) (129)
0

Jezeli amplituda sity wymuszajacej spelnia warunek

—>>1, 130
eAq (130)
to wowczas
0dla A << A.,
= (131
AdlaA> A,
Ay

Podsumowujac powyzsze rezultaty moZna zauwazy¢é, 2e¢ dla malej maplitudy sily
wymuszajacej czgstosé drgan samowzbudnych "synchronizuje” z czgstoscia wymuszen.
Ponadto proces ten zachodzi w sposéb ciggly zar6wno wtedy, gdy A maleje lub P rosnie. Taka
synchronizacja zwiazana jest z rezonansem (czyli ruchem okresowym) na torusie (patrz rys.3)

W przypadku duzej amplitudy sily wymuszajacej réwniez mamy do czynienia z
synchronizacja, ale tym razem wskutek stlumienia drgan samowzbudnych. Téraz, w
odréznieniu od pierwszego przypadku, synchronizacja pojawia si¢ skokowo przy lagodnym
zmniejszaniu A lub wzroscie P. Poziom synchroniczny odpowiada drganiom okresowym,
natomiast rezim asynchroniczny (albo rezim "bicia") odpowida drganiom quasi—okresowym.
Przejécie od pierwszego do drugiego wiaze si¢ z bifurkacjg prowadzaca do pojawienia si¢
rozwigzania quasi — okresowego lezacego na torusie. Procesem przeciwstawnym do procesu

synchronizacji jest proces chaotyzacji. Przyklad chaotycznej odpowiedzi oscylatora van der
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Pola podano na rys. 36.

5.2.2. Oscylator van der Pola — Duffinga
Jedli do ukladu rozpatrywanego poprzednio dodamy nieliniowa sztywnos¢ typu
Duffinga to otrzymamy réwnanie van der Pola — Duffinga o postaci
ii—s(l—axz)i(+mg(l+yxz)x=m2Pcoscot. (133)

Ueda [34] pokazal, ze oprécz wyzej omawianych zjawisk synchronizacji moze mie¢ miejsce
proces kraficowo rézniacy si¢ od omawianego, czyli proces chaotyzacji (patrz rys. 35).

5.2.3. Oscylator van der Pola — Duffinga ze wzbudzeniem parametrycznym
Réwnanie ruchu takiego oscylatora ma postaé
R—e(l—axz)k+mgx=m2Pcosmt, (134)

gdzie: oy = . + QF(1).

Jak widaé, wspélczynnik stojacy przy x ulega zmianom okresowym, poniewaz F(t) = F(t + T),
gdzie T=2n/y. Dla P = 0 w ukladzie pojawiajg sie drgania o czgstosci . i y, odpowiadajace
dwom zrédlom ich wzbudzenia. Tej sytuacji odpowiada réwnanie quasi—okresowe lezace na
torusie. Jeéli dodatkowo mamy do czynienia z wymuszeniem zewnetrznym, ktére nie

synchronizuje z dwoma rodzajami wymuszen, to torus bedzie tréjwymiarowy.

5.2.4. Uklady nieautonomiczae z 1'/, stopniem swobody
W pracy Landy [36] rozwazane byly drgania nast¢pujgcego uktadu.

i~(e—b)yx+w(2,x=mchosmt, 135
y+yy= ax?,
Dla € i y znacznie mniejszych od @, udalo si¢ znalez¢ rozwigzanie przyblizone (135)
odpowiadajace rezimowi synchronizacji. W usrednionych réwnaniach rézniczkowych
otrzymanych z (135) Kaptsov [37] w oparciu o analize numeryczng wskazal na istnienie

dziwnego atraktora chaotycznego.
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5.3. Uklady samowzbudne elektryczne

5.3.1. Wprowadzenie

Obecnie zajmiemy si¢ analiza drgafi w ukladach samowzbudnych z wymuszeniem
zewngtrznym w generatorach elektrycznych z punktu widzenia synchronizacji. Juz w
ukladach o jednym stopniu swobody w do$wiadczeniach obserwowano zjawisko
synchronizacji z wymuszeniem zewngtrznym z podstawows lub krotng czestoscia, jak
réwniez zjawisko synchronicznego "“wygaszania" lub "wzbudzania" drgan.

Analizowane byly réwniez uklady generatorow o kilku stopniach swobody, gdzie
wykryto zjawiska synchronizacji drgan odpowiadajace rezonansom, subharmonicznym i
ultrasubharmonicznym, oraz badany byt wplyw wzbudzenia parametrycznego na zjawisko
synchronizacji [38].

Problematyka zwiazana z badaniem zjawisk synchronizacji w takich ukladach posiada
duzy aspekt aplikacyjny. Generatory skladajace si¢ z dwoch poduktadéw posiadajacych w
przyblizeniu czgstosci drgan wlasnych krotne (tzn. oy/m,=k /1, k, 1 € N) moga by¢ uzyte do
generowania stabilnej czgstosci jednego z podukladéw (tzn. do dzielenia Jub mnozenia
stabilnej czgstosci).

Generatory  posiadajace poduklady z mozliwoécia pojawienia sie rezonanséw
ultrasubharmonicznych oraz generatory parametryczne umozliwiaja stabilizacje czgstosci
modulacji, co ma duze znaczenie przy przesylaniu sygnatéw.

Ziozone generatory moga by¢ réwniez wykorzystane do "zapamig¢tywania" czgstosci
krétkotrwalego wymuszenia zewngtrznego.

5.3.2. Metoda funkcji opisujgcej
Dynamika ukiadéw automatyki, a w tym i generator6w drgan, moze byé opisana

réwnaniem
u(t) = W(p)e(u,t) (136)
gdzie e(u) oznacza napiecie odpowiednie na wejéciu i wyjsciu generatora, a W(p) = %
p

jest funkcja przejécia, przy czym p = d/dt. Powyz2sze réwnanie daje si¢ rozwigzaé analitycznie
tylko dla bardzo prostych W(p). Zagadnienie daje si¢ znacznie zredukowaé po wprowadzeniu
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zespolonych i zmiennych w czasie amplitud U,(t) i E,(t), w taki sposéb, ze

u(t) = XU e + Uy e ] (a3
gdzie o, jest czgstoscia réwng rezonansowej i gwiazdka oznaczono amplitudy sprzgzone [38].
Czestosei o obliczamy z réwnan

Q0 =0. (138)
Podstawiajac (137) do (136) i po wykonaniu operacji usrednienia ze wzgledu na okresy
T\=2n/w, otrzymujemy nast¢pujgcy uktad réwnan [38]:

U, = W(io, +p)E,(U,,U,,...),

. . . (139)
Uk = W(—l(bk + p)Ek(Ul ’ Uz,...),

gdzie:
B L e B L ] @

Poniewaz réwnanie dla amplitud zespolonych sprzg¢zonych otrzymuje si¢ z pierwszego

réwnania ukladu (139) poprzez zmiang znakéw wielkosci urojonych, to wystarczy tylko

rozpatrzy¢ uklad

U, =W (RWE (U,;,U,,..), k=12,... (141)
oraz p = iwy + p. W przypadku wymuszenia poprzez natgzenie prgdu réwnania przyjmg
postaé

U, =W, ()1, (U,,U,,..), k=12,... (142)

5.3.3. Dynamika prostych generatoréw

Rozpatrzmy schemat generatora przedstawiony na rys. 41.

Réwnania dynamiki tego generatora moga by¢ otrzymane z ukladu (136). Tutaj jednak
postuzymy si¢ metoda oparta na bilansie energii [38).

Przyrost w czasie At energii AE, w obwodzie narys. 41 spowodowany dziataniem pradu
wychodzacego z elementu nieliniowego N i przy ograniczeniu si¢ tylko do pierwszej
harmonicznej wynosi

AE,= '/,ULAt, (143)
gdzie I,= Icosp jest skladowg pradu bedacego w fazie z napi¢ciem w obwodzie.
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Straty energii w obwodzie spowodowane istnieniem opornosci R wynosza

2
AE_ = UZP’?‘. (144)

Calkowite zmiany energii wynosza

1 u?
AE==| UL, - —|At.
2( . RJ (145)

LA

LC R[] C
g]fN U

Rys.41. Schemat generatora z nieliniowym elementem.

Z drugiej strony energia zgromadzona w obwodzie wynosi

_cu?
>
Dzielac obie strony rownania (145) przez At i przechodzac do pochodnej oraz rézmiczkujac

otrzymujemy

E (146)

du
T—=(S, -1U, 14
il S (147)
gdzie: T=2CR, S,=RUL.
Z drugiej strony wiadomo, ze czgstos¢ drgan w obwodzie wynosi

1
0= — (148)

JLC

Rézniczkujac (148) i przyjmujac dw/dc ~Aw/AC otrzymujemy
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gdzie ¥ = Aw.
Poniewaz

I, =-wUAC,
to

Ty =S,R,
gdzie S, =LU™".

(149)

(150)

(151)

W przypadku charakterystyki nieliniowej i(U) = C,U ~ C;U® mamy S,= C,- ¥/,C;U% i z

réwnania (147) otrzymujemy
TX=K,(b-X*)X,

PSS SO T W W K, =C,R.
U. 3C, C,R

gdzie

(152)

Poniewaz S, = 0, to poprawka na czestosé y =0, co oznacza, ze drgania w obwodzie

odbywajq si¢ z czgstoscia drgai wlasnych. W stanie ustalonym amplituda drgan wynosi

X=+b.

W przypadku charakterystyki twardej
i(U)=C,u+C,U*-C,U°,

otrzymujemy
S, =C[1+X* -ax*],

gdzie

x-, u.. [, 10CC
u. 3C, 9C,

Zmiany amplitudy drgah w czasie opisuje réwnanie

TX=K0[b+x2—ax“].

W stanie ustalonym amplitudy drgan wynosza

(153)

(154)

(155)
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X< V1EVi+dadb \/2“431’, (156)
a

Na podstawie analizy powyZszego réwnania mozna zauwazy¢, ze dla b < 0 zaleznosé X(b) nie

jest jednoznaczna i pojawia si¢ petla histerezy.

Czgstos¢ drgan samowzbudnych wynosi
©=0y+V, (157)

gdzie: ¢ =K, T ,K, =S R. Poprawka na czgstosé  pojawia si¢ tylko wtedy, gdy S0
W2zgledng niestabilno$é czestosci drgah mozna znaleZé z wyrazenia
Ao _ Aoy | K, (AK, A_T)

K, T

o, o To, (158)
i jak wida¢, zalezy ona od wzglednej niestabilnosci wspétczynnika K, oraz wzglednej
niestabilnodci statej czasowej. W przypadku generator6w zlozonych z kilku generatoréw
prostych na nieliniowym elemencie kazdego z nich uwidacznia si¢ wplyw zmian napieé
pochodzacych od pozostatych generatorow.

W takim ukladzie mozna otrzymaé drgania quasi—okresowe, chaotyczne lub peilng
synchronizacje objawiaja si¢ rezonansem subharmonicznym lub ultrasubharmonicznym.

Szczegblowiej omowione zostang drgania w generatorze zlozonym z dwéch
podukladéw bedacych prostymi generatorami polaczonymi poprzez nieliniowo$é jak na
rys. 42.

Badania doswiadczalne takich generatoréw wykazaly, ze obserwowane s3 drgania o
krotnych czgstosciach, co prowadzi do synchronizacji drgan.

Réwnania opisujace dynamikg takiego generatora maja postaé [38]

Ti[Ji =(SiaRi _I)Uiv i=1r2

T2¢=A+SZrR2 ":_ISHRI! (l59)
2

Ty, =S.Ry,
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Rys. 42. Generator skiadajacy sie z dwoch podzespolow 1 i 2 o czestosciach o; = L;'C;" (i=1.2)
w przyblizeniu krotnych, tj. @, =(n/m)®, + .
gdzie

hig_"ﬁh,
R,

u=U,cost+U, cos(£t+cp),
m

T=‘°|t+‘|’|,
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1 m 1
S. = [Iw + §l°"'"" cos—;(p +EZ(I"'"""' + Im,A,m)cosrmcp "

111 .. m 1 .
Sir = 'lT[EIO.nVn SIn;(p + EZ(I m-lm In-l.m!)s“1 mlq’],

| | 1 ) (160)
85 = U—,[lo.n 5L cOSMO + 52,: (Tmimer + Lnmer JoOSTMO |

1 . 1 .
S, = U—zl:— 3 I, sinmo + 2 Zr: (Lonmet *+1on mes )si0 rmq)].

I s§ wspolczynnikami rozwinig¢ w podwdjne szeregi Fouriera. W ogélnym przypadku
wspolczynniki S; sg zespolone. Przyjmuja one wartoséci rzeczywiste dla ¢ = 0,7, 2rn lub dla
malych amplitud drgan, gdy charakterystyke nieliniowa moina dostatecznie dobrze
przyblizyé poprzez charkterystyke liniowa. Zagadnienie sprowadza sie¢ do analizy trzech
pierwszych rownarn rozniczkowych ukladu (159), bo nie zaleza one od y,. Ograniczymy sie
dalej do analizy wplywu poszczegblnych parametréw na stan synchronizacji, w ktérym
amplitudy drgan sa stale, a nowe czgstosci pozostajg doktadnie w stosunku

0, =—0',, (161)
m
gdzie
0 =0; +y;.

Stan synchronizacji opisany jest poprzez réwnania
S.Ri=1, i=12,
A+SyR, = L]} SRy,
h, (162)

T =S,R,,
przy czym \J; = const.

Zaltézmy najpierw, z¢ Q =0, czyli A= 0i ©, =2 ®,. Z trzeciego réwnania ukladu
(162) otrzymujemy

h,$,.R, =h;S;R,. (163)
Powysze réwnanie jest spelnione tozsamosciowo, gdy S, = S, = 0, co zachodzi dla

¢=¢, =0, n,2n,3x,... Z czwartego réwnania (162) widaé, z¢ \y, =0 i wobec tego

91



Chaos i synchronizacja w ukfadach fizycznych

prawdziwy jest zwiazek ma; = nw,. Z dwéch pierwszych réwnan otrzymujemy wartosci
amplitud U; (i = 1,2) odpowiadajace takiej synchronizacji. Rozpatrzmy teraz, jak zmienia sig
stan peinej synchronizacji, jesli zwiazek (163) nie bedzie prawdziwy, czyli gdy pojawi sie
dodatkowo A = 0. Powtérzmy tutaj rozwazania przeprowadzone w pracy [38]. Matlej zmianie
A odpowiada réwniez mata zmiana @,. Po podstawieniu do réwnani @ = @, + &, rozwinigciu
o w szeregi Taylora oraz ograniczeniu si¢ tylko do pierwszych wyrazdw rozwinieé

otrzymujemy nastepujace zwiazki

oS
Sy, =122 =0,
Po a(p %0
Sir = Uig, ( 64)
1
Sia = Sia(®0):
99 lg,
Z réwnan (162) po uwzglednieniu (164) otrzymujemy
Su(eo)R, =1, i=12
A+(o R —ﬁc R )5—0
2Ry h, 15 (165)
Ty, =oRE
Z trzeciego réwnania uktadu (165) znajdujemy
h,A
&= 2 ; (166)
(Gzthz _hlclRl)

co po podstawieniu do ostatniego réwnania uktadu (165) prowadzi do okreélenia czestosci

&[ﬂ_l!i(g_mz)]

, . 0)1 (l)z °2R2h2
= = +
O =0+ 1- hoRy 1- o,R;h, (167)
o,h,R, o,R;h,

Przy wyprowadzeniu powyzszej zaleznodci skorzystano ze zwigzku
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s 168
T @yh, 168

A
Tl

1
JL.C,

Biorac pod uwage fakt, ze Q jest male, to ostatecznie otrzymujemy przyblizony wzér

poniewaz: T;=2CR,, ®, = , h =-“;—L‘(i =12).

okresélajacy czestosé
o Mo ,C
TR X (169)
1-¢ [-C
gdzie
c=SRib (170)
o;,R5h,

. . . . n
Z rownania (170) wynika, ze dla C >> 1 czgstosci ' i ®” = — @' sg generowane poprzez
m

czestosé w,. Natomiast dla C << | s one generowane poprzez czestosci w,. W przypadku,
gdy C = 1 czgstosci generowane poprzez generator zaleza od o i ©,.
Pewne ogolne wnioski dotyczace szerokosci obszaru synchronizacji mozna wyciagnaé

w oparciu o trzecie réwnanie ukltadu (162), ktére przyjmie postaé

29=Serlhl =S5 Roh,. (171)
©;

Wielkosci S;; sq ustalone i zaleza od U,, U, i 9. Wobec tego, jesli thumienia h, i h,
znacznie si¢ od siebie réznia, to szeroko$¢ obszaru synchronizacji reprezentowana przez Q
bedzie wprost proporcionalna do wigkszego z tlumien h;, Obwdd elektryczny z matym
tlumieniem (patrz rys. 42) odgrywa rolg czynnika stabilizujacego synchronizacje.
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6. Zastosowanie sygnaléw chaotycznych

w ukladach elektronicznych

Drgania chaotyczne nie zawsze muszq by¢ szkodliwe, a jak okaze si¢ dalej w tym
rozdziale, moga by¢ one wykorzystywane w technice. W szczegélnosci w ukladach
clektronicznych sygnaly chaotyczne wykorzystywane sq do generacji szumu losowego z
"rozmytym" i plaskim widmem czgstosci.

Do wytworzenia sygnalu chaotycznego uzywa si¢ czgsto obwodu Chuy, ktéry nalezy do
prostszych (i tym samym tanich) ukladéw elektronicznych stuzacych do generowania
sygnaléw chaotycznych (rys. 43).

R
I
| S|
L
C, C, J
N T Uc, T Uc,
i
fU.)
Rys. 43. Obwéd Chuy.
Dynamika obwodu opisana jest rownaniami
du R 1
“d‘t'cl = C_l(Ucz - ch)— E'I_f(UCI)’
du R 1.
Tcz‘_'c_z(ucz _Ua)"'a"z- (172)
di, 1
d¢ L

gdzie funkcja nieliniowa jest kawatkami liniowa
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R,Uc, +(R, -R,)U,, Ug <-U,
f(Uc,)=4{R.U¢, -U,<Ug <U,, (173)
R,U, -(Ry -R,)U,, U,<Uc,
Obwod Chuy w szerokim zakresie zmian parametrow gencruje sygnat chaotyczny.
Innym alternatywnie prostym ukladem elektronicznym jest uklad zlozony z trzech
opornikéw R i trzech kondensatoréw C i z nieliniowym zrédlem napigcia f{U;) [39] (rys. 44).

R R R
f(U _LC __C C
<>l ) U U, = U, ==

Rys. 44. Obwédd elektroniczny skladajacy sie z trzech opomikéw i kondensatordw sluzacy do
generowania sygnatu chaotycznego.

Réwnania dynamiki tego ukladu sa nastgpujace

du 1

—d-tl = 'Eé[_ZU’ +U, +£(Us)]

du 1

“EZ‘=R—C'[U1 -2U, +U;}, (174)

aus _ 1oy L
dt _RC[UZ Us}

gdzie
BU;+(B-AJU,, U;<-U,
f(U;)=1{AU,, -U,<U,<U,. (175)
BU,-(B-A)U,, U,<U;
Na rys. 45 zostal schematycznie przedstawiony wzmacniacz sygnatu chaotycznego

Zasada dzialania takiego wzmacniacza jest nastgpujaca. Do sygnalu wejsciowego

96



Chaos i synchronizacja w ukiadach fizycznych

dodawany jest poprzez sumator sygnal chaotyczny i otrzymany sygnal przechodzi przez
element przelaczajacy, a nast¢pnie poprzez filtr o niskim paémie przepustowosci.

Y

Wejscie ' Wyjscie
l filtr ——————e

generator
sygnatu
chaotycznego

Rys. 45. Wzmacniacz sygnalu chaotycznego

Moina wykazaé, ze charakterystyka statyczna wejscie—wyjscie takiego wzmacniacza
jest okreslona poprzez charakterystyke funkcji rozkladu propabilistycznego sygnatu =z
generatora. Tego typu wzmacniacz moze byé uzyty do generowania nieliniowych
charakterystyk poprzez dodanic sygnatu typu szumu (chaosu) lub jako generator mocy.
Uzycie szerokopasmowych sygnaléw wplywa na poprawg efektow filtrowania i wygladzania
charakterystyk. Do innych ukladéw wykorzystujacych szumy chaotyczne naleza uklady
radarowe stuzace do mierzenia odleglosci obiektéw na zasadzie odbicia sygnaléw. Sygnal
szerokopasmowy jest emitowany przez anteng radarowa. Odbije si¢ on od obiektu i nastepnie
z opbZnieniem czasowym powraca. Opéznienie czasowe stuzy do pomiaru odleglosci obiektu.
Okazuje sie, ze zastosowanie sygnatéw chaotycznych posiada nastgpujace zalety w stosunku
do metod klasycznych: a) umozliwia latwa pracg ciagla; b) daje mozliwosé wysylania
sygnalow o wyzszej energii; c) jest rozwigzaniem tafiszym niz dotad stosowane podejscia
klasyczne.

Sygnaly chaotyczne odgrywajg wazna rol¢ w przesylaniu informacji i jej maskowaniu,
Sa one generowane na podstawie praw deterministycznych i moga by¢ odtwarzane w
odbiorniku. Dla obserwatora zewnetrznego sg one zwykle odbierane jako sygnaty losowe nie
przenoszace zadnej informacji. Ponadto sygnaly chsotyczne sa przy pewnym doborze
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parametréw "mocno” odpome na sygnaly zakldcajace. W pracy [40] opisano mozliwosci
kodowania informacji w sygnatach chaotycznych.

Metody generowania oraz wykorzystywania sygnaléw chaotycznych w ukiadach
elektronicznych opisane zostaly w pracy [24].
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7. Kontrola sygnaléw chaotycznych

Kontrola dynamiki chaotycznej wiaze si¢ z zastosowaniem matych perturbacji, ktére
powodujg pojawienie si¢ ruchu regularnego. Obecnie w literaturze pos§wicconej tej tematyce
uwaga koncentruje si¢ gléwnie na dwéch metodach kontrolowania sygnaléw chaotycznych.
Pierwsza metoda polega na wyprowadzeniu ukladu ze stanu dynamiki chaotycznej do stanu
dynamiki regularnej poprzez wprowadzenie wymuszenia zewnetrznego bez stosowania petli
sprz¢zenia zwrotnego [41-45). Druga metoda kontroli zwiazana jest z wprowadzeniem petli
sprzgzenia zwrotnego [46-48).

Rozpatrzmy ukiad dynamiczny opisany réwnaniami

%:Fi(x,,...,x,,,a), i=12,.n, (176)
gdzie a jest pewnym parametrem kontrolnym. Problematyka kontroli ukladu (176) bez
wprowadzenia petli sprzgzenia zwrotnego zwigzana jest z poszukiwaniem takiego
wymuszenia zewngtrznego, ktore spowoduje "przycigganie” lub "odpychanie" potoku
fazowego gencrowanego przez (176) poprzez z géry wybrany stabilny (atraktor) lub
niestabilny (repiler) podzbi6r rozwazanej przestrzeni fazowe;j.

W celu wprowadzenia w problematyke ograniczmy sie do xeR? i rozpatrzmy uklad
réwnafi o postaci {49)

)'(l = X2,
;= axz[xl‘(]+2b)—%(l— b)]—x,

gdzie 0 < a << 1 i b sg pewnymi parametrami. Powyzszy uklad réwnan moze modelowaé

(a7

nicliniowy generator stosowany w ukladach radiowych [50].
Dynamika ukladu (177) w zaleznosci od parametru b przedstawia si¢ nastepujaco.
1. Uklad posiada stabilne ognisko, jesli b <-'/,.
2. Jedli b € (0.5, 1) to oprécz stabilnego ogniska w ukladzie istnieje niestabilna orbita
okresowa.
3. Jesli b> 1, to w ukladzie istnieje jedynie niestabilne ognisko.
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Z powyzszych rozwazan widaé, 2e w szerokim zakresie zmian wspélczynnika b nie
istnieje stabilna orbita okresowa.
Po dokonaniu perturbacji parametrycznej ukladu (177) otrzymujemy

*l = X2,
X, = axz[x,‘(l + 2hcosZm®) - —81-(1 - hcosZm@)]-— X, (178)
o=l

gdzie h jest amplituda wzbudzenia parametrycznego, @ = (l + orrl)'"2 i1 > 0 jest pewng stata.
Po wprowadzeniu zamiany zmiennych wedlug wzoréw

¢ =00,

(179)
X = ycos(z+(p), X, =Y,
i przeprowadzeniu operacji usrednienia otrzymujemy [49]:
dy Y (o4 )( h )
—=a¥Y{y,z)=a=—|y" -1} |+ —cos2z],
do o (yz) uls(y 5 s2z
g . (180)
Z - oz(y,z)= a[ﬂ + ——(Sy“ + l)sinZZ .
do 2 32
Zgodnie z metoda usrednienia punkty stale uktadu (180) okreslone sa rownaniami
Y(yo’ 20) = 0»
Z(yn 29) = 0, (181)

AY.2)
Ay.2)

i odpowiadajg orbitom okresowym ukladu (178). Mozemy teraz, w nowym zmodyfikowanym

20

’
Y=Yo
=12

ukladzie, przesledzi¢ jego zmiany dynamiki ze wzrostem wzbudzenia parametrycznego h.
Okazuje si¢ [49], ze w pewnych przedziatach zmian parametru h pojawiaja si¢ stabilne orbity
okresowe lezace na torusie. Wynika z tego wazny wniosek, ze poprzez wzbudzenie
parametryczne mozna przeprowadzi¢ stan niestabilny ukladu w stan stabilny.

Podobny proces moze zachodzié podczas stabilizacji dynamiki chaotycznej.

Rozpatrzmy to na przykladzie ukladu Résslera o postaci [43]
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Xy =—X; — X3,

1
Xy =-X ~3% (182)
. 1
XJ = "03(3 —XIX3 —g.

Przy zmianie parametru kontrolnego a mozna "przeprowadzi¢ uklad ze stanu dynamiki
chaotycznej do stanu dynamiki regularnej (okresowej). Wiaze si¢ to ze stabilizacjq orbit
okresowych istniejacych w obszarze dynamiki chaotycznej.

Metoda kontroli orbit chaotycznych poprzez wprowadzenie petli sprzgzenia zwrotnego
posiada przewage nad metodq wczeSniej omawiana, poniewaz pozwala pa stabilizacje
dowolnej z orbit niestabilnych lezacych w obszarze atraktora chaotycznego.

Problematyka zwiazana z kontrolg orbit chaotycznych posiada wiele atrakcyjnych
aspektéw aplikacyjnych w takich dziedzinach, jak przekazywanie informacji czy

samoorganizacja.
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Chaos and synchronisation in physical

systems

Summary

There are two opossed processes observed in physical systems, i.e. synchronisation
and chaos. The present work addresses some of key problems from resecarch field of
synchronisation, chaos and their bifurcations.

In Chapter 2 the fundamental definitions and descriptions related to chaotic dynamics
are given (Lyapunov exponents, power spectra and autocorrelation functions).

In Chapter 3 one and two dimensional maps are discussed and their relation to physical
systems is illustrated. Numerical examples support the observations of discrete dynamics
governed by Bemoulli, logistic, circle, Hénon and Ikeda maps.

In Chapter 4 continuous systems, i.e. those governed by nonlinear ordinary differential
equations, are considered. First, the nonautonomous simple oscillators with different
potentials are analysed, and then the Melnikov function and its relation to prediction of
chaotic behaviour is described. Also a nonlinear van der Pol's periodically driven oscillator is
analysed from the point of view of chaotic dynamics, and finally a derivation of Lorenz
equations and chaotic dynamics of the Lorenz attractor are outlined.

In Chapter 5 synchronisation phenomena in physical systems are discussed. Based on
the examples of simple self-excited and externally driven simple oscillators (such as van der
Pol, van der Pol-Duffing, as well as van der Pol-Duffing oscillator with parametric
excitations), many various aspects of synchronization dynamics are illustated. Self-excited
electrical systems are taken in order to present an analytical approach and to analyse
synchronised dynamics of simple electrical generators.

Chapter 6 includes some examples of applications of chaotic signals in electrical
systems, whereas Chapter 7 discusses the methods of chaotic dynamics control.
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