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Wprowadzenie

1. Wprowadzenie

W pracy opisane zostaly metody teoretyczne i doswiadczalne stosowane przy analizie
drgan piyt i powlok. Szczegdlng uwage poswiecono metodzie teoretyczno-doswiadczalnej
stosowanej przy analizie wieloskladnikowych niejednorodnosci oraz metodom doswiadczalnym
opartym na zastosowaniu laseru. Pokazano, w jaki sposob mozna stosowa¢ metody regresji
przy planowaniu eksperymentu i przy okreslaniu funkcji charakteryzujacej niejednorodnosé
Wmn W przypadku wspomnianej wieloskiadnikowej niejednorodnosci. Zwrocono uwage
rowniez na efektywnosé¢ stosowanych metod. Duzo uwagi poswigcono opisowi stanowisk
doswiadczalnych, opartych na wykorzystaniu efektu cetkowania (prazkowania) przy uzyciu
laserowego zrodta promieniowania. ’

Przedstawione zostaly metody analizy otrzymanych prazkéow 1 hologramow,
prowadzace do okreslenia czestosci i odpowiadajacych im postaci drgan plyt i powlok.
Opisane zostaly metody obrobki danych doswiadczalnych i oszacowane zostaly bledy.
Wskazano rowniez na istotne roznice miedzy opisanymi w tej monografii i dotad stosowanymi

metodami.
Dokonano analizy drgan gietych plyt i powtok z jednoskladnikowa niejednorodnoscia

(§ 3). Oszacowano wplyw na czestosci drgan wiasnych plyt i powlok nast¢pujacych rodzajow
niejednorodnosci: otworow i zmian grubosci w zarysie plyt i powlok o réznej geometrii -
okragfych, prostokatnych, polozonych rownolegle (typu PR) i potozonych prostopadle (typu
PP) do brzegow swobodnych oraz niejednorodnoséci zamocowania brzegow.

Okreslono pierwszych szes¢ czgstosci drgan wlasnych i odpowiadajace im postacie
drgan badanych elementow. Wyznaczono zaleznosci zmian widma czgstosci drgah od
wielkosci skiadnikow konstrukcyjnej niejednorodnosci xi, Xa,..., X;. Badania przeprowadzono
na piytach kwadratowych mosieznych o wymiarach (30x30x0,3)-10° m z dwoma
przeciwleglymi brzegami utwierdzonymi przy pomocy spawania i dwoma pozostalymi
swobodnymi. Badane powloki pochyle byly kwadratowe i wykonane z mosiadzu oraz podparte
przegubowo przy pomocy potaczen srubowych (powierzchnie powlok sg swobodne). Otwory
wiercone byly w srodku plyty (powloki), a zmiany grubosci rowniez umiejscowione byly w
$rodkowej czesci powierzchni swobodnej. Rezultaty badan zilustrowano w postaci zwiazkow

graficznych w zaleznosci od wspélczynnika niejednorodnosci wy, .




Wprowad:zenie

W M tej monografii badane s drgania plyt i powlok z wielosktadnikowymi
niejednorodnosciami. W celu okreslenia funkcji niejednorodnosci w,, zastosowarno metode
planowego eksperymentu. Rozpatrzono zasady wyboru i wybrano eksperyment typu PFE-2".
ktory uwzglednial wszystkie mozliwe kombinacje poziomow k-sktadnikow. Wyniki badan ptyt
i powlok z dwoma, trzema i siedmioma sktadnikami niejednorodnosci postuzyly do okreslenia
Wk - Zarowno obrobka statystyczna wynikow jak i analiza rezultatoéw badan doswiadczalnych
wskazuja na mozliwosc zastosowania tej metody do analizy problematyki drgan piyt i powtok
o zlozonej niejednorodnosci.

W §5 dokonano obliczen plyt z otworami przy pomocy metody elementow
skonczonych (MES). Jako element podstawowy wybrano element o dwunastu stopniach
swobody (element Argyrysa). Zostaly zaprezentowane wyniki obliczen dla wielu plyt o jednej i
dwoch niejednorodnosciach i wyniki poréwnano z badaniami eksperymentalnymi.

W §6 analizie poddano plyt¢ i powloki z roznymi zmianami grubosci przy pomocy
metody Bubnowa z zastosowaniem przyblizen wyzszego rzgdu.

¥7 zostal poswigcony badaniom doswiadczalnym drgan swobodnych i wymuszonych
elementow konstrukcji stosowanych w technice elektronicznej o skomplikowanych
powierzchniach. Zostaty okreslone czgstosci drgan i odpowiadajace im postacie, podane
zostaly charakterystyki amplitudowo-czgstosciowe badanych elementow i okreslone zostaty
amplitudy drgan przy roznych rodzajach wymuszenia. Porownano wyniki analiz teoretycznych,

teoretyczno-doswiadczalnych i doswiadczalnych.
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2. Przeglad literatury

Ze wzgledu na obecne wymogi przemystu maszynowego zorientowanego na
konstrukcje lekkie i wytrzymale oraz biorac pod uwage przyczyny prowadzace do ich
zniszczen w rezimie pracy wysokoczestotliwosciowej, koniecznym wymogiem staje sig
okreslanie czestosci drgan wlasnych i odpowiadajacych im postaci drgan. Drgania konstrukcji
sq wynikiem obcigzen dynamicznych, ktére moga prowadzi¢ badz do bezposredniego
zniszczenia konstrukcji, lub tez do pogorszenia warunkéw pracy.

Konstrukcje, ktorych zasadniczymi elementami sg ptyty i powloki, stosowane sg w
wielu dziedzinach mechaniki cial odksztatcalnych, mechaniki konstrukcji, budowy statkow,
rakiet itd. Okazuje si¢ jednak, ze w przypadku przyrzadow techniki elektronicznej (PTE)
brakuje takich badan. Okazuje si¢ rowniez, ze bezposrednie przeniesienie i zastosowanie metod
doswiadczalnych z innych galezi (wyzej wymienionych) przemystu jest bardzo trudne, bo
nalezy uwzgledni¢ specyfike ich konstrukcji [61, 67]. Do jednej z takich osobliwosci nalezy
konstrukcyjna niejednorodnosé ich elementow (takich jak otwory, wgtebienia, niejednorodnosc
mocowaria) wynikajaca z koniecznosci otrzymania zadanych parametrow elektrycznych tych
konstrukcji. Oprocz tego, wiele z konstrukcji PTE jest cienkosciennych i posiada mate
rozmiary, a ponadto czgsto sg to materialy o roznych wilasnosciach utrudniajacych ich taczenie
(np. metal ze szklem lub metal z ceramika). Rowniez zasady wyboru materialéw réznia si¢
zdecydowanie od zasad stosowanych w innych dziedzinach techniki [84]. Konstrukcje PTE
powinny pracowa¢ nawet w warunkach szczegolnie ,trudnych” ze wzgledu na obciazenia
dynamiczne - wymienic¢ tu nalezy szeroki zakres zmian czestosci obciazen dynamicznych (do
5kHz i poziomem zmian obciazen dynamicznych do 40 jednostek), obcigzen uderzeniowych
(do 9,8 x 10 * m/s? ) i szumow akustycznych (w obszarze czestosci do 10 kHz z poziomem
nat¢zenia dzwieku do 170 dB).

Wigkszos¢ elementow konstrukcji PTE wykorzystuje plyty i powloki o zlozonym
ksztalcie. Wystepowanie roznego rodzaju wglebien i otworow o roznej geometrii (kota,
prostokaty 1 inne), zlozono$¢ ksztaltdw zewngtrznej powierzchni, niejednorodnosé
zamocowania brzegow plyt i powlok, jak rowniez dodatkowych lokalnych mocowan w

punktach, zdecydowanie wplywaja na charakter ich drgan. Dlatego analiza dynamiki tego typu
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phvt i powlok z uwzglednieniem obciazen zmiennych w czasie jest niezmiernie wazna zaréwno
pod wzgledem teorii jak i praktyki.

Szczegolny wklad w dziedzine dynamiki plyt i powlok wniesli uczeni rosyjscy, tacy

jak Wiasow W.Z [13], Bolotin W.W. [7], Wolmir A.S. [14], Timoszenko SP. [96],
Filipow A.P.[99], Saczenkow A W. [87], Petrov W.W. [66], Krysko W.A. [33] i inni. Dzieki
wysitkowi tych badaczy rozwiazano wiele probleméw dynamicznych teorii drgan ciaglych piyt
i powlok z  klasycznymi” warunkami brzegowymi: w ramach teorii liniowej 1 nieliniowej.
Podano szereg metod dokiadnych i przyblizonych rozwiazania wielu probleméw. Okazuje si¢
jednak, ze drgania plyt i powlok z konstrukcyjnymi niejednorodnoéciami nie s3 jeszcze
dostatecznie zbadane. Wspolczesne osiagniecia mechaniki i matematyki umozliwity badanie
tego typu zagadnien, zwigzanych z analiza konstrukcji cienkosciennych, z otworami i zmianami
grubosci o dowolnym ksztalcie. Z tego obszaru tematycznego nalezy wymieni¢ prace
Preobrazenskiego IN. [71-75], Guzia AN. [19], Rwaczewa W.G. i Kurpy LW (83],
Konoplewa 1.G., Sziszkina G.G., Szatabanowa A K [28-31]. Dokonano w nich systematyzacji
rezultatow wielu problemow dynamicznych zwiazanych z konstrukcjami cienkosciennymi z
otworami, jak rowniez wskazano na nowe metody badan. Z wyzej wymienionych prac wynika,
ze do najbardziej znanych naleza metody okreslenia czestosci drgan wiasnych plyt okragtych z
otworami. Pierwsze proby analizy drgan plyt prostokatnych z otworami zapoczatkowane
zostaty przez Takahashiego [116], a powlok z otworami - przez Brestawskiego W E. [9].
Zbior prac poswieconych analizie drgan ptyt i powlok o zlozonym ksztalcie stosowanych w
PTE w latach 1982 + 1984 podano w pracy [27].

W celu ufatwienia prowadzenia dalszych rozwazan dotyczacych roznych czynnikow

konstrukcyjnej niejednorodnosci dokonano nastepujacego podziatu na klasy zagadnien :

1. Plyty i powloki z jednym skladnikiem niejednorodnosci - w konstrukcji wystepuje
tylko jeden skiadnik charakteryzujacy niejednorodnos’»é (CN), np. otwor,
wglebienie lub lokaine mocowanie;

I1. Plyty i powloki z dwoma i wigcej skladnikami niejednorodnosci, np. szereg
otworow lub otworow i zmian grubosci, itd.

Poprzez pojecie niejednorodnosci konstrukcyjnej rozumiane jest pojawienie si¢ w

konstrukcji nastepujacych cech (skladnikéw) : otworow, wglebien, niejednorodnego

mocowania, czy zmiany grubosci ksztattu.
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Tabela 1.
NIEJEDNORODNOSC JEDNOSKLADNIKOWA.
Podstawowe wyniki badan.
A. Plyty
Schemat metoda Podstawowe rezultaty Autor, Uwa
Ip s rozwia- .. .
obiektow -zania A. Piyty zrédio -gt
I 2 3 4 S o)
7 T. 42=I10,20,30,40,50 _
I. @i_ l R'R E' v: 0'5 e S Takahashl
s ¥ —i a/s=0.5;‘/a---‘“ [116]
. C.5.F 91% 0,2
I %
2 i, y:=0,3 4:)‘42‘) P. Parasivan
W, /g1 ¥ [72]
l-V s 2 ol 4% 9S A\.
I. 2320400303
~ = =33 - 204 42 K. Nagaja
3. ad 1| |bezposre-{ 8- V20,29, &4
L s | -dnia U [51]
.
= }'22'/ €r0202 3 R. Hegarty,
4.0 | Q»—' koloka- {It. V=017 T. Ariman
(7] -Cji ':'I 10
. (101]
a/ =22 walfsem |
/s I.Yer™/a W g G. Aksu,
5. ” SR jR. =03 ) R Al
JD - LY ' - Al
a EKS W Q/g = 4 'S % m
o [72]
NV ¢-5-6-5;5
T.0a%x08503509 .
- R. Ali,
T l“] R-R . a/eni,0 MK ’
i I (- 3 = o0} 498{ 43,3
V.S o33 20al203 [72]
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Tabela 1 (¢ d)

2 3 4 S
_}'.o_‘i F. Istep,
7. R-R g.v: F. Hemmig
"
7 [72]
o- 1.0:03 I o, e Preobraze-
8.1 b @ -funkcji, | &- V=43 5 | -mskijLN.
a EKS |& Yestets -
:V c $ 0,2 oY o4 [ ]
I,
9, B-G l:l_.
‘3“ —_
EKS | -
W,
¥. :
v EKS a®(h/a) s §,,(r, x%)| Bakulin W.N.
104 | s ’ L 2 L iinni
i X2 g e /R
MTE [107]
4,0, , W5
Y02 :/o‘i( Konoplew J.G.,
g0 o/t Sziszkin A.G
MTE | _ V-awle -i (%, A)ﬂ -
W asg - Aolee Weqn ,_,
= 2 [29]
w. s !/.
We
M’I‘E — 2 &h(v'a/‘, c/“) Y
W can 4 “‘/:’,,
» 2
! - Yo
I_ Qo/ 2 0, 2-0,3
T P03 cod _':,’3 ® |Zinienko G.P.
I3J SR - Ty,
= a | 1231
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Tabela I (c.d)

L 1 2 3 4 )
VY I%: :As“/(}
1 Qs 4 TR L Kistookij W.N,
wl] T | s |5 2
1 i, afgz4o ay [26]
TI7oTITTY ‘:’ c Q,
T .Yordo,Yorike
8 — . Eks 7.v:03 Kuchto W.A.
I5. i a/g=(,5S [37]
V.c-f£-€
LLLLditbdls I' R/q:o {03
' i R & pso 3' Kurpa L.W.
' / N LA W, 2 ud
16.11 Ld / -funkcji | m, a/g=42. : [36]
TTTTTITITY W 'Q'%
" :FD(_") K Glikman L.A.,
b e Ecs |0 UF% b Koliszuk AK.
£oez | |  017)
w.Fs &(p)
T emc Stratonowa
M. Cxony
MES, | =~ MM.,
18. N.ov=o3 Oz Totmacz G.U.
EKS | ®. %/g=4 VO g
W, YT [92]
T2%z=0,2 Przewidziano
R- WovIes widmo i postacie] Waberski A.
I3, funkeii | 5 o drgan
- CJ D::_CH.CIQ(-y 04%‘.9: [121]
[T
I.
3 K Rwaczew W.L.,
Kurpa L. W.
oy 9%/t (83]

11



Przeglad literatury

Tahela 1 (cd)

B. Powloki
I 2 3 4 5 6
B. Powloki
I Breslawski
. @ EKS Maty wptyw otworéw W.E.
' [9]
- Martynien-
2,
@ EKS Maty wplyw otworéw -ko E.I
[43]
= Pawlik N.E.,
3 EKS Normalny wplyw Kiczlew E.I.
otworéw
(63)
4. Normalny wplyw
EKS otworow T
5. E EKS Obnize}nie czestosci Malinin A.A.
B jen A.
6. SR, Otrzymano widmo roiuie;; ?
EKS czgstosci (7]
~ EKS Obnizelnie czgstosci Sziszkin A.G.
) drgan wiasnych o 7-10% [105]
V Obnizenie czestosci
8 m EKS drgan whasnych o 7-10% -r-

12
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Tabela 2.
NIEJEDNORODNOSC WIELOSKLADNIKOWA.
Metoda Podstawowe rezultaty Autor, .
Ip Schemat rozwigzania A. Piyty zrodlo Uwagi
rzg =1 ® Preobraz moc-o-—v-v:anie
g = =] 5- Treobraze-
T Zﬂ\ -nskij LN, | <elkove
: s w
,00of | funkeji t — (74,751 | mocowanie
=2z " sztywne
s R, x
|o[]z=d]: 5-
2 . | I | " o
-funkcji
0 P aoa K =19,58 + 21,08
Pl s | K=236 Bublik B.H.
1
3. e SR Otrzymano widmo czestosci (10]
= & @0 Samsonowa
a ol o =143,6 Hz R [85]
Lilididadsd Preobraze-
q. j (o) o] EKS Otrzymano widmo czgstosci -nskij I.N.
[71]
Krysko V.A.
5. % MES K=123,6 Pawiow S.P.
[34]
- =" Otrzymano widmo czgstoéci | Samsonowa
6. (L C1Y| RR - RI [85]
v 118 8rl Eexs Otrzymano widmo czestosci | Sypko W.N.
O O ©-09 i postacie drgan [95]
B. Powioki
) o | Sziszkin A.G.
8. EKS Maty wplyw otworéw Tertysznyj
X G.W. [105]
== ’o.‘ X - pnrupctr Krysko V.A.
9. |k = MES 28 Je VY| Pagiiow S.P.
= Ke
s b [34]
K;= 50,77; K,=135,2
10. ﬂ MES K.= 81,06; Ks;=177,9 i
K;=102,9 ; K¢=196,3
R-R, . S. Todi
11. @ ’
EKS Maly wplyw otworéw [75]
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W tabelach 1 i 2 podane zostaly skrotowo rezultaty badan uwzgledniajace powyzsza
klasyfikacje dla przypadku drgan gigtych plyt prostokatnych i powtok.

W tabeli 1 podano podstawowe rezultaty badan plyt i powlok prostokatnych z
niejednorodnoscia jednoskiadnikowa. Podano rowniez schematy badanych obiektéw, metody
rozwigzania oraz zrodla informacji. Z tabeli tej wynika, ze wigkszo$¢ prac poswigcono badaniu
wplywu okraglych otwordw na czestosci drgan plyt i powlok. Znacznie mniej prac zwiazanych
jest z analizg innych skladnikow niejednorodnosci (otworéw prostokatnych, wgtebien,
niejednorodnosci mocowania, zmian grubosci i dowolnosé ksztattu). Z przegladu literatury
wynika, ze nie ma prac poswigconych analizie plyt i powlok o dwoch brzegach swobodnych z
konstrukcyjnymi niejednorodnosciami.

W tabeli 2 podane zostaly podstawowe wyniki badan plyt i powlok 2z
niejednorodnoscia wieloskladnikows. Wynika z niej, ze dynamika tego typu konstrukcji nalezy
do mniej zbadanych w porownaniu do konstrukcji z niejednorodnoscia jednoskladnikowa.
Duza czg$é prac z tej dziedziny ukierunkowana jest na badania plyt perforowanych przy uzyciu
(gtownie) metod doswiadczalnych. Zauwaza si¢ tutaj, podobnie jak i w przypadku
niejednorodnosci jednoskiadnikowej, brak badan dotyczacych plyt i powlok o brzegach
swobodnych, brak analizy wplywu poszczegélnych skladnikow niejednorodnosci na czestosci
drgan wiasnych, itd.

Ztabeli1i2 wynika; ze do podstawowych metod doswiadczalnych i teoretycznych
stosowanych do analizy drgan ptyt i powlok naleza metody: Rayleigha-Ritza, Bubnowa-
Galerkina, 8- funkcji, R- funkcji, roznic skonczonych, elementow skonczonych, a takze metody
teoretyczno- eksperymentalne.

W celu wprowadzenia do metodologii wyboru najbardziej korzystnych i optymalnych
metod badania malych cienkosciennych i konstrukcyjnie niejednorodnych plyt i powlok
rozpatrzymy niektore z tych metod bardziej szczegotowo.

Analiza metod teoretycznych drgan plyt i powlok o zlozonym ksztalcie pokazuje, ze
najbardziej uniwersalng metoda jest Metoda Elementéw Skonczonych (MES). Nalezy tu
podkreslic wkiad naukowy, jaki wniesli do tej metody uczeni, tacy jak: Postnov V.A., Rozin
L.A., Sacharov A.G., Argiris J., Kreiner M., Oden, Kleiber M. i inni. Obecnie metoda ta jest
rozpracowana dostatecznie dobrze z punktu widzenia mechaniki i ukladow mechanicznych, jak

i z punktu widzenia aspektéw matematycznych [45- 48, 70].
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Uwagi odnoszace sig do tabeli | -

1. Przyj¢to nastgpujace oznaczenia podparcia brzegow :

[1/1] -sztywne (C), ~—--— - ruchome (S); - o koncach swobodnych (F),
----- podparcie punktowe; F(p) - oznacza zmiennos$¢ sit mocowania.

2. EKS - metody eksperymentalne, R-R - metoda Rayleigha-Ritza; B-G - metoda Bubnowa-
Galerkina; 8- metoda oznacza metodg oparta na 8- funkcjach; R- metoda R- funkcij; SR -
metoda roznic skonczonych, MES - metoda elementow skonczonych, MTE - metoda
teoretyczno- eksperymentalna.

3. Na wykresie p.t. ,,Podstawowe rezultaty” przyjeto nastgpujace oznaczenia :

1 - geometria wglebien; 11 - wspolczynnik Poissona; HI - strony plyty (powtoki); IV- sposéb
mocowania; (u‘,’ - m','() lub (f,“ - f,‘:) - oznaczenia czestosci drgan wlasnych.

Przeglad prac ze wzgledu na zastosowanie MES-u do analizy drgan swobodnych i
wymuszonych elementow PTE podano w pracy {57].

Nalezy podkresli¢, ze wszystkie metody teoretyczne obliczen, majace zastosowanie
do drgan piyt i powlok konstrukcyjnie niejednorodnych, wiaza si¢ z bardzo duzym czasem
obliczen na wspotczesnych komputerach.

Okazuje si¢ zatem, ze najbardziej wygodna i uniwersalng jest metoda
eksperymentalno- teoretyczna, w glownej mierze rozpracowana przez Saczenkowa A.W. i
stosowana do analizy wytrzymatosci i stabilnosci plyt i powlok [87, 88], ktora zostala
nastepnie rozszerzona przez Konoplewa J.G., Sziszkina A.G., Szatabanowa A K. i innych na
uklady dynamiczne [28-31, 105]). Metoda ta, szeroko stosowana w mechanice plynow,
znajduje zastosowanie do analizy plyt i powlok. Ide¢ tej metody sformutowano w pracach
akademika Sedowa L.I. W skrotowym zarysie polega ona na nastepujacym podejsciu : ,,Dia
przeprowadzenia prawidlowych eksperymentow i obrobki wynikow, rezultaty ktorych
moglyby okresli¢ ogolne prawidtowosci i moglyby stuzy¢ jako przyblizenie dla przypadkow, w
ktorych eksperyment nie moze by¢ stosowany bezposrednio, koniecznym jest glebokie
wniknigcie w problematyk¢ i dokonanie ogdlnej analizy jakosciowej. Oprocz tego, samo
przeprowadzenie eksperymentow, rezultaty ktorych stanowia zbiory liczb charakteryzujacych
badane zjawiska, moze by¢ oparte tylko na bazie wstepnej analizy teoretycznej. Zaréwno
mozliwosc takiej wstepnej jakosciowo- teoretycznej analizy i wyboru ukfadu bezwymiarowych
parametrow kontrolnych daje teoria skalowania i teoria podobienistwa. Podejscie takie moze

byc stosowane do analizy zjawisk zlozonych i znacznie ulatwia obrobke eksperymentow.
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Kombinacje oparte na teorii podobienstwa z wynikami uzyskanymi na drodze eksperymentu
lub na drodze analizy rownan ruchu, niekiedy moze prowadzi¢ do fundamentalnych rezultatow.
Zazwyczaj metoda skalowania i teoria podobienstwa wnosza wiele korzysci zarowno w
odniesieniu do teorii jak i do praktyki ”.

Metoda teoretyczno- eksperymentalna (MTE) posiada szereg =zalet ([87], a
podstawowe z nich to :

1) na bazie wstepnej jakosciowej analizy wyjsciowych rownan pozwala ona na
wczesniejsze okreslenie ,zakresu” badan doswiadczalnych, niezbednego dla
peinego rozwiazania problemu;

2) metoda ta nie wymaga klasycznych podziatow ze wzgledu na zlozonosé zagadnien
i ich teoretycznej analizy (np. podziatu na liniowe i nieliniowe, itd.).

Metody te pozwalaja (na bazie jedynie wstepnej teoretycznej analizy rownan ruchu)
na ,,... uzyskanie z doktadnoscia do stalych dowolnych (funkcji) strukturalnych zaleznosci (bez
rozwiazywania rownai), charakteryzujacych osobliwosci zachowania si¢ plyt. i powlok.
Zadaniem eksperymentu jest okreslenie w strukturze uzyskanych formut statych lub funkcji”
[88]. Jesli z punktu widzenia matematyki niemozliwym jest uzyskanie dokfadnych rozwiazan
zagadnien brzegowych, to okazuje sig, ze rowniez przyblizone metody rozwiazania tego typu
problemow naleza do ztozonych i trudnych. Oprocz tego, dla oceny stopnia dokiadnosci metod
przyblizonych, wykorzystuje si¢ eksperyment (nazywany pasywnym), ktory je weryfikuje lub
odrzuca. Jesli wyniki teorii sq bez zarzutu w badanym obszarze parametrow i sa wielokrotnie
potwierdzane poprzez praktyke, to sformulowanie nowego zadania w warunkach ktorego
eksperyment bedzie spelniat funkcje nalezace do kompetencji czystej matematyki (okreslenia
stalych funkgcji), jest w pelni osiagnieciem metody teoretyczno- eksperymentalnej. W tym
przypadku rola eksperymentu pojawia si¢ w charakterze srodka do rozwiazania zadan
metodami matematycznymi (aktywny eksperyment).

Rozwo0j nauki i techniki umozliwit opracowanie przeréznych metod i srodkow dla
badan statycznych i dynamicznych plyt i powtok. Caly zbiér metod eksperymentalnych
stosowanych do analizy mechaniki ciata stalego mozna podzielié na nastepujace klasy :

[. Metody kontaktowe. Sa to metody oparte na stosowaniu przeroznych
przetwornikow, czujnikow piezoelektrycznych i tensometrow oraz urzadzei do
pomiarow drgan itd.

II. Metody oparte na zastosowaniu modeli. Naleza do nich polaryzacyjno- optyczne,

uklady elektryczne zbudowane na bazie teorii podobienistwa, itd.
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(11, Metody bezkontaktowe. Metody morowe oraz metody optyczne z zastosowaniem

optycznych generatorow kwantowych (laserow).

r-Tr @ W

N AN \

Rg)
\a\a\« ¢

Rys. 1. Schemat blokowy pomiaru parametréw drgan metoda kontaktows :

m\ 1 - stanowisko wibracyjne; 2 - badany element; 3 - czujnik;

¢

AT EATAANS LA ALY WFAW LA/ AERS & O BAU

4 - wzbudnik; 5 - oscylograf; 6 - miemik.

Zalety metod kontaktowych (I) widoczne sa na rys.l, na ktorym przedstawiono
schemat blokowy pomiaru drgan przy uzyciu tej metody [7]. Naleza do nich: a) mozliwosci
badan w szerokim obszarze czestosci; b) pomiar amplitud drgan lub przyspieszen w dowolnym
punkcie lub przy dowolnej czgstosci. Do wad tych metod zaliczamy: a) wplyw masy czujnikow
na pomiary; b) otrzymanie dyskretnego obrazu drgan badanego obiektu.

Druga grupa metod [22, 44] wymaga przygotowania specjalnych modeh (lub
naniesienie specjalnego pokrycia na badany obiekt), co w znacznym stopniu ogranicza
mozliwosé ich stosowania.

Do najbardziej perspektywicznych metod analizy drgan plyt i powlok naleza metody
bezkontaktowe: metody oparte na zastosowaniu wsteg morowych 1 metody laserowe [15, 25,
31, 69, 77). Warto podkresli¢, ze podwaliny tych metod zostaly podane przez uczonych bylego
Zwiazku Radzieckiego (Sokolow W.P. [90], Dylcew R.A. [21], Nowickij W.W [54], Uszakow
W.N. [97] i innych). Sposréd innych wymieni¢ nalezy Teoparis P. [117], Tollenaar D. [118],
Nikola W. [119]. Wspoiczesne metody morowe pozwalaja na analiz¢ trzech rodzajow
problemow dynamicznych: a) drgan swobodnych i wymuszonych plyt; b) okreslenia geometrii
naprezen i odksztalcen w cialach plaskich i przestrzennych z uwzglednieniem obcigzen
niestacjonamych; c) rozprzestrzeniania si¢ fal sprezystych obciazeniach udarowych. Do
fozwiazania problemow pierwszego rodzaju sluza metody rozszczepiania peku wiazki

rownoleglej $wiatla i odbiciowej metoda morowa [117].
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Rys. 2. Schemat optyczny metody rozproszenia :
1 - stanowisko wibracyjne; 2 - element badany; 3 - Zrodlo swiatla; 4 - soczewka; 5 - szkio matowe.

Idea tej metody polega na rozdzieleniu wiazki swiatla réwnoleglego na dwie: jedne)
wysylanej przez zrédlo i drugiej odbitej od drgajacej powierzchni plyty (rys. 2). Czgsci plyty,
polozenia ktorych podczas drgan nie ulegaja zmianie, posiadaja na szkle matowym (5) stalq
(jednakowa) intensywnos¢. I na odwrét, te cze$ci, ktore ulegaja deformacjom, powoduja
ciagte zmiany katow odbicia $swiatla i widoczne sa na ekranie jako obszary ciemne. Na bazie tej
roznicy okresla si¢ postacie drgajacych plyt. Odbiciowa metoda morowa oparta jest na
zasadzie interferencji siatki liniowej, ktora jest projektowana na polerowana powierzchnie
plyty przy pomocy wiazek rownoleglych swiatla (rys. 3). Metoda ta pozwala na uzyskanie
obrazu linii odpowiadajacych katom pochylenia zginanych plyt.

1 2 3

Rys. 3. Schemat optyczny metody morowe; :
1 - stanowisko wibracyjne; 2, 4 - siatki; 3 - Zrodlo swiatta; 5 - szklo matowe
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=

Rys. 4. Schemat optyczny stanowiska do realizacji metody morowe; :
1 - zrodlo swiatla; 2, 5 - siatki; 3 - badany element;
4 - stanowisko wibracyjne; 6 - aparat fotograficzny.
Na rys. 4 przedstawiono schemat blokowy stanowiska do badania dynamicznych wiasnosci
ptyt o zlozonym charakterze [25] przy uzyciu metody morowej.

Grupa metod morowych wyroznia si¢ duzo wigkszymi mozliwosciami przy badaniu
dynamiki plyt w poréwnaniu do dwoch pierwszych grup. Do wad tej grupy zaliczamy:
a) koniecznosé dodatkowej obrobki szorstkich powierzchni; b) ograniczenia przy stosowaniu
obiektow o matych gabarytach, co wiaze si¢ z koniecznoscia przeprowadzenia badan na
modelach; c) podczas analizy wyzszych postaci drgaf ,,obrobka” i interpretacja wynikow w
postaci prazkow morowskich staje si¢ klopotliwa.

W ostatnich latach szerokie zastosowanie znalazty metody wykorzystujace generatory
kwantowe (lasery). Posiadaja one zalety grupy metod morowskich, a ponadto pozwalajg na:
a) otrzymanie bardziej wyraznych diagraméw drganiowych; b) mozliwosé szybkiego okreslania
widma czg¢stosci drgan i ich amplitud w dowolnym punkcie powierzchni; ¢) mozliwos¢ analizy
elementow o bardzo malych wymiarach przy dowolnym stanie powierzchni bez jej dodatkowe;j
obrobki.

Duza rolg w rozwoju metod laserowych odegrali uczeni rosyjscy: Denisiuk J.A.,

Ostrowskij J.1., Listow W.S. i inni, oraz tacy uczeni jak Stetson K., Olstenberg Ch., Gaborude
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1 inni. Obecnie istnieje juz szeroka literatura poswigcona drganiom plyt i powlok [77]. Analiza
stosowanych metod laserowych wskazuje na celowosé ich podziatu na 4 klasy [15] :

1. Metoda dyfrakcyjna. ’

2. Klasyczna interferometria.

3. Holograficzna interferometria.

4. Metody z zastosowaniem efektow cgtkowania (prazkow) - speckl-effect.

Pierwsza z w/w metod posiada zasadnicza wade, bowiem moze byé stosowana tytko
do rejestracji zmian amplitud drgan na brzegu obiektu. Klasyczna interferometria pozwala na
pomiar amplitudy drgan w dyskretnych punktach obiektu i nie pozwala na otrzymanie
calosciowego obrazu drgan. Oprocz tego, koniecznosé¢ obliczania duzej liczby wiazek

interferencyjnych niewatpliwie obniza mozliwosc¢ szerokiego stosowania tej metody.

Rys. 5. Schemat optyczny stanowiska holograficznego :
1 - laser; 2 - pryzmat rozszczepiajacy; 3 - lustro; 4 - diafragma; 5 - fotodioda;
6 - soczewka; 7 - badany element; 8 - stanowisko wibracyjne; 9 - wzmacniacz.
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Metody interferometrii  holograficznej daja mozliwos¢ obserwacji obrazu
interferencyjnego w calym obszarze duzych i szorstkich powierzchni, co znacznie rozszerza
mozliwos¢ interferometrii klasycznej. Rozne modyfikacje tej metody dajg mozliwos¢ pomiaru
amplitud w bardzo szerokim zakresie: od 10 * do 100 pm, co pozwala na ich stosowanie do
malych .obiekt(')wA Jako przykfad na rys. 5 podano schemat blokowy jednego ze stanowisk
holograficznych, stosowanych do badania drgan piyt [103].

Metody okreslania czestosci i postaci drgan z zastosowaniem obrazkow z prazkami sg
podobne do wczesniej opisanej metody wiazki §wiatta rownoleglego stosowanego w metodach
morowych (rys. 2), ale charakteryzujg si¢ wyzsza jakoscia. Na szczegolna uwage zashuguje
metoda opisana w [114], pozwalajaca na otrzymanie kresek w kazdym punkcie powierzchni
drgajacego obiektu. Dodatkowo kierunek kreskowania pokrywa si¢ z kierunkiem gradientu
powierzchni w skrajnych polozeniach, przyjmowanych przez obiekt w procesie drgan, a
dhugosé kreski jest proporcjonalna do wielkosci tego gradientu. Punkty powierzchni, w
ktorych nie zmienia si¢ pochylo§¢ w procesie drgan, miejsca wybrzuszen, punkty siodlowe,
miejsca przykry¢, s zobrazowane jako miejsca o jednakowej intensywnosci na tle kresek.

Analiza metod laserowych wskazuje, ze do najbardziej perspektywicznych metod
badan konstrukcyjnych niejednorodnych plyt i powlok nalezy metoda logarytmicznej
interferometrii i wzglednie nowa metoda obrazkow prazkowych, stuzaca do okreslenia
czestosci i postaci drgan plyt i powlok [77, 78, 104].

Opisane metody analizy konstrukcyjnie niejednorodnych plyt i powlok wskazuja na
niejednoznaczny wplyw otworéw na czestosci drgan wiasnych. Dla plyt obserwowano
zarobwno podwyzszenie jak i obnizenie czgstosci drgan wiasnych w zaleznosci od rodzaju,
potozenia i wielkosci otworu. Dla wielu konstrukcji w badaniach ograniczono si¢ do analizy
kilku pierwszych (podstawowych) czestosci drgan. Do malo zbadanych naleza drgania plyt i
powlok z wielosktadnikowa niejednorodnoscia.

Z w/w rozwazan wynika aktualno$¢ sformutowania nowych badan dotyczacych drgan
ztozonych struktur zarowno na etapie budowy nowych metod teoretycznych, jak rowniez z
punktu widzenia aplikacji, w zastosowaniu do drgan dwoch typow plyt i powltok:

a) pochytych powltok z jednym lub kilkoma wglebieniami i otworami powstatymi w

wyniku wiercenia;

b) plyt i powlok o niejednorodnym zamocowaniu i kilkoma wglebieniami lub

przelotowymi otworami.
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3. Metody i stanowiska sluzace do badania drgan

konstrukcyjnie niejednorodnych plyt i powlok

3.1. Metoda teoretyczno-eksperymentalna badan drgan plyt i powlok
o zlozonym ksztalcie

Rozpatrzmy istot¢ metody teoretyczno- eksperymentalnej na przykiadzie drgan plyty
prostokatnej izotropowej z dwoma wybraniami materialu. Metoda teoretyczno-

eksperymentalna jest oparta na zastosowaniu metody Rayleigha [18]. Energia potencjalna (V) i
kinetyczna (T) zginanej plyty ma postac :

v=% js.[l)[wi FW2 4 20W, W, +(1-0)W, Jaxdy

(3.1.1)
et | vh
2% g
lub w postaci bezwymiarowe; :
= — SR o
V=g ﬂ'[ W2+ 1, W2 +200, W, W, +2 (1-v) leizy:|dxdy
(3.1.2)
T=[[—W ax
[ o
Przyjmujac poszukiwana postac rozwigzan :
W (%,7.t) = W,(%,7) cos ot (3.1.3)

i podstawiajac (3.1.3) do (3.1.2) dla maksymalnych wartosci Vi T otrzymujemy :

- [T | O 0, #2000, (), +2 092, (), oy
(3.1.4)
[ 35 W) &
. )L
Latwo zauwazy¢, ze funkcje, otrzymane po obliczeniu calek w (3.1.4), moga byc

przedstawione w postaci [28] :
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V’III'-N =(pn(Ul .A'I)

(3.1.5)
Tma\' = n(Ul A’I)
Porownujac Vi T, otrzymujemy :
_y ‘Pn(ul }‘l) =
TR ALY Ly

Wzor (3.1.6) pozwala okresli¢ widmo czestosci drgan piyt prostokatnych. Funkcja F, jest
obecnie znana dla wszystkich ciggtych plyt i pochylych powtok [18]. Np. dla plyty prostokatnej

funkcja ta ma postac (przy roznych rodzajach mocowania) :

F,(u, x,)= K! = n‘{G: +MG; +2A] [uHxH,, +(1-v) J,Jy] } (3.1.6a)
gdzie G, Gy,H,,H,,J.,J, s stalym zaleznymi od wartosci drgan (liczba linii
weziowych wynosi m, n wzdluz osi ox i oy).

W przypadku powloki pochylej funkcja ta ma postac :

_ 12K
F, (v, A,):K:(HEZ—) . (3.1.6b)

1- 1-
(u.’.. + —2’9' 8,3, ui) [uﬁ(l—vﬁ)+'2—u 8.8, uf..]-v’ 7"3 8,8, HaYa =

K=
1- 1- 1-
(u.’.. + 0 8,8 u’)( w88, u.’..)—( 7 8.8, +w...7,) AT
2 m-n n 2 2
5 9l 3 3 =9 I-v ®
~Hala | VY 0 =2 0Y Yo T SuBa +UYRYL )+ Bada VYA,
h? (2 1-v z) ( , 1-v 2)
+]2{[ Hn+ 8.8, u, |+ Hi+ 2 8.0, Ml 8, K, (K,
_& . _E ) _ij‘(xr )2dx __C_JEXMX dx
um_a7u a> m'—'K'ZHO m ’Ym—K'Z“O m* > m
’ K, x .
Xm( . )-ﬁmkcjaomwczlach
Kn=mn - dla powloki o opartych brzegach.
Przy ustalonych wartosciach v i A, funkcja F, jest stala i moze byé okreslona
eksperymentalnie [88].
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Rys. 6. Piytka z wybraniem materiatu.
Obszary podziatu oznaczono jako I, 11, I11.

~J

Rys. 7. Schemat optyczny stanowiska do rejestracji prazkow holograficanych :
1 - stanowisko wibracyjne; 2 - badany obiekt; 3 - soczewka, 4 - laser; 5 - uklad teleskopowy.
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Dila piyty z wybraniami materiatu o wymiarach 2a, x 2by (rys. 6), symetrycznie
potozonym wzgledem osi oy, wybierzemy funkcj¢ falowa o postaci:

w* (x,y,t):Wn(x,y) cos @t 3.1.7)
gdzie funkcja W' spetnia warunki graniczne na zewnetrznym konturze plyty i posiada zadane

wartosci w kazdym punkcie wewnetrznego konturu (po wybraniu materiatu). Analogicznie do

(3.1.4) otrzymujemy:

B N (3.18)
T =H(“’3)TI(W"°) d&xdy
gdzie
We = (W)L R W), v2n (W)L (), 2 0-0 (W 619)

Rozdzielajac, zgodnie z rys. 6, obszary catkowania, otrzymujemy:

.U[WO]dXdy II[W"]dxdy+I J-[W°]d7_cd§'+J-HW°]dy_(dy (p uk,,xs,x4)

XJ —Xd XS—
(3.1.10)
Analogicznie do energii kinetycznej otrzymamy:
ﬂ (W2) dxdy = U°(v,1,,%5,%,) (3.1.11)
i znajdujemy poszukiwane widmo czesto$ci plyt z wybraniami materiatu:
0
02 (D“(U,XI,XJ,)(‘) =4
0)" = o2 L3 AL FO(u,A,,X,, X (3.1.12)
( ) U:(u,l,,x,,x,) ( i ‘)
Dazielac (3.1.12) przez (3.1.6) otrzymujemy:
0
(Dll
m—=wn(o,7~.,x3,’(.) (3.1.13)

Tak wigc, jesli jest zadany material, z ktorego wykonana jest plyta oraz zadane sa rozmiary
geometryczne wybrania materiatu, to:

\u“(u Ay Xy X ) const. (3.1.14)
Jesli wymiary wglebien (wybran materiatu) zmieniajg sig, to:

Viw = Via(x5,%,) (.1.15)
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1 wowczas:
0! =y, (x:.x,) 0, (3.1.16)
Przeprowadzajac podobna analiz¢ dla plyty z wieloskiadnikowa niejednorodnoscia,

mozna wykazac, ze funkcja . w tym przypadku bedzie zaleze¢ od wszystkich czynnikow

niejednorodnosci, tj.

Wi =\uk“(x,,x1,...,xl) 3.1.17
gdzie x 1, X2, ..., X7 sq skladnikami (parametrami) niejednorodnosci.

Wzor podobny do (3.1.17) moze by¢ otrzymany rowniez dla powloki.

A zatem okreslenie widma czestosci drgan konstrukcyjno niejednorodnej plyty lub
powloki moze by¢ wyznaczone poprzez widmo czestosci drgan plyty ciaglej lub powloki i
funkcji . , ktore w przypadku ogolnym zaleza od wszystkich parametrow niejednorodnosci
i przedstawiaja funkcje¢ wielu zmiennych, okreslana na drodze eksperymentalne;j.

Zadanie okreslania takich funkgcji dla réznego rodzaju niejednorodnosci plyt i powlok
jest wprawdzie zlozone, ale konieczne zarowno ze wzgledow teoretycznych jak i
praktycznych. Zbior takich funkcji i ich klasyfikacja moze znacznie uprosci¢ analiz¢ drgan
konstrukcyjno niejednorodnych plyt i powtok.

Celowym jest rozbicie procesu okreslenia funkcji y, na 2 etapy:

a) z jednosktadnikowa niejednorodnoscia,

b) z wieloskiadnikowg niejednorodnoscia.

Kazdemu etapowi odpowiada okreslona metoda wyznaczenia y i , . W szczegolnosci, przy
wieloskfadnikowej niejednorodnosci zaleca si¢ wykorzystywa¢ metod¢ planowego
eksperymentu [52], pozwalajaca przy pomocy niewielu eksperymentéw na okreslenie
potrzebnych funkcji dla praktycznie dowolnych skiadnikéw niejednorodnosci. Rozpatrzmy

obecnie szczegotowo metody okreslania funkcji i, w zaleznosci od klasy niejednorodnosci.

A. Niejednorodnos¢ jednoskiadnikowa

W tym przypadku funkcje niejednorodne moga by¢ okreslone poprzez prowadzenie
niezbyt ztozonych eksperymentow na malej ilosci probek (a nawet tylko na jednej). Zmieniajac
interesujacy nas skladnik niejednorodnosci, otrzymamy na plaszczyznie szereg punktow
eksperymentalnych. Obrobka matematyczna otrzymanych danych eksperymentalnych znanymi
metodami [32], pozwala na okreslenie charakteru funkcji ., . Wielu badaczy okreslato w, ,

poprzez stale, co ograniczalo znacznie klas¢ badanych ukladow. Jak juz wczesniej
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wspomniano, w pracy [28] podano takze funkcje dla otworow (wiercen) w ptytach o postaci

okregu. rombu, kwadratu i elipsy:

)
Wy —a_ n

ao
I+l,5!7 , 0<a,fa<04

a 2
1+295 (—°) , 04<a,/a<08
a

|+1,925% , 0<p,/a<04
, (a_o)_
Vi a - 0 2.92
1+113 (—") , 04<g,/a<10
a
3,
l+: , 0<a,/a<04

1,542
1+1,67 (—i) , 04<a,/a<10
a

A

C
) 1+0,71- , 0<c/a<04 (3.1.17a)
W, l(—) =1

c 2,34
1+3,84 (;) , 04<cf/a<08

Nalezy podkreslic, ze podane wzory niedostatecznie dokladnie opisujq rezultaty
eksperymentow w obszarze poczatkowym. W szczegolnosci, nie opisuja one obserwowanego
obnizenia wartosci czgstosci badanych plyt niejednorodnych przy matych niejednorodnosciach.
Podane w pracy [73] zwiazki dla plyt niejednorodnych takze posiadaja t¢ wade¢. Jednak dla
wigkszosci zadan funkcje . nie zostaly jeszcze okreslone i wymagaja one dalszych badan.

B. Niejednorodnos¢ wieloskiadnikowa

Do tego typu niejednorodnosci odnosza si¢ zadania badania drgan plyt perforowanych
i powlok [71, 74]. Niewiele tego typu zadan doczekato sie jak dotad rozwiazania. Wyniki tych
badan nie moga by¢ uogolnione na inne rodzaje niejednorodnosci. W tym przypadku
zastosowanie metody teoretyczno- eksperymentalnej prowadzi do drastycznego zwigkszenia
objetosci  badan doswiadczalnych (w poréwnaniu do analizy niejednorodnosci

jednosktadnikowej). Wykorzystujac metody planowego eksperymentu, mozna istotnie
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zwigkszy¢ jego dokladnosé przy zachowaniu tej samej ilosci doswiadczen lub skrocié objetosc
badan (nawet 10 razy), uzyskujac wymagana dokladnosé¢ [52, 53]. Optymalne wykorzystanie
przestrzeni niezaleznych zmiennych - to jedna z zasadniczo nowych idei, ktérg wprowadzita
statystyka matematyczna stosowana do obrobki danych. Dla przyktadu rozpatrzmy prosty
model liniowy teorii eksperymentu. W tym przypadku plan jednoskiadnikowego eksperymentu

dla okreslenia dowolnego parametru dla trzech probek wyglada nastepujaco [52]

Tabela 3.
PLANOWANIE EKSPERYMENTU JEDNOSKELADNIKOWEGO.
Ip A B C Wynik pomiaréw Uwagi
doswiadczalne wyznaczanie parametrow
1 -1 -1 +1 yo+1 - wskazuje na pomiary
2 +1 -1 -1
3 -1 +1 -1 Y2 - brak pomiarow
4 -1 -1 +1
Natomiast dyspersja rezultatow pomiaru parametru (A) ma postac:
o*{A}=a*{y, -y, } = 20%{y} (3.1.18)

gdzie o* {y} oznacza blad pomiaru parametru.

W przypadku wieloskladnikowego eksperymentu postgpuje si¢ w sposdb

przedstawiony w tabeli 4.

Tabela 4.
PLANOWANIE EKSPERYMENTU WIELOSKLADNIKOWEGO.
dos’wi:irczenia A B C W:;lz]l(n'ln)eot;r(})l;m
1 -1 -1 +1 Yo
2 +1 -1 -1 Y2
3 -1 +1 -1 Y3
4 +1 -1 +1
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W tym przypadku dyspersja, zwiazana z bledem przeprowadzenia eksperymentu,
wynosi (dla przypadku (A)) :

Y tYi-y, t 40’
GZ{A}:GI{L‘%A}: = oy} G5.1.19)

Widaé, ze przy nowym schemacie pomiarow blad otrzymuje si¢ dwukrotnie mniejszy
niz w przypadku eksperymentu jednoskladnikowego.

Zastosowanie metod eksperymentu planowego wykorzystuje si¢ jeszcze w stopniu
niedostatecznym w zadaniach mechaniki ciala odksztaicalnego (patrz cykl prac podany w
[107]). Stosowanie metody planowego eksperymentu w teoretyczno-eksperymentalnej
metodzie moze prowadzic nie tylko do dobrych rezultatéw, ale pozwala na istotne
uproszczenia procedury otrzymania koniecznych dla praktyki przyblizonych zaleznosci dla

oszacowania widma czestosci drgan plyt i powlok.

3.2. Opis stanowisk doswiadczalnych

W tym paragrafie opisane zostana przyklady stanowisk doswiadczalnych opartych na
trzech metodach z wykorzystaniem laseru: a) wykorzystanie ,efektu cetkowania” swiatla
laserowego; b) laserowej interferometrii; c) holograficznej z roznorodnymi modyfikacjami [79,
81, 82].

Na bazie przedstawionych stanowisk okreslono podstawowe charakterystyki
drganiowe elementéw PTE w pasmie czestosci do 20 kHz. Naleza do nich: czgstosci drgan
wlasnych (rezonansowych), rozklad amplitud drgan wzdluz powierzchni badanego elementu

oraz jego charakterystyka amplitudowo- czestosciowa.

A. Stanowisko oparte na wykorzystaniu zjawiska c¢tkowania

W celu oceny widma czestosci rezonansowych i analizy postaci drgan wykonano
stanowisko z zastosowaniem ,efektu cetkowania” Swiatla laserowego (rys. 7). Zasada pracy
tego stanowiska i niektore wyniki otrzymane eksperymentalnie szczegétowo zostaly opisane w
pracy [79]. Stanowisko pozwala na okre$lenie (z bardzo wysoka doktadnoscig) czg¢stosci
rezonansowych badanych elementow oraz lokalizacje miejsc o najwigkszych amplitudach
drgan. Stanowisko sklada si¢ z dwoch blokow: bloku zwiazanego z o$wietleniem i bloku
obserwacji. Do stanowiska tego moze by¢ latwo dolaczony wzbudnik drgan, wzbudzajacy
drgania w kierunku zarowno poziomym jak i pionowym. W drugim przypadku stosuje si¢
dodatkowe lustra do zmian kierunku ruchu promieni. W naszym przypadku obydwa bloki
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ulozone byly na stole laboratoryjnym. Ogdlny widok stanowiska przedstawiono na rys. 8. Blok
oswietlenia skfada si¢ z laseru (4) typu LG-38 i wymiennikéw, rozszczepiajacych promienie
Swiatla soczewki (3). Obiekt (2) mocowany jest na stole wibracyjnym (1). Blok s$ledzenia
sklada si¢ z ukladu teleskopowego (5), przymocowanego do regulowanego stolika
naprowadzajacego na obiekt badan.

Rys. 8. Widok ogolny stanowiska do rejestracji prazkow holograficznych.

W celu ustawienia obiektu w polu widzenia i rozogniskowania plaszczyzny obserwacji
wzgledem powierzchni obiektu, obiektyw moze by¢ przesuwany w szerokich przedziatach (do
100 mm) wzdluz osi optycznej wzgledem okularu nieruchomego. Wielkosci prazkow o
rozmiarach Srednich, wygodne dla obserwacji, ustalane sa przy pomocy zmian srednicy
wejéciowej ,Zrenicy” ukladu optycznego. Przewidziana zostata rowniez mozliwo$¢ mocowania

aparatu fotograficznego w celu wykonania zdje¢ prazkow.

B. Stanowisko interferometrii laserowej

Stanowisko to zbudowano przy uzyciu zestawow kwantowej elektroniki, a jego
schemat przedstawiono na rys. 9. Optyczny schemat stanowiska skiada si¢ z interferometru
Michelsona, zrodia §wiatla koherentnego wytwarzanego przez kwantowy generator optyczny
(OKG). Promien z OKG (1) rozszczepia si¢ na polprzezroczystym zwierciadle (13) na dwa
promienie - oporowy i sygnatowy. Promien sygnalowy poprzez ukiad ogniskujacy (9)
kierowany jest na badany element (8), ktory jest przymocowany do piezoelektrycmego stolu
wibracyjnego (7), wzbudzanego generatorem dzwigkowym (5). Odbite od badanego elementu

swiatlo zbierane jest poprzez uklad ogniskujacy na fotodetektor (15), gdzie rowniez dociera
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swiatlo oporowe, ktorego intensywnos¢ moze by¢ regulowana w szerokim zakresie filtrem

swietlnym (12).

i1 42 4% 44 i5 {6 X

6 5 4

Rys. 9. Schemat optyczny interferometru :
1 - laser; 2 - filtr neutralny; 3 - lustro; 4 - pryzmat; 5 - soczewka; 6 - okular;

7 - stanowisko wibracyjne; 8 - obiekt; 9 - soczewka; 10 - piezoelektryk; 11 - przesiona; 12 - polaroidy;
13 - pryzmat; 14 - diafragma; 15 - fotomnoznik; 16 - wzmacniacz; 17 - oscylograf; 18 - analizator.
Przy pomocy fotodetektora rejestrowany jest sygnat charakteryzujacy czestosé roznicy miedzy
tymi $wiattami, dostarczajac tym samym informacji o badanym procesie. Sygnal z wyjscia
fotodetektora moze by¢ podawany na elektroniczny oscylograf (17), przy czym obserwuje sig
sygnal amplitudowo- czestosciowy, dostarczajacy informacji o czestosci i amplitudzie drgan
badanego elementu. W celu podwyzszenia czulosci i zwigkszenia stosunku ,,sygnat - szum”
sygnat z wyjsécia fotodetektora wyslany jest na waskopasmowy wzmacniacz (16), a nastepnie
na oscylograf (17), jak rowniez na.niskoczgstosciowy analizator widma (18). Opisany wyzej
uklad optyczny zostat zamontowany na plycie kontrolnej o rozmiarze 450 x 600 mm, ktora jest
podparta na amortyzatorach. Wszystkie elementy optyczne, interferometry, mocowane sa w
regulowanym lozyskowaniu, pozwalajacym na zmiang katow obrotu elementow w dwoch
wzajemnie prostopadlych ptaszczyznach. Na tej plycie znajduje sie laser LG-18 i stanowisko z

piezoelektrykiem. Na platformie stanowiska wibracyjnego przymocowany jest czujnik
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piezoelektryczny przyspieszen typu IS-313, sygnal z ktorego jest kontrolowany poprzez
woltomierz lampowy typu B3-3. Cala aparatura pomiarowa, aparatura rejestrujaca i bloki
zasilajace sa rozmieszczone na osobnym stanowisku. W celu obserwacji procesow stosowany
byt dwukanalowy oscylograf typu C1-16, przy czym na jeden kanal podawany byl sygnat
badanego procesu, a na drugi - sygnal ze stanowiska wibracyjnego. Otrzymany w ten sposéb
oscylogram jest bardzo uzyteczny przy okreslaniu parametrow drgan. Na stanowisku mozna
byto dokonywac pomiaru amplitudy drgan w ,punkcie” o wymiarze 5 =+ 30 pm, w przedziale
0,01 + 20 pum i z dokiadnoscia 0,5 - 1 % w przedzialach czestosci 20 - 10000 Hz.
Zainstalowany schemat elektroniczny pozwala na automatyzacje procesu obliczen liczby

cyklow sygnatu wyjsciowego fotomnoznika, niosgcych informacje o amplitudzie drgan.

C. Stanowisko holograficznej interferometrii
W tym przypadku, jesli badacza interesuje rozklad amplitud drgan na calej
powierzchni badanego obiektu (pole drgan), wydaje si¢ celowym i uzasadnionym stosowanie
metod holograficznych. Zaprojektowane i zbudowane uniwersalne stanowisko holograficzne
pozwala na realizacj¢, oprocz klasycznej metody Powella- Statsone’a [58], rowniez metody
usrednienia w czasie ze wzgledu na realny czas obserwacji [15, 16] i metod¢ strobolografii.
Zastosowanie i wybor ktorej$ z opisanych metod zalezy od charakteru eksperymentu. Schemat
optyczny stanowiska pokazano na rys. 10. Swiatlo z laseru (1), przechodzac przez
elektromagnetyczng zasuwe (2), ultradzwigkowa przegrodke (3) i potfalowa plytke (4), pada
na pryzme rozszczepiajaca (5). Swiatlo odbite od przedniej krawedzi pryzmy tworzy strumien
$wiatla oporowy, a strumien przechodzacy przez pryzm¢ - strumieft Swiatla podstawowy.
Strumien oporowy przechodzi przez polaroid (20), odbija si¢ od lustra (19), zostaje
rozszerzony przez uklad teleskopowy zlozony z mikroobiektywu (18), diafragmy (17) i
. soczewki (16) i pada na hologram (13). Strumien podstawowy, przechodzac przez plytke
potfalowa (6), polaroid (7), po odbiciu od lustra (8) i po rozszerzeniu w ukladzie
teleskopowym (8, 10, 11) oswietla badany obiekt (14). Rozproszone poprzez obiekt $wiatto
jest rejestrowane na hologram (13). Maskownice (12) odgradzaja obiekt i hologram od
naswietlania ich szkodliwymi promieniami pochodzacymi od odbi¢ w ukladzie optycznym.
Dobra jakos¢ (kontrastowosc) interferogramu w plaszczyznie rejestracji zalezy od rdznicy
optycznej interferujacych wiazek. Dlatego tez uktad optyczny zbudowany jest w ten sposob,
aby roznica optyczna wiazki od jednostki rozszczepiajacej (5) do hologramu wynosita

przykladowo zero. Ale poniewaz roznica taka dla stosowanego laseru LG-38 mogla sie
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zmieniac w przedziale 20 cm bez pogorszenia kontrastu interferogramu, to zapewniono

mozliwos¢ zmian polozen obiektu w zaleznosci od jego rodzaju oraz rezimu pracy uktadu.

Ly

—

—_—

5 I d

19

1/ 17/ 46

Rys. 10. Schemat optyczny holograficznej interferometrii :
I - laser; 2 - migawka, 3 - przegrodka ultradzwigkowa; 4,6,7 - polaroidy; 5 - pryzmat;
8 - lustro; 9 - soczewka; 10 - przestona; 11 - soczewka; 12 - ekran; 13 - hologram;
14 - badany obiekt; 15 - stanowisko wibracyjne; 16 - soczewka; 17 - diafragma;
18 - soczewka; 19 - lustro; 20 - filtr neutralny.

Aby otrzymaé jakosciowo dobra rejestracje interferujacej struktury koniecznym jest
utrzymywanie okreslonego stosunku intensywnosci wiazek podlegajacych interferencii.
Realizuje si¢ to poprzez wprowadzenie elementow (4, 5, 6, 7, 20). Laser wysyla waska wiazke
$wiatla o $rednicy 2-3 mm. W wiazce podstawowej podlega ono rozszerzeniu za pomocqa
ukladu teleskopowego skladajacego si¢ z mikroobiektywu (9) (40 ) i dlugoogniskowe)
soczewki 11 ( 1 = 15cm, Scm). Ogniska obydwu soczewek sq przesunigte w celu otrzymania
wiazki skumulowanej. Jest to potrzeba dla dobrej interpretacji interferogramow. Przyrzad
kolimatora odroznia si¢ od tradycyjnego poprzez wprowadzenie w ognisko mikroobiektywu
punktowej diafragmy (10). Rola punktowej diafragmy polega na przestrzennej filtracji fal
swietlnych (z malego otworu wydostaje si¢ idealna fala sferyczna). Diafragma punktowa
posiada otwor D, = 10 um. Oczywiicie, ze zerowanie poloZenia otworu powinno by¢
przeprowadzone bardzo dokfadnie zaréwno w kierunku poprzecznym, jak i wzdluznym.

Dlatego diafragma mocowana jest w przyrzadzie posiadajacym trzy stopnie swobody i
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zerowanie realizuje si¢ przy pomocy mikrogwintow. W wigzce oporowej uklad teleskopowy
jest identyczny z wczesniej opisanym. Przy strobolograficznym rezimie pracy stanowiska
konieczne jest zsynchronizowanie drgajacego obiektu. Osiaga si¢ to przy wykorzystaniu
zjawiska dyfrakcji $wiatla na fali akustycznej, bedacej okresowym rozlozeniem rozciagania i
Sciskania osrodka. Fala akustyczna wytwarza si¢ w specjalnej kuwecie, wypelnionej
destylowana woda. Kuweta ta (ultradzwiekowa skrzynka) wykonana zostala z duraluminium
ze szklanymi oknami dla przejscia wiazki swiatla laserowego. Z jednej strony kuwety
przymocowano piezoelektryczna wytwornicg (piezoceramika, 40x40x 1mm), a z drugiej strony
znajduje si¢ pochlaniacz ultradzwiekoéw z poliuretami, konieczny dla utrzymania rezimu fali
biegnace;.

Podczas pracy w rezimie czasu rzeczywistego nalezy umiesci¢ hologram w miejscu
ekspozycji z dokladnoscia do dtugosci fali $wiatta (0,63 um). Aby upora¢ si¢ z tym problemem
w ukladzie przewidziano dodatkowe mocowania. Aby mozna bylo dokonac dobrej interpretacii
interferogramow nalezy, okresli¢c katy pomiedzy wiazkami $wiatta i obiektem, do czego
postuzyt specjalnie skonstruowany przyrzad pomiarowy. Schemat blokowy czesci elektrycznej
stanowiska przedstawiony zostal na rys. 11. Jako irodlo swiatla posluzyl helowo-neonowy
laser (2) o dziataniu ciagtym i mocy 50 MW typu L.G-38 z blokiem zasilajacym SBP/16M (1).
Dlugos¢ fali $wiatla wynosita A, = 6328 A°. Drgania badanych obiektow wymuszane byly przy
pomocy wzbudnikow piezoelektrycznych, skladajacych sig ze stalowej podstawy z naklejonym
piezoelektrycznym stupkiem (CTS- 1950x1mm). Kontrola przyspieszenia drgan realizowana
byla przy pomocy wibroczujnika typu IS (14). Wzbudnik piezoelektryczny zasilany byl
generatorem dzwicku typu G3-33 (7). Sygnat z tego generatora wysylany byl rowniez na
modulator (4), gdzie réwniez podawane bylo napiecie o bardzo wysokiej czgstosci (5,4 MHz)
z generatora G3-41 (8). Modulator stuzyt do zabezpieczenia: a) modulacji napigcia wysoko-
czestotliwosciowego generatora (7) przed jego wysylaniem na skrzynke ultradzwigkowa (5)
poprzez impulsy prostokatne, zsynchronizowane poprzez sinusoidalne napigcie generatora
dzwieku (8); b) powstawania krotkich znormalizowanych impulséw z czestoscia napigcia
generatora dzwigku, podawanych na czestosciomierz (3). Dla wygody modulator utrzymywal
stala amplitude na wejsciu do czestosciomierza niezaleznie od napigcia na wyjsciu
dzwigkowego generatora. Przedzial czestosci wytwarzanych przez modulator impulsow
$wiatta byt mniejszy od 1,8 us. Blok regulacji (15) realizowal nastgpujace zadania: pomiar

natezenia $wiatla w wiazkach podstawowej i oporowej; regulowal obrotem potfalowej phytki
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oraz zadawat czas ekspozycji. Czas ekspozycji mogt byc realizowany przy pomocy bloku

regulacji w przedziale od 0,1 do 180 s.
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Rys. 11. Schemat blokowy czgsci elektrycznej stanowiska holograficznego :

1 - blok zasilania laseru; 2 - laser; 3 - czgstosciomierz; 4 - modulator; 5 - przegrodka ultradzwigkowa;
6 - stanowisko wibracyjne; 7 - generator wysokiej czestotliwosci; 8 - generator dzwigku;
9 - miemik drgan; 10 - czujnik drgan; 11 - migawka elektromagnetyczna; 12 - fotodioda 1;
13 - fotodioda 2; 14 - ziemia; 15 - schemat regulacji; 16 - pulpit sterujacy.
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3.3. Metody badai eksperymentalnych

Obecnie na bazie wczesniej opisanych stanowisk do badan doswiadczalnych

rozpatrzymy metody prowadzace do uzyskiwania niezb¢dnych informacji o procesie drgan.

A. Metoda oparta na wykorzystaniu ,.efektu cgtkowania”

Na stanowisku do obserwacji diagraméw cetkowanych (prazkow) mozna uzyskac
nast¢pujace informacje: a) okreslenie czgstosci rezonansowych; b) otrzymanie przestrzennych
postaci drgan oraz mozemy c) dokona¢ pomiarow amplitud drgan w izolowanych punktach.
Okreslenie czestosci rezonansowych przeprowadzono w oparciu O nastgpujaca metode.
Podczas zmian czgstosci wymuszenia obserwowano zmiany prazkow. Czestosci rezonansowe
okreslano wg maksymalnego wydluzenia szeregu prazkow, wydluzajacych si¢ do kresek.
Wedlug skali czgstotliwosciomierza (doktadnie) lub wedlug skali bloku generatora wzbudnika
(zgrubnie) okreslano poszukiwane wartosci czgstosci rezonansowej. Przy dostrajaniu si¢ do
rezonansu wygodnie jest §ledzi¢ dowolnie wybrany prazek (kreske). Dokladnos¢ pomiaru
czestosci wynosita 1+10 Hz w przedziale 20-10000 Hz w zaleznos$ci od ,.dobroci” badanego
elementu. Podczas drgan badanego obiektu w zakresie roinych czgstosci obraz prazkow
zmieniat si¢. Jesli nie bylo drgan gietnych, to na powierzchni obiektu obserwowano oddzielne
punkty. Przy pojawieniu si¢ zginania punkty te ,rozciagaly” si¢ do linii (kresek). Ponadto, w
kazdym punkcie powierzchni obiektu kierunek kreski odpowiadat kierunkowi gradientu
powierzchni w skrajnym polozeniu przyjmowanym podczas drgan. Dlugo$¢ kreski byla
proporcjonalna do wielkosci tego gradientu, tj. czym wigksze ugiecie powierzchni, tym dluzsza
byla kreska. Metoda obrobki rezultatow doswiadczalnych jest podobna do metody odbi¢ wsteg
morowych. Prowadzac linie, prostopadle do kresek o rownej dlugosci, otrzymujemy linie
odpowiadajace jednakowym katom pochylenia powierzchni (relief powierzchni), dzigki ktorym
dostarczana jest informacja o postaciach drgan obiektu. Wypuklosci, punkty siodlowe i miejsca
bliskie mocowan, posiadaja wiasnosci miejsc prazkow niewymuszonych. Wypuktosci i punkty
siodtowe latwo odrozniajg si¢ charakterem kresek w ich okolicach. W przypadku wypuklosci
(i miejsc mocowan) kreski schodza si¢ ze wszystkich stron, natomiast w poblizu punktow
siodtowych kreski wyginaja si¢ i zblizaja si¢ do nich swymi wypukio$ciami. Na rys.12 podano
przyklad ukladu prazkéw pierwszego obiektu badan (okraglej plyty) i odpowiadajaca mu

postac drgan.
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W celu okreslenia amplitudy drgan oddzielnych punktow obiektu konieczny jest
pomiar dlugosci kresek w wielu punktach powierzchni i nastepnie cyfrowe catkowanie
otrzymanych rezultatow wzdhuz pewnej krzywej na powierzchni obiektu. Jest to stosunkowo
zlozone zadanie, i dlatego rozwiazuje si¢ je tylko w przypadkach szczegolnych i zwykle dla
prostych obiektow typu belki. Biad okreslenia amplitudy wynosi 20+30 %. W celu poprawienia

doktadnosci obliczen ponizej podane zostaty inne metody.

B. Metoda laserowej interferometrii

Podczas pracy na stanowisku laserowej interferometrii moga by¢ wykorzystane dwa
bloki: a) schemat N1 - wtedy, gdy sygnat z wyjscia fotodetektora przesylany jest na oscylograf
oraz b) schemat N2 - gdy dla podwyzszenia czulosci i zwigkszenia stosunku ,.sygnat - szum”
sygnatl z wyjscia przesylany jest na waskopasmowy wzmacniacz i dalej na oscylograf, a takze

na niskoczestotliwosciowy analizator widma.

A Are A RAR AAA R
UAE AR

£y
(R

Nt W W W QHiUiUU wee

Rys. 13. Przyklad oscylogramu uzyskanego przy pomocy metody interferometrii
(N =3; A=0,5537 um; f= 2800 Hz).

Podczas pracy wg schematu N1 rejestrowany sygnal ma postaé przedstawiona na
rys.13 i moze by¢ opisany rownaniem:
a, =b,J,(mA) (3.3.1)
gdzie
o, - sygnal wyjsciowy okreslajacy czestosci pomiaru roznicy przejscia Swiatla,
b. - stala proporcjonalna do sin Kodo , gdzie 8 oznacza srednie znaczenie
roznicy przejscia;
J1 (mA) - jest funkcja Bessela pierwszego rzedu ze wzgledu na argument mA,
gdzie A jest poszukiwang amplituda drgan.
Obrabka rezultatow badan dla tego przypadku jest nastepujaca. Amplitude drgan
okresla sig poprzez miejsca zerowe funkcji Bessela [18]. Nastepnie buduje si¢ charakterystyke

amplitudowo-czgstosciowa  badanego elementu. Poréwnujac ja z charakterystyka
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amplitudowo-czestosciows stolu wibracyjnego okresla si¢ wartosci czestosci rezonansowej i
amplitudy drgan badanego obiektu.

Na rys.13 podano przyklad oscylogramu jednego z elementow PTE. Obrobke
oscylogra‘m(')w, otrzymanych wg schematu N2 przeprowadza si¢ wg formuly:

_2n+tl
8

(332)

gdzie
A - amplituda drgan (um);,

A - dlugosc fali $wiatla laserowego (w naszym przypadku X = 0,6328 pum);,
n - liczba pelnych okreséw sygnatu czestotliwosciowo modulowanego.
Dla powierzchni odbitych zwierciadlanie minimalna amplituda zarejestrowanych drgan
byla rzedu 0,05 A, . Dla dyfuzyjnie odbitych powierzchni, czulo$¢ znacznie si¢ obnizala w
zwiazku z naruszeniem przestrzennej koherentnosci odbitego $wiatla. W tym przypadku dolna
granica rejestrowanych amplitud byla rzedu 0,1-0.2 A .

C. Metoda holograficznej interferometrii
Metoda opisana w punkcie 3.3 daje mozliwos¢ otrzymywania holograficznych
interferogramow 3 rodzajow. Procedury ich otrzymywania i interpretacji nieco roznig si¢ od

siebie i zostang opisane oddzielnie.

METODA HOLOGRAFII Z USREDNIENIEM W CZASIE

Gléwna cecha charakterystyczng _tej metody jest to, ze czas ekspozycji hologramu
wielokrotnie przewyzsza okres drgan obiektu. Na fotoplytce tworzy si¢ ,usredniony” ze
wzgledu na okres drgan obiektu, hologram. Przed ekspozycja hologramu koniecznym jest
okreslenie interesujacej nas czestosci drgan obiektu, tj. koniecznym jest okreslenie przedtem
czestosci rezonansowych dowolna z opisanych wczesniej metoda, np. metoda prazkéw podang
w p. 3.3. Ekspozycja fotoplytki nast¢puje w specjalnej ruchomej kasecie pozwalajacej na zapis
na jednej fotoplytce ok. 10 postaci rezonansowych drgan. Obrobiona fotoplytka moze byc¢
badana przy zastosowaniu dowolnej wigzki $wiatla laserowego i posiadajaca t¢ sama
konfiguracj¢ i orientacj¢ wzgledem tej plytki, co i $wiatlo oporowe podczas rejestracji.
Najprosciej ustawi¢ jest plytke w tym samym miejscu, w ktorym znajdowala si¢ ona podczas
ekspozycji - obserwuje si¢ przy tym obraz interferencyjny na powierzchni obrazu obiektu. W
celu okreslenia interesujacej nas projekcji amplitudy w danym punkcie konieczne jest

dokonanie pomiaru kata ¢ (kat okreslony kierunkami o$wietlenia i obserwacji) i
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przeprowadzenie obliczenia liczby pasemek (N) pomiedzy wezlem (miejscem nieruchomym)
czesci obiektu i tym punktem. Za jedno pasmo (rzad interferencji) przyjmuje si¢ odlegtosc
pomiedzy sasiednimi oswietlonymi pasmami (a $cislej miedzy ich Srednimi polozeniami). Linie
weziowe charakteryzuja si¢ najbardziej jasnymi miejscami (pasmami). Projekcja amplitudy

drgan na dwusieczna kata ¢ okresla si¢ wg przyblizonego wzoru {15]:

A, = (N + 41) (333)

~ 4 cos [}
Btad okreslenia A | w tym przypadku nie przewyzsza 1% dla N <61 0,1% dla N =2 6. W
przypadku obliczen dotyczacych pasm ciemnych wzor (3.3.3) przyjmuje postac:

A, = (N' l) (334
'"4coso T 4)’ 34

gdzie N oznacza liczbg pasemek ciemnych.
Za pierwsze ciemne pasmo przyjmuje si¢ to, ktore lezy najblizej najbardziej jasnego pasma
(zerowego). W przypadku drgan gietych plyt i powlok rzut A ; pokrywa sig z wielkoscia
amplitudy drgan punktow plyty lub powloki.

Opisana wyzej metoda jest wygodna w uzyciu przy malej liczbie pasemek N<10. Przy
duzej liczbie pasm pojawiajg si¢ problemy zwiazane z niejednoznacznoscia przy okreslaniu
amplitudy, poniewaz dla sasiednich pasemek z duzymi numerami kontrast jest niewielki i nie
mozna jednoznacznie okresli¢, czy nastgpne pasma ukfadaja si¢ w kierunku malenia lub tez
wzrostu amplitudy. Mowiac inaczej, stosujac interferometri¢ holograficzng z uérednieniem w
czasie niemozliwe jest jednoznaczne okreslenie polozenia wzg6rkow drgarn, chociaz umozliwia

ona jednoznacznie okresli¢c polozenie weziéw drgan.

METODA HOLOGRAFI!I Z USREDNIENIEM W CZASIE -
OBSERWACIJA W CZASIE RZECZYWISTYM

Wedlug tej metody wykonuje si¢ hologram nieruchomego obiektu, przy czym w
czasie ekspozycji fotoplytka lezy w miejscu ekspozycji, wypelnionym destylowana woda.
Ptytka ,obrabiana” jest w miejscu ekspozycji i obserwuje si¢ obraz interferencyjny migdzy
powstalym na bazie hologramu przedmiotem nieruchomym i realnie drgajacym obiektem.
Amplitude drgan w tym przypadku okresla si¢ (podobnie jak poprzednio) poprzez obliczenie

liczby pasemek i pomiar kata ¢ wg wzoru [15]:
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A = A (N 3) 335
"“2coso\ 8/’ (333
gdzie N oznacza numer jasnego pasemka, lub:
A, = (N*+ l) 336
'""2cos@ 8/’ (3.3.6)

gdzie N* oznacza numer ciemnego pasemka.
Btedy wzoru (3.3.5) nie przewyzszaja 1% przy N > 2 1 0,1% przy N = 3; wzor (3.3.6) daje 1%
przy N 21 0,1% przy N >3,

Opisana metoda w odroznieniu od poprzedniej, pozwala na okreslenie miejsca
wypuklosci drgan. W tym celu nalezy obserwowaé zachowanie si¢ prazkow obrazu
interferencyjnego przy zmianach w niewielkich przedzialach poziomu wzbudzania drgan.
Prazki zaczynaja si¢ ruszaé, z wyjatkiem prazka zerowego. Przy wzroécie wzbudzenia w
wezlach | wypuklosciach pojawiaja si¢ nowe prazki i wszystkie one przemieszczajaq si¢ od
wypuklosci do wezla. Szczegolng zaleta tej metody jest to, ze na podstawie tylko jednego
hologramu, mozna okresli¢ wszystkie czgstosci rezonansowe danego  obiektu.
Przeprowadzajac doktadne dostrojenie do rezonansu, mozna latwo przej$¢ do rezimu

strobolograficznego (opisanego nizej), ktdry pozwala na szczegolowa analize drgan.

METODA STROBOLOGRAFII
Podobnie jak w metodzie poprzedniej nalezy najpierw zarejestrowaé hologram
nieruchomego elementu i nastepnie otrzymang fotoplytke obrabia¢ w miejscu ekspozycji. Cala
roznica migdzy ta i poprzednia metoda sprowadza si¢ do tego, ze w tym przypadku w czasie
obserwacji obrazu interferencyjnego wiaczony jest modulator $wiatla, zabezpieczajacy
strobolograficznie o$wietlenie, zsynchronizowane z drganiami obiektu. Faza impulsu swiatfa
wzgledem drgan obiektu moze by¢ odpowiednio ustalona, bowiem w niektorych przypadkach
(gdy impuls $wiatla wlacza si¢ w momencie przejscia powierzchni obiektu przez zerowe
wibroprzemieszczenie) nie obserwuje si¢ zadnego obrazu interferencyjnego. Faze impulsu
$wietinego ustala si¢ w ten sposob, aby byly widoczne wyraznie prazki i ich liczba byla
maksymalna.
W tym przypadku amplituda drgan okresla si¢ wg wzoru [15]:
_ AN
2 cos @

(33.7)
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Podliczanie prazkow i pomiar wezlow przeprowadza sie w sposob podobny, jak przy
stosowaniu metod opisanych wczesniej. Ciemne i jasne prazki s tutaj rownoznaczne. W celu
okreslenia potozen wypuklosci i wezlow stosuje si¢ zmiang poziomu wzbudzenia drgan w
niewielkich przedzialach, przy czym zachowanie si¢ prazkéw jest analogiczne do opisanego
wczesniej (dotyczacego metody poprzedniej). Przy realizacji opisanych wyzej metod
holograficznej interferometrii i okreslaniu amplitud drgan pojawiaja si¢ bledy, glownie
zwigzane z okresleniem liczby prazkow i wielkosci kata ¢ [15]. Jak wykazaly przeprowadzone
badania, bledy te charakteryzuja si¢ nastgpujacymi cechami. W przypadku okreslania liczby
wezlow mamy do czynienia z liniowa zaleznoscia - im wigcej prazkow, tym mniejszy jest
popetniany biad (np. dla N=300, §, =0,1%, a dla N=3, &, =12%). W przypadku kata ¢
analogiczna zalezno$¢ ma ksztalt paraboli. Im dokladniej okreslamy kat ¢, tym mniejszy btad
wnosimy przy okreslaniu A; (np. dla @ = 10°, 8; = 0,3%, a dla ¢ = 70°, & = 3%). Z tych
rozwazan wynika wniosek, ze aby zmniejszy¢ blad nalezy mie¢ male katy ¢ i duze wartosci N.

Na rys. 14 pokazany zostal przykladowy strobologram pewnego wyrobu.

Rys. 14. Przykiad hologramu uzyskanego przy pomocy metody strobolografii
(N =4, A=1.19 um, f=3890 Hz).
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Porownanie omowionych w tym rozdziale stanowisk z dotychczas znanymi w
literaturze wskazuje na nastgpujace roznice. Np. w pracy [69] opisany zostal holograficzny
interferometr. Sadzac po interferogramach, stanowisko to jest wprawdzie prostsze od
opisanego w punkcie 3.3, ale nie nadaje si¢ do pracy w rezimie strobolograficznym. Dla kazdej
czestosci rezonansowej tworzy si¢ nowy hologram i czestosci rezonansowe okreslone sa przy
pomocy innej metody. To samo mozna powiedzie¢ o stanowiskach przedstawionych w pracach
[77, 78, 104]. W pracy [103] omowiono zwykly heterodynowy interferometr z odchytka
czestosci na ultradzwigkowej przegrodce. Stanowisko to posiada zalete w stosunku do
opisanego w p. 3.3, poniewaz dysponujemy sygnalem predkosci drgan i latwiej daje sie
wykrywaé aharmonicznosé. Jednak posiada nastgpujace wady: a) uciazliwe ustawianie
aparatury, wynikajace z faktu, ze nie ma poréwnania uzytego sygnatu z dlugoscia fali swiatla;
b) techniczna zlozono$é stanowiska. *

Analogiczna aparatura do opisanej wyzej zostala przedstawiona w pracy [77], jednak jej
mozliwosci pomiarowe $3 znacznie gorsze, poniewaz:
a) wymaga ona jednorodnosci powierzchni badanego wyrobu,

b) posiada gorsza czulo$c progowa.

Na bazie opisanego wczesniej materialu mozna wysnué nastepujace wnioski:

1. Metoda teoretyczno- doswiadczalna przy zastosowaniu metod eksperymentu planowego
pozwala na zbadanie szerokiej klasy konstrukcji, charakteryzujacych si¢ wieloskladnikowa
konstrukcyjng niejednorodnoscia.

2. Zastosowanic MTE i metod laserowych do badania plyt i pochytych powlok o zlozonym
ksztalcie pozwala na okreslenie zwiazkow potrzebnych dla oszacowania czestosci drgaf
konstrukcji na wezesniejszych etapach projektowania.

3. Bezkontaktowos¢, wysoka czulosé, male bledy pomiaru, mozliwo$é pomiaréw postaci
drgan wyrobow o ziozonym ksztalcie typu plyt i powlok wskazujg na efektywno$é metod
laserowych przy badaniu drgan wlasnych i wymuszonych.

4. Przedstawione w tej pracy stanowiska charakteryzuja si¢ wysokimi dokfadnosciami i
szerokimi mozliwosciami w poréwnaniu z podanymi wczesniej. Bledy w okresleniu

czestoscei nie przewyzszajg 1%, a w przypadku amplitud drgan - 12%.
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3.4. Teoretyczno - do§wiadczalne badanie drgan plyt i powlok

z jednoskladnikowa niejednoroednoscia

W tym rozdziale rozpatrzono wplyw otworéw, zmian grubos$ci i niejednorodnosci
mocowania na wartosci wlasne i postacie drgan ptyt o przekroju kwadratowym i pochylych
powlok. Plyty mocowane s3 w sposéb sztywny, przy pomocy spawania, z dwdch
przeciwlegtych stron, a dwa pozostale brzegi s3 swobodne. Wybér brzegdéw spawanych nie byl
przypadkowym. Powloki mocowane byly na podporach kulkowych przy pomocy srub wzdtuz
tworzacych, brzegi powlok byly swobodnymi. Mocowanie to bylo realizowane przy pomocy
srub M3. Wymuszenie brzegow bylo kinematyczne.

Badania zostaly przeprowadzone na specjalnych probkach z miedzi i mialy wymiary
30x30 mm. Grubos¢ piyt i powlok wynosita 0,3 mm. Parametry krzywizny badanych powlok
byly rowne 0<k, <60, k, = 0. Zaleznosci czestosci drgan od wielkosci krzywizny podano
w paragrafie (3.1). Otwory i wybranie materialu roziozone byly symetrycznie wzgledem $rodka
plyty i powloki. Otwory prostokatne roziozone réwnolegle do brzegow swobodnych przyjeto
dalej oznacza¢ jako PR, natomiast rozlozone prostopadle - PP. Podobne oznaczenia przyjeto
dla wybran materiatu. Schemat podanych plyt i powlok pokazano na rys.15. Linia przerywana
oznaczono podparcia na kulkach. Ilo$é probek branych do badan byla wigksza od 5. Rezultaty

badan eksperymentalnych byly obrabiane przy uzyciu metody najmniejszych kwadratow [32].

3.4.1. Badanie wplywu niejednorodno$ci mocowania na drgania swobodne
plyt i powlok

Niejednorodno$¢ mocowania plyty zabezpieczona byla poprzez czgsciowe przerwy w
spoiwie na brzegu, przy czym w miejscu przerwy robiony byl otwér. Niejednorodnosé
mocowania powloki byla realizowana mniejsza liczbg laczacych S$rub. Parametry
niejednorodnos$ci mocowania byly zmieniane w przedziatach:

a) dlaplyty 0,15<x;< 1

b) dla powloki 0,33 <x,< 1.

Metoda badan byla nastepujaca. Na poczatku zdejmowane byly charakterystyki drgan
dla x,=1. Nastgpnie oslabiano sztywnos¢ mocowania i znowu zdejmowane byly
charakterystyki na tej samej probee, itd. Podstawowe rezultaty badan podane zostaly w

tabelach 5 - 7, ktore omOwimy teraz szczegétowo.
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Rys. 15. Schematy badanych piytek (a) i powlok (b) z niejednorodnoscia jednoskiadnikowa
a) nigjednorodnosci konstrukcyjne phytki:
x (niejednorodnos¢ mocowania); x » (otwor okragly);
X 3, X 4 (otwory prostokatne typu PR i PP);
X, X¢, X 7 (Wybrania materiatu: polokragle typu PR i PP).
b) niejednorodnosci konstrukcyjne powloki.
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Tabela 5.
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A. Plyta
W tabeli 5 podano wartosci czgstosci drgan i odpowiadajace im postacie drgan dla

pierwszych 6 harmonicznych lutowanej ptyty. Grubg linig oznaczono linie wezlowe, natomiast
cienka - linie o rownych amplitudach. Dla porownania na rys.16 b) i c) podane zostaly
zaleznosci pierwszych trzech czgstosci od parametrow niejednorodnosci x ,, dla plyty niklowej
b) i molibdenowej c), mocowanych przy zastosowaniu dwoch punktowych rzedow
spawalniczych polozonych po stronie plyty. Z rys.16 wynika, ze spawanie punktowe zmieniato
wartosci czestosci drgan w szerokich przedziatach (np. dla plyty niklowej czestosci f, - 620+
1800 Hz; f, - 780+3000 Hz, dla plyty molibdenowej fy - 550+2300 Hz; f, - 1000+2800 Hz).
Przy tym brak bylo jakichs charakterystycznych regu, ktorym mogtyby one podlegac. Oprocz
tego, spawanie punktowe nie zapewnialo stabilnosci (powtarzalnosci) rezultatow i postacie
drgan zalezaly od technologii spawania i czgsciej, niz przy polaczeniu lutem wiele postaci
drgan w ogole si¢ nie pojawialo. Wynika stad, ze zastosowanie spawania punktowego w
elementach wyrobow pracujacych w warunkach obciazen dynamicznych powinno albo by¢
ograniczone, albo nalezy przeprowadzi¢ kontrole¢ mocowania za pomoca spawania - dlatego
dalej sztywne mocowanie bylo realizowane przy pomocy lutowania.

Postaé drgan plyt z niejednorodnym mocowaniem wzdluz konturu praktycznie nie
ulegata zmianie do wartosci x | = 0,5. Przy mniejszym parametrze niejednorodnosci linie
wezlowe nie zmienialy sig, podobnie jak w przypadku poprzednim (x, = 0,5), ale linie rownych
amplitud przechodzily w okregi koncentryczne, co swiadczylo, ze postacie drgan byly
kosinusoidalne. Przy matych wartosciach x ; < 0,33 nie byly wykrywalne drgania o numerach
postaci szesc i siedem. Zwiazane to bylo z faktem, ze przy takim punktowym mocowaniu plyty
do drgan gietych ,dodaja si¢” drgania wyzszych postaci i drgania skretne, ktore znacznie
obnizaja amplitudy drgan plyty i niektore postacie nie wzbudzajg si¢. Mozliwym jest rowniez
wariant, ze przy tych czestosciach ulegata znacznej zmianie sztywnos¢ gnaca plyty. Linie
wezlowe dla postaci o numerze 2, 4, 5 i 8 takze znacznie odroznialy si¢ od postaci drgan przy
x 1 2 0,33. Widmo czgstosci, zbudowane wg metody przedstawionej w pracy [91], tak jak
nalezy oczekiwac, przy zmniejszaniu sztywnosci przesuwato si¢ w kierunku nizszych czestosci
(rys.17 a).

(00

Na rys. 16 a) podano wykresy zaleznosci wspotczynnika niejednorodnosci v, , = m" .

od wielkosci parametru (skladnika) dla pierwszych szesciu postaci drgan. Z rys.16 a) widac, ze

ze zmniejszeniem sztywnosci mocowania wspélczynnik niejednorodnosci zmniejsza sig. [ tak
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przy X, = 0.4 wspolczynnik v, dla pierwszej czgstosci zmniejszyl si¢ 0 5%, a dla x; = 0,33 -
0 18%. Najwigkszym zmianom ulegata czwarta czestosé drgan wiasnych, ktéra zmniejszyla sig
0 20% przy x; = 0,15. Dla mniejszych wartosci x , zmiany byly bardziej istotne, poniewaz przy
x1 — 0, y,, — 0. Matematyczna obrdbka rezultatow badan pozwolita na okreslenie funkcji
Win-

Wy, =o, Xt dla 0,15<x, <1 3.4.1)

Wartosci wspotczynnikow a., i B, podano w tabeli 6.

Tabela 6.
WARTOSCl WSPOLCZYNNIKOW «,,8, DLA ELEMENTOW
Z MOCOWANIEM NIEJEDNORODNYM.
Skladnik Numer Biledy
Ip- | Element | pjejedno- | czestosci Oy Bn
rodnosci drgan 5, %
1 1 1,010 0,130 0,5
2 2 1,010 0,103 6,6
3 3 0,997 0,171 0,5
P&yta Xy
4 4 1,001 0.202 0,1
5 5 0,997 0,110 0,6
6 6 1,003 0,066 0,46
i 1 1,033 0,167 3,09
8 oG 2 1,044 0.248 432
Powloka| x;
9 3 1,012 0,078 1,1
10 4 1,015 0,141 2,1

49



Metody i stanowiska stuzqce do badania drgan konstrukcyjnie niejednorodnych piyt i powlok

Z tabeli 6 widac, ze wspotczynniki o , 53 bliskie 1, a wspotczynniki B , moga by¢ przyjete jako
rowne i wynoszace 0,13. Wobec tego dla pierwszych szesciu postaci drgan plyty prostokatnej
mozna dokona¢ oceny wplywu niejednorodnosci mocowania wg wzoru:

v, =x",dla 0,15<x,<1 (3.4.2)
Porownanie otrzymanych rezultatéw z rezultatami pracy [7] dla ptyty typu konsoli pokazuje,
ze jest ona bardziej wrazliwa na zmiany sztywnosci mocowania, co jest w petni zrozumiale

fizycznie i odpowiada to ogolnym podstawom teorii drgan plyt i powtok (krzywa 4 rys.16 a).

B. Powloka

Dla dalszych badan w celu wyboru optymalnej krzywizny pochylej powloki w tabeli 7
(pozycja 1-2) podano charakterystyki drgan dla roznych wartosci parametru krzywizny k.
Analiza rezultatow wskazuje, ze ze zwigkszaniem Ex wartosci czestosci drgan zwigkszajg sig.
W tym przedziale wartosci k  zmiany czgstosci drgan nie przewyzszaja 4+16%. W przypadku,
jesli powloka jest ztozona z dwoch plyt (,szalas”), jak pokazano w tabeli- 7 (pozycja 3)
pierwsza czesto$é drgan wlasnych uwidacznia si¢ na czestosciach, odpowiadajacych czwartej
postaci drgan powlok z k= 60.

A zatem, powloki z Ex = 60 moga by¢ przyjete dla dalszych badan ptyt. Przy tym ich
postacie drgan odrozniaja si¢ od postaci drgan powlok z ix =0,0. W tabeli 7 pokazano wplyw
niejednorodnosci mocowania powloki (pozycja 5,6,7). Z tabeli 7 wynika, ze przy zmniejszaniu
sztywnosci mocowania o 1/3 (x%C = 0,67) wartosci czestosci drgan i odpowiadajacych im
postaci praktycznie si¢ nie zmienialy dla dwdch pierwszych postaci, a takze postaci wyzszego
rzedu 4-7. Linie wezlowe trzeciej postaci pozostaly liniami prostymi, ale obrocily sig o kat -30°
(poz. 6). Przy dalszym zmniejszaniu sztywnos$ci mocowania w sposob istotny (18%) zmienita
si¢ pierwsza czestos¢ drgan swobodnych, chociaz postaé drgan nie zostala zmieniona.
Czestosci drgan f3, fs, fs nieco wzrosly. To zjawisko moze by¢ wyjasnione istotnym wptywem
warunkow brzegowych na pierwsza i druga czesto$¢ drgan. Na wyzsze czgstosci warunki
graniczne wykazuja wplyw mniejszy, i one zalezg bardziej od parametréw geometrycznych i
rodzaju materiatu powloki. Widmo czestosci, podobnie jak i dla przypadku plyty, przemieszcza

sie w strone niskich czesto$ci i rozszerza si¢ (rys.17 b).
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Tabela 7.

WARTOSCI CZESTOSCI DRGAN WLASNYCH I POSTACI DRGAN POWLOK OROZNEJ KRZYWIZNIE.
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Na rys.18 b) pokazano wykresy zaleznosci \u‘,’? od x‘,‘o dla pierwszych szesciu
postaci drgan. Z tego rysunku wynika, Zze ze zmniejszeniem sztywnosci zamocowania
wspolczynnik y , , takze sig zmniejsza, przy tym zmiana ta jest mniejsza, niz w przypadku
piyty. Na poczatku okreslano charakterystyki drgan swobodnych pochylej plyty (powdoki).
Potem, przy uzyciu specjalnej oprawki, nie pozwalajacej na deformacje plyty (powloki) wierci
si¢ maly otwor (x ; = 0,05). Znowu okresla si¢ parametry drgan, po czym powigksza rozmiary
otworu, itd. W ten sposob badano identyczno$¢ mocowania i maksymalny poziom stanu
naprezeniowo- odksztalceniowego badanego elementu. Pojawienie si¢ odchylek w tym stanie

charakteryzowalo si¢ duzym niestandardowym rozrzutem charakterystyk drgan swobodnych.

3.4.2. Rozpatrzymy teraz rezultaty badania wplywu otworéw na drgania swobodne
dla plyt i powlok.

A. Plyty
W tabeli 8 podano wartosci czestosci drgan i odpowiadajacych im postaci dla
pierwszych szesciu postaci jednej z grupy plytek i dla trzech rodzajow otworéw: okraglych,
prostokatnych rozlozonych réwnolegle do brzegu swobodnego plyty (typ PR) i prostokatnych,
utozonych prostopadle do brzegow swobodnych (typ PP). Przy zmianie bokow wglebienia
prostokatnego (typ PR) wzdluz osi OX, boki wzdluz osi OY byly stale i wynosily 0,25a.
Analogicznie jest dla przypadku typu PP. Boki, rownolegte do osi OX byly rowne 0,25a.
Parametry niejednorodnosci zmienialy si¢ w nastepujacych przedziatach:
0<x,<1; 0<x3<1;, 0<x4<1 (3.43)
Rozpatrzmy postacie drgan plytki z okraglym otworem. W tym przypadku postacie drgan
praktycznie nie zmienialy si¢ w szerokich przedzialach zmian otworu. Dla pierwszej czestosci
posta¢ drgan nie zmienifa si¢ do x, = 0.6, dla od 2 do 6 postaci do x, = 0.4, a dla 8 postaci do
x2 = 0,2. Wynika z tego wniosek, ze otwor wywiera najwigkszy wplyw dla wyzszych postaci
drgan. W poprzednim przypadku (3.4.1) bylo odwrotnie, poniewaz najpierw zmienialy si¢
postacie drgan niskich rzgdow. Przy zwigkszaniu otworu okragtego do x , = 0,6 dla 4 1 5
postaci drgan dalo si¢ zauwazyé ,laczenie” postaci drgan - drgania z dwoma bliskimi
czestosciami na pewnych czesciach powierzchni plytki. Przy zwigkszaniu otworu do
x 2 = 0,8+0,9 zjawisko to zachodzilo dla wszystkich czgstosci, zaczynajac od czgstosci

podstawowe;.

53



Metody i stanowiska stuzqce do badania drgan konstrukcyjnie niejednorodnych plyt i powlok

Tabela 8.

WARTOSCI CZESTOSCI DRGAN WLASNYCH I POSTACI DRGAN

PLYTEK OSLABIONYCH OTWORAMI.
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Latwo zauwazyc, ze i czestosci drgan tych postaci zblizaly si¢ do siebie: pierwsza do drugiej,
druga do trzeciej itd. Zjawisko to moze byc wytlumaczone w sposéb nastepujacy. Badana
plytka jest symetryczna i dla x ; > 0,8 praktycznie powstaja oddzielne obszary (konsole) o
jednakowej sztywnosci i masie. Niesymetryczno§¢ zamocowania plytki i niejednorodnosc jej
materialu przejawiala si¢ w tym przypadku w postaci przemieszczenia linii wezlowych, ktore
byly wyraznie zauwazalne przy drugiej, trzeciej i innych postaciach drgan. Jednak pomimo
dokladnosci przeprowadzonych badan doswiadczalnych nie udalo si¢ wykry¢ postaci drgan
odpowiadajacych czestosci (4, f's) przy roznych wartosciach x ; (w tabeli 8 nie zostaly one
pokazane). Objasnia si¢ to w ten sposob, ze przy takich kombinacjach wartosci czestosct
wzbudzenia i wielkosci otworu istotnie zmieniala si¢ sztywnosc¢ plytki dla tych czgstosci i taka
posta¢ drgan mogla pojawic si¢ przy drganiach subharmonicznych, lub przy znacznej wartosci
sity wzbudzajacej. Widmo czestosci drgan plytki z okraglym otworem bylo usytuowane w
czesci srodkowej w poréwnaniu do plytki pochylej. Dla okreslenia funkcji wspélczynnika
niejednorodnosci v ; » W zaleznosci od x ; na rys.19 a, b) podano wykresy takiej zaleznosci dla
pierwszych trzech (a) i nastgpnych trzech (b) czestosci drgan swobodnych. Z rys.19 wida¢, ze
praktycznie wszystkie czgstosci fo (n = 1, 2, ..., 6) przy zwigkszaniu okraglego otworu
zwigkszaja sig. Szczegolnie intensywnie zwigksza si¢ 3 i 6 czestos¢ (0 29% i 35%). Czestosc
podstawowa wzrasta wzglednie malo (8 +10 %) przy x» = 0,8. Druga czestos¢ w przedziale
0 < x, < 0,8 obniza si¢ maksymalnie 0 10%, a potem wzrasta. W nieco mniejszym stopniu
(0,5 +3%) obserwuje si¢ obnizenie czestosci przy malych czestosciach i przy x, (dla 1, 41 5
czestosci drgan wilasnych). Moze to byé wyjasnione zmiang sztywnosci plytki z powodu
istnienia otworu [24].
Matematyczna obrobka rezultatéw badan prowadzi do nastgpujacej zaleznosci:

v,, =A x:+Bx, +C, (34.4)
Wartosci wspolczynnikow A, B,, C, podano w tabeli 9. W tej tabeli pokazano biad
aproksymacji, ktory nie przewyzsza 3,4%. Dla otworow prostokatnych typu PR (pozycja 3
tabeli 8) istotna zmiana postaci drgan byta obserwowana dla x , > 0,6. W tym przypadku, tak
jak dla otworu okragtego, obserwuje si¢ ,{aczenie postaci” i zblizenie wartosci czgstosci drgan
wlasnych i drgan oddzielnych czgsci. Jednak teraz postacie drgan wyzszych harmonicznych (7 i
8) zmieniaja si¢ nieznacznie - wykrzywiaja si¢ jedynie linie weztowe. Widmo czgstosci
przemieszcza si¢ w strong niskich czgstosci. Wykresy zaleznosci funkcji niejednorodnosci v |

od parametru x ; pokazane zostaly na rys.19 c, d).
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Tubelu 9.

WARTOSCI WSPOLCZYNNIKOW A ,, B,, C, DLA ELEMENTOW
Z OTWOREM OKRAGLYM.

Skfadnik | Numer Bledy
Ip |Element| piejedno- |czgstosci| An B, Ci

rodnosci | drgan 5, %
1 1 0,426 | -0,233 1,013 0,9
2 2 0,822 | -0,644 1,048 3,4
3 3 0,406 | -0,050 | 0,991 0,5

Plyta X2
4 4 0,783 | -0.439 | 1,031 2,29
5 5 0,565 | -0,377 | 1,028 2,0
6 6 1,586 | -0,733 | 1,037 2,5
7 1 0.488 | -0,330 | ‘1,026 32
8 2 0,839 | -0.567 | 1,018 1,4
9 o) 3 0,610 | -0,395 | 1,015 1,3
Powloka X,

10 4 -0.247 | 0,077 | 0,998 0,3
11 5 -0,246 0,147 | 0,989 0,8
12 6 0,550 | -0,370 | 1,026 1,8

Na podstawie analizy rys.19 c, d) wynika, ze wszystkie czestosci drgan wilasnych przy
zwigkszeniu otworu typu PR zmniejszaja si¢. Najwieksze zmiany maja miejsce dla czgstosci f4
i f - odpowiednio do 20 - 40 % przy x ; = 0,8. Pierwsza czestos$¢ zmniejsza si¢ o 13 %
(x, = 0,8). Najmniejsze zmiany zachodza dla czgstosci f3, f3i fs w przedziale 0 < x;<0,4
(o ok. 5%). Przy tym sztywnos¢ plytki znacznie si¢ zmniejsza w porOwnaniu ze zmiana masy.
odwrotnie, otwory typu PP i okragle rozdzielaja ptytke na czesci, ktore ze wzrostem wielkosci
otworu dazg do typu konsoli. Przy tym sztywno$¢ plytki wzrasta. Po drugie, przy x, > 0,8 i
x 3 > 0,8 obserwowane sg drgania na czgsci plytki. Otrzymane rezultaty moga byc¢ jakosciowo
porownane z rezultatami znanymi, otrzymanymi w pracach [29, 73] dla plytki, sztywno
zamocowanej ze wszystkich stron. Obrobka matematyczna rezultatow sprowadza si¢ do
nastepujacego zwiazku:

v,,=A x}+B x,+C, . (3.4.5)
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Wspolczynniki A . B, C, podane zostaly w tabeli 10. Rowniez tam zostaly podane bledy
aproksymacji (8, %) nie przewyzszajace 9,4%.
Tabela 10.

WARTOSCI WSPOLCZYNNIKOW A,, B,, C, DLA ELEMENTOW
Z OTWOREM PROSTOKATNYM TYPU PR.

Skiadnik | Numer Bledy
Ip |Element| pigjedno- |czgstosci| A B, Ca
rodnosci | drgan 5, %
1 1 0,136 | -0,288 | 1,011 0,75
2 2 0,171 | -0,458 1,011 0,8
3 3 0,341 0,464 1,079 3,9
P}yta X3
4 4 -0,251 | -0.060 1,007 0,5
5 5 -1,065 0,819 | 0,866 -84
6 6 -0,393 0,194 0,987 1,0
7 1 -0.357 0,072 0,998 0,34
8 2 -0,331 0.107 | 0,996 0.4
9 3 0,686 0,559 R 4,
Powtoka ng‘ 0.926 2
10 4 0.566 | -0,856 1,219 3,2
11 5 -0,006 | -0,337 1,188 8,3
12 6 1,179 | -1,219 | 1,281 1,2

Dla otworéw prostokatnych typu PP (pozycja 4 z tabeli 8) postacie drgan praktycznie nie
ulegaly zmianie w poréwnaniu z linig ciagla w catym przedziale zmian parametru
niejednorodnosci x 4, z wyjatkiem 6smej harmonicznej x 4 = 0,6. Widmo czg¢stosci koncentruje
si¢, podobnie jak i dla przypadku otworu okragtego, w srodkowej czesci.

Na rys. 19 podano zaleznosci funkcji niejednorodnosci y,, od parametru x, dla
pierwszych szesciu czestosci. Z rys.19 wynika, ze pierwsze trzy czestosci zwigkszaja si¢ ze
zwigkszeniem parametru x 4, podczas gdy czestosci f4 i f's ulegaja zmniejszeniu. Najwigkszy
wzrost czestosci obserwuje si¢ dla drugiej czestosci (ok. 35%), a najmniejsze dla szoste)
czestosci (4 %). Pierwsza czesto$é zwigksza si¢ o 20%. Matematyczna analiza rezultatow

prowadzi do nastgpujacego wzoru:
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W, =A,x;+B,x, +C, (3.4.6)
Wspolczynniki A, B, C, podano w tabeli 11. Bledy aproksymacji nie przekraczaly 11%.

Tabela 11.

WARTOSCI WSPOLCZYNNIKOW A ,, B,, C, DLA ELEMENTOW
Z OTWOREM PROSTOKATNYM TYPU PP.

Skiadnik | Numer Btedy
Ip |Element| piejedno- |czgstosci| An B, Gy
rodnosci | drgan 8, %o
1 1 0,737 | -0,291 1,015 1,3
2 2 0,968 | -0,382 | 1,024 1,8
3 3 0,359 | -0,136 | 1,007 0,6
Plyta X4
4 4 -0,089 | -0.089 | 0,089 0,5
5 5 -1,562 | 0,825 | 0,825 11,0
6 6 0,343 | -0,299 | 1,024 1,7
7 1 0.258 | -0,163 | 1,013 1,3
8 2 0,316 | -0.247 | 1,002 0,6
3 0,419 | -0,383 | 1,002 0,4
¢ Powloka x2°
10 4 -0.250 | 0,136 | 1,003 1,0
11 S 0,623 | -0,652 | 1,120 4,0
12 6 0,472 | -0,410 | 1,016 3,0

Otrzymane rezultaty badan pozwolily na wykrycie niektorych prawidtowosci i
osobliwosci drgan piyt oslabionych otworami. Po pierwsze, obnizenie czestosci drgan
wlasnych przy zwigkszaniu prostokatnych otworéw typu PR oraz ich zwigkszenie dla
otwordow typu PP i otworow okraglych. Wyniki te wskazuja na nastepujaca interpretacje
fizyczng: przy zwigkszaniu otworéw typu PR plytka moze byé traktowana jako zbior ztozony z
oddzielnych belek. Na rys.20 dokonano takiego poréwnania podstawowej czestosci i otworow
typu PP (krzywa 1), typu PR (krzywa 2), okraglego (krzywa 3) i okraglego (4) z pracy [29].
Z rys.20 wida¢, ze dla otworu okraglego intensywnos¢ zmian wartosci czestosci drgan

wilasnych jest nizsza niz w pracy [29], gdzie badana plytka posiadata wigksza sztywnos¢.
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Zwiazki, otrzymane w pracy [29] skiadaja si¢ ze zlozonych utamkow, co powoduje
trudnosci przy stosowaniu ich w praktyce i oprocz tego sa one mniej dokladne niz zwiazki

(3.4.4 + 3.4.6) dla matych wartosci x 3, X3 1 X4.

B. Powloka
W tabeli 12 podano wartosci czestosci drgan wlasnych i odpowiadajace im postacie
drgan dla powtok (ix = 60) dla trzech rodzajow otworow: okraglych, typu PR, typu PP i dla
przypadku plytki. Parametry niejednorodnosci byly zmieniane w nast¢pujacych przedziatach:
0<x¥ <1; 0sx3%<1; 0<xP¥ <1 (3.4.7)
Z tabeli 12 widac, ze postacie drgan powlok z otworami okraglymi zaczynajq si¢ zmieniaé przy
wartosci 0.4, co objawia si¢ skrzywieniem linii wezlowych (poz. 1, 2) i ,,zlewaniem” si¢ postaci
drgan. W przypadku pochylej powloki obserwuje si¢ na wyzszych czestosciach drgania
krotkofalowe. Ich opis matematyczny i fizyczny dla przypadku powlok stozkowych podano w
pracy [110]. Okazuje sig, ze ta sama posta¢ drgan pojawia si¢ dla kilku blisko potozonych
czestosci, co szczegoblnie wyraznie bylo wida¢ w przypadku drugiej postaci drgan. Byla ona
obserwowana przy czestosciach 1907 Hz, 1966 Hz, 1988 Hz przy x;°= 0,17 i przy

czestosciach 1918 Hz, 2136 Hz i 2308 Hz przy x§°= 0,34. Widmo czestosci nie ulegato
zmianie w porownaniu ze $rodkowa pochyla powloka. Zaleznosci funkcji niejednorodnosci
v od parametru x%® podano na rys.20 a, b. Z tego rysunku wynika, ze dla wartosci
x39 < 0,45 dla pierwszych trzech czestosci drgan wiasnych parametry niejednorodnosci v
byly bliskie 1, czyli wzrastaly. Najwigksze ich zwigkszenie do wartosci 1,2 obserwowane bylo
dla trzeciej czestosci drgan wilasnych. Dla pierwszej (f}) zwigkszenie to bylo minimalne i
wynosito 1,08. Znacznie wigkszy rozrzut byt obserwowalny dla wyzszych czgstosci, przy czym
czestosci czwarta i piata obnizaly si¢ o 10%, a szosta o 12%.

Aproksymacja krzywych eksperymentalnych pozwolita na uzyskanie nastgpujacej
zaleznosci: _

w9 = A% (x) +BI9(x2%)+C® (3.4.8)

Wspotczynniki A:G . B:c, C'_’c podane zostaly w tabeli 9. Tam zostat podany rowniez blad
aproksymacji (8, %), ktory nie przewyzszat 3,2%. Postacie drgan i wartosci czgstosci drgan
wlasnych dla pochylych powlok z otworami prostokatnymi typu PR podane zostaly w
tabeli 12.
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Z tabeli tej wynika, ze postacie drgan praktycznie nie ulegaly zmianie do 6 postaci, nawet dla
roznych wartosci x2C. Widmo czgstosci przesuwalo si¢ w strong wysokich czestosci dla
pierwszych trzech czgstosci drgan wilasnych oraz w strong niskich czestosci dla wyzszych
harmonicznych. Analiza zaleznosci eksperymentalnych w' od x!° wskazuje, ze w tym
przypadku, tak jak i w przypadku obecnos$ci otworu okraglego, zmiany wspotczynnikow w'e
nie byly duze. Np. dla chz 0,8 pierwsza czestosé zwickszata si¢ o 1,2%. Trzecia czestos¢
zmniejszala si¢ w przedziale 0,2 SX(;GS 0,9 od 8% do 10%. Wyzsze harmoniczne ulegaly
obnizeniu (maksymalne zmniejszenie czwartej czgstosci wynosito 12% przy x3%>0,9).
Matematyczna obrobka danych eksperymentalnych prowadzi do wyrazenia:

y? =A% (x°)" + BOxC + P (3.4.9)
Wartosci A°C, B?®, C% i bledy aproksymacji podano w tabeli 10. Z tej tabeli wynika, ze
maksymalny biad aproksymacji nie przewyzszat 8,3%. Otwory prostokatne typu PP
praktycznie nie zmienialy postaci drgan ciaglej powloki do wartosci x{°= 0,6 (tabela 12).
Przy wigkszych parametrach otworu obserwowano rozdzial drgan na czesci az do szostej
postaci. Widmo czestosci przesuwane bylo w kierunku wartosci nizszych. Na rys.21 podano
zaleznosci \u:’? od x%9, z ktorych wynika, ze pierwsze trzy czestosci zmniejszaly si¢ ze
zwigkszeniem x’C . Maksymalne zmniejszenie si¢ obserwowane bylo dla pierwszej czgstosci
(do 10%), a najmniejsze dla trzeciej czestoéci (do 5%). Wartosci wyzszych harmonicznych,
czwartej i piatej, rOwniez obnizaly si¢ (np. ffq o 18%), a szosta harmoniczna ulegala
zwigkszeniu 0 20%. Aproksymacja yC prowadzi do wzoru:

viS = A%(x) +BOx® +CO (3.4.10)
Wspotczynniki A:c, B:c, C:G zostaly podane w tabeli 11. Wynika z niej, ze maksymalne

bledy aproksymacji nie przewyzszaty 4%.

Analiza rezultatow badan plyt i pochylych powlok z otworami pokazuje, ze
wystgpowanie otworow moze w sposob istotny wplywaé na wartosci czestosci drgan wiasnych
i postaci drgan w zaleznosci od rodzaju otworu, jego polozenia oraz parametrow
niejednorodnosci. Plyty najwigksza wrazliwos¢ wykazuja na pojawienie si¢ otworow
prostokatnych ulozonych réwnolegle do koncow swobodnych. Obserwuje si¢ przy tym

przemieszczenie widma czgstosci w kierunku niskich czestosci.
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Rys. 21. Wykresy funkcji w,a(x2%) (8, b); w1a(x2%) (c, d); w1a(x2%) (e, .

Najwigksze zmniejszenie mialo miejsce dla czestosci f4 i f¢ (odpowiednio o 20% i 40% przy
x3%=0,9). Otwory okragle i prostokatne typu PP podwyzszaja czgstosci drgan wiasnych.
Otwory prostokatne podwyzszaja niskie czestosci (druga o 35% i pierwsza o 20%), a otwory
- okragle podwyzszaja wyzsze czestosci (trzecia i szosta odpowiednio o 29% i 35%). Dla
wspotczynnikow niejednorodnosci 0,4+0,6 i dla powlok pochylych wptyw otworéw na ich
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dynamikeg byl mato zauwazalny. Ponadto, w odroznieniu od ptyt, otwory prostokatne typu PP
obnizaly wartosci czestosci drgan wlasnych, a okragle i prostokatne otwory typu PR
podwyzszaly je. Maksymalne zmiany obserwowane byly (dla wartosci x2%, x$C= 1) w
przypadku czgstosci podstawowej o 30% i trzeciej czestosci o 20%. Praktycznie wszystkie
wyzsze harmoniczne przy pojawieniu si¢ otworu ulegaly obnizeniu (wyjatek zaobserwowany
byl dla f przy wystepowaniu okraglego i prostokatnego otworu typu PP).

Analiza wspolczynnikéw aproksymacji krzywych eksperymentalnych pokazuje, ze
wspolczynniki C ,, sa bliskie 1 (przedzial ich zmian zarowno dla plyt jak i powlok wynosit od
1,219 do 0,825), podczas gdy A , i B , ulegaly raczej nieregulamym zmianom. Wspoétczynnik
A, zmienial si¢ od -1,562 do 1,586, wspolczynnik B, ulegal zmianom od -1,219 do 1,365.
W znacznie mniejszych przedzialach zmiany te obserwowalne byly dla osobnych postaci drgan.
Dla pierwszej postaci drgan plyt z otworami okraglymi i prostokatnymi typu PP wspélczynniki
A, zmienialy si¢ w przedzialach 0,258 + 0,488, wspolczynniki B, od -0,163 do -0,33,
wspotczynniki C, od 1,013 do 1,026. Dla powlok i otworéow typu PR 1 okraglych
0,126 < A;< 0,337, -0,291 £B;<-0,233; 1,013 <C;<1,015.

Dia przypadku pierwszej czestosci drgan wiasnych plyt i powlok moina przyjaé
nastepujace zwiazki:

A. Plytka
dla otwordw typu PP i okragtych
v, =0373x] ,,—0,247 x, (,, +1,02 3.4.11)

2(4)
dla otwor6éw typu PR
v, =-0357 x +0,072 x, +0,998 (3.4.12)
B. Powloka
dla otworow typu PR i okraglych

2
wid = 0,587 (x5, ) -0,262 xI%, +1,014 (3.4.13)
dla otworow typu PP
w20 =0,136(x2°)’ -0,288 x2 +1,011 (3.4.18)

Otrzymane wyniki potwierdzaja wnioski autorow prac [11, 19], gdzie zauwazono maly wplyw
pojawienia si¢ otworow na czestosci drgan wlasnych, poniewaz w tym przypadku parametry

niejednorodnosci byly rowne x» = 0,16, co odpowiada naszym rezultatom.
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4. Analiza wplywu otworéw polozonych na obwodzie

plyt i powlok na ich drgania swobodne

Badane byly otwory na swobodnych krawedziach plyt i na powierzchniach czotowych
powlok o nastgpujacych ksztaltach: potokragle, prostokatne typu PR, prostokatne typu PP.
Technologia przygotowania probek nie réznila si¢ od opisanej wczesniej. Otwor (wybranie
materialu) stanowit 0,25 boku plyty (powloki) i pozostawal bez zmian. Pozostale
charakterystyki badanych plyt i powlok odpowiadaly charakterystykom opisanym w
poprzednim paragrafie.

Zmiana sktadnikow niejednorodnosci byla nastgpujaca:
0<xs,x6,x7<1; 0<x%0 x%0 x%<1 4.1

Obecnie rozpatrzymy szczegotowo rezultaty badan.

A. Plyta

Rezultaty badania plyt z wybraniami materiatu na brzegach podano dla trzech réznych
rodzajow otworéw w tablicy 13. Z tablicy tej wynika, ze pojawienie si¢ wybran materialu na
brzegach prowadzi do zmian postaci drgan przy wigkszych wartosciach parametru
niejednorodnosci przy plytach (x s, x ¢, X 7 2 0,8). Zmiany postaci drgan zauwazalne byly w
mniejszym stopniu niz w przypadku ptyt z otworami. Charakter zmian y 1, (1ys.22 a <€) jest
analogiczny do zmian w,, dla plyt z otworami, chociaz intensywno$¢ zmian dla
poszczegdlnych czestosci jest teraz wyzsza. W przypadku wybrania (wykroju) potokraglego
pierwsza czestos¢ drgan zmieniata si¢ nieznacznie na ok. 5% + 6%, druga i trzecia zwigkszata
si¢ odpowiednio o 20% i 28%. Bardziej intensywnym zmianom ulegaly wyzsze czgstosci: f4 o
32%, f, 0 30% i f, o 43%. Dla przypadku wybran typu PR zaobserwowano obnizenie
czestosci £y, f,, f4 i fg odpowiednio o 15%, 10% i 8%. Trzecia i piata czgstos¢ ulegly
podwyzszeniu 0 30% i 35%. Przy pojawieniu si¢ wybran typu PP pierwsze czestosci (f,, f2)
zwigkszyly sie odpowiednio o 40% i 22%, a wartosci czgstosci wyzszych (3, f4, f's) wzrosty
0 20%. Wytlumaczenie zaobserwowanych zjawisk jest podobne do wczesniej opisanego.

Matematyczna obrobka rezultatow badan doprowadzita do wzoru (analogicznego do

opisanego wyzej):
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Wi, =AX +Bx;+C, (j=5,6,7) (4.2)
Wspolczynniki A, B,, C_ dla wszystkich typow wybran materiatu podano w tabelach 14+16.

Maksymalny btad aproksymacji nie przekracza 10%.

a) b)
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Rys. 22. Wykresy funkcji 12(x2%) (&, b); w1(x2%) (¢, d); w1a(x%C) (e, ).
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Tabela 14.
WARTOSCI WSPOLCZYNNIKOW A, B,, C, DLA PLYTKI
Z WYBRANIEM MATERIALU P()LOKRAGLYM.
Sktadnik | Numer Bledy
Ip |Element| piejedno- |czestosci| An B, C,
rodnosci | drgan 8, %
1 1 1,054 | -0,490 1,009 1,5
2 2 1,931 | -0,580 1,018 2.4
3 3 1,849 | -0,421 1,009 1,8
Plyta Xs
4 4 2,649 | -0.745 1,020 3,13
5 5 2,469 | -0,493 1,007 1,3
6 6 2,260 | -0,118 | 0,905 7,45
Tabela 15.
WARTOSCI WSPOLCZYNNIKOW A,, B,,C, DLA PLYTKI
Z WYBRANIEM MATERIALU PROSTOKATNYM TYPU PR.
Skladnik | Numer Biedy
Ip |Element | piejedno- |czestosci| Aa B, C.
rodnoéci | drgan 5, %
1 1 1,367 0,413 0,982 1,0
2 2 -1,098 0,389 | 0,982 1,2
3 3 0,304 | -0,071 1,000 03
Plyta X¢
4 -1,240 0.368 | 0974 1,2
5 5 -0,433 0,085 0,995 0,3
6 6 2,038 | -0,714 1,000 6,4
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labela 16.
WARTOSCI WSPOLCZYNNIKOW A ,,B., C., DLA PLYTKI
Z PROSTOKATNYM WYBRANIEM MATERIALU TYPU PP.
Sktadnik | Numer Btledy
Ip |Element| nigjedno- |czestosci| An B, Ca
rodnosci | drgan 3, %
1 1 1,687 | -0,696 1,041 2,5
2 2 0,200 | -0,048 1,000 0,3
3 3 1,631 | -0,421 1,009 1,6
P{yta X7
4 4 -1,400 0.315 0,988 0,7
5 5 -0,442 0,146 0,994 0,6
6 6 -0,273 0,017 | 0,984 2,4

Tabela 18.

WARTOSCI WSPOLCZYNNIKOW A ,, B,, C. DLA POCHYLEJ POWLOKI
Z POLOKRAGLYM WYBRANIEM MATERIALU.

Sktadnik | Numer Bledy
Ip |Element| nicjedno- |czestosci| An B, Cq

rodnosci | drgah 8, %
1 1 0,387 | -0,095 | 1,000 0,9
2 2 1,740 | -0,468 | 1,012 1,7
3 G 3 0,382 | -0,167 | 1,000 0,95

Powloka| x{

4 4 0,471 | -0.119 1,000 1,1
5 5 0,924 | -0,252 1,005 1,1

6 6 1,069 | -0,252 | 1,005 0,6
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Tabela 19.

WARTOSCI WSPOLCZYNNIKOW A,, B,,C, DLA POWLOKI POCHYLEJ
Z PROSTOKATNYM WYBRANIEM MATERIALU TYPU PR.

Skiadnik | Numer Btedy
Ip |Element| niejedno- |czgstosci| Ax B, G,

rodnosci drgan 5, %
1 1 0,920 | -0,750 | 1,074 1,1
2 2 3,110 | -2,250 | 1,259 5,1
3 oG 3 1,340 | -0,771 | 1,074 4,6

Powloka| xg

4 4 -0,898 | -0.264 | 0,988 0,7
5 5 -0,555 | -0,207 | 0,989 0,7
6 6 0,265 | -0,064 | 1,000 0,5

Tabela 20.

WARTOSCI WSPOLCZYNNIKOW A,,B.,C, DLA POCHYLEJ POWLOKI
Z PROSTOKATNYM WYBRANIEM MATERIALU TYPU PP.

Skladnik | Numer Bledy
Ip |Element| niejedno- | czestosci A, Bs C.

rodnosci | drgan 8, %
1 1 1,316 | -0,743 | 1,074 11
2 2 1,333 | -0,775 | 1,074 0,86
3 G 3 1,620 | -0,761 | 1,074 1,1

Powloka| x?

4 4 -0,831 0.122 | 0,994 0,47
5 5 0,965 | -0,214 | 1,000 1,4
6 6 0,580 | -0,268 | 1,012 0,9
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B. Powloka
Rezultaty badan powlok z wybraniami na powierzchniach czolowych podano w
tabelach 17 + 20. Z podanych tabel wida¢, ze wybrania maja najwigkszy wplyw na postacie

drgan odpowiadajace wysokim czgstosciom. Oddzielnych postaci drgan nie obserwowano.

Zaleznosci funkcji niejednorodnosci od skladnikow niejednorodnosci (x2°, x%°, x2°

zachowujg te same wiasnosci, jak i w przypadku otworéw wczesniej analizowanych (rys.22).
Najwigksze zmiany obserwowane byly przy pojawieniu si¢ wybrania prostokatnego typu PP i
czestosciach f, fs (50% i 20% w kierunku zmniejszenia czgstosci drgan whasnych).

Funkcja aproksymujaca posiada w tym przypadku nastepujaca postac:

2 .
i =) 4B s @

e}

Wspotczynniki A, B®® | C°C zostaly podane dla wybrania kazdego typu w tabelach 17+20.

Maksymalny blad aproksymacji nie przekraczat 5%.

Rezultaty przeprowadzonych badan pozwalaja na wyciagnigcie nastgpujacych
wnioskow:

1. Otrzymano nowe wyniki badan dotyczace drgan swobodnych ptyt i powlok o swobodnych
krawedziach (powierzchniach czotowych) i posiadajacych niejednorodne mocowanie i
otwory trzech rodzajow.

2. Otrzymane za pomoca metod przyblizonych wartosci dla czestosci drgan zgadzaja si¢ z
wynikami eksperymentu. Maksymalne bledy aproksymacji dla wszystkich rozpatrzonych
przypadkow nie przekraczaja 4% w przypadku czestosci podstawowej i 12% w przypadku
wyzszych czestosci.

3. Ponadto sformutowano nastepujace wnioski:

a) zmniejszenie sztywnosci mocowania plyt i powlok obniza czestosci drgan wiasnych dla
sktadnikow niejednorodnosci x°® = 0,33 o 10% +38% w zaleznosci od postaci drgan i
rodzaju konstrukcji. Niejednorodnos¢ mocowania wykazuje najwigkszy wplyw na trzy
pierwsze postacie drgan;

b) pojawienie si¢ okraglych i prostokatnych otworéw typu PP w plytach oraz okraglych i
prostokatnych typu PR w powlokach podwyzsza czestosci drgan dla x,,x3° >04;
x‘;c 208; x, 209 o ok. 35% =+ 40%,

c) pojawienie si¢ prostokatnych otwor6w typu PR dla plyt i typu PP dla powlok obniza

czestosci drgan wlasnych przy x, > 0,6; x3° 208 o ok. 20% + 40%;
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d) wptyw wybran na krawedziach plyty i powloki jest analogiczny do wplywu otworow
przy zachowaniu charakteru zmian w zaleznosci od skiadnika niejednorodnosci.
Maksym.alna zmiana czgstosci zaobserwowana byla dla plyty przy x5, x4, x72 0,7 0 ok.
30%, a dla powloki przy x2° 2038 o ok. 40%.

4. Dla plyt i powlok z okraglym otworem i otworami typu PR, dla matych wartosci sktadnika

niejednorodnosci (x i« < 0,4), obserwowano obnizenie wartosci czgstosci drgan wlasnych, a

przy duzych otworach (xx = 0,8) obserwowano ,}aczenie” postaci drgan oddzielnych czgsci

ptyt i powlok.
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S. Drgania plyt i powlok z niejednorodnoscia

wieloskladnikowg

W tym rozdziale dokonano analizy okreslania funkcji niejednorodnosci w,  przy
jednoczesnym wplywie (w plytach i1 powlokach) kilku rodzajow konstrukcyjne
niejednorodnosci. W celu okreslenia wspétczynnikéw regresji funkcji y, , wybrano pewne
metody przeprowadzenia eksperymentu. Podano metody opracowania statystycznego i
dokonano analizy wynikow eksperymentu oceniajac wartosci czgstosci drgan wiasnych plyt i
powtok.

W zwiazku z tym, ze kombinacje roznych skiadnikéw niejednorodnosci moga byé
bardzo réznorodne, w pracy tej rozpatrzono trzy typy wielosktadnikowej niejednorodnosci:
dwu i trojskladnikowa oraz niejednorodnosci semisktadnikowe. Kombinacje niejednorodnosci
w badaniach ptyt i powtok i ich schematy podano na rys.23. Jako skladniki niejednorodnosci

przyjeto x;, xj i x;.

5.1. Wyznaczanie funkcji niejednorodnosci y y,. Wybér metody

przeprowadzenia eksperymentu

Jak bylo pokazane w drugim rozdziale tej pracy, funkcje niejednorodnosci vy, dla
kilku skiadnikow s3 funkcjami o wielu zmiennych. Dla dwoéch, trzech i semiskladnikowej
niejednorodnosci (k - liczba skfadnikow niejednorodnosci, n - numer postaci) i dowolnej
postaci funkcje te opisane sg zaleznoscia:

Veo= Vea(xi %y o %,), pdzie k=2,3,7 (.1.1)
W celu okreslenia optymalnych wartosci wspotczynnikow danych funkcji regresji koniecznym
jest przeprowadzenie szeregu eksperymentow, nazywanych w teorii eksperymentu planowego
eksperymentami ekstremalnymi. Zmienng v, , optymalizowana w procesie eksperymentu,
nazywamy parametrem optymalizacji lub funkcja odchylki. Zmienne wplywajace na
optymalizacje (x«) nazywamy sktadnikami lub zmiennymi wej$ciowymi.

75



Drgania plyt i powlok z niejednorodnosciq wieloskladnikowq

I. 2 - skfadnikowa niejednorodnosé¢

- Xe
a) 2 Xp
11 171
. ob g x:; x;i
X5’ Xs’
b)
iy v v
I1. 3 - skladnikowa niejednorodnosc
S Xu
Xe
a) Xy
I
b)

i<
N

IIl. 7 - skiadnikowa niejednorodnosé

a)

b)

Rys. 23 Phytki (a) i powloki (b) z wieloskladnikowymi niejednorodnosciami konstrukcyjnymi.
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Drgania plyt i powlok z niejednorodnosciq wieloskiadnikowq

Matematyczna teoria eksperymentu planowego pozwala na rozwigzywanie dwoch rodzajow
zadan wieloskladnikowych:
1. Otrzymywanie formut interpolacyjnych (zaleznosci) przy opracowaniu wynikow
eksperymentu,
2. Optymalizacji parametrow (funkcji odchylki) dla osiagnigcia celu (np. otrzymanie
maksymalnych wartosci czgstosci drgan wlasnych plyty lub powloki).

Planowanie eksperymentu polega na wyborze liczby i warunkow przeprowadzenia
doswiadczen, koniecznych i dostatecznych dla rozwiazania okreslonego zadania z wymagana
dokiadnoscia. Bedziemy zakiada¢, ze podobnie jak w pracy [5], sledzenie funkcji celu w
punktach X obszaru eksperymentowania przeprowadza si¢ z blgdami przypadkowymi € (X),
wywolanymi wptywem efektow ubocznych, nie uwzglednianych w eksperymencie:

Ve @ =v,, @+, (5.12)
gdzie v, (X) - sledzone wartosci funkcji celu;
v :_ (X) - nieznana badaczowi prawdziwa warto$¢ funkcji celu.
Zaklada si¢ dalej, ze €(X) sq niezaleznymi zmiennymi przypadkowymi z wartoscia

oczekiwana rowng zeru i stala dyspersja o 2 tak ze:
E{\u:. (i)} =vi. (%), (5.13)
gdzie E jest wartoscia oczekiwang wielkosci \u:_ (%), zmierzona w punkcie X .
W tej pracy zastosowano metody eksperymentalnej optymalizacji v, , (X), zakladajac, ze
E{vr, @) = v, @ =n(%5), (5.1.4)
gdzie n ()‘( E) jest pewna funkcja, zwang matematycznym modelem badanej zaleznosci, ktora

jest znana z dokfadnoscia do wektora wspotczynnikow E :
W ogolnym przypadku w teorii planowego eksperymentu (TPE) rozpatruje si¢

aproksymacje funkgcji celu za pomoca wielomianu [53]:

n(% B)=Bo + 2Bix; + 2By X X, + 2B X2, (5.1.5)
gdzie X (x,, Xz, somiy xk) s3 znanymi, zadanymi w obszarze eksperymentu parametrami
(sktadnikami) optymalizacji, P (B By B“) sq wspotczynnikami regresji podlegajacymi

okresleniu przy znajomosci wielkosci eksperymentalnych.
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Dla rozwiazania wiekszosci praktycznych problemow wystarczy nastepujacy zbior
modeli wielomianowych [S]:

1. Model liniowy opisany wzorem

k
n(=.B)=B, + 2B, x;, (5.15a)
j=1
2. Model niepelnego wielomianu k - tego stopnia
n(%,B)=Bo + 2B, x;+ 2 By iy Xy Xy e By X Xy (5.1.5b)
15jy >ip <

3. Model niepeinego wielomianu kwadratowego
s P
n (%, B) =B, + 2B; x; +20B;,B;, x5, %;, +2.B;; %], (p=<x), (5.1.5¢)
=1
4. Model petnego wielomianu kwadratowego
n(%.B) =B, + 2B, x,+ B, x2+2 2., B, x; X, . (5.1.5d)
W charakterze obszaru planowania wybiera si¢ k - wymiarowy prostopadioscian
A;<x;<Bj, gdzie Aj, B; sg warto$ciami dolnego i gornego poziomu zmian sktadnikow x;.
W tej pracy rozpatrzono modele liniowe (5.1.5a) ze zmiana skladnikow na dwéch
poziomach (planowanie dwupoziomowe). Przy tym poziom gomy (maksymalne znaczenie x ;)
bedziemy oznaczali dla wygody jako +1 (lub +); zas poziom dolny (minimalna wartosé
sktadnika lub jego brak) bedziemy oznaczaé przez -1 (lub -). Ukad liniowy moze by¢ zapisany
jako:
X; —(Aj +Bj)/Z
Xj=—r———y (5.1.6)
(B, - 4,)/2
Powyzszy zwiazek przeprowadza prostopadioscian A; < x; <B; (j=1, ..., k) w szescian
jednostkowy X : li;l <1.
Dla oszacowania parametrow regresji modeli peinych i niepelnych wielomianow
kwadratowych (5.1.5 c¢,d) koniecznym jest zmienianie skladnikow na 3 poziomach (plan
PFEZ *). Modele takie powinny byé rozpatrywane jesli 5.1.5 a,b nie s3 adekwatne (tzn. bledy
aproksymacji s3 wyzsze od zadanych).
Przyklad zastosowania planowania trojpoziomowego dla oszacowania wartosci

czestosci drgan whasnych plytki z otworem podano w pracy [107]. Plaszczyzng eksperymentu

% dla okreslenia B bedziemy nazywaé zbidr punktow X, (u= l,...,p) przestrzeni X,
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w ktorych pochodna sledzenia (zbior wierszy planowania) i odpowiednie wartosci W, okreslaja

P
sledzony zbiér w tych punktach. Liczbe N = ZW“ nazywamy objetoscia eksperymentu.
u=1
Najbardziej prostym planowaniem dwuwymiarowym nazywamy planowanie pelnego
skladnikowego eksperymentu (PFE) 2%, ktory zawiera wszystkie mozliwe kombinacje
poziomow i skiadnikow. Takie planowanie pozwala oszacowac wszystkie wspotczynniki

modelu niepelnego wielomianu k - tego stopnia. Jest ono ortogonalne, A-, D-, E- optymaine
w obszarze szescianu ’ X jl < 1. Pod pojeciem A-, D-, E- optymalnosci w TPE rozumie si¢ takie

planowania eksperymentu, ktore optymalizuja odpowiednio diagonalny (wpisany w elipsoide¢)

prostopadioscian, najdtuzsza os elipsoidy oraz objetosé elipsoidy.

Tabela 21.
PLAN EKSPERYMENTU PFE 22
Macierz planowania Oznaczenie Wektor
planowa_nie kodéw Wyjécia
Xo X X2 X1X2
+1 -1 -1 +1 @) Y1
+1 +1 -1 -1 (a) Y2
+1 -1 +1 -1 (b) Y3
+1 +1 +1 +1 (ab) Ys

W tabelach 21 i 22 podano rodzaje planowania skladnikowego eksperymentu dla
k = 2, 3. Zakodowane oznaczenia wierszy planowania stuza dla skrocenia zapisu macierzy
planowania. Wektor wyjécia y lub (¥, ,) zalezy od liczby obserwacji (W,) w kazdym wierszu
planowania, ktore w przypadku ogélnym moga byé dowolne. Planowania PFE2* zwykle nie
stosuje si¢ dla modeli liniowych ze wzgledu na X . W podobnych przypadkach dla oszacowania
wspotczynnikow  regresji (ﬁ) wystarczy zastosowa¢ planowanie typu ulamkowego
(sktadnikowego) eksperymentu lub replik ulamkowych [53], zawierajacych tylko punkty
PFE 2", co znacznie zmniejsza objetos¢ eksperymentu.
Na przyktad, w celu oszacowania wspolczynnikow modeli:
n (X, B) =B, +B, x, +B, x, +B, x, (.17

wystarczy replika utamkowa pokazana w tabeli 22 (replika utamkowa planowania 2°).

19



Drgania plyt i powlok z niejednorodnosciq wielosktadnikowq

Zawiera ona 4 punkty PFE 2" | spelniajace warunki:
X, X, X; =1 (5.1.7)
lub  x,=x,x, (5.1.8)
Taka replika nazywa si¢ regulama i oznacza si¢ ja jako RDR2’'. Zwiazki (5.1.7), (5.1.8)
nazywamy okreslonymi poprzez kontrast i zwiazek generujacy [53]. Planowanie, zbudowane
jako RDR, jak réwniez planowanie PFE 2" s3 ortogonalne, A-, D-, E- optymalne na szescianie
jednostkowym dla modelu (5.1.5) [52]. Niekiedy nazywa si¢ je planowaniem efektow

gtownych.
Tabela 22.
PLAN EKSPERYMENTU PFE 3%
Macierz planowania Oznaczenie | Wektor
planowanie kodéw wyjécia
Xo Xy X2 X3 XXz XiX3 XpX3 X1X2X3
+1 -1 -1 -1 +1 +1 +1 -l ) i
+1 +1 -1 -1 -1 -1 +l +1 (a) Y2
+1 -1 +1 -1 -1 +1 -l +1 (b) Y3
+1 +1 +1 -1 +1 -1 -1 -1 (ab) Y4
+1 -1 -1 +1 +1 -1 -l +1 (c) Ys
+1 +1 -1 +1 -1 +1 -1 -1 (ac) Y6
+#1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 - (bc) 7
+1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 (abc) Ys

Ponizej podano planowania PFE, zastosowane w tej pracy dla okreslenia funkcji
niejednorodnosci y,, w zadaniach dotyczacych drgan plyt i powlok o ztozonym ksztalcie. W
przypadku dwuskiadnikowej niejednorodnosci planowanie eksperymentu ma postac
przedstawiona w tabeli 21. Planowanie A i D jest tu optymalne [52]. Objetos¢ eksperymentu
wynosi N12. Dla tréjsktadnikowej niejednorodnosci planowanie eksperymentu podano w tabeli
22. Planowanie to jest A-, D- i E- optymalne. Objetosé eksperymentu wynosi 24. W przypadku
semiskiadnikowej niejednorodnosci planowanie eksperymentu bedzie mialo charakter
przedstawiony w tabeli 23. Jest to optymalne planowanie ze wzgledu na wspomniane rodzaje
A-, D-, E-. Objetos¢ eksperymentu wynosi 24.
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Tabela 23.
PLAN SEMISKLADNIKOWEGO EKSPERYMENTU RDR2"*.
Ip | x ) X3 X4 Xs X X7 Kod Wyjscie
1 -1 -1 -1 -1 +1 +1  +i (a) Y
2 |41 -1 -1 o+ 41 -1 -l (b) ¥2
g [ =4 # =1 H 4 - =l ©) y3
4 | +1 +1 -1 -1 -1 -1 +1 (d) \Z
5 1 -1 -1 +1  +1 -1 -1 +1 (e) s
6 | +1 -1 41 -1 -1 +1 -l ® Vi
7|1 #1 41 -1 #1 -1 - ® y7
8 [ +1  +1 +1 41 +1  +1 4+l (h) Vs

Tzw. planowanie nienasycone glownych efektow, pozwalajace na sprawdzenie
wiarygodnosci modelu, moze by¢ otrzymane poprzez wykreslenie jednej z kilku kolumn.
Np. usuwajac z tabeli 22 trzecia kolumne otrzymujemy dwuskiadnikowe planowanie efektow
glownych. Jesli wyjsciowe planowanie jest ortogonalne, a co za tym idzie A-, D-, E-
optymalne, to nowo otrzymane planowanie bedzie miato rowniez te wiasnosci [53, 55].
Wykorzystanie w charakterze wyjéciowego planowania RDR2*"* jest celowe, bo pozwala
dodatkowo okresli¢ wspolczynniki przy jednoczesnym dzialaniu niektorych efektow. Takie
planowanie w pracy [5] nazywamy kompromisowym. Rozpatrzmy np. RDR2’"* generowane
poprzez zwiazki:

Xg =X, X, X35 Xy =X,X35 Xg =X,X3; X, =X, X,
i opisane w tabeli 23. Pierwsze 4 kolumny regulame;j repliki ulamkowej okreslaja nienasycone

planowanie ortogonalne okreslenia wspotczynnikéw modelu:

3
Wk.(xnxuxs)=n(i,ﬂ)=ﬁo+ZB,-x,- (5.1.9)
i1
Jesli model (5.1.9) jest nieadekwatny z danymi eksperymentalnymi, to za pomoca tego
planowania mozna okresli¢ wspotczynniki modelu bardziej doktadnego:

n(i,ﬁ)z[i,, +23:Bj X; + By X X5 FB X X5 4B, X5 X, (5.1.10)

=
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Efektywnos¢ stosowanych metod planowania eksperymentu znacznie wzrasta
przy zastosowaniu specjalnego zabezpieczenia programowego, zorientowanego na
przeprowadzenie planowania i obrobke rezultatow eksperymentu. Obecnie opracowane sa
uniwersalne programy analizy regresji przeznaczone do opracowania nastgpujacych
rezultatow: obliczenia (oszacowania) wspotczynnikow regresji, oszacowania ich dyspersji F
oraz kryterium Studenta x [3, 5, 20, 86]. W tej pracy wykorzystano programy opisane w
pracy [5].

5.2. Wyniki analizy drgan swobodnych plyt i powlok z niejednorodnoscia

wieloskladnikowa

A. Niejednorodnos¢ dwuskladnikowa

Wyniki badan eksperymentalnych ptyt z niejednorodnoscia dwusktadnikows pokazano
w tabeli 24a, gdzie podano postacie drgan z odpowiadajacymi im czgstosciami. Z tabeli tej
wynika, ze pojawienie si¢ drugiego skfadnika niejednorodnosci w sposob znaczny komplikuje
postaé drgan plyty, a w szczegélnosci, jesli drugi skfadnik rozni si¢ od pierwszego (np. poz.3
tabeli 24a: otwor prostokatny i wglebienie prostokatne). Roznica polega na zakrzywieniu linii
weztowych, pojawieniu sig krotkofalowych drgan (drgan oddzielnych czgsci plyty), pojawienie
si¢ drgan subharmonicznych itd. W tabeli 21 podane zostaly macierze planowania (planowanie
eksperymentu i funkcji odchytki). Opracowanie wynikow eksperymentu przy zastosowaniu
metody planowania eksperymentu prowadzi do nastepujacych zwiazkéw dla funkcji
niejednorodnosci v, , :

Vou(Ri,%,) = Bo +B, X} +B, X}, (52.1)
gdzie x,'{x,, xel, x;[xa, %%, x;].

Wartosci wspotczynnikow regresji B,,B,, B, dla réznych rodzajow badan niejednorodnosci
plyty podano w tabeli 25 dla trzech pierwszych postaci drgan (W,,, W,,, W,3).
W przypadku powloki pochylej postacie drgan i wartosci czestosci drgaf podano w tabeli 24b.

Z tabeli wynika, ze postacie drgan zmieniaja si¢ znaczaco przy pojawieniu si¢
drugiego skiadnika niejednorodnosci, pojawiaja si¢ postacie ,,diagonalne” (poz.3.1), obserwuje
si¢ drgania oddzielnych czgsci plytek (poz.3.3). Wartosci czestosci drgan wlasnych zwigkszaja
si¢. Dla rozpatrywanego przypadku macierz planowania zostala podana w tabeli 21. Wartosci
wspolczynnikow regresji (B:o :‘0, B;’c) dla pierwszych trzech postaci drgan podano w

tabeli 25.
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Tabela 24a.

WARTOSCI CZESTOSCI I POSTACI DRGAN PLYTKI

Ip

Schemat

f, [Hz]

f, [Hz]

f; [Hz]

{890

1502

2798

1§20

4290

WARTOSCI CZESTOSCI 1

Tabela 24b.

POSTACI DRGAN POWLOKL

2650

Ip Schemat f, [Hz]
Q
Q r
f. w -
3 -
ne a
3.

5400
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Tabela 25.
WARTOSCI WSPOLCZYNNIKOW REGRESJI.
Skladnik niejednorodnosci
Ip Schemat Bi Numer czgstosci drgan Uwagi
I 11 I
1. 2 3 4 5 6 7
Bo 1,08 1,16 1,15 .
X, =Xs
m By 0,09 | 0015 | 0,02 .
X, = Xg
Ba 0,09 0,015 0,021
2. Bo 0,98 1,08 0,910 .
Xy =X
a E B -0,23 -0,20 | -0,005 \
X, = Xg
B, -0,23 -0,20 -0,005
3. Bo 0,92 0,96 1,04 .
X; =X¢
C@j B | 011 | -015 | 006 )
X2 = x3
B2 -0,10 -0,17 0,03
4, 1,21 1,16 1,18
Po X = ng'
IZ B, 0,12 0,03 0,08 . G
X, = X,
B, 0,12 0,03 0,08 ?
5. 0,91 0,90 0,99
— e — Bo X = x(6)0
B -0,16 0,08 0,06 .
E X, = x,600'
=TT B, -0,16 0,08 0,06
6. _ 1,03 0,98 1,01 .
PR Po X, = ng’
g N l By ol4 | 007 | 007 | . o
X, =X,
B2 0,15 0,19 0,08
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B. Niejednorodnos¢ tréjskladnikowa

Rezultaty badan eksperymentalnych plyty z trzema skladnikami niejednorodnosci
podano w tabeli 26. Z tabeli wynika, ze pierwszej czestosci plyty I,1 odpowiada postac
podobna do postaci odpowiadajacej trzeciej czestosci pochylej plyty, druga - 6smej, a trzecia
postac w plycie pochylej w ogole nie wystgpuje. Dotyczy to rowniez plytek z trzema
skladnikami niejednorodnosci. Czgstosci drgan wilasnych piytek o zlozonym ksztalcie s3
wyzsze niz plytek pochylych nie mniej niz 1,25 razy. Ulozenie linii wezlowych jest bardzo
ziozone. Macierz planowania dla tego przypadku zostata podana w tabeli 22.

Opracowanie optymalnych danych prowadzi do wartosci wspolczynnikow regresji
podanych dla trzech pierwszych postaci w tabeli 28.

Postac funkgcji niejednorodnosci jest nastgpujaca:

x:[xn X35 X,]
Usa(X, %, %, ) =By + B, X, +B, X; +B,X; gdzde x[x,,x,,x}] (5.2.2)

x;[x,, x,]

W przypadku trojskiadnikowej niejednorodnosci powloki wartosci czestosci drgan wiasnych i
odpowiadajace im postacie drgan podano w tabeli 27. Z tabeli wynika, ze dla niektérych
kombinacji skfadnikow niejednorodnosci (w tym przypadku 1 i 2) wartosci wlasne obnizaja si¢
w porownaniu do powloki pochylej. Podobnie jak i w przypadku plytki o zlozonym ksztalcie,
nie s3 wykrywalne pierwsze czestosci powloki pochylej. Obserwuje si¢ drgania oddzielnych
czesci powloki.

Macierz planowania i otrzymane wartosci odchylek badanych plyt podano w tabeli 22.
Funkcja niejednorodnos$ci ma postaé wyrazen (3.1.58), przy czym wspétczynniki B,,B,,B, i
B, podano w tabeli 28.

C. Semiskladnikowa niejednorodnosé

W tabeli 30 podano pierwsze trzy postacie drgan dla plytki (poz.1) i powloki (poz.2)
oraz wartosci czestosci drgan wlasnych. Z tabeli wynika, ze przy takiej zlozonosci sktadnikow
niejednorodnosci linie wezlowe majq ksztalty bardziej ztozone, niz we wczesniej badanych
przypadkach, przy czym postacie drgan plyt i powlok odrézniaja si¢ znacznie od siebie. W
przypadku plyty obserwowane sa drgania jej oddzielnych czgsci (poz.1.2). Postaé drgan plytki
odpowiadajaca trzeciej czgstoéci posiada dwie wygiete linie weziowe, a postaé drgan powloki

odpowiadajaca pierwszej czestosci - 3 wygiete linie wezlowe.
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labela 26
DRGANIA PLYTEK.

Ip Schemat f, [Hz] f, [Hz] f; [Hz]

BN

1800

2200
A/
S4n0

1562
24},0

120
2200
34090

N SSANNAN

v
IS NN

Tabela 27.
DRGANIA POWLOK.
Ip Schemat f, [Hz] f; [Hz]
Tl il 771 ‘
[+] — o g
| a 9 d
~ - NS Kt
I 1 )
2 1
o5
N V2SN
1 | ° o n
' [ 0 N 3
9. ) ! :" ; ha
| {
I ]

X500
S200.

1
b——--]

) | N
2550
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Tabela 25.
WARTOSCI WSPOLCZYNNIKOW REGRESJI DLA
3* SKLADNIKOWEJ NIEJEDNORODNOSCI
Ip Schemat Bi Numer czestosci drgan Uwagi
I II I
1. Bo | 0910 | 0853 | 0963 | .
. 3 =X,
f ’ -0,050 | -0,041 | -0,127 .
— || ” | oxex,
_ .l B, | -0,083 | -0,110 | -0,080 .
g X, =X
B, | -0,085 | -0,061 | 0,090 e
2. Bo | 1,070 | 1,010 | 1,040 .
: : X =Xs
: | B | 0080 | -0010 | -0050 | .
; 1 B, | 0000 | -0,000 | -0,077 e
. X3 =X,
B, | 0,080 | -0,048 | 0,080
3. B | 1,038 | 0943 | 0,988 .
: X; =X,
| B 0055 | -0,028 | -0078 | .
: =X
C | B. | 008 | -0,100 | -0,097 e
y X3 = X4
B; | -0,013 | -0,131 | -0,161
4, Bo | 0904 | 0853 | 0,886 )
] - X; =X
: —] 4 | B | -0,099 | -0,113 | -0,121 o
' ' X, =X
: 41 B, | 0048 | 0088 | -0007 | 2
X3 = X6
B, | -0,046 | 0018 | -0,121
5. | Bo 1,084 | 1,074 | 1,086 )
U] x; =x3C
: : By 0,116 | 0,096 | 0,041 -
. ' X, =X
S Wl B, | 0004 | 0076 | 0,036 L
" M X, =X
B; | 0,099 | 0044 | 0,071 T
6. | F—r Bo 1,097 | 1,100 1,049 . oG
t f X, =X
; '] B | 0010 | 0050 | 0099 | ., “r5
¢ X, =X
: ! B, | 0,03 | 0,120 | 0,004 G
' ' X, =X
‘ . Bs 0,093 | 0,126 | 0,043 e
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Wartosci czestosci drgan wiasnych plytki znacznie wzrosly (przykladowo 1.4 razy),
przy czym pierwsza czestos¢ drgan powloki praktycznie nie ulegla ‘zmianie. Macierz
planowania eksperymentu w tym przypadku zostata podana w tabeli 23.

Postac funkgji niejednorodnosci podano ponize;j:
7
Vo (s %,) = Bo + 2B, %, (5.2.3)
i=1

Powyzej X,,X,,..., X, oznacza kodowane skiadniki niejednorodnosci, odpowiadajace ptytom
i powtokom o zlozonym ksztalcie.

Na bazie przeprowadzonych badan mozna wysnué¢ wnioski, ze wieloskladnikowos¢
istotnie zmienia posta¢ drgan ptyt i powlok w porownaniu do pochylych ptyt i powlok. Linie
wezlowe s wygiete i maja zlozone ksztalty. Obserwuje si¢ drgania oddzielnych czesci
konstrukgji i pojawiaja si¢ , krotkofalowe” drgania.

NIEJEDNORODNOSC TROJSKLADNIKOWA
Przedzial zmian wspélczynnikow regresji dla przypadku niejednorodnosci
trojskfadnikowej okreslony jest poprzez nieréwnosci:
0,886 <B, <1,10; -0,121<B, 0,127,
0,11<B, <0,120; -0,161<pB, <0,126.
Kombinacje sktadnikow niejednorodnosci obnizaja czestosci drgan wiasnych plyty.
Podwyzszenie czestosci drgan wiasnych plyt i powlok moze by¢ osiagnigte poprzez
kombinacje skladnikéw niejednorodnosci, co zostalo pokazane w tabeli 26 poz.2, 3.

NIEJEDNORODNOSC SEMISKLADNIKOWA
W tym przypadku wspotczynniki regres;ji zmieniaja si¢ w przedziatach:

0,867 <P, <1,164; -0,066<B, <0,099,;
-0,054<f, <0,027; -0,026 <B, 0,027,
-0,069 < B, <0,035; -0,140< B, 0,076,
-0,024<B,<0049; -0,024 <P, <0,098.

Podane kombinacje skiadnikow niejednorodnosci moga doprowadzi¢ do podwyzszenia (ze

wzgledu na niejednorodnos¢ typu x,, X4, X,, x‘,’c, x‘,’c . x2°), jak i obnizenia (ze wzgledu na

niejednorodnos¢ typu x,, X,, X,, X,, x%0,x%% x%% x2%) czestosci drgan wiasnych w

porownaniu do konstrukcji pochylych.
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Z analizy tabeli 29 wynika, ze takie skiadniki jak x,,x,,x,,x3¢,x3% x!0 przy
dzialaniu jednoskladnikowym podwyzszaja czestosci drgan wiasnych, natomiast przy
oddzialywaniu kombinowanym czestosci drgan wlasnych zmieniaja si¢ w kierunku

zmniejszenia (tabela 27) lub zwigkszenia (tabela 24, 26).

Tabela 29.
WARTOSCI WSPOLCZYNNIKOW REGRESJI
7-io SKLADNIKOWEJ NIEJEDNORODNOSCL
Ip Schemat Bi Numer czgstosci drgan Uwagi
I II I
1. Bo 1,043 0,867 0,956

B | -0,009 | -0,066 | -0,034
B, | -0,024 | 0,016 | -0,054
Bs 0,014 | -0,016 | -0,026
Bs | -0,069 | 0,081 0,035
Bs | -0,014 | 0,076 | -0,140
Bs 0,031 | -0,024 | -0,010
B, 0,025 | 0,098 | 0,020

2. Bo 1,164 | 1,150 | 1,040
B: | -0,013 | -0,023 | -0,003
X S| B | 0,002 | 0,027 | -0,006

B, | 0094 | o146 | 0,070
B. | 0017 | 0,012 | -0,026
: Bs | 0025 | 0,029 | 0,031
Be | 0049 | 0032 | 0039
B, | -0,015 | -0,024 | -0,017

89



Drgania piyt i pm;'lok z niejednorodnosciq wieloskiadnikowq

labela 30.
DRGANIA PLYT I POWLOK
Z 7-io SKLADNIKOWA NIEJEDNORODNOSCIA.

Ip Schemat fi [Hz] f; [Hz]
a
1. 2 o o
. by =
0 i 9 (o]

A /1o o

A 3 . g
~ 9

5.3. Obrébka statystyczna i analiza rezultatéw eksperymentu
Wyniki eksperymentalne powinny by¢ poddane obrobce statystycznej. Skiada si¢ ona
z nastgpujacych elementow: 1) sprawdzanie wytycznych analizy; 2) oszacowanie
wspolczynnikow modelu:
— k —_—
E{y®}=n(%B)=28,f;® =B F(); (53.1)
j=1
3) sprawdzenie adekwatnosci danych eksperymentalnych; 4) sprawdzenie rdznych
statystycznych hipotez odnosnie wspétczynnikow; 5) przewidywanie y, w niektorych nowych

punktach X .
Rozpatrzmy szczegotowo metody obrobki statystycznej.

A. Prognozy analizy statystycznej i ich sprawdzenie
Zastosowanie metody analizy regresyjnej dla obrobki danych eksperymentalnych jest
wiasciwym wowczas, jesli biedy przypadkowe €, (X) spetniaja nastepujace warunki [5]:

1) posiadaja wartos¢ oczekiwang zerowa

Efe.®}=0, w=12..p; k=12,..W, (532)
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2) posiadaja jednakowe dyspersje

D{S“,(Y)} =o’(y) (5.3.3)
3) sq niezalezne statystycznie;
4) maja rozklad normalny.

Jesli model (5.1.5) zawiera stata (tj. B, 2 0),to E {e,, (x)} # 0. Brak spetnienia tego warunku

nie prowadzi do duzych bledow analizy [112]. Sprawdzenie stalosci dyspersji (5.2) bazuje na

porownaniu oszacowania dyspersji:

s?, ={§éz.(f)}/(wu—l), (W, >1) (5.3.4)

Wy

1
: 22 _ _o - T o
gdﬂe eur(x)'—y“r Yos Yu W lYm' §

w tych punktach powierzchni, gdzie doswiadczenia pokrywaja si¢ (W, > 1).
W charakterze kryterium porownawczego zwykle stosuje si¢ kryteria Bartleta i Kohrena [20] i
jesli rozklad jest normalny, to stosowanie ich jest uzasadnione. Dla sprawdzenia statystycznej
niezaleznosci wielkosci £ (X), wstepne wnioski mozna wysnué na podstawie zaleznosci
graficznych € podanych w pracy [20].

Sprawdzenie hipotezy normalnosci rozkladu mozna przeprowadzi¢ za pomoca
kryterium W [5, 100]. Jak wykazuja badania [55, 111], to kryterium jest szczegolnie
efektywne, gdy dysponujemy mala liczba danych eksperymentalnych.

B. Okreélenie oszacowan wspélczynnikéw réwnania regresji

Najbardziej rozpowszechniona metoda oceny wspotczynnikow modelu (5.1.5) jest
metoda najmniejszych kwadratow [1].

Wektor §=[B,,B,..... B, | okreslamy jako MNK - oszacowanie, jesli minimafimje

on sum¢ wagowga kwadratow odchytek

s, =2Wu[?n—n(i,§)]z, (5.3.5)

. k
gdzie n(i, B) jest funkcja skladnika niejednorodnosci w przyjetym modeju n= Z B, x;,

j=o
srednich wartosci eksperymentalnych odchylek w punktach powierzchni w stosunkt do ich

aproksymacji okreslonych wzorem (5.1.5).
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MNK - oszacowania otrzymuje si¢ po rozwigzaniu nastepujacego ukladu rownan liniowych

(zwanego ukladem normalnym [5]):
|o"W, B|p=0"W, Y (5.3.6)

gdzie W, = diag {W,....W, },

Xo1  Xp Xk
X X X
= 02 Xn 2
o= .
xﬂp xlp xkv

oznaczaja odpowiednio diagonalna macierz wagi o wymiarze [pxp], Y- wektor srednich
wartosci odchytek w punktach powierzchni, [5] - macierz planowania o wymiarze [pxk].

Jesli planowanie eksperymentu nie jest osobliwe, co jest typowe dla wigkszosci
przypadkow stosowanych w praktyce (skfadniki niejednorodnosci sg statystycznie niezalezne),

to rozwigzanie uktadu (5.3.6) ma postac:

B W 3) T WY =

C. Analiza statystyczna réwnai regresji
Po okresleniu wspolczynnikOw regresji nalezy przeprowadzié¢ analize statystyczng
rownan regresji.
Przede wszystkim zacznijmy od okreslenia koncowej dyspersji charakteryzujacej
rozklad punktéw wzgledem ustalonego rownania regresji (dokladnos¢ prognozowania):
s; = Sflsn‘ = f%ilwu[?“ -A(xB)] =$Zw“(yu % - (53.8)

gdzie f = p-k (p>k) jest liczba stopni swobody;
. jest srednig warto$cia odchytki w n-tym wierszu plaszczyzny,
y, sa prognozowanymi wartosciami odchylek.
Jesli jest znana dyspersja S2 {y} , charakteryzujaca blad doswiadczenia, to mozna
okresli¢ F- zwiazki [53] i sprawdzi¢ hipotez¢ o adekwatnosci przedstawienia rezultatow
przy pomocy wielomianu o zadanym stopniu. Dyspersja charakteryzuje dokladnos¢

przeprowadzania eksperymentu, a jego ,,powtarzalno$¢™ okresla si¢ zwiazkiem [5]:
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, S I, Bt 2 -
Al N R AT L R (539)
2 2 r=lu= u=1

gdzie y,, sa wartosciami funkcji odchylek w u-tym wierszu otrzymanym na drodze
eksperymentu;
f; okresla liczbg stopni swobody z uwzglednieniem ,,dublowania™ eksperymentu.
Miara adekwatnosci modelu jest wielko$¢ F, = S?/S? . Model nazywamy adekwatnym, jesli:
F, <F(1-o; £ ), (5.3.10)
gdzie F (] -o; f}; fz")— 100 (1-a) jest parametrem rozkladu Fiszera o liczbach stopni
swobody f}', f)';
o jest wybranym poziomem zaleinosci [53] (w naszym przypadku o = 0,05).
Jesli nierownosc (5.3.9) nie jest zachowana, to model jest nieadekwatny.

W tym przypadku, przeprowadzajac analiz¢ odchylek (A,, =y,, -y,) nalezy
zmieni¢ model lub dobra¢ lepsze planowanie eksperymentu, lub tez przejs¢ do planowania typu
PFE2*. Nalezy znaleié przedzialy ufnosci t;, charakteryzujace bledy w okresleniu
wspotczynnikow regresji i kowariancji cov {Bi, B j}, okreslajace statystyczng zalezno$c
pomiedzy wspoiczynnikami regresji.

Diagonalne elementy macierzy (t—ﬁT W, 3) okreslaja dyspersie wspolczynnikow
regresji pomnozonych przez o’ {y} .

Elementy niediagonalne okreslaja kowariancje odpowiadajacych im wspolczynnikow
regresji. Dlatego macierz [?5’ W, 5] nazywamy macierza bledow lub macierza korelacji.
Kowariancje stanowia jakosciowa miar¢ tej nieokreslonosci, ktora pojawia si¢ dlatego, ze
wspoiczynniki regresji okreslone s3 niezaleznie od siebie. Przy planowaniu ortogonalnym
macierz korelacji jest diagonalna i w tym przypadku wspolczynniki regresji sa okreslane
niezaleznie od siebie i wszystkie kowariancje s3 rowne zeru {cov {B;, B j} = 0} :

Dla sprawdzenia znaczenia wartosci wspolczynnikow stosuje si¢ prawo okreslania
granic ufnosci dla kazdego ze wspotczynnikow regresji oddzielnie. Wplyw j-tego skiadnika

okresla si¢ jako znaczny przy zadanym poziomie znaczenia a, jesli [S3]:

93



Drgania plyt i powlok z niejednorodnosciq wielosktadnikowq

a
i S’ >t (1—5; f“), (5.3.11)

gdzie c;; jest j-ta diagonalng wartoscia macierzy kowariancji otrzymanych na drodze

eksperymentu,

o
t (l e £ “) —100 (1-a)% jest parametrem rozktadu Studenta o f™ stopniach

swobody [53];

282 +£2S2
= —'—'f_“—”— jest dyspersja koncowa, " = f +f; .

Niekiedy w charakterze wielkosci charakteryzujacej wkiad (znaczenie)

SZ

wspotczynnikow regresji do rOwnania, zawierajacego k+1 skladnikow, wprowadza si¢

zbiorczy wspotczynnik korelacji:

Sly-y)
>(y-v)

Wielko$¢ R moze ulega¢ zmianie od 0 do +1.

R=[1- (53.12)

Zbiorczy wspotczynnik korelacji moze by¢ interpretowany jako miara liniowego zwiazku [53]
pomiedzy eksperymentalnie obserwowanymi wartosciami y i zbiorem wszystkich zmiennych
niezaleznych x,, x,, ..., X, , otrzymanych po linearyzacji rownania parabolicznego [53].

Jesli rownanie regresji w pelni opisuje wyniki eksperymentu, to R =1. Wplyw
przyjetego sposobu analizy na opracowanie statystyczne, a takze sposoby unikania bledow
opisano w pracach [1, 20, 55].

Jak juz wspomniano wczesniej uniwersalne programy analizy regresyjnej zostaly
rozpracowane i stosuje si¢ je powszechnie w obliczeniach numerycznych. Jako przykiad
opracowania statystycznego wynikow eksperymentu rozpatrzymy przypadek dwuskiadnikowej
niejednorodnosci plytki w przypadku analizy pierwszej (podstawowej) czestosci drgan (tabela
24 poz.3). Wyniki opracowania podano w tabeli 31. Okreslimy dyspersj¢ adekwatnosci wg
wzoru (5.3.8):

s? =3(0,08)* +3(0,09)° +3(0,11)* +0=0,08.

Dyspersja bledu eksperymentu, zgodnie z (5.3.9):

P
S2 =L (210 47510 +41-10 +5:10) =154-10"*.

W3
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Otrzymujemy stad F, = 0,5-10°. Dla o = 0,05, fi =1, f; =8 mamy F =254,3. Wobec tego

model:

w sposob adekwatny opisuje badany proces.

Y=y, =092-011%, -0,%,

(5.3.13)

Tabela 31.

TABLICA OBROBKI WYNIKOW EKSPERYMENTU DLA 2* SKLADNIKOW

NIEJEDNORODNOSCI PLYTEK (przypadek poz.3 tabeli 24).

Ip :l:sa: WY | Y AYE:r e | Y, ﬁ::_y“ AY}? | Uwagi
) =Y, -Y
L l2 |3 ]a]s |6 | 7. |8 ]o 10. 11.
1 1 0,99 -0,01| 10® Y=092-
+1 |2 |100]10]| o 0 |092| 0,08 | 6410* j::;:"
3 {1,01 +o,01| 107 £ =a-
-3-1
2 1 (0,98 +0,07 [49-10* f,=
@ | 2 086|091 |-005|2510*[082| 0,09 |81-10%|=Z(W.-
3 0,90 .0,01 | 1-10" -n=8
3 1 (0,96 +0,04 [ 16:10™
() | 2 ]092|092] © 0 |081{ 0,11 |121-10*
3 0,87 -0,05 [25°10%
4 110,72 +0,01 | 1-10*
@b) | 2 |0,69]0,71|-0,02 | 410™ |0,71| 0 0
3 0,71 0 0
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Dla oszacowania znaczenia wspolczynnikow korelacji B; okreslimy wartosci ¢;; i S wg
wzorow (5.3.11):

c; =12 S2=1,02-107 t,, =2,262.
Wowczas przedzialy ufnosci zmian wspolczynnikow korelacii beda rowne:

t, =303 t, =034, t, =033
Z powyzszych rozwazan wynika, ze wspotczynniki B,, B, i B, sa znaczace.

Nalezy podkreslic, ze wspolczynnik B, zawiera informacjg¢ 0 wzajemnym wplywie sktadnikow
niejednorodnosci (w tym przypadku w postaci niejawnej).
Rozpatrzmy teraz model aproksymacji o postaci:

Vo (%, %) =Bo +B, %, +8, %, +B,, %, X, (5.3.14)
Planowanie eksperymentu PEF2’ pozwala na oszacowanie wspolczynnika B,,. Jednak do
oszacowania adekwatnosci modelu brakuje nam stopni swobody (f;' =0).

Rozwiazanie ukfadu (5.3.6) prowadzi do nastgpujacych wartosci B;, B;;:

B, = 03885, B, =-0075 B,=-007, B,, =-003.
Wéweczas:

v, (%,, %, ) = 0,885-0,075%, - 0,07%, - 0,03%, %, (5.3.15)
Dla oszacowania adekwatnosci i dalszego udokladnienia modelu koniecznym jest stosowanie

planowania trojpoziomowego.

5.4. Analiza modeli eksperymentu wieloskladnikowego

Otrzymane w paragrafie 2 zwiazki odniesione sa do kodowanego ukiadu
eksperymentu wieloskfadnikowego. Wobec tego przy ich stosowaniu praktycznym nalezy
przejsé do standardowych skladnikéw niejednorodnosci, przyjetych w tej pracy.

Realizuje sig to przy pomocy zwiazkow (5.1.7). Dla 3" skladnikowej niejednorodnosci
typu poz.l tabeli 26 (czesto$¢ podstawowa) rownanie (5.2.2), otrzymane w charakterze

zakodowanym (— 01<X; < l,O):
v, (%, %;, %;) = 0,910 - 0,05%, - 0,083%, - 0,085%, (5.4.1)

przeksztatca si¢ w nastepujace:
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W (X,. x40 X)) = 1,146 - 0,120%, - 0,166, — 0,170, (5.4.2)
gdzie 0,15<x,<10, 0<x,<1, 0<x,<1. Porownujac zwiazki (5.4.1) i (5.4.2) widac,
ze w przypadku rownania niekodowanego niektore wspotczynniki regresji wzrosty dwukrotnie

(8..8.).

Wynika z tego wniosek, ze analiza modeli liniowych moze by¢ przeprowadzona bez
obawy utraty ogolnosci rozwazan, zaréwno w przypadku modeli kodowanych, jak i
niekodowanych. Oprocz tego zaleta modeli liniowych jest to, ze ich analiza sprowadza si¢ do
analizy wspoltczynnikow regresji i do wydzielenia skiadnikow niejednorodnosci, ktore maja
istotne wptywy na funkcje niejednorodnosci. Im jest wiekszy wspotczynnik regresji ze wzgledu
na wartos¢ bezwzgledna, tym wigkszy jest wplyw tego skladnika na czestos¢ drgan wiasnych
konstrukcji. Znak wspotczynnika wskazuje na kierunek zmian czestosci.

Bazujac na powyzszych rozwazaniach rozpatrzmy szczegotowo tabele 25, 28 i 29.

NIEJEDNORODNOSC DWUSKLADNIKOWA
Z tabeli 25 wynika, ze podobnie jak i w przypadku niejednorodnosci
jednoskiadnikowej obnizenie czgstosci drgan zachodzi przy pojawieniu si¢ otworow i wglebien
typu PR dla plyty i wglebien typu PP dla powloki. Przy tym zmiany te obserwowane s dla
kilku poczatkowych wartosci czestosci drgan. Maksymalne wartosci zmian dla analizowanych
kombinacji 2" skfadnikowych niejednorodnosci maja plytki (poz.2 tab.25) i powloki (poz.4,5,6)
dla kilku poczatkowych wartosci czestosci drgan. Przedzialy zmian wspolczynnikow s3
nastgpujace:
-0,05<B,<0,]14; -0005<B,<0,19;, 090<B, <121.
Jak bylo wczesniej omowione, jednoczesny wplyw skiadnikéw niejednorodnosci byt
uwzgledniany w modelach liniowych w wartosciach wyrazu wolnego.
v =09+027x,+0,27x,
v =144 - 0,46 x, +0,46 X,

y{¥=113-020x, - 0,22x,

(10G) c o [ (543)
Wy =097+0,24x° +0.24x;°
wi?) = 091-032x° +0,32x,°°
w;i°°)=0,74+0,|4x;6 +0,15x4°cr . J
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Wi =146-0,12x, - 0,166x, —0,170x,
i’ =088+0,04x, +0,18x, +0,160x,

Wi = 0,943 +0,11x, +0,106x, — 0,026x,

(log) _

v = 1,069 - 0265x:" +0,6x2° - 0,092x:°

(200)

v = 0,865-0,232x2° +0,008x2° +0,198x:°

(300) _

Vi 0 =0,891+40,02x5° +0,206x5° +0,186x2°

w4l =1,22-0,24x, —0,048x, +0,028x, —0,138x, -

~0,028x, +0,062x, +0,05x,

wiY?) =1,05-0,026x;° - 0,004x;7 +0,198x5° - 0,034x;° +

+0,05x:° +0,098x;” - 0,03x3°

(5.4.4)

(5.4.5)
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6. Analiza drgan swobodnych plyt o zlozonej

plaszczyznie metodg elementéw skonczonych

W celu mozliwosci zastosowania MES-u do badan drgan plyt i powlok o zlozonych
powierzchniach i porownania efektywnosci roznych wariantow tej metody rozpatrzmy ich
zalety i wady na przykladzie drgan gietych plytki. W charakterze elementu skonczonego
przyjeto element o postaci prostokatnej i 12-tu stopniach swobody (element Argyrysa).
Globalne macierze sztywnosci (MS) i macierze bezwiladnosci (MM) zostaly zbudowane z
podziatem plytki na 4, 9 i 16 elementow skoficzonych. Podano wyniki obliczen dla plytek o
jednej i dwoch niejednorodnosciach. Pokazano, ze dla plytek z trzema i wigcej sktadnikami
niejednorodnosci, wymagajacych podzialu plytki na wigksza liczb¢ elementow skonczonych
zwiazane jest z pewnymi trudnosciami obliczeniowymi, uwarunkowanymi przygotowaniem

danych.

6.1. Sformulowanie problemu i sposobu rozwigzania

Rozpatrzmy drgania swobodne gigte plytki o dowolnym ksztalcie. Bedziemy
zakladaé, ze material plytki jest izotropowy, a drgania sa male i jesteSmy w zakresie
stosowalnosci praw Kirchhoffa -Lowa. Oprocz tego, z rezultatow eksperymentu wynika, ze
tlumienie drgan jest male i mozna je pominagc.

Zgodnie z ogolng teoria metody elementéw skonczonych uklad ciagly (ograniczony
powierzchnia Q o granicy dQ ), dla ktorego poszukuje si¢ minimum funkcjonatu:

s[EmW]=0 EW=V, -0'T, (6.1.1)
jest aproksymowany zbiorem N elementéw o skonczonych rozmiarach (dyskretyzacja
fizyczna) [12, 45]. Elementy skonczone (ES) powinny by¢ dostatecznie male, aby
przemieszczenia w(x,y,t) w dowolnym punkcie elementu mozna bylo opisaé poprzez
przemieszczenia niektorych punktow weziowych.

A zatem przy stosowaniu MES odszukanie funkcji ’(nieznanéj) w(x,y,t) jest
zamienione poprzez okreslenie jej wartosSci w skoficzonej liczbie punktow wezlowych obszaru

Q. Poszukiwana ciagla funkcja opisana jest w sposob przyblizony poprzez parametry
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dyskretyzacji. Parametrami dyskretyzacji moga by¢ przemieszczenia, sity lub czas modelu
dyskretnego. W tej pracy wykorzystuje si¢ metode przemieszczen, gdzie w charakterze takich
parametrow wybiera sie wartos¢ funkgji i ich pochodnych w punktach weztowych. Zbudowane
w ten sposob funkcje powinny w sposéb jednoznaczny okresla¢ wartosci funkcji poszukiwanej
w dowolnym punkcie podobszaru poprzez jej parametry wezlowe, a takze spetnia¢ warunki,
zapewniajace zbieznosc kolejnych przyblizen rozwiazan do rozwigzania dokiadnego przy
zmniejszeniu rozmiarow podprzestrzeni (elementow skonczonych) lub poprzez wprowadzenie

dodatkowych punktow weztowych. Lokalna aproksymacja funkcji w(x,y,t) na elementach

skonczonych pozwala rozpatrywa¢ je niezaleznie (niezaleznie od zachowania innego ES i od
tego, jaka pozycje zajmie rozpatrywany ES w obszarze wyjsciowym Q). Ksztalty ES moga by¢
dowolne, a nawet krzywoliniowe [45], co jest istotne dla plyt i powierzchni o zlozonym

ksztalcie.

Wielu autorow zauwaza, ze MES jest podobna do metody Ritza, gdzie funkcje
poszukiwane okreslone s3 nie w calej przestrzeni Q, a na elementach skonczonych [70].
Jednak przy klasycznym wariancie metody Ritza dodanie nowych funkcji wspotrzednych nie
zmienia wspOlrzednych funkcji wykorzystywanych wczesniej. W MES dodanie nowych
wspOtrzednych zwigzane jest z innym podziatem na elementy i wezly i moze spowodowaé
zmiang wszystkich funkcji. Tak wigc w MES-ie przy przechodzeniu od jednego przyblizenia do
drugiego nie mamy do czynienia z ciagiem funkcji wspolrzednych, jak w metodzie Ritza, a z
ciagiem wyborow funkcji wspotrzednych. Komplikuje to procedurg przygotowania danych
wyjsciowych dla ztozonych powierzchni Q.

Z rozwazan tych wynika, ze MES jest metoda siatkowo-wariacyjna: z jednej strony
mozliwe jest rozbicie powierzchni na elementy skonczone, a z drugiej strony, wariacyjne
rozwiazanie problemu. Pozwala to na wyodrebnienie nastgpujacych etapow [48, 70]:

1. Idealizacja przestrzeni Q.

W przestrzeni Q) wybiera si¢ zbior skonczony punktow weztowych, ktore oznaczymy
jako T = {uI TS | } , gdzie n jest liczba weziow.

Na bazie punktow wezlowych T zostaje naniesiona siatka podzialu obszaru na
skonczona liczbe podobszarow (elementow skonczonych) Q,, Q,,..., Q. Ich zbior stanowi

model calej przestrzeni:

0= _UQi (6.13)
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Podprzestrzenie s3 zamknigte i nie przecinajace sig, czyli:
D=Q,nQ,, dia i=1, (6.1.4)
gdzie @ oznacza zbior pusty.

Wybor rozmiaru, ksztaltu i liczby weztow dla elementow skonczonych zalezy od
rodzaju rozpatrywanego problemu, rodzaju wyjsciowego obszaru, gradientu samej funkcji
poszukiwanej i drugich skladnikow, ktore okreslaja doktadnosé rozwiazania problemu. Warto
zauwazyC, ze zmiana wyjsciowej konstrukcji poprzez zbior ES jest rozumiana w sensie
rownosci energii konstrukcji i jej modelu dyskretnego.

Dla niektorych konstrukcji (lukow, ram i pokryé belkowych) analiza energetyczna
prowadzi do otrzymania modelu dyskretnego, dokiadnie opisujacego zachowanie si¢
wyjsciowej (analizowanej) konstrukcji.

2. Wybor podstawowych niewiadomych,

W charakterze podstawowych niewiadomych w wariancie metody przemieszczen
(najbardziej szeroko stosowany wariant MES) stosuje si¢ wezlowe wartosci poszukiwane)
funkcji i jej pochodnych czastkowych do m-tego rzedu. Niekiedy, dla zabezpieczenia
warunkow zbieznosci metody wystarczy wlaczyé w liczbg niewiadomych weztow tylko czesé z
ogolnej liczby pochodnych (m - p) - tego rzedu i potem je catkowicie wyredukowa¢ (np. przy
rozwiazywaniu zadan opisanych quasi-harmonicznym réwnaniem (2m = 2), w charakterze
niewiadomej w kazdym wezle wystarczy przyjaé wartosé okreslanej funkcji w; ). Ogolna liczba
niewiadomych dla elementu skonczonego okresla si¢ liczbg stopni swobody, od ktorej zalezy
dokladnosé uzyskania poszukiwane) funkcji w objetosci kazdego z elementéw skoficzonych, a
co za tym idzie i w calym obszarze (Q).

3. Okreslenie wielomianu interpolaciji.

Okreslenie wielomianu interpolacji, ktorym przybliza si¢ poszukiwana funkcja
w(x,y,t) w objetosci elementu skonczonego jest podstawowym etapem MES-u.
Wspotczynniki tego wielomianu opisuje si¢ poprzez wartosci nieznanych wezlow elementu.
Podstawowa trudnos¢ okreslenia wielomianu polega na tym, Ze otrzymane wielomiany dla
kazdego elementu skonczonego powinny zabezpieczaé ciaglo$¢ funkcji w(x,y,t) 1 je
pochodnych do (m -1) rzedu wlacznie w calym obszarze €. Jesli chodzi o pochodne m-tego
rzgdu, to w kazdym z wielomianéw interpolacyjnych powinny pozostawaé cziony,
zabezpieczajace ich przejscie do wartosci statych przy zmniejszeniu rozmiarow ES. Przy tym

pochodne m-tego rzedu moga mie¢ nieciaglosci pierwszego rzedu wzdluz granic stykow ES.
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Biorac pod uwage te warunki mozna przy budowie funkcjonatu E(w) dla catej powierzchni Q

wykorzystac zaleznosé:
N
E(w) =Y E'(w), (6.1.5)
i=1

gdzie E'(w) jest wartoscia funkcjonahu E(w) w zamknietej objetosci i-tego elementu
skonczonego.

Ze zwigkszeniem liczby ES suma (6.1.5) bedzie rownomiernie dazy¢ do dokiadnego
znaczenia funkcjonatu E(w) dla catej przestrzeni Q.
Zalozmy, ze wielomian interpolacyjny dla i-tego ES jest okreslony i moze by¢ przedstawiony w

postaci:
: i (©)] (i)
w(x,y,1)= To, (x.y) ui® =[o(xy)] " {u®}”. (6.16)
gdzie { u}® jest wektorem kolumna, sktadajaca si¢ z r nieznanych weztow i-tego ES;

i) .
[(p(x, y)]( jest wektorem wierszem, elementami ktorego s nieznane funkcje -
wspotrzednych punktow ¢! (x, y).
Postac tych funkcji okresla si¢ poprzez geometri¢ wybranego elementu, klase problemu i stanu
wektora {u}”. Wowczas aproksymacje funkcji w(x,y,t) w calej przestrzeni Q okreﬁla.sie

poprzez sume:

w3, )= 2w 3,1)= ol 5)] {0}, 1)

gdzie [cp(x,y)]=[[(p](”,[(p]m,...,[(p]m],
{u®} = {tu}, W}, .., fu}} (6.1.8)

jest wektorem nieznanych weztow dla pelnej przestrzeni. Wprowadzajac do funkcjonatu E(w)
wyrazenie (6.1.7) dla funkcji w(x,y,t) otrzymamy pewna okreslona funkcj¢ nieznanych
weztow E(u).
4. Ukiad réwnan podstawowych.

Minimalizujac funkcj¢ E(u) ze wzgledu na wszystkie elementy wektora w calej
przestrzeni otrzymujemy:

JE(u) [CE QE  OE i
8fu} ~ 6w, 8u,” " ou, |

(6.1.9)
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lub

PE() & a(w')
2} =2 F

(6.1.10)

Przy rozwiazywaniu problemow liniowych funkcjonat E(u) jest funkcja kwadratowa
ze wzgledu na ,u” i jej pochodne i wobec tego, i-ty skfadnik lewej czesci (6.1.10) przyjmie

wartosc:

SE(w' G ; o O . '
a{(uv;‘)zin N+ M, ;7{“}”+{P}“, (6.1.11)

gdzie [Kn]m; [M,,]m s3 macierzami kwadratowymi o rozmiarach (r x r), a wspotczynniki
tych macierzy okresla si¢ poprzez wiasnosci osrodka;
{p}m jest wektorem kolumna, charakteryzujacym wplywy zewnetrzne i posiada
wymiar (r).

Macierze sztywnosci i mas elementow skonczonych okreslone s poprzez wzory:

[x.]” = %’z—)(lcl")’ ( ] [Q]T[D][Q]dxdy) [,
] = (e [H o] [eloxey )

przy czym przyjeto nast¢pujace oznaczenia:
[c] jest macierza wspolrzednych weziéw w lokalnym ukiadzie wspotrzednych;
[Q] jest macierza okreslong poprzez zwiazki, wg ktorych wylicza si¢ deformacje

(6.1.12)

poprzez przemieszczenie lub macierz przemieszczen;
[D] jest macierza statych sprezystosci;
[¢] jest macierza funkcji postaci;
znak (-1) oznacza odwrocenie macierzy,

znak (T) oznacza transpozycj¢ macierzy.
Catkowanie przy okreslaniu [K ] i [M ] @ przeprowadza si¢ na plaszczyznie ES

na $redniej powierzchni. Poniewaz przedstawienie w jawnej postaci wszystkie macierze
sztywnosci | mas rozpatrywanych elementow praktycznie nie jest mozliwe, to ponizej podano

ich wartosci dla konkretnie rozpatrywanych zadan.

Dla zadan nieliniowych macierze [Ko](i) , [M,,]m sq funkcja wektora {u}‘".
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Dla calej konstrukcji mamy (w przypadku drgan gietnych):
62
[K]{u}+[M]F—g{u}+{P(t)}=o, (6.1.13)

gdzie [K], [M] sa macierzami quasi-diagonalnymi rzedu (r x n);
{P(t)} jest wektorem o wymiarze (r x N).

Rownanie (6.1.13) zostalo zapisane w lokalnym ukladzie wspolrzednych. W celu
dalszych uproszczen celowym jest przejscie od lokalnego ukladu do globalnego ukiadu
wspotrzednych.

Jesli oznaczymy przez {u} wektor podstawowych niewiadomych w globalnym
ukladzie wspolrzednych, to zwiazek {u} z {u} zapiszemy w postaci [121]:

{u} =[H] {1}, (6.1.14)
gdzie [H] jest macierza o wymiarze (r N x n). Jej struktura okresla si¢ poprzez geometri¢
elementu, klas¢ zagadnienia brzegowego i przyjetym porzadkiem numeracji dla elementow
wektora {u} i {u}.

W tym przypadku rownanie (6.1.12) przyjmie postaé:

- L

[K]ta} +[M] o7 (3} +{rW}=o, (6.1.15)
gdzie

[K] = [H]"[x][H],

[M] = [H]" [M][H],
sa globalnymi macierzami wspoiczynnikow przy podstawowych niewiadomych w ogdinym
ukladzie wspotrzednych dla calego obszaru Q.

Rownanie (6.1.5) uzupelnia si¢ poprzez zbior m warunkéw brzegowych na

(6.1.16)

powierzchni ograniczajacej obszar Q [118]:

a) glownych lub kinematycznych

d+Bw
Gi(w,...,w,x, y] =f,(x,y) (6.1.17)

(1sa+fp<m-1, i=L2,..,r)

b) rzeczywistych lub sitowych

o "w
Ei(w,...,axu—aw,x,y)::fi(x,y) (6.1.18)

(M S (@+B)py S@m=1), “j=r+1,...,m)
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1 warunkami poczatkowymi

ow

Wlhao = (x, y); Bt =f?(x,y) (6.1.19)
t=0

5. Okreslenie czestosci drgan wiasnych i odpowiadajacych im postaci.

Po uwzglednieniu warunkdéw poczatkowych i brzegowych rownanie ruchu w MES-ie

nieco si¢ upraszcza do postaci:
[Ko]-0[Mg])=0 (6.1.20)

Z rownania (6.1.20) wynika rOwnanie:
det([KG][MG]" —o? [E]) =) (6.1.21)

stuzace do okreslenia czestosci drgan whasnych. Dla znalezionych czestosci okresla si¢ postacie
drgan wiasnych. MES pozwala na oszacowanie czestosci drgan wiasnych z gory [124].

Zatrzymajmy si¢ na niektorych osobliwosciach stosowania MES-u, przy obliczeniach
stosowanych w analizie dynamicznej.

Przyjmuje si¢, Ze numeracja wezlow poszczegolnych elementow powinna byé
przeprowadzona w okreslonym porzadku (wg okreslonego prawa) co prowadzi do pasmowej
struktury macierzy globalnych sztywnosci i mas. Zalezno$¢ szerokosci pasma ma postac [89]:

B=(R+1)Q’, (6.1.22)

gdzie B jest szerokoscig pasma; Q' jest liczba stopni swobody w wezle; R jest maksymalng
liczba najwigkszej roznicy pomiedzy numerami weztéw w oddzielnym elemencie. Jednak w
pracy [47) zaklada si¢, ze struktura macierzy sztywnosci i mas moze by¢ dowolna
(niekoniecznie pasmowa).

Istnieja dwie mozliwosci okreslenia funkcji postaci [70]:

a) w postaci jawnej (np. q)(x, y) o, +a, X+0,y+...);

b) w postaci niejawnej (np. przy pomocy funkcji Hermita).

W naszym przypadku stosuje si¢ funkcje postaci jawnej.

Rozrdznia sig trzy sposoby przedstawienia macierzy sztywnosci i mas [57]:

a) utworzenie bezposrednich wyrazen dla energii potencjalnej i kinetycznej, przy
czym wspolczynnikami macierzy sztywnosci i mas sa wspotczynniki stojace przy
odpowiednich niewiadomych;

b) droga okreslenia stanow;

c) sposobem analitycznym.
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W naszym przypadku wykorzystano pierwszy i trzeci sposob.

Utworzenie globalnych macierzy mas i sztywnosci jest mozliwe przy zastosowaniu

teorii grafow [32], lub macierzy przejécia [A],. W tej pracy wykorzystano metode macierzy

przejscia, a zasada jej budowy zostala podana nizej.

(32]

6.2.

Przy rozwiazywaniu duzej liczby rownan stosuje si¢ metode Gaussa lub Choleckiego

. W tej pracy stosowano te dwie metody. Najbardziej efektywna okazata si¢ druga metoda.

Algorytm obliczen MES-u

Opiszemy algorytm rozwiazania problemu drgan gigtych plytek o ztozonym ksztalcie.
. W obszarze wypelnionym przez ksztaltt plytki wprowadzamy prostokatng siatke
(elementy skonczone) i okreslamy wspotrzedne weztow {xi , yi}‘

. Zadajemy w wezlach ES przemieszczenia w zaleznosci od wybranego modelu. W

oW oW
naszym przypadku jest to ugigcie normaine plyty i katy obrotu normalnej W, Px’ a_y .

. Aproksymujemy funkcj¢ przemieszczen normalnych sredniej plaszczyzny plyty wewnatrz

elementu skonczonego z numerem ( i )} wielomianu:
12
W(C, Tl, t)= Z‘P.(C, Tl) u.(t)y (621)
i=1

gdzie ‘Di(C, TI)= o, +a, L+, n+...

oW oW

. Okreslamy wspolczynniki o, (i=1+12) z warunku jednakowych W. 5% dy

z przemieszczeniami czterech wezléw ES.

5. Budujemy macierze pomocnicze: [C], [Q], {D], [¢].

. Odwracamy macierz [C] przy pomocy programu standardowego.

. Budujemy macierze [K(,]“) i M} wg wzoréw (6.1.22).

. Budujemy macierze przejScia od ukiadu lokalnego do globalnego (macierze
[A] G=1+N)).

. Tworzymy globalne macierze sztywnosci [K] i mas [ﬁ] ukladu (plytki) z
uwzglednieniem styku ES.
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10. Dokonujemy korekgji globalnych macierzy [K] i [ﬁ] z uwzglednieniem warunkow
brzegowych ptytki. Otrzymujemy macierze: [KG] i [MG]A

11. Otrzymujemy rownanie dla okreslenia cz¢stosci drgan wiasnych:

det {[KG][MG]" % [E]} =i (62.2)

12. Obliczamy czestosci drgan whasnych przy uzyciu metody Choleckiego lub Gaussa.
13. Okreslamy postacie drgan wg wzoru (6.1.7).

6.3. Model elementu skonczonego

W charakterze przykladu zastosowania algorytmu MES-u rozpatrzmy obliczenie
drgan gietych plytki przy jej podziale na 4 elementy skornczone. Niech plytka pochyla
zamocowana na sztywno wzdluz dwoch przeciwleglych stron i swobodna ze wzgledu na dwa
pozostale brzegi posiada wymiar 2axbx2h. Grubos¢ plytki jest stata (rys24 a).
Jako element skonczony wybierzmy ¢wiartke plytki (prostokat 1), o wspolrzednych:
(XiY15 X2, 25 X35 ¥ 55 X6, Ys6) -

Przemieszczenie dowolnego punktu wewnatrz MS w lokalnym ukladzie
wspotrzednych ma postaé (rys.24 b):

W(C, n, t) =@, U +Q,U, +...+ P Uy

gdzie (P;(C, n) sg funkcjami okreslajacymi postac ugigcia plytki (i =1+16, 13+ 18) ,a
u;(t) oznacza przemieszczenie weziow elementu.

Z rys.24 b wynika, ze dla elementu 1 mamy:
W(a,,by) =u,; W(a,,by)=u,; W(ay,b,)=u,;; W(a,,b,)=u,;

oW oW u oW oW
| =us | =ug | =uy o =us
x wT.l : x wT.2 ’ x wT.S . x wT.6 :
(6.3.1)
W oW oW oW
| =uy; | =us S| =wg S| Sues
67] wT.l ’ an wT.2 ¢ 0'] wT.5S " arl wT.6 "

¢, w tych weztach byly rowne 1, a w pozostalych -zero. Poniewaz element skonczony posiada
12 stopni swobody, to wyrazenie ogdlne dla ¢ przyjmiemy w postaci [70]:
q’(Cv Tl)= a, +(IZC+(13 n+a, CI +a5Cﬂ+ao n2 +a7gs +a, Cz 11+‘19Cﬂl i+

i : (6.3.2)
+a,n’ +a,Q n’ +u-nC2 n] .
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a) b)
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Rys. 24. 4™ elementowy model plytki (a) i element Argyrisa (b) -
- obliczenia z zastosowaniem MES.

a) b)
{Y q |
% 91 1 N BT o _ 1
it @ VI %1% T ),
ol _t o2 BT -1 -
T T Lot i
K I v —%1
ot —o L2
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Rys. 25. Modele plytki dla MES-u z jednym (a) i dwoma (b)
skladnikami niejednorodnosci.
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Aby okreslic dla kazdej wartosci ©, dowolne state o, nalezy rozwiaza¢ 12 ukladow
z 12-toma niewiadomymi.
Rozwiazujac te rownania przy pomocy programow standardowych otrzymujemy

wartosct @, i przemieszczenia dowolnego punktu wewnatrz elementu. W naszym przypadku

beda one mialy postac:
380 3¢n' 20n 24w’
@I:_Cn+ cn 36w 26m 260
agb, ab, agb, @b, a,b,
__&n &n
@: a,b, alb,’
on’ Cn )

37 ab, a‘,b2 ’

0 3C C C _En
*oa, aj ab T alb,’

a, a, aghb, a;bo,
Cn 28 &’
¢ a, aobo bz’

¢n 3n° 3¢'m 3¢n’ 20’ 28m
Pu=3be | b2 alb, abl bl  alb,
Cn+2c n &n
®u=%, T ab, alb,’

nl 3n2 +2T|3 2,n3 .

= - -+ s
#1557, Tagb, b agbl

(63.3)
_1_3C’+2C ¢n £+3C’n+3Cn’+ +2C’n e’
P16 = T T Tagb,  a) | alb, | agbl alb,  agb)’
c_2C tn & 26n &n
a, bo ao ab, alb,’
2 3 2 2 3
o n_Cn n+n+Cn _&n

a, b, by ab, agbg’
Podstawiajac W w wyrazeniu na energi¢ kinetyczng i potencjalna dla ptyt lub do

rownan (6.1.10) otrzymujemy wartosci [K ] [M ] Analogicznie wartosci [Ko]“)
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[MO]“) mozna otrzymac, wykorzystujac zwiazki (6.1.12). W tym przypadku koniecznym jest
zbudowanie macierzy pomocniczych [C], [Q], [D], [@] [70, 89]. W tabelach N1.34,35 podano
macierze sztywnosci i mas ES w postaci liczb dla rozpatrywanej ptytki z parametrami:
2a=65-10"m; 2b=3-10"m; 2h=1-10"m,
E=346-10"kPa; p=102-10"°; v=033.
Dla elementow skonczonych II, III i IV macierze mas i sztywnosci buduje si¢ w sposob

podobny.

6.4. Rezultaty badan drgan plytek o zlozonym ksztalcie przy

zastosowaniu MES

Analize drgan plytek o ztozonym ksztalcie rozpatrzymy na przykladzie obliczen
czestosci drgan wlasnych plytki z prostokatnymi otworami. Niech plytka prostokatna bedzie
ostabiona centralnie polozonym otworem o wymiarze 2a, x2b,. Rozpatrzmy przypadek
sztywnego mocowania plytki z dwoch przeciwleglych brzegow i dwoch pozostalych -
swobodnych. Podzielimy badang plytke na 9 prostokatnych elementow skoficzonych, jak to
pokazano na rys.25 a. Rzymskie cyfry na rys.25 okre$laja numer elementu skonczonego,
natomiast arabskie - numery weziéow. W tym przypadku bedziemy mieli 4 grupy elementow
skonczonych: A. Elementy I, II, VII, IX; B. Elementy IV, VI, C. Element V. Zbudujemy, jak
bylo pokazane w poprzednim paragrafie, macierze sztywnosci i mas elementéw skonczonych,
ktore dla kazdej z grup A - B bgda jednakowe. Dla elementu V, okreslajacego otwory,
macierze sztywnosci i mas bgda niezerowe. Biorac pod uwagg, ze w kazdym wezle ES mamy 3
stopnie swobody otrzymujemy dla catej konstrukcji ptytki 48 stopni swobody. Przejscie od
macierzy lokalnych do globalnych nastepuje wg wzoréw (6.1.16).

Dla obliczenia macierzy przejscia [Hi] wprowadzimy uogoélniony ukfad
wspotrzednych jak pokazano na rys.25.
W przypadku 4-ech elementow modelu (i = 4) moga one mie¢ postac:

6.4.1)
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Z postaci macierzy (6.2.2) widaé, ze macierze [Hi] maja wyrniary macierzy globalnych [f] i

[ﬁ] i skladaja si¢ z zer, za wyjatkiem tych wierszy i kolumn, ktore odpowiadaja weztom ES,
gdzie elementy macierzy sa réwne 1.

Po zbudowaniu macierzy podstawowych [—K‘-] i [ﬁ] w nowym ukladzie
wspdtrzednych nalezy uwzgledni¢ warunki brzegowe dla calej plytki. Rozpatrywana plytka jest
sztywno zamocowana z dwoich przeciwleglych brzegow i dlatego odpowiednie
przenumerowania 1, 2, 3,...,12 i 37, 38,...,48 sa rowne zeru. Wykreslajac odpowiednie
kolumny i wiersze w [E] i [H] otrzymujemy globalne macierze sztywnosci [KG] i mas
[MG] o wymiarach 24x24.

Czestosci drgan wlasnych sa okreslane z roéwnan (1.5.1.24).

Z tabeli 32 wida¢, ze pierwsze dwie wartosci czgstosci drgan wiasnych dla plytki
pochylej dostatecznie dokladnie okreslone sa przez model 4-ro elementowy. Bledy
oszacowania wynosza odpowiednio 3,1% i 1,6%. Wyzsze czestosci okreslane sa z bledem
powyzej 5,2%. Zaréwno 4- elementowe jak i 16- elementowe modele praktycznie w bardzo
niewielkim stopniu wplywaja na poprawienie dokiadnosci kilku pierwszych czestosci, ale
zmniejszaja bledy oszacowan odpowiednio 3-ech kolejnych czestosci do 5,2%.

Analogiczny przyklad byt dyskutowany w pracy [70] przy podziale plytki na 2 i 4
elementy skoriczone przy okreélaniu podstawowej czestosci drgan wihasnych.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze dla oszacowania pierwszych 5-ciu wartosci
czestosci drgan wlasnych pochylej plytki wystarczy wykorzysta¢ model 9-cio elementowy.
Prowadzi to do znacznego skrocenia czasu obliczen.

W charakterze przykladéw stosowania 9-cio i 16-to elementowego modelu do
obliczen ptytek z jedno- i dwuskladnikowa niejednorodnoscia w tabeli 36 podano przyklady
obliczent pierwszych pigciu wartosci czestosci drgan wlasnych i rezultaty badan metodami

eksperymentalnymi.
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Z tabeli 36 wynika, ze bledy obliczen przy pomocy MES nie przekraczajg 9% dla
pochylej plytki i plytki z otworami (kwadratowymi) do piatej czestosci i dia podstawowej
czestosci wszystkich badanych piytek. Inne wartosci czgstosci drgan wiasnych okreslane sg z
doktadnoscia do 10,9 +24%.

Metoda teoretyczno- doswiadczalna prowadzi w tym przypadku do wynikow
doktadniejszych. Bledy obliczen czestosci drgan wilasnych przy zastosowaniu tej metody nie
przekracza 10% +15%.

Na podstawie danych przytoczonych w tym rozdziale mozna wysnué nastgpujace
wnioski:

1. Synteza metody teoretyczno- eksperymentalnej z aparatem teorii eksperymentu
planowego pozwala na zbadanie klasy probleméw zwiazanych z drganiami plytek i
powlok i zwiazanych z pojawieniem si¢ w nich niejednorodnosci konstrukcyjnych.

2. Podano liniowe modele (zwiazki) prowadzace do oceny czestosci drgan wiasnych plytek
i powtok o dwoch, trzech i semisktadnikowych niejednorodnosciach,

Eksperymenty prowadza do wnioskow, Ze przy zastosowaniu otrzymanych zwiazkow
bledy obliczen nie przekraczaly 16%.

3. Otrzymane zwiazki pozwalaja na oszacowanie wplywu dowolnego skiadnika
niejednorodnosci (wigkszy wspolczynnik regresji odpowiada wigkszemu wplywowi) na
wartosci czgstosci drgan wiasnych plytki lub powloki.

Oprocz tego, znak tego wspolczynnika wskazuje na zwigkszenie (jesli +) lub
zmniejszenie (jesli -) wartosci czestosci drgan wiasnych, ze wzgledu na rozpatrywany
sktadnik niejednorodnosci.

4. Zastosowanie teorii planowego eksperymentu pozwala rowniez rozwiazywac problemy

optymalizacji konstrukcyjnie - niejednorodnych piytek i powlok.
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7. Wyniki badan eksperymentalnych drgan plytek i
powlok o zlozonym ksztalcie i stosowanych

w przyrzadach techniki elektronicznej

W tym rozdziale podane sa rezultaty badan eksperymentalnych drgan swobodnych i
wymuszonych plytek i powlok, stanowiacych elementy przyrzadow techniki elektronicznej
(PTE). Podane zostaly wartosci czestosci drgan wlasnych i amplitudy, oraz zbudowano dia

niektorych elementow charakterystyki amplitudowo- czestosciowe.

7.1. Obiekty analizy

Schematy badanych plytek i powlok podano na rys. 26 a, b. Z rys. 26 a wynika, ze
badane plytki posiadajg stala grubos¢ oraz prostokatne otwory, wyfrezowania na obrzezach
oraz lokalne mocowania. Plytki wykonane byly z molibdenu o nastgpujacych charakterystykach
mechanicznych:  E =3,46-10° kg/mm?; ©=102-10"kg/mm*®; v=033. Badanymi
powlokami (rys.31 b) byly zarowno walcowe (poz. VIII) jak i pochyle (poz. VII, IX).
Materialem powlok 1, 2 byl molibden, powloki 3 spawy typu DIT o nastgpujacych
charakterystykach mechanicznych: E = 0,6-10* kg/mm?; ¢ =2,6-10"°kg/mm’; v=1034.
Badane plytki i powloki posiadaly nastepujace wymiary i osobliwosci konstrukcyjne.

1. Plytka N1. Wymiary plytki 40x30 mm, grubo$¢ 0,2 mm. Mocowanie plytki w
przyrzadzie realizuje si¢ w 4-ech , punktach” o Srednicy 2 mm.

2. Plytka N2. Jest analogiczna do plytki N1, ale posiada defekty wyrobu w postaci braku
smarowania.

3. Plytka N3 posiada wymiary 4,8x1,6 mm, grubo$¢ 0,1 mm. Wymiary otworu
prostokatnego wynosza 0,4x5,8 mm. Mocowanie dwupunktowe. Fazki plytki pod katem
45° o0 wymiarach 0,5 mm.

4. Plytka N4 posiada wymiary 15,4x6,9 mm i grubo$¢ 0,3 mm. Wybrania materiatu
symetryczne z dwoch stron o wymiarach 2,2x5 mm. Prostopadle do najdluzszej strony w
odleglosci 0,25 mm od krawedzi znajduje si¢ 11 prostokatnych otworow o wymiarach

4x0,25 mm. Mocowanie plytki jest sztywne (spaw) wzdtuz krétszego boku.
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Rys. 26. Schematy badanych piyt i powlok.
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5. Plytka N6 posiada wymiary 15,4x6,9 mm i grubos¢ 0,3 mm. Wymiary prostokatnego
otworu centralnie polozonego wynosza 5,8x10,4 mm. Wymiary wybrania materialu
na krawedzi wynosza 5,8x1,8 mm. Mocowanie w wyrobie zrealizowane bylo w 4-ech
,.punktach” o wymiarze 2 mm.

6. Plytka N7 posiada wymiary 121x82 mm i grubo$¢ 0,3 mm. Centralnie polozone
wybrania materialu na krawedzi maja wymiary 40x28 mm. Plytka posiada trzy
prostokatne, symetrycznie rozlozone wzgledem srodka plytki otwory o wymiarach
5x48 mm kazdy. Mocowanie w wyrobie jest sztywne wzdhuz krotkich czesci piytki.
W badanych plytkach ,punktowe” mocowanie zrealizowano konstrukcyjnie przy
pomocy sztywnych ceramicznych pretow, wstawionych w otwory plytki i faczonych
poprzez nawgglanie. Srednica mocowania wynosi 2 mm.

7. Powloka N1 jest sferyczna pochyla powloka o srednicy 19 mm. Promien krzywizny
powloki jest rowny 100 mm. Srednica otworu centralnego wynosi 4 mm. Promien
symetrycznie polozonych (pod katem 120°) wybran materialu wynosi 25 mm.
Grubosé powtoki 0,2 mm. Mocowanie powloki w wyrobie jest sztywne.

8. Powloka N2 jest cylindryczng o srednicy zewnetrznej 10 mm i grubosci 0,1 mm.
Z jednej strony krawedZz powloki jest przymocowana na sztywno do masowe)
podstawy, a z drugiej strony mocowany jest segment sferyczny (R = 12mm) wygiety
w strong powloki i posiadajacy sztywno$¢ znacznie wyzsza niz sztywnos$¢ powloki
cylindrycznej. Dlugosc cylindrycznej powloki wynosi 15 mm.

9. Powloka N3 jest pochyla cylindryczng o wymiarach: promien 40 mm, wysokosé
60 mm, szerokos¢ 80 mm, dlugos¢ 250 mm. Grubosé powloki wynosi 1 mm.
Wyfrezowania materiatu sa jednakowe o wymiarach 30x20 mm.

Srednica otworu polozonego centralnie wynosi 40 mm. Mocowanie powloki w

wyrobie realizuje si¢ za pomoca srub M3 z kazdej strony.

7.2. Drgania swobodne

A. Plyty
Rezultaty badan drgan swobodnych niektorych plytek o zlozonym ksztalcie podano w

tabeli 33, w ktorej, podobnie jak w przypadkach poprzednich, oznaczono czestosci drgan

wiasnych i odpowiadajace im postacie drgan.
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Tabela 33.

WARTOSCI CZESTOSCI I POSTACI DRGAN ELEMENTOW PTE.
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Z analizy tabeli wynika, ze dla roznych PTE wystepujg rozne postacie drgan. Np. dla plytki N3
zarejestrowano tylko 2 postacie drgan o 2 i 3 liniach wezlowych, przy czym dwie z nich
przechodza przez ,punkt” mocowania. Czestosci drgan wihasnych odpowiednio wynosza:
5401 Hz i 7050 Hz. Czgstosci te sa bliskie czgstosciom drgan postaci pochylej plytki.

Pierwsze dwie pozycje tabeli (ptytka N1) wskazuja, jak mozna przy pomocy
zarejestrowanych postaci drgan znalezé ,defekt” (odchylke) w konstrukcji badanej plytki. Np.
pozycja 2 odroznia si¢ od pozycji 1 tym, ze w tym przypadku bylo stabsze mocowanie w
jednym z , punktow” co doprowadzito (jak widac z tabeli) od obnizenia wartosci czestosci
drgan wlasnych, do pojawienia si¢ nowych postaci drgan (poz. 2.2, 2.4), do wykrzywienia linii
wezlowych. Poréwnanie pozycji 4 i 5 wskazuje na istotny wplyw istnienia szeregu
prostokatnych otworéw (szczelin) na spektrum postaci drgan plytki. Z przeprowadzonego
porownania widac, ze wartosci czgstosci drgan wlasnych plytki z otworem sq wyzsze, niz w
plytce bez otworu. Linie weztowe takze roznig si¢ znacznie, szczegdlnie w obszarze wyzszych
harmonicznych. W przypadku plytek N3 powstaje jakby wezlowa powierzchnia, ktora ulegata
niewielkim zmianom od przedzialu czestosci (2-iej, 3-ej, 4-¢j i 5-¢j postaci), przemieszczajac
si¢ wzdluz powierzchni plytki i tylko przy bardziej wysokich czgstosciach znowu przybiera
ksztalt linii zakrzywionej. W plytce pochylej (bez szczelin) linie wegztowe pozostaja liniami w
calym przedziale zmian oprocz postaci drugiej i trzeciej.

Pomijajac stosunkowo znaczng zlozono$¢ ksztattu plytki N7 jej postacie drgan
nieznacznie roznia sie od plytki N1. Osobliwoscig postaci drgan sa drgania (rézne) jej czesci w
miejscach gwaltownej zmiany ksztattu i na wyzszych harmonicznych.

Widmo czgstoéci drgan wiasnych dla badanych plytek zostalo podane na rys.27.
Z rysunku tego wynika, ze dla kazdej z plytek moina znalez¢ podprzedzialy czestosci drgan,
wolne od zjawisk rezonansowych i wskaza¢ na mozliwosci stosowania ptytek w konkretnych
wyrobach. Np. dla plytki N1 mozma zarekomendowaé, ze wzgledu na brak czestosci
rezonansowych w rezimie pracy, podprzedziat Af od 0 do 1000 Hz. Podobne wnioski mozna
wyciagna¢ i dla pozostatych badanych plytek.

Z analizy obszaréw mozliwego zastosowania plytek mozna wyciagna¢ wniosek, ze
plytka o najwigkszej sztywnosci jest plytka N2, a najbardziej podatna jest plytka N4 (moze ona
by¢ zalecana przy stosowaniu tylko w przedziale czgstosci do 1000 Hz).

118



Wyniki badan eksperymentalnych drgan plytek i powlok o zlozonym kszialcie ...

A, RN
5]
3. ; o e
4: l l La Py f‘/f' (2N.]
siA 2 3 y 3
; I 1 1 A Sk 3

1 ) 3 y 5
3
2-
11 [ 2 ﬁ/ﬁ o O
544 2 3 q 5
1
11 | § L
By 2 3 ] 5
3] :
1] l L 1 fit%, ﬁ']
s A 2 3 7 5
2 Il i Kl
Ry 2 3 7 5
9] | | 4, SliE
A 2 3 L] 5
4 A
2 | | %,
éiA 2 3 L] 5 |
o
2] Jf-/f,EE §
s: A'"“ﬂ 2 5 " 5
=2
2] 1 1 zil

2 3 y 3

Rys. 27. Czgstosci drgan wlasnych elementéw PTE.
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B. Powloki

Wyniki badan drgan powlok podano w tabeli 33 (poz. VII - 1X). Wynika z niej, ze
zbior zarejestrowanych postaci drgan jest znacznie mniejszy niz w przypadku plytek, przy
czym wartos¢ czestosci drgan dwoch pierwszych powlok jest znacznie wyzsza od elementow
wykonanych z plytek. Pochyta powloka cylindryczna, posiadajaca znaczne (w porownaniu z
pozostalymi wymiarami PTE) wymiary gabarytowe, posiada pierwsza czgstos¢ drgan rowna
1800 Hz. Postacie drgan powloki N2 sa bliskie postaciom drgan belki typu konsoli. Bardziej
Zozone postacie byly obserwowane w przypadku powloki N3, i one moga byé porownane do
przeprowadzonych wczesniej badan (7.2 i 7.3). Widmo czgstoscei drgan badanych powdok,
pokazane na rys.27 wskazuje, ze najwigksza odchytka pomiedzy czestosciami drgan wiasnych
zachodzi (u wszystkich powlok) dla pierwszej i drugiej czestosci. Pierwsze dwie powloki moga
by¢ wykorzystane w gotowych wyrobach w przedziale 0 + 2500 Hz, a trzecia w przedziale od
0 do 1500 Hz.

7.3. Drgania wymuszone

W celu podijecia koncowej decyzji odnosnie zastosowan badanych elementow PTE w
konstrukcjach nalezy dysponowa¢ informacja dotyczaca rozkladu amplitud drgan (wygiec)
plytek i powlok przy czestosciach rezonansowych i ich charakterystyk amplitudowo-
czestotliwosciowych. Rozpatrzmy to zagadnienie bardziej szczegoétowo.

Rozkiad linii rownych amplitud byl podany wczesniej w tabelach przy badaniu drgan
swobodnych, dlatego dalej bedziemy rozpatrywaé tylko maksymalne wartosci amplitud drgan
elementow przy okreslonych wymuszeniach zewng¢trznych. Obcigzenia dynamiczne dziatajace
na badane elementy byly przekazywane poprzez ;niejsca ich mocowania, tj. kinematycznie.
Wielkos¢ obcigzenia byla okreslana poprzez zadawane przyspieszenie wzbudnika. Dla
ulatwienia budowy charakterystyk amplitudowo- czestotliwosciowych obciazenia byly
przeliczane na postaé¢ amplitudy wymuszenia wg wzoru:

2507,
= o

(73.1)

gdzie J, i f. sa wielkoscia przyspieszenia i czgstotliwoscia wibracji sinusoidalnej, a A jest

amplituda drgan (w mm).
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Tabela 34.
WARTOSCI AMPLITUD DRGAN WYMUSZONYCH ELEMENTOW PTE.
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Dla plytek wartosci maksymalnych amplitud i odpowiadajace im amplitudy
wymuszenia podano w tabeli 34 dla dwoch pierwszych czestosci drgan wlasnych. Na
schematach plytek zaznaczono punkty (1, 2, 3) posiadajace maksymalne wartosci amplitud (dla
danej czestosci). W celu porownania otrzymanych rezultatow w tabeli podano wartosci

wspotczynnikow dynamicznosci (K, ) wyliczanych poprzez wzor:
B sk, (13.2)

gdzie Ag, Aw s3 amplitudami drgan elementu i wzbudzenia na danej czgstotliwosci.
Z tabeli wynika, ze najwickszy wspolczynnik dynamicznosci posiada ptytka N2 (bez otworu), a
w szczegolnosci na drugiej czgstosci drgar'l wiasnych (K, = 57).

Plytka z wyfrezowaniami i otworem (N2) posiada wspolczynnik K, dwa razy
mniejszy. Najmniejszy wspotczynnik K, posiada plytka N1 (dla drugiej czgstosci) i rowny 9,7.

Z przedstawionych rezultatdéw wynika, ze podczas rezonansoéw plytki sa intensywnie
wzbudzane, co $wiadczy o malym dekremencie thumienia drgan.

Na rys.28 podano charakterystyki A-CZ (amplitudowo- czestotliwosciowe) dla ptytek
N1-1I,2-1II, 3 - V dla dwoch pierwszych czestosci drgan wlasnych: linig ciagla zaznaczono
charakterystyki A-CZ przy przej$ciu czestosci od wartosci mniejszych do wigkszych, a linig
przerywana - na odwrot.

Z rys.28 wynika, ze charakterystyki A-CZ plytek sa liniowe dla pierwszych dwoch
czestosci. Analogiczne charakterystyki otrzymuje si¢ rowniez dla innych ptytek.

W tabeli 34 podano maksymalne wartosci amplitud dla badania powlok. Z tabeli
wynika, ze najwigkszy wspolczynnik wzmocnienia drgan powloki N1 jest rowny 105
(odpowiada to czgstosci podstawowej). W przypadku drugiej powloki K, nie przekracza 6,4.
Powloka N3 ma K,= 10. W celu zbudowania charakterystyki A-CZ powlok okreslano
wartosci amplitud drgan w punkcie 1 i w przedziale czestotliwosci.

Na rys.29 podano charakterystyke A-CZ dla powlok N 1-VII, 2-IX. Z tego rysunku
wynika, ze i w przypadku powloki charakterystyki te sg liniowe.

Z analizy wynikéw badan drgan wymuszonych powlok wynika, ze pierwsze dwie
powloki mogg by¢ stosowane w wyrobach w rezimach czestotliwosciowych do 10 kHz.

Powloka N3 moze byé stosowana w przedziale do 1800 Hz. Jednakze biorac pod
uwage, ze powloka N3 jest tylko ,kozuchem” wyrobu i na efektywnos¢ tego wyrobu wplywa

nieznacznie, mozna zalecic stosowanie jej w bardziej szerokim przedziale czgstotliwosci.
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Rys. 28. Charakterystyki amplitudowo - czgstosciowe plytek (1-P, 2-S, 3-U z rys.23)
dia pierwszej (a) i drugiej (b) czestosci drgan wlasnych.

a) b)

Rys. 29. Charakterystyki amplitudowo - czgstosciowe (1-UP, 2-IX z rys.23)
dla pierwszej (a) i drugiej (b) czestosci drgan wiasnych.
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7.4. Poréwnanie stosowanych metod

Porownanie stosowanych metod bedzie przeprowadzone w stosunku do otrzymanych
rezultatow eksperymentu. Metody eksperymentalne byly testowane na konstrukcjach dobrze
zbadanych w mechanice cial sprezystych - dotyczyly okragtych pochytych plytek.

Rozpatrzmy niektore przyklady oszacowan czestosci drgan wlasnych piytek i powlok.
Przykiad N1,

Oszacujmy czesto$¢ drgan wilasnych plytki II z rys.26. W tym przypadku mamy:
x1 = 0,143, x; = 0,4. Wartoéci funkcji niejednorodnoséci dla pierwszych 3 czestosci i dla
podanych wartosci x; i x: wynosza [57]:

y,, = 1,007 dla pierwszej czgstosci, v,, = 1,099 dla drugiej czestosci; y,; = 1,260 dla
trzeciej czestosci. Po obliczeniach otrzymujemy f, =1786 Hz; f, =2246 Hz; f, = 3806 Hz.
Bledy w porownaniu do eksperymentu wynosza odpowiednio: 6,7 %; 3,5% i 3 %.
Przyklad N2.

Rozpatrzmy schemat obliczeniowy plytki N V z rys.26 pokazany na rys.30.

L
g

Rys. 30. Schemat obliczeniowy z przykladu N2.

W tym przypadku mamy: x, =0,30; x, =0,31; x,=0,62. Na podstawie zwiazkow [58]
znajdujemy dla 3" wartosci czestosci drgan wlasnych w;, =0,98; wy,;, =031,

v, =0,93+0,127x, +0,097x, +0,067x, = 1,04 Nastepnie znajdujemy wartosci czgstosci,
ktore wynosza: 2870 Hz, 4434 Hz i 6298 Hz. Bledy ich okreslenia wynosza 11%, 12% i 6%.

Przykiad N3.

Rozpatrzmy schemat obliczeniowy powloki N IX z rys26, pokazany na rys.31. W tym
przypadku x'z’c =02; x;'° =05.

Dla powloki pochylej na podstawie [18] otrzymujemy nastepujace wartosci trzech pierwszych
czestosci: f, = 1680 Hz, f, = 4100 Hz;, f, =5260 Hz. Wartosci funkcji niejednorodnosci dla

pierwszych trzech czgstosci beda nastepujace [58]: wy, = 1,067, w;, =0836; w,, =0848.
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Rys. 31. Schemat obliczeniowy z przykladu N3.
Nastgpnie wyznaczamy wartosci czestosci  drgan  wiasnych powloki konstrukcyjnie
niejednorodne;j, ktore wynosza: f, = 1574 Hz, f, = 3418 Hz; f, = 4386 Hz. Bledy okreslania

tych czgstotliwosci wynosza 16 %; 10,5% 1 6 %.

Metoda elementow skonczonych dla przykladow 1 i 2 prowadzi do blgdow dla
pierwszych trzech czestotliwosci rzedu 15 +20%. A zatem metoda TEM jest bardziej dokiadna
niz MES (w przypadku badanych modeli).

Przeprowadzone badania pozwalaja na wyciagniecie nast¢pujacych wnioskow:

1. Badane plytki i powloki o zlozonym ksztalcie posiadaja czestotliwosci drgan wiasnych w
przedziale 10° + 10* Hz. Wspolczynnik wzmocnienia dynamicznego wynosit od 5 do
100.

2. Charakterystyki amplitudowo- czestotliwosciowe plytek i powlok elementow sg bliskie
linlowym.

3. Wartosci logarytmicznych dekrementow tlumienia s3 male.

4. Przeprowadzone badania pozwolily okresli¢ obszary stosowalnosici elementow PTE w

konkretnych wyrobach przemystowych.

5. Z poréwnania stosowanych metod (TEM i MES) wynika, ze najwigksza dokladnosé
przy oszacowaniu widma czestotliwosci drgan zapewnia metoda teoretyczno-
eksperymentalna zarowno w przypadku jedno- jak i wieloskiadnikowej konstrukcyjnej
niejednorodnosci. Bledy oszacowan nie przekraczaja 16% (dla piytek 12%, a dla powlok
16%).
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8. Zakonczenie i wnioski

Podane rezultaty badan drgan gietnych ptyt i powlok o zlozonym ksztalcie pozwalaja
na wyciagniecie nastepujacych wnioskow:

I. Przedstawiona w tej pracy klasyfikacja konstrukcji ptytek i malych powlok o
Zlozonym ksztalcie z uwzglednieniem konstrukcyjnej niejednorodnosci pozwala na
prowadzenie systematycznej analizy ze wzgledu na niektore skladniki oraz na pewne
uogolnienia w celu otrzymania jednej spojnej teorii dotyczacej konstrukcyjnej
niejednorodnosci.

IL. Zastosowanie teorii planowego eksperymentu w metodzie teoretyczno-
eksperymentalnej badan drgan z jednosktadnikowa niejednorodnosciq pozwala uogolni¢ te
teoric na uklady mechaniczne (konstrukcje) z niejednorodnoscia wieloskladnikows.
Zastosowanie liniowego modelu planowania eksperymentu doprowadzito do okreslenia funkcji
niejednorodnosci \u,‘p(x,,xl,...,x,) dla szeregu waznych w sensie teoretycznym i
praktycznym nowych zadan drgan ciat sprezystych. Otrzymane zwiazki daja dobre rezultaty
dotyczace oceny czestosci drgan przy dwu-, troj- i wielosktadnikowej niejednorodnosci. Bledy
aproksymacji (maksymalne) dla pierwszych trzech wartosci czestosci drgan wiasnych nie
przekraczaja 16%.

II1. Dokonano analizy wplywu jednoskiadnikowych niejednorodnosci
konstrukcyjnych (otwory, wybrania materialu, niejednorodnos¢ mocowania) na widmo

czestosci drgan wiasnych:

A. Plytka

1. Otwory okragle i prostokatne typu PP podnosza wartosci czgstosci drgan
whasnych przy nastgpujacych niejednorodnosciach: x, >04; x, 20,15 do 40%.
Wybrania materialu poétokraglte i typu PP rowniez podwyzszaja czestosci drgan
wlasnych przy x, 2 0,5; x, 20,6 do 20%.
Zaleznos¢ funkcji y,, od tych parametrow jest typu parabolicznego.

2. Otwory typu PR, zmniejszaja sztywnos¢ mocowania zmniejszajac wartosci

czestosci drgan wiasnych przy wartosciach parametrow niejednorodnosci x, < 0,33;
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x, 2015 do 50%. Najwigksze obnizenie czestosci jest realizowane poprzez

niejednorodnos¢ mocowania.

B. Powloka

1. Otwory okragle i prostokatne typu PR podnosza wartosci czgstosci drgan
wlasnych przy nastepujacych parametrach niejednorodnosci: x2° > 0,6, x3° >0.3
do 20%. Wyfrezowania na obwodzie o parametrach x!® >06; x° >04
podwyzszaja czestosci drgan wiasnych nieco mniej (przykiadowo o 10%).

2. Otwory typu PP, wyfrezowania i niejednorodnosci mocowania obnizaja wartosci

czestosci drgan wlasnych przy xfo 20,3, x‘,’c 20,67, x','o 20,4 ook. 20 +30 %.

IV. Przy badaniu wplywu jednoskiadnikowej niejednorodnosci na postacie drgan
pokazano, ze przy duzych otworach w plytkach dla x, >0,8; x, >0,6 zachodzi ,laczenie”
bliskich postaci drgan (pierwszej, drugiej, trzeciej i czwartej), co prowadzi do zblizenia
czestosci drgan wlasnych tych postaci. ,}Paczenie” zaczyna si¢ z poczatku na wyzszych
harmonicznych, a potem zachodzi na nizszych czestosciach i moga by¢ obserwowane drgania
oddzielnych czgsci plytki.

V. Analizowane kombinacje wieloskladnikowej niejednorodnosci W sposob
nastepujacy wplywaja na czestosci drgan wiasnych i postacie drgan.

1. Wartosci czestosci drgan wilasnych plytek dla dwu-, troj- i wieloskiadnikowej
niejednorodnosci podnosza sie odpowiednio o 10,2 % i 30 %.

2. Czestosci drgan wlasnych powlok rowniez si¢ podnosza, chociaz mniej
intensywnie: o 8%, 10% i 20%.

3. Postacie drgan plytek i powlok z wieloskiadnikowa niejednorodnoscia w sposob
znaczny roznia si¢ od postaci drgan plytek i powlok pochylych.

VI. Biedy oszacowania widma czestosci drgan wiasnych plytek o ztozonym ksztalcie
PTE dla rozpatrywanych modeli s3 wyzsze (szczegolnie dla wyzszych postaci) niz w metodzie
teoretyczno- eksperymentalnej o ok. 40% + 50%.

VIL. W wyniku analizy badan eksperymentalnych ustalono, ze charakterystyki
amplitudowo- czgstotliwosciowe elementow PTE sa podobne do takich charakterystyk w
liniowych ukiadach mechanicznych. Wspélczynniki wzmocnienia dynamicznego zmienialy si¢
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w przedzialach 5,62 + 106, co utwierdza w przekonaniu o matych wartosciach dekrementu

logarytmicznego ttumienia (bliskich dekrementom materiatowym).

Wyniki badan elementow PTE pozwolity na wskazanie mozliwych dziedzin stosowania w
konkretnych wyrobach.

VIIL. Podane w pracy zwiazki i zaleznosci okreslajace wplyw skiadnikow
niejednorodnosci jedno- 1 wieloskladnikowych na czestosci drgan plytek i pochylych powlok

moga byc zalecane przy konstruowaniu i ocenie niezawodnosci konstrukcji.

IX. Bezkontaktowosé, wysoka czutos¢ i male bledy pomiarow (1% ze wzgledu na
czestotliwosé i@ 10% + 12% ze wzgledu na amplitude), mozliwosé wzbudzania postaci i
amplitud drgan na calej powierzchni badanego obiektu powoduja, ze stosowane metody

laserowe sa efektywnym srodkiem do badaf dynamiki plytek i powlok.
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