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Przedmowa

Niniejsza praca przeznaczona jest dla studentów Wydziałów Mechanicznych IV
roku o specjalnościach „Robotyka", „Mechanika Stosowana", „Biomechanika"
oraz dla uczestników studiów doktoranckich prowadzących do nadania stopnia
doktora nauk technicznych o kierunku „Mechanika" i „Budowa i Eksploatacja
Maszyn". Może ona również stanowić uzupełnienie wiadomości dla studentów
III roku Wydziałów Mechanicznych i Wydziałów Matematyki Stosowanej i Fi-
zyki Technicznej wyższych uczelni technicznych z przedmiotu poświęconego te-
orii drgań.

W zamierzeniu podręcznik powinien umożliwić łatwe przejście od metod
matematycznych prezentowanych na wydziałach technicznych wyższych uczelni
z przedmiotu matematyka, a w szczególności teorii równań różniczkowych zwy-
czajnych, do zastosowań w układach dynamicznych w szeroko rozumianej me-
chanice.

Z drugiej strony umożliwia on również studentom (czy badaczom) mocniej
zaawansowanych toretycznie (chodzi tu np. o wydziały Matematyki Stosowanej
i Fizyki Technicznej) łatwiejs/.e przyswojenie materiału prowadzącego od teorii
do zastosowań w mechanice.

Autor





Rozdział 1

Wprowadzenie

Obecnie bardzo trudno sobie wyobrazić rozwój wielu dziedzin nauki bez zna-
jomości teorii równań różniczkowych. Teoretyczne osiągnięcia związane z roz-
wojem teorii równań różniczkowych w sposób znaczący wpłynęły na rozwój
takich nauk jak fizyka, biologia, chemia, socjologia, ekonomia, mechanika i
wiele innych. Istnieje wiele kierunków rozwoju współczesnych teorii równań
różniczkowych oraz różne metody ich nauczania w zależności od potrzeb uwa-
runkowanych kręgiem odbiorców. W tej pracy zdecydowano się na wybiórcze
podejście do teorii równań różniczkowych ukierunkowane na ich zastosowania
w mechanice i dynamice maszyn. Najpierw, w kilku pierwszych rozdziałach
zostaną przedstawione niezbędne wiadomości wstępne, definicje i twierdzenia,
a dalsza część tej małej monografii dotyczy zastosowań wprowadzonych pojęć w
mechanice, głównie reprezentowanej przez teorię drgań. W pracy ograniczono
się do rozważań dotyczących równań różniczkowych zwyczajnych opisujący cli
procesy w układach deterministycznych. Została więc pominięta bardzo szeroka
klasa równań różniczkowych cząstkowych.

Jeśli obserwowane są ewolucyjne procesy zachodzące w rozpatrywanym ukła-
dzie opisane poprzez nieznaną funkcję i udaje się określić zależność (lub zale/-
zności) pomiędzy tą funkcją a jej pochodną (lub pochodnymi), to związek taki
nosi nazwę równania różniczkowego. Jednak aby jednoznacznie określić ewolu-
cję interesującego nas procesu należy dodatkowo określić warunki początkowe.
W przeciwnym razie zadanie jest nieokreślone i posiada nieskończenie wiele
rozwiązań.

Obecnie przedstawimy interpretację równań różniczkowych poprzez pry-
zmat rozwoju teorii układów dynamicznych. Rozpatrzmy równanie o postaci

i = F(x) , (1.1)



1. Wprowadzenie

przy czym prawa strona tego równania jest określona, ciągła i spełnia waru-
nek Lipschitza w pewnym obszarze n-wymiarowej przestrzeni Euklidesa. Przy
takich założeniach, biorąc pod uwagę warunek początkowy x(t0) — x0, istnieje
jedno rozwiązanie x(i, x<j) układu (1-1) i takie, że x[tQ,x0) = x0. Rozwiązanie
x(t, Xo) dla ustalonych x<> będziemy nazywać ruchem, bo zmienia się położenie
punktu startującego z XQ W czasie. Natomiast zbiór {x(t, Xo), t € (TL,T+)}
będziemy nazywać łukiem trajektorii ruchu. Jeśli T_ = — <x> i T+ — +00, to
wówczas ruch nazywać będziemy trajektorią i oznaczamy ją jako x(t, xo;R),
gdzie R oznacza zbiór liczb rzeczywistych. Zbiór {x(t,xo),t £ [to,-ł-oc)}
będziemy nazywać dodatnią półtrajektorią ruchu, natomiast zbiór {x(t, x<>), t G
(—00, to] } będziemy nazywać ujemną półtrajektorią ruchu. Zbiór złożony z tra-
jektorii nazywać będziemy zbiorem niezmienniczym układu (1.1).

Dla każdej wartości punktu x poprzez funkcję F(x) określona jest prędkość ż
w tym punkcie. Jeśli rozważyć wiele takich punktów, lub inaczej potok fazowych
punktów, to funkcja F(x) będzie określać prędkość tego potoku.

! i 4>t-t

Rys. 1.1. Poglądowe przedstawienie działania operatora ewolucji dla z 6 R2
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1. Wprowadzenie

Rozwiązanie i(t,x0) określa ewolucję punktu x, który w chwili f0 był w
miejscu io. Operatorem ewolucji będziemy nazywać funkcję $ t ) która przepro-
wadza punkt x0 w czasie t wzdłuż krzywej całkowej równania (1.1). W sposób
przeglądowy można to wyjaśnić na przykładzie równania

^ = Cx, i G R 1 (1.2)
ot

przy czym x(to) = x0. Jego rozwiązaniem jest krzywa

x{t) = xoexp(C{t-to)), (1.3)

a w tym przypadku operator ewolucji wynosi

*t(*o) - «o exp(C(t -10)) - (1.4)

Operator ewolucji posiada następujące własności:

* r + t (x) = * r ( * t ( * ) ) , r.tGR, (1.5)
**(•-*(*)) = *_ t(* ł(x)) = * o ( x ) = x , (1.6)

* t - ' = *-t- (1.7)

Obecnie podamy kilka podstawowych definicji. Rzędem równania różniczko-
wego będziemy nazywać rząd najwyższej pochodnej występującej w tym równa-
niu. Natomiast stopniem równania różniczkowego nazywamy najwyższy wykład-
nik potęgi pochodnej najwyższego rzędu. Dla przykładu rozważmy równanie

Powyższe równanie jest rzędu czwartego, a stopnia drugiego.
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Rozdział 2

Równania różniczkowe rzędu pierwszego

2.1 Wprowadzenie

Poniżej podano ogólną postać równania różniczkowego rzędu pierwszego

°* (2.1)

W przypadku gdy powyższe równanie daje się rozwiązać ze względu na
pierwszą pochodną, to równanie (2.1) przyjmie postać

f -/(*,»). (2-2)
Równanie (2.2) może być przedstawione jako szczególny przypadek, postaci
równoważnej

O, (2.3)

z którego otrzymujemy

Rozwiązaniem równania różniczkowego w pewnym przedziale / będziemy
nazywać funkcję różniczkowalną z = tp(t) taką, że po jej podstawieniu do jed-
nego z powyższych postaci równań, przechodzi ono w tożsamość.

Jeśli np. równanie (2.2) spełnia funkcja ip, (t, x, C), to mówimy o rozwiązaniu
(całce) w postaci uwikłanej i jest to rozwiązanie ogólne. Dla konkretnego wa-
runku początkowego rozwiązanie to przechodzi w rozwiązanie szczególne (całkę
szczególną).



2. Równania różniczkowe rzędu pierwszego

Geometrycznie rozwiązaniu ogólnemu odpowiada potok fazowy, z którego
dla konkretnej wartości stałej C określonej przez warunki początkowe wybie-
ramy pewną krzywą całkową.

Zagadnienie polegające na znajdowaniu rozwiązania i = <p(t) spełniającego
warunek początkowy <p(t0) — i 0 nazywamy zagadnieniem Cauchy'ego.

Przez dowolny punkt krzywej całkowej możemy poprowadzić prostą, która
jest nachylona do osi odciętych pod kątem arctg (f(t, x)). Równanie różnicz-
kowe określa wiec zbiór kierunków stycznych. Poprzez przyporządkowanie każ-
demu z kierunków strzałki możemy wyznaczyć pole kierunków równania różnicz-
kowego.

Często w zagadnieniach praktycznych istnieje potrzeba wyznaczenia zbioru
punktów ekstremalnych równania (2.2). Jeśli rozwiązanie jawne x = <p(t)
spełnia (2.2), to wówczas w punkcie ekstremalnym mamy

^ = / (* ,¥>«) = 0 , (2.5)

czyli, że zbiór punktów będących ekstremalni wyraża się równaniem

/(*,*) = 0 . (2.6)

Niech to będzie odciętą ekstremum, to wówczas jeśli ip"(t0) > 0 mamy do czy-
nienia z minimum, a jeśli <p"(to) < 0, to t0 jest odciętą maksimum. Z drugiej
strony

Z powyższych rozważań wynika, że zbiór punktów minimalnych określony jest
warunkami

/(*,*) = 0,

^ ^ > 0, (2.8)

natomiast maksima określone są warunkami

/(«,*) - o,
^ < o. c m

Jeśli prawa strona równania (2.2) ma postać
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2.1 Wprowadzenie

(2.10)

to równanie (2.2) będziemy nazywać równaniem o rozdzielonych zmiennych.
Jeśli dla pewnego XQ zachodzi fz(x0) = 0, to funkcja x = x0 jest rozwiązaniem
(2.2) z prawą stroną (2.10). Inne rozwiązania takiego równania, dla których
fi{x) / 0 spełniają związek

c ' ( 2 U )

gdzie C jest pewną stałą.

Twierdzenie 1

Niech funkcje /](r) i /j(x) będą określone i różniczkowalne w okolicach t =
to i x = xo, przy czym /a(xo) ^ 0. W<5wczas rozwiązanie równania (2.2) z
prawą stroną (2.10) i z warunkiem początkowym y>(<o) — xo istnieje w pewnym
obszarze punktu t = to, jest jednoznaczne i spełnia warunki

W przypadku, kiedy prawa strona równania (2.2) nie zależy od czasu, czyli
f[t,x) = /(x), to każdemu punktowi z z obszaru określoności funkcji f[x)
można przyporządkować wektor o długości |/(x)| i kierunku zgodnym z osią Ox
dla f(x) > 0, i przeciwnym do niego jeśli f(x) < 0. Zbiór takich wektorów
stanowi pole wektorowe. Punkty, w których takie kierunki są nieokreślone na-
zywamy punktami osobliwymi lub położeniami równowagi pola wektorowego i
wyznacza się je z równania /(z) = 0.

Przykład 2.1

Znaleźć rozwiązanie równania

(2.13)
ot

Dokonajmy podstawienia

z = x-3t-2, (2.14)

a wówczas różniczkując (2.13) względem t mamy

15



2. Równania różniczkowe rzędu pierwszego

czyli

f | + z + 3 = 0. (2.16)

Jednym z rozwiązań równania (2.16) jest z = —3, a pozostałe są określone z równania

które po scałkowaniu prowadzi do postaci

ln|z + 3 | + t = l n C 0 . (2.18)

Z równania (2.18) otrzymujemy

\z + 3| = Coe-* i Co > 0 . (2.19)

Ponieważ rozwiązanie z = - 3 otrzymujemy z (2.19) jeśli Co = 0, wobec tego możemy
wprowadzić nową stałą C e R i rozwiązanie będzie.miało postać x — 3t — 2 = — 3 + Ce~*.
co po przekształceniu prowadzi do rozwiązania x = Zt - 1 4- Ce~*.

Okazuje się, że generalnie nie ma metody ogólnej układania równań różnicz-
kowych opisujących ewolucję badanego procesu lub zależności pomiędzy pew-
nymi wielkościami tego procesu. Można jednak wskazać na pewną ogólną meto-
dykę postępowania. Niech x = x(t) będzie poszukiwaną zależnością. Przy małej
zmianie At mamy przyrost x(t+At) — x(t), który będzie zależał od parametrów
układu. Po podzieleniu stronami przez At i rozważeniu przypadku granicznego
At —• 0 otrzymamy po lewej stronie pochodną dx/dt.

Przykład 2.2

Rozpatrzmy dynamikę układu przedstawionego na rys. 2.1. Może on modelować proste
układy mechaniczne z pomijalnie małą masą i o jednej możliwości ruchu (w tym przypadku
tylko w kierunku pionowym).

W położeniu równowagi dynamicznej mamy

Ą = fcc0 , (2.20)

przy czym Ą i xo są wartościami odpowiednio siły i ugięcia w stanie równowagi. Niech ten
stan równowagi zostanie zaburzony poprzez zmianę wartości Po, wówczas

P «
z = zo + Ax. (2.21)

Po zaburzeniu stanu równowagi pojawi się siła tłumiąca i równanie równowagi dynamicznej
przyjmie postać

16



2.1 Wprowadzenie

Rys. 2.1. Schemat układu mechanicznego posiadającego sztywność o współczynniku k
i tłumienie u współczynniku ze stałym obciążeniem P

17



2. Równania różniczkowe rzędu pierwszego

P = cx + kx. (2.22)

Jeśli będziemy lokalnie rozpatrywać dynamikę wokół punktów Po i xo, to po podstawieniu
(2.21) do (2.22) otrzymujemy

) (2.23)c 1 ot

co po uwzględnieniu (2.20) prowadzi do równania

AP = c ^ + JfcA* . (2.24)
ot

Stopień ogólności w zastosowanisch. takiego równania znacznie się zwiększa po wpro-
wadzeniu wielkości bezwymiarowych

Wówczas równanie przyjmie postać

T ^ - = kY - X , (2.26)

gdzie: T = |, a = ^ . W teorii automatyki równanie (2.26) opisuje człony inercyjne o
stałej czasowej T.

Obecnie ropztrzymy przykład gdy w układzie pojawiają się zależności nieli-
niowe.

Przykład 2.3

Rozpatrzmy układ hydrauliczny przedstawiony na rys. 2.2. Do zbiornika wpływa i wypływa
woda i należy wyznaczyć dynamikę zmian położenia zwierciadła cieczy, przy czym Fo ozna-
cza pole przekroju otworu odpływowego, F jest polem przekroju zbiornika, a jest współczyn-
nikiem uwzględniającym opory przepływu, a g jest przyspieszeniem ziemskim.

Podobnie jak w poprzednim przypadku zaczniemy od napisania równania statycznego
o postaci

Qdu = Qwu . (2.27)

gdzie Qdu • Qu>u **. wartościami natężeń przepływu na wlocie i wylocie zbiornika w stanie
ustalonym. Zgodnie z prawem ciągłości przepływu mamy

^ , (2.28)

18



2.1 Wprowadzane

Rys. 2.2. Schemat zbiornika przepływowego

gdzie h oznacza wysokość słupa wody (rys. 2.2) i poziom hu odpowiada stanowi ustalo-
nemu. Zaburzając stan ustalony mamy

(2.29)
Qd =

h = h u + A / i ,

a po podstawieniu do (2.28) i uwzględnieniu (2.27) otrzymujemy:

(2.30)

Następnym krokiem jest wyrażenie przyrostu A Q U poprzez przyrost wysokości Ah.
Ponieważ Qv wyraża się równaniem

Qw = FQ<x (•2.31)

to dokonajmy linearyzacji wokół wysokości ho rozwijając wyrażenie (2.31) w szereg Taylora
i biorąc z niego tylko pierwszy wyraz:

(2.32)

19



2. Równania różniczkowe rzędu pierwszego

Ostatecznie równanie (2.31) przyjmie postać

& A g , - Ah , (2.33)
9 dt Foay g

i opisuje ono również człon inercyjny.

2.2 Równania jednorodne i równania liniowe

Równanie różniczkowe (2.2) nazywać będziemy jednorodnym jeśli funkcja f(t, z)
bed/ie równaniem jednorodnym stopnia zero. Równanie (2.3) będziemy na-
zywać jednorodnym jeśli funkcje P(t, x) i Q(t, x) są jednorodne o tym samym
stopniu.

Warto przypomnieć, że funkcję f(ł, x) nazywamy jednorodną o stopniu jed-
norodności k, jeśli dla wszystkich A > 0 prawdziwa jest nierówność f(Xt, Xx) =
Xkf(t,x). Jako przykład rozpatrzmy dwie funkcje

Pierwsza z nich jest funkcją jednorodną stopnia zero, natomiast druga jest
funkcją jednorodną stopnia jeden.

Okazuje się, że równania jednorodne można sprowadzić do równania o zmien-
nych rozdzielonych poprzez podstawienie

x = zt. (2.35)

W przypadku kiedy w równaniu prawa strona (2.2) jest funkcją typu

to równanie różniczkowe można sprowadzić do jednorodnego poprzez znalezienie
najpierw punktu przecięcia (t0,Xo) prostych ô t + biX •+- Cj = 0 (t = 1,2) a
następnie poprzez wprowadzenie nowych współrzędnych

t = to+y, x = xo + z. (2.37)

W przypadku, gdy proste są równoległe, to ai/a2 = b^/b^ i wtedy dokonu-
jemy podstawienia

z. (2.38)
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2.2 Równania jednorodne i równania liniowe

Istnieją również tzw. równania ąuasi-jednorodne. Funkcję f(t,x) będziemy
nazywać ąuasi-jednorodną o stopniu k, jeśli dla pewnych a i (i zachodzi równość

f{\at,XPx) = Xkf(t,x) (2.3!))

dla wszystkich A > 0. Współczynniki a i / 3 nazywamy wagą funkcji, a w przy-
padku rozważania iloczynu funkcji wagi się sumują, np. funkcja 10t2x3 posiada
wagę 2a + 3/3, bo t ma wagę a, a x ma wagę (i.

Równanie (2.2) będziemy nazywać ąuasi-jednorodnym z wagami a i /?, jeśli
funkcja /(*, z) jest ąuasi-jednorodna z wagami « i / 9 i o stopniu ft — a, czyli że
prawdziwy jest związek

\'-fit,x). (2.40)

Poprzez podstawienie

* = zi?l" (2.41)

równanie ąuasi-jednorodne daje się sprowadzić do równania o zmiennych roz-
dzielonych.

Równanie o postaci

^+p(t)x = f(t), (2.42)

nazywamy równaniem liniowym i istnieje, kilka metod prowadzących do jego
rozwiązania.

Wykorzystując metodę Lagrange'a rozpatrzmy najpierw równanie jedno-
rodne

(2.43)

które daje się scałkować przez rozdzielenie zmiennych prowadząc do wyniku

x = C(t) exp [- fp(t)dt\ . (2.44)

Powyżej stała C zależy od czasu i podstawiając (2.44) do (2.42) otrzymujemy

(2-45)

a stąd po kolejnym scałkowaniu mamy
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2. Równania różniczkowe rzędu pierwszego

C{t) = C + J f(t) exp [/p(*)<fr] dt, (2.46)

gdzie C jest dowolną stałą. Wobec tego po podstawieniu (2.46) do równania
(2.44) i biorąc pod uwagę warunek początkowy i(*o) = ^o mamy

x{t) = e" £ » w * a 0 + jT /(r)e/r'<t)A<fr . (2.47)

Metoda Bernoulliego polega na poszukiwaniu rozwiązania równania (2.42)
o postaci

x(t) = u(t)v(t) . (2.48)

Po podstawieniu (2.48) do (2.42) otrzymujemy

<£v + ^u+p(t)v = f. (2.49)

Jako u(t) weźmiemy rozwiązanie równania

~+p{t)u = 0, (2.50)

które wyraża się wzorem

] (2.51)

Po podstawieniu (2.51) do (2.49) mamy

-pexp [-yp(t)dt] v+-£ exp [-yP(f)dt]+pexp [- jP(t)dĄ v = f ,(2.52)

a po jego rozwiązaniu

v(t) = C + J /(Ąefrt^dt, (2.53)

gdzie C jest stalą dowolną. Mając określone v(t) i u(t) znajdujemy rozwiązanie
według zależności (2.48).

Wreszcie trzecia metoda, którą tutaj omówimy, polega na wykorzystaniu
mnożnika całkującego. Mnożą obydwie strony równania (2.42) przez e,xp[J p(t)dt]
otrzymujemy

) / (2.54)
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2.2 Równania jednorodne i równania liniowe

a po scałkowaniu mamy równanie

(2.55)

które jest łatwo rozwiązać ze względu na x(t).
Wszystkie równania o postaci

F(x)^ + F(x)p(t) = f(t) (2.56)

dają się sprowadzić do równań liniowych za pomocą podstawienia z = F(x).
Do takich należy również równanie Bernoulliego

^ + p(t)x = f(t)x» , (n ± 0,1) . (2.57)

W tm ostatnim przypadku bardziej ekonomiczna metoda polega na zastosowa-
niu podstawienia (2.48).

Przykład 2.4

Dla układu z rys. 2.2 wyznaczyć zależność x(t) przy założeniu, że siła zmienia się harmo-
nicznie A P = P\ sin wt. Przyjmując w (2.24) Ax = y otrzymujemy

^ + y (2.58)
ot c c.

Zastosujemy tu podstawienie (2.48)

y(t) = u(tMt). (2.59)

Wówczas z (2.58) otrzymujemy
rfu dv k P\ . ., .—v + u-p + -uv = — sinwt. (2.60)ot dx c c

Niech u = exp(— *t) będzie rozwiązaniem równania

du fc
- + - u = 0 , (2.61)
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2. Równania różniczkowe rzędu pierwszego

to po podstawieniu (2.61) do (2.60) otrzymujemy

v{t) = — / e'tsiauitdt + C = (2.62)

Pi [ 1 t t k f kt ,~\ „
— e« cosurtH / e* cosu>tdt\ + C =

C { U> CLJ J 1

P'l f 1 i f Jk 4 f . fc2

c
e**cosutH se^sinwt =—^ e<*smu>tdt\ + C

[ w eur clu>1 J j
. . P\ ffcsinwt — ajcosuit u

v(t) = — 5 e«
c L cw*

Z powyższych równań otrzymujemy

*t(—cwcoscjt + fcsin u>t)

a zgodnie z (2.59) mamy

_ fcsinwt — cwcoswt _, *+
Pl i T j ^ + C e " ' (2.65)

W celu wyznaczenia stałej C uwzględnimy warunki początkowe y(0) = 0. Z (2.65)
otrzymujemy

C = -
i

i ostatecznie poszukiwane rozwiązanie przyjmie postać

cw _kt k aln vt —cu cos u>t~\1 r
W stanie ustalonym (tj. przy t—» +oo) otrzymujemy

Ponieważ

Asm(u>t + ip) = Asinutca&ip + Acoscjtsimp , (2.68)

gdzie

j4cosy> = Jfc, A s i n v » = - c w , (2.69)

to z (2.69) wynika, że
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2.2 Równania jednorodne i równania liniowe

: - y . (2.70)

Wobec tego rozwiązanie (2.67) może być przedstawione w postaci

V( f) = / , t / ł » a » M + Y>) . C-̂ -71)

co oznacza, że układ wykonuje oscylacje harmoniczne z przesunięciem fazowym wynoszącym
arctg (—x) w stosunku do siły wymuszającej.

Dla równania (2.42), jeżeli p(t) nie zależy od czasu, można udowodnić, że
jeśli siła wymuszająca f{t) jest ograniczona, to wówczas posiada ono tylko jedno
rozwiązanie ograniczone. Natomiast jeśli f(t) jest okresowa, to wówczas również
rozwiązanie ograniczone jest okresowe.

Jeźli równanie (2.3) daje się przedstawić w postaci

dV dV
dV(t, x) = —dt -t- — dx = P{t, x)dt + Q{t, x)dx , (2.72)

ot ox

to wówczas równanie (2.3) będziemy nazywać równaniem różniczkowym zupeł-
nym.

Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to jest

dQ(t,x)

Zgodnie z (2.72) i (2.73) otrzymujemy

^ = P(t,x), ^ = Q(t,x). (2.74)

Po scałkowaniu pierwszego z równań układu mamy

) + *o(x) . (2.75)

Następnie różniczkujemy (2.75) względem x:

Wyznaczamy funkcję $o(x), a następnie V(t, x).
Ostatecznie wszystkie rozwiązania równania (2.3) spełniają równanie

V(t, x) = C, gdzie C jest dowolna stałą.
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2. Równania różniczkowe rzędu pierwszego

2.3 Uwagi o równaniach różniczkowych uwikłanych ze
względu na pochodną

Niech równanie (2.1) nie daje się rozwiązać ze względu na dx/dt. Załóżmy, że
równanie takie daje się rozwiązać ze względu na x, czyli

* = F(t,p) , (2.77)

gdzie p = dx/dt jest parametrem wprowadzonym w celu znalezienia rozwiąza-
nia.

Z równania (2.77) wynika

dFfrp) = dx=pdt = d-^-dt + °^dp. (2.78)

Z (2.78) widać, że jest ono równaniem różniczkowalnym zupełnie (patrz (2.72)).
Wobec, tego

Mając dane P(ł,p) i Q(t,p) poszukajmy nowej funkcji $i(ł,p) = C będącej
rozwiązaniem równania

P{t,p)dł + Q(t,p)dp = O. (2.80)

Jeśli otrzymana funkcja daje się przedstawić w postaci t — Q(C,p)t gdzie C
jest stałą, to wówczas nasze poszukiwane rozwiązanie może być przedstawione
w postaci parametrycznej

x = F(t,p), * = ł ( C , p ) . (2.81)

Przykład 2.5

Znaleźć rozwiązanie równania

Wprowadźmy parameter p = ^g- Wówczas

x = (l+p)l'2 + tp. (2.83)
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2.3 Równania różniczkowe uwikłane

Powyższe równanie różniczkujemy względem t otrzymując

czyli

£ = O , (2.84)

co oznacza, że p = C lub t = —
y

Wobec tego mamy dwa rozwiązania

v (2.85)

lub

f * - —
{ ' . : (2.86)

Aby znaleźć związek pomiędzy y i t z równań (2.86) możemy pozbyć się parametru p
otrzymując rozwiązanie y = v^l — t 2 -

Obecnie zajmiemy się dyskusją warunków istnienia i jednoznaczności zaga-
dnienia Cauchy'ego.

Rozpatrzymy równanie (2.2) przy warunku początkowym x(t0) — XQ.

Twierdzenie Picarda

Niech funkcja f(t, x) będzie ciągła na prostokącie

P={(i;x), | t - t o | < « , \x-xo\<j3}, a>0,(3>0 (2.87)

i spełnia warunek Lipschitza:

\f(t,Xl) - f{t,x2)\ < L | i , - x2\ , (2.88)

dla \t - t o | < « i xux2 gdzie \xi - xo\ < fi, \x2 - xo\ < fi.
Niech M = max(1;l)€f | / ( t ,z) | , h = min(a,/3/M). Wówczas zadanie Cauchy

na przedziale [to — h\ to + h] posiada jedno rozwiązanie x = $(<).
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2. Równania różniczkowe rzędu pierwszego

Twierdzenie Peano
Niech funkcja f(t. x) będzie określoną i ciągłą na prostokącie P, przy czym M
i h są określona tak jak w twierdzeniu Picarda. Wówczas zagadnienie Cauchy
na przedziale [ta — h, to + h] posiada przynajmniej jedno rozwiązanie x =

Punkt (to, XQ) będziemy nazywać jednoznacznym punktem zagadnienia Cau-
chy'ego, jeśli przez ten punkt przechodzi dokładnie jedna krzywa całkowa. Jeśli
przez taki punkt przechodzi więcej krzywych całkowych, to będziemy nazywać
go niejednoznacznym. Zbiór takich punktów niejednoznacznych nazwiemy zbio-
rem punktów osobliwych.

W przypadku równań nierozwiązywalnych ze względu na pochodną warunki
dostateczne istnienia i jednoznaczności rozwiązania zagadnienia Cauchy'ego
określa następujące twierdzenie.

Twierdzenie
Niech funkcja f(t,x,x), x — ̂  będzie ciągła ze względu na t i różniczkowalna
względem x i ^ , oraz | | (ż,x,x) •£ 0, przy czym punkt (to,xo,xQ) znajdujemy
jako rozwiązanie równania.

/(to,*o,*o) = O. (2.89)

Wówczas istnieje jednoznaczne rozwiązanie x = $(*) zagadnienia Cau-
chy'ego dla równania f(t, x, i ) = 0, x(to) — x0, określone w dostatecznie małym
otoczeniu punktu to, dla którego 4>(*o) = io-
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Rozdział 3

Równania różniczkowe wyższych rzędów

3.1 Wprowadzenie

Jeśli funkcja f(t, x, i , . . . , iW) jest określona i ciągła w podzbiorze zbioru Rn + 2

(n > 1), to równanie

f(t,x,x *<">) = 0 (3.1)

będziemy nazywać równaniem zwyczajnym n-tego rzędu. Równanie to często
daje się sprowadzić do postaci

* { n ) = /!(*, x, i , . . . , x<»-»). (3.2)

Zagadnienie Cauchy'ego dla równania (3.2) polega na znalezieniu rozwiąza-
nia x(ł) spełniającego ciąg warunków początkowych

asj- 0 . (3.3)

Twierdzenie Peano

Jeśli funkcja f\ jest ciągła w pewnym obszarze, to dla dowolnego punktu t0, x0> i 0 ,
. . . , XQ ~ tego obszaru istnieje rozwiązanie równania (3.2) określone w pewnym
otoczeniu to i spełniające (3.3)

Twierdzenie Cauchy-Picarda

Jeśli funkcja fx spełnia warunki twierdzenia Peano i dodatkowo warunki Lip-
scbitza ze względu na zmienne x,x,...,x*n~1*, to dla dowolnych warunków
początkowych (3.3) istnieje jedno rozwiązanie równania (3.2).



3. Równania różniczkowe wyższych rzędów

Niech D będzie obszarem, w którego każdym punkcie istnieje jedno rozwiązanie
zagadnienia Cauchy'ego. Funkcję

* = ł(t ,Ci , . . . ,G. ) (3.4)

będziemy nazywać rozwiązaniem ogólnym równania (3.2) jeśli:

a) funkcja $ posiada pochodną względem t rzędu n;

b) dla dowolnego punktu określonego ciągiem (3.3) układ równań

x0 =

.....C;) (3.5)

posiada jednoznaczne rozwiązanie ze względu na stałe Cj,..., C*;

c) funkcja $(t, Cf,.. •, Cjj) jest rozwiązaniem (3.2) dla dowolnych stałych Cf,...,
CJ, które są rozwiązaniami równania (3.5).

Jeśli rozwiązanie ogólne dane jest w postaci niejawnej

*0(<,*,Ci,...,Cn) = 0, (3.6)

to równanie (3.6) nazywamy całką ogólną równania (3.2).
Dowolne rozwiązanie (3.4) dla konkretnych wartości stałych Ci,..., C„ nazwiemy

rozwiązaniem szczególnym równania (3.2).
Aby na podstawie rozwiązań ogólnych znaleźć rozwiązanie szczególne należy.

wykonać następujące kroki:

1. Ze związków (3.4) lub (3.6) należy otrzymać ciąg równań typu (3.5) dla
wyznaczenia starych C\,..., Cn;

2. Podstawić wyliczone konkretne wartości C?,..., Cjj do (3.4) lub (3.6), które
teraz będą rozwiązaniem zagadnienia Cauchy'ego.

Może się zdarzyć, że związki (3.4) lub (3.6) mają postać

t = t(p,C,,...,C„),
x = x(p,Cu...,Cn), (3.7)

to wówczas (3.7) jest całką ogólną rozpatrywanego równania z parametrem p.
W przypadku równania (3.1) poniższe twierdzenie zapewnia istnienie i jed-

noznaczność zagadnienia Cauchy'ego.
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3.2 Równania różniczkowe liniowe

Twierdzenie

Mech funkcja f określona przez (3.1) będzie ciągła i posiada ciągłe pochodne
za względu na x, x, . . . , x ^ .

Wówczas dla dowolnego punktu (t0, xo, x0,. • •, xf') takiego, że

/(to, io, *o,.-., 4 ° ) = 0 , -£L(t0, x0, i0,..., 4 n ) ) * o , (3.8)

istnieje dokładnie jedno rozwiązanie równania (3.1) określone w okolicy punktu
to i spełniające warunki początkowe (3.3).

Rozwiązanie ogólne jest rodziną krzywych całkowych na płaszczyźnie (t, x)
o n parametrach Ci,..., C„.

3.2 Równania różniczkowe liniowe

Rozważmy równanie niejednorodne liniowe o postaci

L{y) = y ( n ) + p ^ ) y { n - y ) + • • • + p n ( t ) y = f ( t ) , (3.9)

gdzie L(y) będziemy nazywać operatorem liniowym.
Przyjmując /(i) = 0 otrzymujemy równanie liniowe jednorodne:

Hy) = y (n) + Pi ( t ) ^ " " 0 + • • • + Pn(t)y = 0 . (3.10)

Poniżej podano niektóre własności operatora L(y), a mianowicie:

L{Cy) = CL(y) , L(y, + y2) = L( y i ) + L(y2) ,
I(Ciyi + • • • + Cnym) - C,L(y,) + . . . + CmL(i/m) . (3.11)

Twierdzenie

Jeś/i yi,. . . . ym są rozwiązaniami równania ("3.10), to i y — C\y\ + ... + Cmym

są takie jego rozwiązaniami przy dowolnych stałych Ci,..., Cm.

Definicja (funkcji liniowo niezależnych)

Niech ti i(t), . . . ,u m (t) będą funkcjami określonymi w przedziale a < t < b.
Funkcje uj(t),.. .,Um(ł) nazywać będziemy liniowo zależnymi w tym przedziale,
jeśli istnieją stałe o j , . . . , a m , nie wszystkie równe zeru, dla których spełnione
jest równanie

0 a < t < 6 . (3.12)
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3. Równania różniczkowe wyższych rzędów

Jeśli równanie (3.12) jest spełnione wtedy i tylko wtedy, gdy at = . . . =
ft„ = 0, to funkcje «i , . . . , u„ nazywamy liniowo niezależnymi.

Warunek konieczny liniowej zależności funkcji u i , . . . . , ^ otrzymujemy w
sposób następujący. Niech u i , . . . , u n będą funkcjami liniowo zależnymi, czyli
spełniają (3.12) (m = n). Różniczkując (3.12) (n — 1) krotnie mamy:

a1u
(, t ) + . . . + a n i 4 k ) = 0 , k = l,...,n-l. (3.13)

Układ równań (3.12) i (3.13) jest spełniony przez au... ,an (które nie są wszy-
stkie równe zeru), wtedy i tylko wtedy, gdy zeruje się wyznacznik o postaci:

W(uu. . . , « * ) = = 0 , a<t<b. (3.14)

Wyznacznik (3.14) nazywamy wyznacznikiem Wrońskiego lub wrońskianem.

Twierdzenie
Jeżeli yi,...,yn są rozwiązaniami równania (3.10) i W(y\,... ,yn)\t=to = 0, to

| , . . . , yn) = 0 dla a <t <b i J/J yn są rozwiązaniami liniowo zależnymi
w przedziale a <t <b.

Twierdzenie
Warunkiem .koniecznym i dostatecznym na to aby rozwiązania Z\,... ,zn równa-
nia (3.10) były liniowo niezależne jest, żeby w dowolnym punkcie to było
W(z,, . . . ,z B ) | t = ł 0 ? 0. Jeżeli W(t0) ? 0 to i W(t) ± 0, a < t < b; jeśli
W(to) = 0 to i W(t) = 0.

Twierdzenie
Jeśli zu... ,zn są liniowo niezależnymi rozwiązaniami równania (3.10), to y =
C\Z\ + . . . + CnZn jest jego rozwiązaniem ogólnym w obszarze n < t < b, —oc <
!/<*> < oo, fc = 0 , l , . . . , n - l .

Można dowieść, że istnieje n takich rozwiązań liniowo niezależnych. Zbiór
liniowo niezależnych rozwiązań yt, yn nazywamy fundamentalnym układem
rozwiązań.

Niech J/J będzie rozwiązaniem równania (3.9) tj. L(yi) = f(t), to wprowa-
dzamy nową zmienną z
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3.2 Równania różniczkowe liniowe

(3.15)

Podstawiając (3.15) do (3.9) mamy

(3.16)

Ponieważ L(yi) = f(ł), to

*<"> + p,(t)z<'-1> + .. .+pn(t)z = 0 , (3.17)

czyli funkcja z spełnia równanie jednorodne (3.10) odpowiadające równaniu
niejednorodnemu (3.9). Jeśli więc zi , . . . , zn jest układem fundamentalnym roz-
wiązań równania (3.17), to rozwiązanie ogólne (3.17) ma postać z = C\Zi + ...+
C„z„, a tym samym rozwiązanie ogólne równania (3.9) wyraża się równaniem

y = Cxz1 + ... + Cnzn + y1 . (3.18)

Rozwiązanie ogólne równania (3.9) jest więc sumą rozwiązań: szczególnego
równania niejednorodnego i ogólnego równania jednorodnego.

Jeśli dysponujemy układem fundamentalnym rozwiązań z\,..., Zn równania
(3.10), to metodą Lagrange'a można wyznaczyć rozwiązanie szczególne (3.9).

Poszukajmy rozwiązania (3.9) o postaci

(3.19)

Różniczkując (3.19) mamy

y' = C\zx + ... + C'^ + C}z[ + ... + Cnz'n. (3.20)

Niech spełnione będzie równanie:

C[x1 + ... + Cnzn = 0 . (3.21)

Różniczkując (3.20) z uwzględnieniem (3.21) mamy

y " = c,*f + -.. + Cn< + C[Ą 4-... + CJn . (3.22)

Niech spełnione będzie równanie

c;z; + ... + q X = o. (3.23)

Różniczkując (3.22) po uwzględnieniu (3.23) mamy:
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3. Równania różniczkowe wyższych rzędów

C\z'{ + . . . + C;< . (3.24)

Niech

C[z'{ + ... + C'nz: = O. (3.25)

Postępując analogicznie mamy:

yW = Cl(t)z\k) + ... + Cn(t)zP, * = l , . . . , n - l , (3.26)
C[(t)z\k) + ... + C'n(t)zW = 0, * = 0 , l , . . . , n - 2 . (3.27)

Natomiast różniczkując (3.26) dla A> = n — 1 mamy:

y« = c,(«)*{"} + . . . + c„(t)4n ) + CJW4"-0 + . . . + c;(t)4n-») (3.28)

Podstawiając (3.19), (3.26) i (3.28) do (3.9) mamy:

<7,(t)£(*i) + .-• + CnL(zn) + ą(t)zt]) + ... + CZMzfr1* = /(*) (3-29)

Zgodnie z założeniem jeżeli z* jest rozwiązaniem (3.10), to i(-^t) = 0 i =
1,...,n i mamy

C[(t)z(rl) + • • • + CKO*!""0 = /(«) • (3-30)

Tak otrzymany układ równań (3.27) i (3.30) stanowi układ równań algebraicznych
niejednorodnych z „n" niewiadomymi C|(t) , . . . , C'n(t).

Ponieważ zgodnie z założeniem z-\,..., zn jest układem fundamentalnym więc
wyznacznik Wrońskiego W(zi,..., zn) j£ 0, a zatem możemy wyznaczyć współ-
czynniki Ck(t), k — l , . . . , n w powyższych równaniach. Będą one zależeć od
/(<),*,,...,*„, *P\...,*«.

Załóżmy, że

* = l , . . . , n . (3.31)

Po scałkowaniu (3.31) otrzymujemy

Ck(t) = j f v»*(*)* + ^* . * = 1 « . (3-32)

gdzie Ci są dowolnymi stałymi.
Podstawiając tak wyznaczone wartości stałych Ct{t) do (3.19) mamy
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3.2 Równania różniczkowe liniowe

Jest to rozwiązanie ogólne równania różniczkowego niejednorodnego (3.9). Rozwiązanie
szczególne równania jednorodnego otrzymamy przyjmując C\ = Ci = . . . =
C„ = 0. I tak widać, żeby otrzymać rozwiązanie ogólne równania (3.9) wystar-
czy znać n liniowo niezależnych rozwiązań równania jednorodnego (3.10).

Można wykazać, że jeśli mamy m liniowo niezależnych rozwiązań równania
(3.10) (*! , . . . ,* m ), to jego całkowanie sprowadza się do całkowania równania
rzędu n — m.

Jeżeli p\(t),...,pn(t) są funkcjami rzeczywistymi i istnieje rozwiązanie ze-
spolone y = u(t) + iv{t), gdzie u(t) i v(t) są funkcjami rzeczywistymi, to
różniczkując to rozwiązanie k razy, podstawiając do (3.10) i wykorzystując
własność operatora L(y) mamy

L(u) + iL(v) = 0 . (3.34)

Powyższe równanie spełnione jest wtedy i tylko wtedy, gdy

L{u) = 0 , L(v) = 0 . (3.35)

Stąd y = u + iv jest rozwiązaniem analizowanego równania, gdy u(t) i v(t) są
również jego rozwiązaniami.

W przypadku równań różniczkowych jednorodnych o stałych rzeczywistych
współczynnikach o postaci

(3.36)

jego rozwiązań poszukujemy w postaci funkcji elementarnych

y = e A t , (3.37)

gdzie X jest pewną stalą.
Zgodnie z (3.37) mamy:

y « = A V , J fc=l , . . . ,n . (3.38)

Podstawiając (3.37) do (3.36) otrzymujemy

L(X) = eAtP„(A) = 0 . (3.39)

Wielomian P»(e*t) = An + aiA""1 + . . . + an_jA + a„ będziemy nazywać
wielomianem charakterystycznym.

Zgodnie z (3.39) równanie charakterystyczne przyjmie postać
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3. Równania różniczkowe wyższych rzędów

An + ajA""1 + . . . + a„_jA + a„ = O . (3.40)

Pierwiastki równania (3.40) nazywamy wartościami charakterystycznymi.
Załóżmy, że pierwiastki Aj,..., A„ są rzeczywiste i różne między sobą. Wów-

czas mamy n rozwiązań o postaci

e"*'*,...,^"*.

Utwórzmy wyznacznik Wrońskiego

W(t) =

(3.41)

1
A„

A?"1 n-1

_ A l ) ( A n _ _ A„_,)(An_2 - A , ) . . .
(3.42)

ze względu na założenie, że pierwiastki są różne między sobą.
Łatwo zauważyć, że W(t) —» 0, gdy t —» oo, jeżeli A* < 0, A: = 1 , . . . , n.
Rozwiązanie ogólne równania (3.36) ma postać

v = ... + C„ex (3.43)

Jeżeli Ai < 0, k = 1,..., n, to każde rozwiązanie y —• 0 przy t —* +oo.
Można podać zbiór warunków początkowych taki, aby rozwiązanie (3.43)

posiadało wyżej wspomnianą własność.
Rozpatrzmy przypadek, gdy Aj,..., An są różne między sobą, ale wśród nich

są pierwiastki zespolone. Niech Ai = o + ib. Ponieważ współczynniki równania
(3.40) są rzeczywiste, więc istnieje również pierwiastek A2 = a— ib. Rozwiązanie
ogólne ma więc postać y = u(t) + iv(t), gdzie u(t) i v(t) są funkcjami rzeczywi-
stymi. Jeśli y{to) = u(t0) + iv(t0) = jfo, y(k)(t0) = u^(ł0) + iv^(t0) = «$*\ k =
1,..., n — 1, gdzie jfo i yjf* są rzeczywiste, to v(t0) — t/(t0) = . . . = v^n~i\t0) = 0
i rozwiązanie v(t) = 0.
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3.2 Równania, różniczkowe liniowe

Mając dane warunki początkowe wyznaczymy poszukiwane stałe C\,..., Cn

z równań

JA, =
yW = C , A f e * A + . . . + C „ A £ e * A , * = l , . . . , n - l . (3.44)

Rozwiązanie (3.43) po podstawieniu wyznaczonych stałych Ci , . . . , C» będzie
rzeczywistym.

Ponieważ rozwiązanie jest na pewno rzeczywiste, to poszukiwanej postaci
rozwiązania równania ogólnego można nadać postać rzeczywistą.

Niech Aj = a + ib i A2 = a — ib. Rozpatrzmy

C ^ 1 * + C2e
Ałt = Cie^cos bt + i sin bt) + C2e

at(cos bt - i sin bt) =
(Ci + C2)eałcos fet + i(Ci - C2)easin bt =
Cie"* cos fet + C2e

t ó sin bt,

gdzie C\ i C2 są stałymi.
Tak więc

y = Ć,e°* cos fc + Cłe* sin fet + C3e
A3t + . . . + C„eA-ł. (3.45)

Dla rzeczywistych wartości warunków początkowych jfc, y'o,..., j/o rozwiąza-
nie powyższe jest rzeczywiste, tak więc i stałe Ć\ i C2 muszą być rzeczywistymi.

Ponieważ eAl<" = e°*(cos bt + i sin fet) jest rozwiązaniem, to i/j = e°* cos fet
> I?2 = e11* sin fet są również rozwiązaniami generowanymi poprzez pierwiastki
Ai = a + tb i Aj = o — tfe.

Załóżmy, że wśród pierwiastków równania charakterystycznego jest m-kro-
tny Ai = . . . = Am. Weźmy Jfc-tą pochodną po A lewej strony (3.39)

Biorąc pod uwagę (3.36) i (3.46) mamy:

L (t*e*) = (t*eA t) ( n ) + a, (ł^e**)""' + .. . + «„_, (t*eA*)' + a„ (t*eAt) .(3.47)

Skorzystamy teraz z twierdzenia Leibnitza:
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3. Równania różniczkowe wyższych rzędów

Pocłwdna n-tego rzędu iloczynu dwóch funkcji u(t) i v(t) n-krotnie
różniczkowalnych dana jest wzorem

' n ] „"„(-O
2

n -

u'") = u, «<°> = v.
W oparciu o to twierdzenie zróżniczkujemy poszczególne składniki we wzorze

(3.47) i po uporządkowaniu otrzymujemy:

+ . . . + eMPik) (A) , (3.49)

gdzie C, są współczynnikami zależnymi od A; i Z.
Ponieważ Aj = . . . = Am, to równanie charakterystyczne dla takiego pier-

wiastka wielokrotnego posiada własność

P*(*i) = W i ) = - • • = ^ - " ( A i ) = 0 . (3.50)

Z powyższego wynika, że (3.49) jest równe zeru dla k = 1,2,... ,m— 1 i A = A],
gdzie Ai jest pierwiastkiem m-krotnym.

Tak wiec niezerowe rozwiązania, dla których i(tŁeA t) = 0 tworzą zbiór eAl*t*,
k = 0, l , . . . , m — 1 , lub też możemy powiedzieć inaczej, że m-krotny pierwiastek
Ai generuje m rozwiązań o postaci eA | t, teAlt,..., tm~'eA l t.

Jeżeli Aj,... ,\i są różnymi pierwiastkami równania charakterystycznego o
krotności odpowiednio mi,.. .,mj i innych pierwiastków nie ma (tzn. rrij +...-+-
mi = n), to rozwiązanie ogólne równania (3.36) ma postać

y = Pmi-,(t)eA<* + Pm j-!(0eA 2 t + ... + P™,-i(*)eA(t , (3.51)

gdzie Pm i_i(*),Pm,_i(t),... ,P m , i(t) są wielomianami ze względu na t o odpo-
wiednich stopniach: mi — 1, m2 — 1,..., mj — 1.

Zbiór rozwiązań e A | t , te A | t , . . . , t m '~ 1 e A | t jest liniowo niezależny (można to
sprawdzić licząc wrońskian).

Do tej pory rozpatrywaliśmy wielokrotne pierwiastki rzeczywiste. Jeśli wśród
pierwiastków Ai,..., Aj jest również krotny pierwiastek zespolony Aj = a + ib,
to również musi istnieć i pierwiastek A2 = o — ib o tej samej krotności.
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3.2 Równania różniczkowe liniowe

Rozwiązanie ogólne ma również postać (3.51), gdzie fakt rzeczywistych war-
tości warunków początkowych yo, y'o,..., j/g pozwala wyznaczyć taki zbiór
stałych, aby poszukiwane rozwiązanie było rzeczywistym.

Niech pierwiastki A = o + 16 i X = o — ib będą m-krotnymi. Wówczas
rozwiązanie posiada składniki

e*t
ł<eXt,...,«'"-1e*t i elt,telt, . . . . t " " 1 ^ . (3.52)

Ponieważ t keA t = r^e^e*'* = tte°*(cos bt + 1 sin bt) jest również rozwiązaniem,
wobec tego część rzeczywista i urojona muszą być również rozwiązaniami tego
równania. Biorąc pod uwagę pierwiastek A otrzymujemy rozwiązanie identy-
czne.

W przypadka gdy pierwiastek jest m-krotny i czysto urojony, tj. a = 0, to
rozwiązaniami rzeczywistymi są i* cos bt, t* sin bt, k = 0,1, . . . , m.

Podsumujmy teraz rozważania dotyczące pierwiastków wielokrotnych równa-
nia charakterystycznego P„(A) = 0.

Każdy rzeczywisty m-krotny pierwiastek A generuje rozwiązanie typu (3.52),
natomiast pierwiastek zespolony m-krotny generuje 2?n rozwiązań.

Rzeczywistemu pierwiastkowi A o krotności „m" odpowiada rozwiązanie
ogólne o postaci

£ Cke*tk , (3.53)
k=o

a pierwiastkom zespolonym sprzężonym A i A odpowiada rozwiązanie ogólne o
postaci:

m-l
J2 Akt

keat cos bt + Bt^e"* sin bt, (3.54)

i na koniec pierwiastkom czysto urojonym o postaci A = ib, A = — ib odpowiada
rozwiązanie ogólne

m-l

^2 Akt
kcosbt + Bkt

ksinbt, (3.55)
k=0

gdzie Ak, Bk, Ck są stałymi wyznaczonymi poprzez warunki początkowe.
Warto podkreślić, że we wszystkich przypadkach rozwiązanie ogólne równa-

nia (3.36) wyraziliśmy poprzez funkcje elementarne. Opisana wcześniej metoda
Lagrange'a pozwala wyznaczyć rozwiązania równania niejednorodnego
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3. Równania różniczkowe wyższych rzędów

a»y = f(t) (3.56)

dla dowolnych ł .
Przy szczególnych postaciach siły wymuszającej f(t) np.

/(*) = Pr{t)e't cos bt + C^e^sin bt, (3.57)

gdzie Pr(t) i Qs(t) są wielomianami stopnia r i s (r > s), rozwiązania szczegól-
nego równania niejednorodnego można poszukiwać o postaci (jeśli A = o •+- ib
nie jest pierwiastkiem równania charakterystycznego)

y, = ^( t )e o < cos bt + C^t)** sin 6t, (3.58)

gdzie P^{t) i Qś(*) ^ wielomianami stopnia r i s z pewnymi współczynnikami.
Jeśli A = a+ib jest pierwiastkiem u krotnym równania charakterystycznego,

to wówczas

y, = fPr(t)eat cos bt + fCrWe1* sin bt. (3.59)

Jeśli f(t) = P r(t), tj. o = b = 0, to j/i = P'r{t) jeżeli A = 0 nie jest
pierwiastkiem równania charakterystycznego, i j/i = t"Pr'(t) jeżeli A = 0 jest
pierwiastkiem i/-krotnym.

Jeśli f(t) = Pr(t)e°* (b = 0), to wówczas j/i = PJKOe"* jeśli o nie jest pier-
wiastkiem równania charakterystycznego, i yt = ż"Pr(£)eot, jeśli X = a jest
pierwiastkiem o krotności u.

Jeśli /(*) = Pr(t) cosbt + Qs(t) sin bt, to y, = P r(t) cos bt + Qr{t) sin W, jeśli
A = ib nie jest pierwiastkiem równania charakterystycznego i y\ = t"Pr(t) cos bt+
t"Qr(t) sinbt jeśli X — ib jest pierwiastkiem o krotności u.

3.3 Wybrane przykłady

W nieliniowej dynamice szczególnie ważną rolę odgrywa równanie o postaci

^ ^ (3.60)

Opisuje ono drgania układu o jednym stopniu swobody z tłumieniem p(t) i
sztywnością r(t) zależnymi od czasu, który jest wymuszany silą f(t).

Możemy z tego równania usunąć człon z pierwszą pochodną, dokonując pod-
stawienia:
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3.3 Wybrane przykłady

(3.61)

Po wprowadzeniu zmiennej (3.61) do (3.60) otrzymujemy

x"{t) + \r2{t) - p\t) -p'{t)] x = /(*) exp f fp{ł)dt\ . (3.62)

Zgodnie z rozważaniami poprzedniego paragrafu rozwiązanie ogólne równania
niejednorodnego (3.60) można uzyskać stosując opisaną w tym paragrafie me-
todę Lagrange'a (wariacji starych). W tym celu wystarczy znać postać roz-
wiązania ogólnego równania jednorodnego (f(t) = 0).

Niech rozwiązanie ogólne równania jednorodnego (3.60) (/(£) = 0) ma po-
stać:

y = Cizi{t) + C2z2(t) , (3.63)

gdzie z\{t) i z2(t) są rozwiązaniami liniowo niezależnymi, a C\ i C2 są stałymi.
Korzystając ze wzorów (3.21) i (3.30) dla n = 2 mamy:

(3.64)

(3.65)

= 0 ,
= f(t).

Układ równań (3.64) pozwala wyznaczyć C\ i C^.
Wyznacznik główny W, który jest też wrońskianem, ma postać:

W(t) =
\

ponieważ Z\ i z2 z założenia są liniowo niezależne.

z2

~z2f(t)
'2 — z\z2

Cii*) =

Całkując (3.66) mamy

(3.66)

dt | C

2(t) = -J f{t)zxdt

10 >

-"20 (3.67)
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3. .Równania różniczkowe wyższych rzędów

Ostatecznie rozwiązanie ogólne równania (3.60) otrzymujemy po podstawie-
niu (3.67) do (3.63)

Rozwiązanie szczególne równania (3.60) otrzymamy po przyjęciu C\a = C20 = 0

(3.69)

W ogólnym przypadku po podstawieniu znanych rozwiązań Z\(t), z2(t) i f{t)
otrzymuje się po scałkowaniu skomplikowane wyrażenie na y\.

Niech w równaniu (3.62) r{t) i p(i) będą funkcjami okresowymi o okresie T
(czyli r{t + T) = r(ł), p(t + T) = p(t)) oraz niech f(t) — 0, czyli równanie to
przyjmuje postać

x'r(t) + a(t)x{t) = 0 , (3.70)

gdzie a(t) = [r*(t) - P
2(t) - p'(t)) i a(t + T) = a(t).

Równanie (3.70) nazywamy równaniem Hilla.
Niech z,(t) i z2(t) będą dwoma liniowo niezależnymi rozwiązaniami, czyli

rozwiązanie ogólne równania (3.70) ma postać

x = CiZi(t) + C2z2(t) . (3.71)

Ponieważ po zastąpieniu w równaniu (3.70) zmiennej niezależnej t na ł + T
równanie to nie ulega zmianie (jest takie samo), a zi(t) i z2[t) są jego rozwiąza-
niami szczególnymi, to rozwiązaniami są również z\(t+T) oraz z2(t+T). Wcale
to nie oznacza, że z\(t) = z\{t + T) i z2(t) = z2(t + T). Ponieważ z\{t) i z2(t)
jest układem fundamentalnym to każde inne rozwiązanie da się poprzez te dwa
wyrazić.

Wobec tego

a22z2{t) . (3.72)

Załóżmy, że zx(t) i z2(t) są rzeczywiste, to Zi(t+T) i z2(t+T) są rzeczywiste,
a więc an, a12, a2j, a22 są też rzeczywiste.
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3.3 Wybrane przykłady

Podstawiając w (3.71) ł + T zamiast ł i uwzględniając (3.72) mamy:

I^Ł T 1 ] = Ol^J^t + J ) T O j Ą ^ t T i J —

[C^i^ił ~t" CF
2o2i] -^i(^) 4" [Ci<ii2 + C2d22\ z2[t) . (3.73)

Ograniczmy się do rozwiązań spełniających warunek:
x(t + T) = ax(t), (3.74)

gdzie o- jest pewną stałą. Rozwiązanie takie nazywamy normalnym.
Biorąc pod uwagę (3.73) i mnożąc (3.71) przez a, a następnie porównując

współczynniki przy z\[t) i z2(t) mamy:
— <7)C| + C2a,2\ = 0 ,

+ C2(a22-a) = 0. (3.75)
Aby stałe Ci i C2 były różne od zera musi być spełnione równanie

~a
 a

a i l a = 0 , (3.76)

co pozwala wyznaczyć wartość a z równania

°" ~ ( a l l "ł" a22)°" "H (all°22 ~ a12a2l) = 0 • (3.77)
Aby rozwiązania Zi(t) i z2(ł) były liniowo niezależne wystarczy, aby w do-

wolnym punkcie f0 W(zi,z2)\t=i<) j^ 0. Weźmy

«!«>) 4(0) • ( 3 7 8 )

Jeśli warunki początkowe wybierzemy tak, aby

Zi{0) = 1 , z2(0) = 0 ,
4(0) = 1 , (3.79)

Można zawsze takie warunki uzyskać drogą normalizacji równań. Różnicz-
kując (3.72) i przyjmując t = 0 mamy:

Zi(T) = anzi{0) + a12z2(0) = a n • 1 + a ł 2 -0 = a n ,
z[{T) = anz\(0) + o1 24(0) = a„ • 0 + an • 1 = a12 ,
^(T 1) = a2i^i(0)+a 2 2 z 2 (0) = a2i • 1 + 022-0 = a2i ,
4(T) == a21<S', (0) + a2 24(0) = a21 • 0 + o22 • 1 = a22 . (3.80)

Podstawiając z\(t) i zz[t) do (3.70) mamy:
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3. Równania różwczkowe wyższych rzędów

£L = -a(ł) ; fk = _«(*) , (3.81)
Zj Zł

czyli

^'«a - 4'«i = O . (3.82)

Rozdzielając zmienne i całkując przez części (3.82) mamy:

Z\z<i — z^z^ = C , (3.83)

gdzie C jest pewną stałą.
Podstawiając do (3.83) t = 0 i biorąc pod uwagę (3.79) otrzymujemy C = 1.
Podstawiając do (3.83) związki (3.80) uzyskujemy

Po uwzględnieniu (3.84) w (3.77) mamy

<r2 - 2m<r + 1 = 0 , (3.85)

gdzie 2m = on + aa-
Pierwiastkami równania (3.85) są

aia = m± Vm2-l. (3.86)

Ze względu na postać równania (3.85) pierwiastki o\ i <r2 spełniają związek

W przedziale — 1 < m < +1 a jest wielkością zespoloną o module równym
1.

Gdy |m| > 1 o\ i crj są rzeczywiste. Dla m = 1 mamy a\ — <r2 = 1, a dla
m = —1 mamy O\ = (72 = —1.

Z równania (3.74) widać, że dla a = 1 mamy

x(t + T) = x(ł) , (3.87)

czyli, że rozwiązanie normalne jest funkcją okresową o okresie T.
Dla a = — 1 mamy:

x(t + 2T) = - * ( * + T) = x(t) , (3.88)
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czyli, że rozwiązanie jest również okresowe o okresie 2T.
Jeżeli <r > 1 (dla \m\ > 1) to jak wynika z (3.74) rozwiązanie wzrasta

nieograniczenie ze wzrostem t. Ograniczone rozwiązanie ma miejsce wtedy, gdy
a < 1. Wartości a = \ \ o = — 1 stanowią granicę pomiędzy obszarami z
rozwiązaniami ograniczonymi i nieograniczonymi.

Jeśli <r jest wielkością zespoloną, to można ją przedstawić w postaci:

a u = exp(±i/3T) = (cos 0T ± i sin/371) , 0 < 0T < 2* . (3.89)

Jeśli a jest wielkością rzeczywistą, to można ją przedstawić w postaci

<7U = exp(±aT) , 0 < aT < oo . (3.90)

Zatem ogólne wyrażenie na a ma postać

<r = exp((iT) , (3.91)

gdzie fi = a •+-1/3 nazywa się wykładnikiem charakterystycznym.
Okres T występuje przy wykładniku ponieważ wartość a zależy od m, a

zgodnie ze (3.86) i (3.80) m zależy od T.
Przedstawimy rozwiązanie x(t) w postaci iloczynu dwóch funkcji

x{t) = exp(/rt)S>(t) , (3.92)

gdzie $(t) jest okresowe, co zostanie wykazane poniżej.
Biorąc pod uwagę (3.92) prawdziwe jest równanie:

(3.93)

Zgodnie z (3.74) i (3.91) mamy

x{t + T) = expfiTexp/**$(*) • (394)

Porównując stronami (3.93) i (3.94) otrzymujemy

( (3.95)

tak więc wykazaliśmy, że $(£) ma okres T.
Wykładnik charakterystyczny, który decyduje o ograniczoności bądź nieo-

graniczoności rozwiązania zależy tylko od wielkości występujących w równaniu
(3.70), natomiast nie zależy od warunków początkowych.

Dla równania rzędu drugiego istnieją dwa wykładniki charakterystyczne jiy
i H2 i rozwiązanie ogólne równania (3.70) ma postać:
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3. Równania różniczkowe wyższych rzędów

x{t) = (3.96)

gdzie $i(t) i $2(t) są funkcjami okresowymi o okresie T. Jeśli fi2 jest wykład-
nikiem charakterystycznym, to e w '$ 2 (t) jest rozwiązaniem szczególnym (3.70).
Obliczmy wrońskian

W(t) =
1(t)+e»**'1(t)

Ponieważ wrońskian W(t) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy

(3.97)

2, (3.98)

to można wysnuć wniosek, że rozwiązania $i(t) i $2(*) *ą liniowo niezależne
wtedy i tylko wtedy, gdy

$i$'2 + A * 2 $ i $ 2 ^ * i * 2 + P i $ i $ 2 - (3.99)

Jeżeli w równaniu (3.60) p(t) = const i r(t) = const, to równanie to po-
siada bardzo ważną interpretację fizyczną. Opisuje ono drgania wielu układów
fizycznych o parametrach starych i równaniu temu zostanie poświęcony jeden z
następnych rozdziałów.

Okazuje się, że istnieją pewne typy równań różniczkowych, które dają się
sprowadzić do równania o współczynnikach stałych.

Należy do nich równanie Eulera o postaci

*V"> + ttiP-y-1) + . . . + a„_,ty' + any = 0 .

Poprzez podstawienie

(3.100)

(3.101)

równanie to daje się sprowadzić do równania różniczkowego liniowego o stałych
współczynnikach.

Równanie Lagrange'a o postaci

(ot + b)nyM + a,(of + i ^ - y " " 1 ) + . . . + on-iiot + b)y' + any = 0 ,(3.102)
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daje się sprowadzić do równania różniczkowego liniowego o stałych współczyn-
nikach po wykorzystaniu z zamiany zmiennych

= e". (3.103)

Dotyczy to również równania Czybyszewa

( i - t V + *y' + *2y = o, (3.104)

które dzięki podstawieniu

i = cos u, (3.105)

daje się sprowadzić do równania o postaci

*2y = O. (3.106)
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Rozdział 4

Wiadomości wstępne dotyczące układów
dynamicznych

4.1 Pojęcia podstawowe

Bardzo często się zdarza, że rozwiązaniem równań różniczkowych opisujących
dynamikę układów mechanicznych są trajektorie przedstawiające ruch drgający
modelowanych układów. Niech przykładowo będzie to kierunek pionowych prze-
mieszczeń y = y(t), gdzie t jest czasem. W ogólnym przypadku jeśli ymax

będzie największym, a y^^ najmniejszym wychyleniem, to przez amplitudę
drgań będziemy rozumieć wielkość:

a = ^ (y«>ax ~ J/min) (4.1)

Generalnie ruch drganiowy układu dynamicznego dyskretnego może być ru-
chem regularnym lub nieregularnym (chaotycznym). Do klasy ruchów regu-
larnych zaliczamy ruchy okresowe i ąuasiokresowe. Pierwsze z nich należą do
najbardziej powszechnie spotykanych w przyrodzie i w układach maszynowych.
Ich cechą charakterystyczną jest to, że istnieje pewna stała T taka, że ruch jest
powtarzalny, tzn. zachodzi równość y(t) = y(t + T) i T nazywamy okresem
drgań. Liczba drgań wykonanych w ciągu 2TT sekund nazywamy częstością CJ,
gdzie:

2 f (4.2)

a / jest liczbą drgań w ciągu sekundy i nazywa się częstotliwością drgań.
Szczególnym przypadkiem ruchu okresowego jest ruch harmoniczny, tj. ruch
opisany równaniem:



4. Wiadomości wprowadzające

y(t) = A cos wł + B sin ut = a cos{ut + <po) , (4-3)
gdzie tp0 jest fazą początkową ruchu i prawdziwe są następujące związki:

- -B

A = acostpo , B =—asimpo . (4-4)

Wprowadzone wielkości zilustrowano na rys.4.1.

Rys. 4.1. Drganie harmoniczne

Inne przykłady ruchów ustalonych omówione zostaną szczegółowo w kolej-
nych rozdziałach. Należy dodać, że możliwe są ruchy przejściowe takie, że
wartość przeciętna ulega ograniczonym lub nieograniczonym zmianom w czasie.

4.2 Podział układów drgających i zjawisk drganiowych

Podział układów drgających zostanie omówiony na przykładzie drgań układu
nieliniowego o jednym stopniu swobody (tzn. posiadającego jedną możliwość
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4.2 Podział okładów drgających

ruchu) i z wymuszeniem opisanym równaniem:

my + S(y) = Q{y,y) + P(t) . (4.5)

Równanie (4.5) modeluje ruch układu nieautonomicznego, bo na układ działa
siła wymuszająca P(t) zależna od czasu. Dla P(t) = 0 mamy do czynienia
z układem autonomicznym, przy czym m jest masą oscylatora (w dalszych
rozważaniach m = 1 kg); S(y) jest nieliniową siłą zachowawczą (bo nie zależy
°d y); Q(y,y) jest nieliniową siłą niezachowawczą i taką, że (y,y) = (0,0) jest
położeniem równowagi.

Jeżeli

y = v, (4.6)

to z równania (4.5) otrzymujemy

i>v + S{y)v = Q(y,v)v . (4.7)

Ponieważ

oraz

gdzie JS? i V są odpowiednio energią kinetyczną i energią potencjalną, to z równa-
nia (4.7) otrzymujemy

[E+V)=vQ{y,v). (4.10)

Wyrażenie stojące po lewej stronie równania (4.10) przedstawia pochodną ener-
gii całkowitej układu przypadającą na jednostkę masy. Iloczyn stojący po pra-
wej stronie równania (4.10) jest proporcjonalny do zmian energii całkowitej
wywołanych siłą niezachowawczą Q(y, v). W zależności od znaku tego iloczynu
energia jest dostarczana lub odbierana od układu.

A. Jeśli vQ(y, v) < 0, dla v ^ 0 na całej płaszczyźnie (y, v), to układ poruszając
się wzdłuż krzywej y(t),v(t) rozprasza energię i nazywamy go układem dy-
sypacyjnym.
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4. Wiadomości wprowadzające

B. Jeśli vQ(y,v) — O, dla v ^ O na całej płaszczyźnie (y,v), to układ taki
nazywamy zachowawczym.

C. Jeśli w niektórych obszarach płaszczyzny (y, v) mamy vQ(y, v) > 0, a w
pozostałych obszarach tej płaszczyzny vQ(y,v) < 0, to układ taki nazywamy
układem samowzbudnym.

Ponadto układy drgające można podzielić na stacjonarne i niestacjonarne.
Pierwsze z nich charakteryzują się tym, że ich parametry nie zmieniają się w
czasie. W odróżnieniu od nich układy w których niektóre parametry zależą
od czasu nazywamy układami niestacjonarnymi. Układy stacjonarne dyskretne
opisane są równaniami różniczkowymi o stałych współczynnikach, podczas gdy
układy dyskretne, niestacjonarne opisane są poprzez równania różniczkowe o
współczynnikach zależnych od czasu.

Poniżej opisane zostaną podstawowe zjawiska drganiowe występujące w wy-
żej wymienionych układach. Należy pamiętać, że w rzeczywistych układach
drgających zjawiska drganiowe są zwykle bardziej złożone i są wynikiem nakłada-
nia się drgań podstawowych.

1. Drgania swobodne — pojawiają się tylko w układach autonomicznych. Zacho-
dzą one bez udziału zewnętrznego źródła energii i zewnętrznego wymuszenia
i generowane są poprzez warunki początkowe.

2. Drgania wymuszone - zachodzą w układach nicautonomicznych ze zmiennym
w czasie wymuszeniem zewnętrznym.

3. Drgania parametryczne - zachodzą tylko w układach niestacjonarnych i są
wynikiem zmian w czasie parametrów układu

4. Drgania samowzbudne - dopływ energii do układu drgającego jest regulo-
wany poprzez drgania i pochodzi od układu niedrgającego. Pojawiają się
one w układach niezachowawczych.

Klasyfikacji zjawisk drganiowych można również dokonać w oparciu o cha-
rakter rozwiązań równań różniczkowych opisujących typowe proste układy drga-
jące. Podano je poniżej.

1. Drgania okresowe - charakteryzują się dokładną powtarzalnością ruchu i są
najczęściej spotykane i najbardziej zbadane. Mogą występować w liniowych
i nieliniowych układach, w układach stacjonarnych i niestacjonarnych, w
układach niezachowawczych (samowzbudnych) i w układach nieautonomicz-
nych.
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4.3 Równania ruchu

2. Drgania quasi-okresowe - charakteryzują się prawie powtarzalnością i ich po-
jawienie się związane jest z istnieniem co najmniej dwóch niewspółmiernych
częstości. Najczęściej spotykane są w układach nieautonomicznych, lub au-
tonomicznych o co najmniej dwóch stopniach swobody zarówno w układach
liniowych jak i nieliniowych.

3. Drgania chaotyczne - charakteryzują się nieregularnością i niepowtarzalno-
ścią ruchu. Pojawiają się już w układach nieliniowych nieautonomic/.nych
o jednym stopniu swobody lub w układach autonomicznych nieliniowych
opisanych przez co najmniej układ trzech równań różniczkowych pierwszego
rzędu.

Ponieważ przedmiotem rozważań w tej książce są drgania w układach zdeter-
minowanych, to drgania stochastyczne przy powyższych klasyfikacjach zostały
pominięte.

4.3 Równania ruchu

Zacznijmy rozważania od analizy ruchu ciała doskonale sztywnego o masie m i
głównych masowych momentach bezwładności Ix, Iy, Iz. Jak wiadomo, dowolne
przemieszczenie ciała doskonale sztywnego jest ekwiwalentne przemieszczeniu
dowolnego punktu tego ciała (bieguna) i obrotu wokół niego. Z drugiej strony,
dowolny obrót takiego ciała wokół dowolnie wybranego nieruchomego punktu
może być otrzymany w wyniku obrotu dookoła pewnej osi przechodzącej przez
ten punkt. Na bazie dwóch wymienionych wyżej twierdzeń dowodzi się, że do-
wolny ruch punktu ciała doskonale twardego można uzyskać jako superpozycję
ruchu postępowego środka masy tego ciała i obrotu względem niego. Dyna-
mika takiego ciała opisana jest równaniami Eulera. W celu ich wyprowadzenia
rozpatrzmy ciało doskonale sztywne w układzie współrzędnych Cx\yxz\, o odpo-
wiednich głównych momentach bezwładności wzdłuż osi xj, y\, Z\ i środku masy
w punkcie C (rys. 4.2)

Niech ciało po dowolnym przemieszczeniu będzie w takim położeniu, że
osie centralne znajdą się teraz w położeniu Cxyz. Po wprowadzeniu kątów
'JŻ, O i ip można wyznaczyć związki pomiędzy punktami ciała przed i po do-
wolnym przemieszczeniu. Kąt precesji * określa obrót wokół osi Cz\. Na-
stępnie układ CxiyiZ\ obraca się o kąt nutacji 9 wokół osi Cx2- Na koniec
wreszcie trzeci obrót dokonuje się o kąt obrotu własnego <p wokół osi Cz3. We-
ktor współrzędnych r* = (*], j/i, z\) w układzie kartezjańskim Cx\y\Z\ związany
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4. Wiadomości wprowadzające

Z,Z3 Zl,Z2

Rys. 4.2. Schemat służący do wyprowadzenia równań Eulera
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4.3 Równania ruchu

jest z odpowiadającym mu wektorem r = (x,y,z) w układzie kartezjańskim
Cxyz poprzez zależność

r = R r ' , (4.11)

gdzie macierz przejścia R może być przedstawiona w postaci

R = R^ReR* , (4.12)

przy czym R(t) są określone poprzez proste funkcje trygonometryczne tyłko
jednego z trzech kątów.

Dla małych obrotów można łatwo określić prędkości i przyspieszenia poszcze-
gólnych punktów rozważanego ciała. Prędkość i przyspieszenie punktu leżącego
w odległości r od punktu C wyrażają się wzorami

v = vc + w x r , (4.13)
P = p t + £ x r ł w x ( u x r ) , (4.14)

gdzie : vC) p c są odpowiednio prędkością i przyspieszeniem punktu C, w i e są
wektorami chwilowej prędkości kątowej i chwilowego przyspieszenia kątowego.
Wektor u wyraża się poprzez kąty Eulera według następujących związków:

uz = ty sin 0 sin tp + Q cos <p ,
vy = ^sin0cosv> — ©siny? , (415)
w, = * cos 9 + <p .

Jak już wspomniano, ruch całego ciała składa się z ruchu środka masy C i
obrotu wokół niego. Ten pierwszy opisany jest poprzez równanie Newtona

<Pxe

Ś
m dt2 = Fv, (4.16)

gdzie rc = {xc,yc,zc) i F = (Fx,Fy,F2) jest wektorem wypadkowym sił działa-
jących na środek masy C.
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4. Wiadomości wprowadzające

Na podstawie twierdzenia o zmianie momentu ilości ruchu względem środka
masy otrzymujemy równania Eulera

j2 = My, (4.17)

gdzie M = (Mx, My, Mx) jest momentem sił. Energia kinetyczna rozważanego
ciała może być wyznaczona z równania

T = i (/„w* + /„wj + i*w* - 2 / ^ , 0 ^ - 2J„w,wr - 2Iyiu}yu2) , (4.18)

a jej zmiana związana jest z przemieszczeniem 6rc środka masy i obrotem ó(p i
wyraża się wzorem:

dT = F6Te + M6<p. (4.19)

Rozważania znacznie sie upraszczają w następujących przypadkach.
Niech ruch rozważanego ciała odbywa się w płaszczyźnie. Wówczas równania

dynamiki są następujące:

= F9, (4.20)

- M

Inaczej, jeśli ruch odbywa się w płaszczyźnie xy, to charakteryzują go prze-
mieszczenia wzdłuż każdej z dwóch prostopadłych osi x, y i obrót wokół osi pro-
stopadłej do płaszczyzny ruchu. Szczególnym przypadkiem takiego ruchu może
być czysty obrót opisany tylko poprzez trzecie równanie układu (4.20). Jeśli
ruch jest postępowy, to równanie dynamiki opisuje jedno z dwóch pierwszych
równań układu (4.20).

Druga bardzo ważna metoda wyznaczania równań ruchu oparta jest na wy-
korzystaniu równań Lagrange'a drugiego rodzaju. Jeśli siły działające na układ
mechaniczny są niezachowawcze, to równania Lagrange'a mają postać:
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4.3 Równania ruchu

gdzie T jest energią kinetyczną układu, ty - współrzędnymi uogólnionymi, a
QMu•••,Cn,qi,---,qn) siłami uogólnionymi.

Równania Lagrange'a otrzymuje się z zasady Hamiltona w formie wariacyj-
nej.

Jeśli siły działające na układ są zachowawcze to wówczas równanie (4.21)
przyjmuje postać:

S-°- "" "' (422)

gdzie funkcja Lagrange'a L = T — V i V{q\, q2, ...,qn) jest energią potencjalną
układu.

Wreszcie, w trzecim przypadku, jeśli na układ działają siły zachowawcze
i niezachowawcze, to celowym jest ich rozdzielenie, co w efekcie prowadzi do
następującej postaci równań Lagrange'a:

Jeśli ponadto energia jest tracona poprzez siły proporcjonalne do prędkości,
tzw. funkcje Rayleighe'a wyrażone poprzez formę kwadratową w postaci:

to równanie Lagrange'a drugiego rodzaju przyjmuje postać

Przykład 4.1
W oparciu o równania Lagrange'a drugiego rodzaju wyprowadzić równania ruchu wahadła
przestrzennego przedstawionego na rys. 4.3.

Współrzędne uogólnione są kątami <p i i>. Wobec tego energie kinetyczna i potencjalna
wynoszą

V = mgl(l-coBif>) . (4.26)
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Rys. 4.3. Wahadło przestrzenne z punktową masą m zawieszoną na nierozciągliwej nici
o długości 2.
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Zgodnie ze wzorem (4.22) mamy

Ol l 2 . Ol , . » :
—— = mc <p, — r = ml s m vnc ,
oy> dtjj

— — nU2ip2&iinpco8<p — mglsinip, JT- = 0 , (4-27)

co w efekcie prowadzi do następujących równań ruchu

Tni2yj + mpJ sin <p — - m Z 2 i 0 2 sin 2v> = 0 ,

mi sin <pij) = 0 . (4.28)

Ostatecznie po przekształceniach otrzymujemy:

9 1 "2
ip + — sin y» — r ^ 1 sin 2v> = 0 ,
•̂1 s i n 2 tp — C ,

gdzie C jest stałą całkowania.
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Rozdział 5

Układy drgające liniowe

5.1 Układy o jednym stopniu swobody
5.1.1 Drgania 'własne.

Generalnie rozróżnia się dwa podstawowe rodzaje układów o jednym stopniu
swobody. Ciało sztywne podparte sprężyście wykonuje ruch prostoliniowy po-
stępowy (rys. 5.1a) lub też wykonuje ruch obrotowy, a bezmasowe elementy
sprężyste oddziałują na ciało momentem (rys. 5.1b).

a) b)

Rys. 5.1. Podstawowe modele układów zachowawczych o jednym stopniu swobody: a)
drgania postępowe, b) drgania skrętne

Ograniczymy się w dalszych rozważaniach do układu przedstawionego na



5. Układy drgające liniowe

rys. 5.la (analiza dla układu z rys. 5.1b jest podobna). Ciało o masie m jest
podparte na bezmasowej sprężynie o stałej k zwanej sztywnością układu. Rolę
elementu sprężystego może spełniać sprężyna spiralna i wówczas

k =
Gd* (5.1)

gdzie G jest modułem sprężystości podstawowej materiału, D jest średnicą
sprężyny, d jest średnicą drutu i n oznacza liczbę zwojów.

W przypadku, gdy rolę elementu sprężystego spełnia belka wspornikowa, to
wówczas

3EI
I3 '

(5-2)

gdzie El jest sztywnością belki na zginanie, a I jest jej długością (rys. 5.2a).

1
a) b)

Rys. 5.2. Przykłady rzeczywistych elementów sprężystych: a) belka wspornikowa, b)
rama

W przypadku, gdy rolę elementu sprężystego spełnia rama (rys. 5.2b), której
masa jest pomijalnie mała, to wtedy sztywność

96EI 21 (5.3)
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5.1 Układy o jednym stopniu swobody

a poszczególne parametry występujące w powyższym wzorze podane są na rys.
5.2b.

Ułóżmy teraz równanie ruchu odpowiadające układowi z rys. 5.la. Układ
znajduje się w polu grawitacyjnym, a więc jego położenie równowagi określone
jest poprzez wielkość ugięcia statycznego

U* = =£• (5-4)
Wychylenie z położenia równowagi spowoduje pojawienie się siły oporu ky

(y jest współrzędną mierzoną od położenia równowagi), która jest równoważona
przez siłę bezwładności B (patrz rys. 5.3). Dokonując rzutów wektorów sił na
oś pionową otrzymujemy:

-my + mg - kiy* + y) = 0, (5.5)
co po uwzględnieniu (5.4) prowadzi do otrzymania równania drgań

my + ky = 0, (5.6)

które sprowadzamy do postaci

y + cĄy = 0, (5.7)

i oo = JJ-J jest częstością drgań własnych układu o jednym stopniu swobody.

mm 'mm. w

mg B=-my

Rys. 5.3. Schemat ilustrujący powstawanie sił w ruchu drgającym prostoliniowym (I
oznacza tu długość sprężyny bez napięcia wstępnego)

Należy pamiętać o tym, że równanie (5.7) opisuje drgania pewnego układu
modelowego, w rzeczywistości bowiem nie istnieje element sprężysty hezma-
sowy, a ponadto zwykle w układzie rzeczywistym występuje tłumienie propor-
cjonalne do prędkości ruchu.
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5. Układy drgające liniowe

Równanie (5.7) jest równaniem liniowym drugiego rzędu i jego rozwiązanie
ma postać

y = er t, (5.8)

co po podstawieniu do (5.7) prowadzi do równania charakterystycznego

r2 + a2=O. (5.9)

Każdemu z pierwiastków (5.9) odpowiada rozwiązanie szczególne, a ich do-
wolna kombinacja daje rozwiązanie ogólne. Wybierzmy następujące kombinacje
rozwiązań szczególnych

j/i = =cosa-0t, (5.10)

y2 =

Rozwiązanie ogólne przyjmie postać

y = Acosa0t +Bńnaot, (5-11)

gdzie A i B są pewnymi stałymi określonymi przez warunki początkowe. Równa-
nie (5.11) przekształcamy dalej do postaci

gdzie:

B\ tg/3 = - . (5.13)

Parametr a jest amplitudą drgań, a kąt f3 mierzony w radianach określa fazę
początkową drgań. Znajdźmy najkrótszy czas T (okres), po którym ruch się
powtarza, czyli

y = ocos(a0t - 0) - acos[ao(t + T) - &). (5.14)

Wobec tego

r=—. (5.15)

Jeżeli warunki początkowe mają postać
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5.1 Układy o jednym stopwu swobody

y(to) = yo, y(*o) = yo,

to łatwo jest wyznaczyć amplitudę drgań i fazę początkową;

(5.16)

(5.17)

Ruch opisany równaniami (5.11) lub (5.12) jest ruchem harmonicznym.

Przykład 5.1

Dla układu przedstawionego na rys. 5.4 określić częstość małych drgań własnych wokół
pionowego położenia równowagi. Przyjąć, że pręt jest sztywny i bez masowy. Przedstawić
wykreślnie ruch harmoniczny przy warunkach początkowych ip(t0) — 0o, ip(t0) = 4>\. Dane:
k = 2000 N/ m, I = 0.5 m. m = 20 kg.

Rys. 5.4. Małe drgania wahadła odwróconego

Po wychyleniu wahadła odwróconego z położenia równowagi o mały kąt <p (siny =s ip),
rozkładamy siłę ciężkości na dwie składowe: składową działającą wzdłuż pręta i składową
do niej prostopadłą. Następnie napiszemy równanie równowagi momentów sił względem
punktu O, otrzymując

65



5. Układy drgające liniowe

Bifi — -2kPy> + 2lmg<p,

gdzie masowy moment bezwładności

B = m(2Z)2 = 4m/2.

Wobec tego otrzymujemy

2kl2-2mgl_ ft

(5.18)

(5.19)

i częstość drgań własnych wynosi

Ruch harmoniczny opisujący drgania analizowanego układu może być przedstawiony
wykreślnie jako rzut na kierunek osi y> wektora o długości $o wirującego z prędkością
kątową OQ (rys. 5.5).

1 I
1 I, 1 h»r\ /fe^ł 1 /

— "

/
\

V

'
1

a

Rys. 5.5. Interpretacja drgań jako rzutu wektora a wirującego z częstością c*o

Z rysunku 5.5 widać, że rozwiązanie równania ruchu może być łatwo wyznaczone jako
rzut wektora a na oś pionową:

ip = acos(a 0 t - P)- (5-20)

Sumując rzuty wektorów A i B na oś pionową otrzymujemy

w =
$1 sin aot- (5.21)

Rozwiązanie to może być otrzymane również na drodze bezpośredniej, tzn. po założeniu
postaci rozwiązania i uwzględnieniu warunków początkowych.
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5.1 Układy o jednym stopniu swobody

5.1.2 Drgania swobodne

Jak już wspomniano, w układach rzeczywistych drgających występują opory
ruchu, które powodują zanikanie drgań. Często siły tłumiące mogą być przy-
bliżone siłą proporcjonalną do prędkości. Rysunek 5.6 przedstawia bryłę o masie
m podpartą na sprężysto-plastycznym podłożu. Jeśli oddziaływanie podłoża na
ciało zastąpimy dwoma siłami, tj. siłą sprężystą i siłą tłumiącą (r.o schema-
tycznie ujmuje rys. 5.6), to równanie drgań może być wyznaczone w oparciu o
równowagę sił zaznaczoną na rys. 5.7.

y

m

:<> c
•j

Rys. 5.6. Model drgań liniowych swobodnych (fc oznacza sztywność układu, a c jest
współczynnikiem tłumienia wiskotycznego).

Ponieważ drgania będziemy mierzyć od położenia równowagi, to równanie,
drgań ma postać

my + cy + ky = 0.

Równanie (5.22) przekształcamy do postaci

y + 2hy + c*ly = 0,

(5.22)

(5.23)
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5. Układy drgające liniowe

B=-my

Rys. 5.7. Schemat ilustrujący równowagę sil podczas ruchu prostoliniowego z tłumie-
niem wiskotycznym.

gdzie: Oo = (fc/m)"1/2 jest częstością drgań własnych, a h = c/(2m) jest jed-
nostkowym współczynnikiem tłumienia. Rozwiązaniem szczególnym równania
(5.23) jest

V = (5.24)

co po podstawieniu do (5.22) prowadzi do równania charakterystycznego o po-
staci

r2 + 2hr + al = 0,

z którego wyznaczamy pierwiastki

ri,i = ~ h ± iA,

gdzie:

A = J(Ą - h2, i2 = - 1 .

(5.25)

(5.26)

(5.27)

Jako rozwiązanie ogólne równania drgań tłumionych weźmiemy następuj łjt^
kombinację rozwiązań szczególnych
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5.1 Układy o jednym stopoiu swobody

x = A-
2 ' 2t

co prowadzi do rozwiązania o postaci

(5.28)

(5.29)

Chwilowo nieznane stałe A i B określone są poprzez warunki początkowe
1/(0) = J/o, 2/(0) = 2/o i wynoszą:

2/o + hy0A = y0, B =
A

Przebieg takich drgań ilustruje rysunek 5.8.

(5.30)

Rys. 5.8. Przebieg drgań tłumionych układu liniowego o jednym stopniu swobody

Drgania tłumione układu liniowego posiadają następujące cechy charaktery-
styczne. Maksymalne wychylenia powtarzają się w równych odstępach czasu T
i wielkość tę, która wynosi

(5.31)
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5. Układy drgające liniowe

przyjęto nazywać okresem drgań swobodnych tłumionych.
Drugą charakterystyczną wielkością jest logarytmiczny dekrement tłumie-

nia. Jest to logarytm naturalny stosunku bezwzględnych kolejnych wartości
maksymalnych wychyleń, który okazuje się być wielkością stałą, i wynosi

hT,
- - (•••S2»

Wskaźnik ten służy do oceny tłumienia drgań. Na płaszczyźnie fazowej
przebiegowi pokazanemu na rys. 5.8 odpowiada ruch po spirali, zmierzający do
punktu osobliwego, który jest ogniskiem.

W zależności od wzajemnej relacji dwóch parametrów, /t i ag, ruch ana-
lizowanego układu jest różny. Jeśli h2 > a2,, to wówczas równanie charakte-
rystyczne (5.25) posiada dwa różne pierwiastki rzeczywiste i ruch nie jest ru-
chem drgającym, w przeciwieństwie do zilustrowanego przypadku dla a2, > hr.
Jakościowy prz-ebieg możliwych rozwiązań, przedstawiono na rys. 5.9. Jak
widać, wychylenie y(t) może mieć co najwyżej jedno miejsce, zerowe lub nie
mieć ich wcale — w obydwu przypadkach ruch nie jest ruchem drganiowym.
Tłumienie h > Oo nazywamy nadkrytycznym.

Warto jeszcze wspomnieć o tłumieniu krytycznym, które ma miejsce, gdy
«o = h. Wówczas rozwiązanie ma charakter przedstawiony na rys. 5.9, a jego
postać analityczna podana jest niżej:

y{t) = e - ^ d + C2t), (5.33)

gdzie Ci i C? są stałymi.
Na płaszczyźnie fazowej punkt równowagi w przypadku tłumienia nadkry-

tycznego jest statecznym węzłem.

Przykład 5.2

Dla układu przedstawionego na rys. 5.10 wyznaczyć częstość drgań swobodnych tłumio-
nych, logarytmiczny dekrement tłumienia oraz współczynnik tłumienia krytycznego. Spo-
rządzić interpretację geometryczną drgań. Dane: B = 3 kgm2. E = 20,6 • 10 1 0 N/m2,
/ = 10~ 8 m4. I = 1 m, O = 0,5 m, c = 800 NsirT1.

Sztywność sprężyny płaskiej wynosi

3 F*T
k = — 3 - = 3 • 20,6 • 10 1 0 • 10~8 = 6180 N n T 1 . (5.34)

Równanie drgań skrętnych tarczy ma postać
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5.1 Ukiady o jednym stopniu swobody

t
o

Rys. 5.9. Ruch układu o jednym stopniu swobody i thimieniu nadkrytycznym

71



5. Układy drgające liniowe

Rys. 5.10. Drgania obrotowe swobodne z tłumieniem
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5.1 Układy o jednym stopnia swobody

D\2

j ) V = 0- (5.35)

Równanie (5.35) sprowadzamy do postaci

(p + 2htp + <Ą<p = 0, (5.3C)

gdzie:

Ponieważ OQ > h, to przewidywane rozwiązanie ma postać (5.29). Częstość drgań swo-
bodnych zgodnie ze wzorem (5.37) wynosi

A = ^ 1 2 8 , 7 5 - 6 8 , 8 9 = 7,74 s"1 , (5.38)

natomiast logarytmiczny dekrement tłumienia zgodnie ze wzorem (5.32) wynosi

0=^=3,66. (5.39)
A

Współczynnik tłumienia krytycznego wyznaczamy z zależności a% = h, co prowadzi do
wartości

Ck, = 2/Bfc = 272,3 Nsm"1 . (5.40)

Interpretacja geometryczna drgań swobodnych zostanie wykonana w oparciu o wzory
(5.29), (5.30). Równanie ruchu może być przedstawione w bardziej wygodnej postaci

y = ae-htcos(Xt-l3)< (5.41)

gdzie:

/ 2 , [Vo + hyo\2 „ Ł ito + hy0y ° + 1"~A—j • 0 = arctg

a interpretację geometryczną podano na rys. 5.11.
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5. Układy drgające liniowe

Rys. 5.11. Interpretacja geometryczna drgań swobodnych skrętnych
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5.1 Układy o jednym stopniu swobody

5.1.3 Drgania wymuszone bez tłumienia

Obecnie rozpatrzymy drgania układów o jednym stopniu swobody wymusza-
uych harmonicznie bez tłumienia. Modeł takiego układu jest przedstawiony
schematycznie na rys. 5.12.

Równanie ruchu ma postać

my + ky = P cos wt, (5.43)

a po przekształceniu mamy

y + o£y = g cos wt, (5.44)

gdzie:

,
(5.45)

Rozwiązanie ogólne równania różniczkowego niejednorodnego (5.44) będzie
suma rozwiązania ogólnego równania jednorodnego i rozwiązania szczególnego
równania niejednorodnego. To pierwsze było już dyskutowane w punkcie 3.2 i
teraz zajmiemy się tylko tym drugim. Przyczyna jest taka, że w rzeczywistości
drgania własne (czyli rozwiązanie ogólne równania różniczkowego jednorodnego)
zanikają wskutek istniejącego w układzie rzeczywistym tłumienia. W warun-
kach laboratoryjnych obserwuje się (po pewnym czasie) drgania harmoniczne o
częstości siły wymuszającej.

Będziemy poszukiwać rozwiązania o postaci

(5.46)

Po podstawieniu (5.46) do (5.44) otrzymujemy

(<x2
0 - u2)a = q . (5.47)

Amplituda drgań wynosi

a = f \ >ai = *? ,i . (5-48)

gdzie: xA = £ i wielkość ta oznacza przemieszczenie statyczne sprężyny wywoła-
ne działaniem siły P. Definiując współczynnik zwiększający drgań jako a/a;st
możemy zbudować wykres na podstawie zależności
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1= m

Pcosot T

0

r
i

B=-my

Pcoswt

Rys. 5.12. Model układu o jednym stopniu swobody wykonującego drgania bez tłumie-
nia i schemat pizedstawiający równowagę sił
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5.1 Uld&dy o jednym stopniu swobody

4)
O

(a) (b)

Rys. 5.13. Wykres współczynnika zwiększającego drgania dla układu bez tłumienia (a)
oraz wykres kąta fazowego 0 (b)
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5. Układy drgające liniowe

v =

który jest przedstawiony na rys. 5.13.
Z rys. 5.13 widać, że wykres posiada dwie asymptoty. Prostą pionową prze-

chodzącą przez punkt u/om oraz prostą poziomą, która pokrywa się z osią od-
ciętych. Dla iv = eto amplituda drgań rośnie do nieskończoności, co jest bardzo
niebezpiecznym zjawiskiem. Mówimy wówczas o zjawisku rezonansu, a częstość
wymuszenia u> równą częstości drgań własnych nazywamy częstością rezonan-
sową. Z rozważań tych wynikają pewne wskazania dla konstruktorów. Należy
tak projektować urządzenia mechaniczne modelowane układami o jednym stop-
niu swobody, aby cj/a0 <g. 1 lub u/a0 » 1, jeśli zależy nam na minimalizacji
drgań.

Do tej pory rozważaliśmy przypadek drgań układu o jednym stopniu swo-
body wymuszanych harmonicznie o stałej amplitudzie. W praktyce inżynierskiej
napotykamy często na dwa inne typy wymuszeń. Pierwszym z nich są drgania
wymuszone kinematyczne. Wtedy ruchy elementów maszyn lub urządzeń po-
miarowych przenoszone są na element sprężysty, ruch którego oddziałuje siłowo
na masę układu drgającego. Ujmuje to schematycznie rysunek 5.14.

Równanie ruchu ma postać

my = —ky + kyt,, (5.50)

a po uwzględnieniu, że yk = bcosut otrzymujemy

y+ o^y — gcosuł, (5.51)

gdzie:

a2
0 = —, q = — . (5.52)

m m
Wykres rezonansowy może być wyznaczony z zależności

(5.53)

Zależność ta jest analogiczna do przedstawionej na rys. 5.14.
Na koniec omówimy drgania wymuszone siłą odśrodkową. W problematykę

tę wprowadza rysunek 5.15.
Pionowe drgania silnika, czyli układu o jednym stopniu swobody, wymuszane

są siłą odśrodkową, która zrzutowana na oś pionową wynosi
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yb=bcoscot

m

Rys. 5.14. Ilustracja drgań wymuszanych kinematycznic
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Rys. 5.15. Drgania układu o jednym stopniu swobody wymuszone siłą odśrodkową
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5.1 Układy o jednym stopniu swobody

P(t) = m^fiu2 cos wt. (5.54)

Równanie drgań będzie miało postać

My + ky = m^/uj2 cos u>t, (5.55)

gdzie M jest masą całego silnika, w częstością jego obrotów, a k sztywnością
podparcia. Po przekształceniu równania (5.55) otrzymujemy

y + <Ąy = gcoswt, (5.56)

gdzie:

Po założeniu rozwiązania o postaci (5.46), otrzymujemy

(5.58)

(5.59)

co prowadzi do następującej zależności rezonansowej

Ma

którą przedstawiono na rysunku 5.16.

Przykład 5.3

Pręt jednorodny o długości I = 0,5 m i ciężarze G = 20 N jest zawieszony pionowo,
co przedstawiono na rys. 5.17. Na drugi koniec pręta działa wymuszenie harmoniczne
P(t) = Po cosuit, przy czym Po = 5 N, a częstotliwość wymuszenia wynosi / = 2,5 Hz.
Współczynnik sztywności każdej z dwóch podpierających sprężyn wynosi k = 4 - 1 0 2 Nm" 1 .
Obliczyć amplitudę kątową dźwigni w radianach.

Równanie różniczkowe ruchu obrotowego pręta ma postać:

I2 I
B<p = -2k—v-G-<p + P0lcosu>t, (5.60)

4 2

gdzie B jest masowym momentem bezwładności pręta, który wynosi

(5.61)
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5. Układy drgające liniowe

Rys. 5.16. Wykres rezonansowy dladrgan wymuszonych silą odśrodkową
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5.1 Układy o jednym stopniu swobody

Rys. 5.17. Drgania wymuszone pręta jednorodnego zawieszonego pionowo
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5. Układy drgające, liniowe

oraz częstość u = 2irf. Równanie (5.60) sprowadzamy do równania

V? + ajjv? = gcosut, (5.62)

gdzie:

, 3g(M2 -f Gl) 3 (k 1\
0 0 = 2GJ5 = 29\G+1) ( 5 6 3 )

oraz

3 y Ą . N

9 - ~gp • (5-64)

Za Wada my rozwiązanie szczególne równania (5.62) o postaci

\p = $o cosut (5.65)

i znajdujemy

• = 0,19 rad . (5.66)

Amplituda drgań pręta wynosi 0,19 rad. Drgania odbywają się przed rezonansem.

5.1.4 Drgania wymuszone tłumione.

Obecnie rozważymy najbardziej ogólny model układu o jednym stopniu swo-
body tj. drgania wymuszone siłą harmoniczną o stałej amplitudzie układu z
tłumieniem wiskotycznym (rys. 5.18).

W oparciu o rysunek 5.18 wyprowadzamy równanie drgań

my + cy + ky = P cosut, (5.67)

które następnie przekształcamy do postaci

y + 2hy + agy = q cos ut, (!).68)

gdzie:

c k P
2/i = — , aj = — , g = —. (5.69)

m m m

84



5.1 Układy o jednym stopniu swobody

8=-my

Pcosoot

Rys. 5.18. Model drgari wymuszonych tłumionych wraz z modelem obliczeniowym
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5. Układy drgające liniowe

Podobnie jak i w punkcie poprzednim dotyczącym analizy równania (5.44),
rozwiązanie ogólne równania (5.68) jest sumą rozwiązania ogólnego równania
jednorodnego (było ono już dyskutowane) oraz rozwiązania szczególnego równa-
nia niejednorodnego. Ze względu na to, że drgania swobodne, opisane rozwiąza-
niem równania "jednorodnego są po pewnym czasie wytłumione, zajmiemy się
w dalszych rozważaniach tylko rozwiązaniem szczególnym. Będziemy go poszu-
kiwać w postaci

y = A cos ut + B sin u>t. (5.70)

Różniczkując dwukrotnie (5.70) podstawiając do (5.68) i przyrównując wyraże-
nia stojące przy sinurt i coswt otrzymujemy

(ajj - u^A + 2/iwB = q , (5.71)

-2huA + (ojj - u>2)B = 0 .

Z powyższych równań wyznaczamy niewiadome A i B, które wynoszą

(o.

<7
D _ _J

Rozwiązanie (5.70) może być przedstawione w postaci

y = acos(wt-/3), (5.73)

gdzie, jak łatwo sprawdzić

* (5.74)

( 5 7 5 )
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5.1 Ukł&dy o jednym stopniu swobody

Wprowadzając wielkość Xst = g/ajj oraz pojęcie współczynnika zwiększa-
jącego drgania u z równania (5.74) otrzymujemy

(5.76)

Współczynnik v wyraża stosunek największego przemieszczenia (amplitudy
a) do przemieszczenia statycznego wywołanego działaniem tej samej siły. Zależ-
ność v(u/oco) nazywamy wykresem rezonansowym dla układu o jednym stopniu
swobody z tłumieniem wiskotycznym. Przedstawia on bezwymiarowe ampli-
tudy drgań przy równych stosunkach w/«o dla kolejnych stałych wartości h/a^.
Wykres ten przedstawiono na rys. 5.19.

Z wykresu widać, że amplituda drgań jest wrażliwa na tłumienie w zakresie
0,5 < w/a0 < 1,4 i szczególnie wrażliwa przy u/a0 w 1. Po przekroczeniu
tego zakresu gwałtownie spada i przy o; —• oo, amplituda dąży do zera. W
przeciwieństwie do wykresu rezonansowego bez tłumienia maksimum amplitudy
drgań jest nieznacznie przesunięte w lewo, bo występuje ono dla wartości

Oto \

Dla bardzo dużego tłumienia (/i/oo > 0,707) wymienione maksima nie istnieją
i amplituda drgań wymuszonych maleje monotonicznie ze wzrostem w/a0.

Kąt 0 jest miarą opóźnienia fazy drgań względem fazy siły wymuszającej.
Wykres zależności y3(w/oo) przedstawiono na rys. 5.20.

Jak widać z rys. 5.20, przy zbliżaniu się do rezonansu (w = «o) opóźnienie
w fazie gwałtownie rośnie, i to tym gwałtowniej im mniejsze jest tłumienie.
Dla u/aeo 4C 1 oraz u/oo ^ 1 zmiany ft są o wiele mniej wrażliwe na zmianę
tłumienia i odpowiednio wartości kąta opóźnienia fazy drgań są bliskie albo
zera, albo 180°.

Rozpatrzmy obecnie drgania wymuszone kinematycznie, co schematycznie
przedstawiono na rys. 5.21.

Równanie drgań w tym przypadku ma postać

my + cy + ky = kyh + cyb , (5.78)

a po przekształceniu otrzymujemy

= psinut + qcosut, (5.79)
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II

lill\SLl£

r4
i

y i l £=0.25

i i

W

Rys. 5.19. Wykres rezonansowy w układzie o jednym stopniu swobody z tłumieniem
wLskotycznym.
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n

7
A

0 ±*

VJA
*>^

r~

» i

• 1 =

>

Rys. 5.20. Wykres opóźnienia fazy drgań 0 w funkcji u/eto dla drgań wymuszonych z
tłumieniem

y=bcoswt A

Rys. 5.21. Model drgań układu o jednym stopniu swobody z tłumieniem wiskotycznym
wymuszanych kinematycznie
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gdzie:

2/i = - , a2
0= —, (5.80)

m m
cwb Jfci

V— > 9 = — •
m m

Przy rozwiązywaniu powyższego równania posłużymy się geometryczną in-
terpretacją drgań (można je również rozwiązać w sposób podany wcześniej).
Zgodnie z obowiązującą w układach liniowych zasadą superpozycji, znajdziemy
rozwiązanie (5.79) jako sumę rozwiązań wyznaczonych dla każdego z wymuszeń
osobno. Będziemy więc mieli

j/i + 2hyi + a%y! = p sin u;* (5.81)

oraz

j/2 + 2Aj/2 + aol/2 = q sin (ut + - ) . (5.82)

Rozwiązanie każdego z równań jest łatwo wyznaczyć w oparciu o przepro-
wadzone wcześniej rozważania. Mają one postać

2/1 = a\ sin(wf — 0i) (5.83)

oraz

3/2 = a2 sin(wt - /?2) . (5.84)

Amplitudy ax i CĄ określone są zależnościami

«i = P 0r).8.r,)

o 2 = . g . (5.86)

Kąty opóźnienia fazowego wynoszą

/3, = A = arctg 2
2 ^ 2 . (5.87)

W oparciu o rys. 5.22 obliczamy

y = asin(wt-/3) , (5.88)
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5.1 Układy o jednym stopniu swobody

Rys. 5.22. Interpretacja geometryczna rozwiązania równania (5.82)
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5. Układy drgające litńowe

gdzie:

a po wykonaniu obliczeń otrzymujemy

a
6

(5.89)

(5.90)

(5.91)

W oparciu o równanie (5.91) sporządzono wykres rezonansowy przedstawiony
na rys. 5.23.

Rys. 5.23. Wykres rezonansowy dla układu o jednym stopniu swobody z tłumieniem
wiskotycznym i wymuszeniem kinematycznym

Zasadnicza różnica pomiędzy tym wykresem a wykresem rezonansowym
przedstawionym na rys. 5.19 polega na tym, że na rys. 5.23 wszystkie krzywe
rezonansowe przecinają się dla w/oto = \/2 w tym samym punkcie.

92



5.1 Układy o jednym stopniu swobody

Jako ostatni ważny technicznie rodzaj wymuszenia rozpatrzymy drganie wy-
muszone siłą odśrodkową. Posłużymy się tutaj modelem przedstawionym na
rys. 5.15 i dodatkowo przyjmiemy, że między silnikiem a podłożem znajduje się
tłumik o tłumieniu wiskotycznym c. Równanie ruchu ma postać

My + cy -f- ky = m^w2/! cos u>t, (5.92)

które sprowadzamy do standardowej postaci

y + 2hy + aly = qcoswt, (5.93)

gdzie:

2h = —, o2 = - r̂, g = ? > V . (5.94)
M M M

Amplituda drgań wymuszonych siłą odśrodkową wynosi

a = m , / i t t 0 3 ( 5 , 9 5 )
r - -

V I 1 -
W oparciu o zależność (5.95) sporządzono wykres rezonansowy przedstawiony
na rys. 5.24.

Cechą charakterystyczną tego wykresu, odróżniającą go od dwóch pozo-
stałych jest to, że dla u> —» 00 mamy o = m^fia^/k, co odpowiada ugięciu
statycznemu układu.

Przykład 5.4

Ciało o masie m połączone jest z jednej strony poprzez tłumik z ostoją, a z drugiej jest
wymuszane poprzez sprężynę o sztywności k, której koniec wykonuje ruch harmoniczny
yt, = bcosuit. Częstość wymuszenia jest dwa razy większa od drgań własnych. Obliczyć
maksymalną reakcję w punkcie A. Dane: k = 2 • 102 N/m, c — 3 • 102 Ns/m, m = 20 kg,
6 = 2- 1CT2 m.

Równanie różniczkowe układu ma postać

mi + ci + kx = kxi, , (5.96)

a po sprowadzeniu do postaci standardowej otrzymujemy

x+ 2hx + alx — ącosujt , (5.97)

gdzie:
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5. Układy drgające liniowe

Rys. S.24. Wykres rezonansowy dla układu o jednym stopniu swobody z tłumieniem
wiskotycznym i wymuszeniu kinematycznym
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1 k

-JVW\H
yb=bcosG>t

B

»-=•

Rys. 5.25. Schemat analizowanego układu

m

Ze wzoru na amplitudę drgań (5.74) wynika, że dla w = 2OQ mamy

9 >*

(5.98)

t . (5.99)

Maksymalna reakcja w punkcie A jest równa maksymalnej sile tłumienia określonej wzorem

J\r-|«*b«|. (5.100)

co po uwzględnieniu zależności (5.99) prowadzi do wartości

Ptt = 2cW— a = 3,79N.
V ro

(5.101)

Maksymalna siła reakcji w punkcie A wynosi 3.79 N.

5.1.5 Drgania parametryczne

W celu wprowadzenia w problematykę drgań parametrycznych rozpatrzmy małe
drganie układu przedstawionego na rys. 5.26. W odległości I od osi obrotu
znajduje się ciało o masie m zamocowane w bezmasowym pudle za pomocą
dwóch sprężyn (każda o sztywności k).
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Rys. 5.26. Drganie parametryczne z wymuszeniem M(t)

96



5.1 Układy o jednym stopniu swobody

Podczas wahań ciało o masie m przemieszcza się wzdłuż prowadnic i jego
masowy moment bezwładności względem punktu 0 ulega zmianie. Przy wypro-
wadzaniu równania ruchu skorzystamy z twierdzenia, że pochodna krętu układu
w czasie jest równa sumie momentów sił działających na układ, czyli

ĘM, (5-102)

Niech ruch masy w prowadnicach będzie opisany funkcją asinujt, wówczas
masowy moment bezwładności względem punktu O wynosi

B =m{l +a sin ut)2 . (5.103)

Ponieważ lewa strona równania (5.102) opisana jest wzorem

—(Bip) = Btp +—r-tp = m(l + asmurt)2<p
dt dt

+ 2m(l0 + a smu}t)(uv<p cos ust. (5.104)

Moment sił pochodzi od siły ciężkości i od zewnętrznego momentu M[t). Wobec
tego

53 M = —mg(l +a sin wt) sin (f + M(t) (5.105)

i po przyjęciu sinip fmp z równania (5.102) otrzymujemy

<p + P(t)ip + Q{t)tp = R(t) , (5.106)

gdzie:

= 2cu,cosu>t Q{t) = ^ [ ( 5 1 0 7 )
w i + asinwt' ^ w Z + asinwt v '

m(l + asinut)2

Dalej rozważać będziemy równanie (5.106). Wprowadzimy nową zmienną
y{t) zdefiniowaną przez

r t -i

*»(*) = v(*) exp --JP(T)dĄ . (5.108)
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Z równania (5.108) otrzymujemy

, (5.109)

co po podstawieniu do równania (5.106) prowadzi do usunięcia członu z pierwszą
pochodną <p i otrzymania równania

y+p(t)y = »•(*), (

gdzie:

p(t) = Q - -P* - -P, r(t) - iiexp - / P(r)dr\ . (5.111)

Jeśli p(t) = p{t+T), gdzie T jest okresem zmian współczynnika p, to równa-
nie (5.110) nazywać będziemy równaniem Hilla.

Rozpatrzmy przypadek r(t) = 0. Niech j/i(<) i jfe(<) będą rozwiązaniami
równania (5.110). Wybieramy rozwiązanie tak, aby spełniało ono następujące
warunki początkowe

= 1, Vi(0) = 0, (5.112)
= o .

Jeśli yj(t) i j/j(i) są niezależnymi rozwiązaniami, to również yi(t+T) i
T) są niezależnymi rozwiązaniami. Te ostatnie możemy wyrazić jako liniowe
kombinacje dwóch pierwszych tj.

Wówczas po uwzględnieniu (5.112) mamy

yx(T) = ¥>„, 2/i(r)=V>i2, (5114)
J/2(T) = ^ , , ^(7^=^22.

Z równania (5.110) otrzymujemy
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0, (5.115)

a następnie mnożąc pierwsze równanie (5.115) przez —j/2, a drugie przez t/i i
dodając do siebie otrzymujemy

o, (5.H6)

co po scałkowaniu prowadzi do równania

- yiyj = C. (5.117)

Podstawiając w miejsce zmiennej niezależnej O i T z równania (5.117) otrzy-
mujemy

- ili(T)ya{T) = y2(0)yi(0) - j/i(0)y2(0) , (5.118)

co po uwzględnieniu (5.112) i (5.114) prowadzi do równania

<P22<PU ~ <Pl2<P2l = 1 • (5.119)

Ponieważ

y,(t +T)= M!/i(t), y2(t + T)= /iya(t) , (5.120)

to po uwzględnieniu powyższych równości w równaniu (5.113) otrzymujemy
równanie charakterystyczne

= 0, (5.121)

lub w postaci rozwiniętej

Pierwiastki równania (5.122) nazywamy multiplikatorami i wynoszą one

H\fi 5= a ± y/ct2 — 1 , (5.123)

gdzie:

(5.124)

Obydwa multiplikatory są albo rzeczywiste albo zespolone sprzężone. Ich
zależność od parametru a przedstawia rys. 5.27.

Z równania (5.123) wynika, że dla dowolnej wartości a mamy
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Rys. 5.27. Wykres zależności wartości multiplikatorów od parametru a
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= 1 . (5.125)

W przedziale |a| < 1 multiplikator /i jest wielkością zespoloną o module równym
jedności i zapiszemy go w postaci

Hia = exp(±»AuT) , (5.126)

gdzie 0 < |A| < 1.
W przedziale |Q| > 1 mnożniki /i są rzeczywiste i mogą być przedstawione

jako

/xu = ±exp(±ART) 1 (5.127)

gdzie AR przyjmuje wartości 0 < AR < oo.
Dla Q = 1 mamy |ii = /i2 = 1, oraz dla o = —1 mamy ni = (i% = —1.

Dla n = 1 lub n = — 1 rozwiązanie jest okresowe i w pierwszym przypadku ma
postać

y(t + T)=y(t), (5.128)

natomiast w drugim

y(t + 2T) = -y(t + T)= y(t) , (5.129)

co oznacza odpowiednio rozwiązanie o okresie T i rozwiązanie o okresie 2T.
Jeśli (i > 1 (czyli dla |a| > 1) to rozwiązanie y(t) wzrasta nieograniczenie ze
wzrostem czasu i jest ono niestabilne. Stabilne rozwiązanie pojawia się dla
/x < 1, a na granicy między stabilnym i niestabilnym rozwiązaniem pojawia się
rozwiązanie okresowe (dla |/x| = 1, co odpowiada \a\ = 1).

Wprowadzając nową funkcję $(<) taką, że

y(t) = $(*) exp(At) = $(t) exp(AR + »AU), (5.130)

obliczamy

y{t + T) = *(t+T)exp(A(t + T)) = y(t)exp(AT) =

= $(t)exp(At)exp(Ar). (5.131)

Po przyrównaniu drugiej i ostatniej części równości wyrażenia
(5.131) otrzymujemy, że $(t + T) = $(<), czyli że funkcja $(t) jest okresowa o
okresie T.

Ponieważ funkcja y(—t) jest także rozwiązaniem, więc kompletne rozwiąza-
nie równania Hilla ma postać
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y(t) - C, exp(At)$(t) + C2 exp(-A*)ł(-*), (5.132)

gdzie Ci i Cś są stałymi określonymi przez warunki początkowe.
Jak widać rozwiązanie to jest zawsze niestabilne, jeśli tylko A nie jest wielko-

ścią czysto urojoną. Dla wartości /ł = 0 i /i = i równanie (5.132) nie jest
rozwiązaniem równania Hilla (stwierdzenie to wynika z analizy równania cha-
rakterystycznego) .

Dla n — 1(A = 0) rozwiązanie równania Hilla ma postać

= Ci$i(t) + C2t$2(t), (5.133)

natomiast dla \x = —1(A = ±ś) rozwiązaniem jest

= d exp(tf )*,(*) + Ca£exp(«)*a(t), (5.134)

przy czym $i(f) = $i(i + 2T) oraz <&2(t) = $2(t + T). Obydwa rozwiązania
opisane równaniami (5.133) i (5.134) są niestabilne.

Podsumowując powyższą analizę należy podkreślić, że rozwiązania okresowe
pojawiają się na granicy utraty stateczności. Znalezienie rozwiązań okresowych
0 okresie T i okresie 2T wyznacza granice utraty stateczności (punkty /i = a = 1
1 fj. = a = — 1 z rys. 5.27 wyznaczają granicę stateczności).

Obecnie zajmiemy się dwoma szczególnymi przypadkami równania Hilla.
Najpierw omówimy tzw. równanie Meissnera. Będziemy dalej rozważać równa-
nie

0, (5.135)

przy czym p(t) ma formę przedstawioną na rys. 5.28.
Równanie ruchu ma postać

y* + a2ya = 0, dla 0 < t - mT < Ti , (5.136)

Vb + b2yb = 0, dla T, < t - mT < T , (5.137)

gdzie m = 0,1,2, Rozwiązanie ogólne równania (5.136) można zapisać jako

ytt = C™ oosot + C<2) sin ot. (5.138)

Wobec tego rozwiązaniem (5.136) jest

Va
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• 1 - •i--

Ti t

Rys. 5.28. Zmiany okresowe współczynnika p(t) (równanie Meissnera)
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W podobny sposób otrzymujemy dla równania (5.137), że

™stó sinfc]
bcosbt \ { C f ) • ( 5 1 4 0 )

Dla t = Ti mamy warunek

(5.141)

Niech {y>i(t)} oznacza pierwsze rozwiązanie ogólne przy warunkach począt-
kowych {vi(0)} = col(l ;0). Z równania (5.139) otrzymujemy

i stąd

Podstawiając (5.143) do (5.139) obliczamy

( " 4 4 )

Warunek (5.141) otrzymuje postać

(5.145)

Wobec tego z równania (5.144) i równania (5.140) otrzymujemy
( 1 )cos ar, \ _ f cos6Ta sinbTr 1 / C6

(1) \
- a sin ar, j ~ [ -bsinbT, fccos&T, J \ CŁ

(2) / ' { }

a po rozwiązaniu którego mamy

l1
?>\ 1 [ b cos KTt - sin ftT, 1 ( cos aTt\
f> J 6 [ frsin&r, cos6Ti J \_ -asinaT, ) " l° ;

Biorąc pod uwagę równanie (5.140) i równanie (5.147) znajdujemy
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W podobny sposób możemy przeprowadzić operacje dla drugiego niezależne-
go rozwiązania {^(t)} z warunkami początkowymi {vs(0)} = col (0; 1). Otrzy-
mujemy

Rozwiązanie na końcu okresu T może być wyrażone poprzez macierz

[$„] = ( { ^ ( T ) } , {<pih{T)}), (5.150)

Z równań (5.148), (5.149) oraz (5.124) otrzymujemy

a= - 2 cos aT, cos MT - Tx) - [ £ + - 1 sin aTi sin b(T - Ti)\ . (5.151)
2 [ \f> aj J

Jak wiadomo z wcześniejszych rozważań, na granicy stateczności mamy a =
±1, czyli

2cosaTt cosfc(T - TO - I r + - 1 sinaTi sin6(T - TO = ±2. (5.152)
\b a)

Równanie powyższe zawiera trzy ważne parametry: oT, aTi, b/a. Równa-
nie (5.152) można również traktować jako równanie powierzchni w trójwymia-
rowej przestrzeni parametrów, która oddziela przestrzeń parametrów odpowia-
dających rozwiązaniom statecznym i niestatecznym.

Dla uproszczenia dalszej analizy przyjmiemy 6 = 0. Z równania (5.152)
otrzymujemy

2 cos aT, - (aT - aTi) sin aTi = ±2 , (5.153)

ponieważ

lim ^ , = T-Ti . (5.154)
6—0 b

Z (5.153) otrzymujemy krzywą będącą granicą utraty stateczności w płaszczyź-
nie aT\, aT o postaci

2(cosaT 1J:l)
aT = : — — aT\ . (5.155)

sin aT\
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5. Układy drgające liniowe

Równanie (5.155) spełnione jest dla

aTj =rwr, n = 1,2,3,... (5.156)

i równanie (5.156) wyznacza granice utraty stateczności. Wyniki powyższej
analizy wraz zaznaczeniem obszarów stateczności przedstawiono na rys. 5.29.

aTA

Rys. 5.29. Granice stateczności dla równania MeLssnera dla przypadku szczególnegu
6 = 0 (obszary stateczne są zakreskowane)

W celu ustalenia, które z obszarów na rys. 5.29 są stateczne, wybieramy
dowolny punkt z danego obszaru i obliczamy wartość a.
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5.1 Układy o jednym stopniu swobody

Drugim szczególnym przypadkiem równania Hilla jest równanie Mathieu o
postaci

= 0 . (5.157)

(5.158)

Wprowadzając wielkości

obszary niestateczności w płaszczyźnie A i 7 zostały wyznaczone dla równania
Mathieu po raz pierwszy przez Ince i Strutta (rys. 5.30).
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Rys. 5.30. Wykres Ince-Strutta — obszary stateczne zostały zakreskowane

Krzywe graniczne w pobliżu osi A można wyznaczyć przy pomocy metody
perturbacyjnej.

Szczególnym przypadkiem równania Mathieu (dla 7* = 0) jest równanie
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5. Układy drgające liniowe

= O. (5.159)

Łatwo zauważyć, że dla A* < 0 (i A < 0) rozwiązania równania (5.159) są niesta-
teczne. Ciekawym zjawiskiem jest fakt, że pojawienie się 7 (czyli wzbudzenia
parametrycznego) powoduje pojawienie się obszaru statecznego. Można więc
wyciągnąć wniosek, że za pomocą wzbudzenia parametrycznego można również
stabilizować ruch.

W technice bardzo ważną rolę odgrywa przypadek A > 0. Najbardziej nie-
bezpieczny jest przypadek A = 1/4.

Rozpatrzmy obecnie wpływ liniowego tłumienia na obszary utraty state-
czności. W tym celu dokonajmy analizy równania

w + Pow + Q(t)w = 0 . (5.160)

Równanie to może być otrzymane z równania (5.106) po przyjęciu w = <p i
P(t) = Po = const. Dalej możemy dokonać podstawienia w sposób analogiczny
do (5.108) i następnie pozbyć się członu z pierwszą pochodną. Postąpimy tu
jednak inaczej. Równanie (5.160) zapiszemy w postaci

gdzie:

[
Ślad macierzy Sp [A(t)] = —Po = const i według Liouville'a mamy

det [$(t, <o)] = det Mt0, t0)] exp \j Sp [>1(T)] dr , (5.163)

gdzie $(t) wyprowadzono we wzorze (5.130).
Jeśli przyjmiemy

+ T, t0)] = det [ ł j , (5.164)

to zgodnie z (5.163) otrzymujemy

det [$4 = det [ ^ ^ 2 | = e - « r , (5.165)

108



5.1 Układy o jednym stopniu swobody

a stad

<Pu<Pn - <Pn<Pn = ^~P>T- (5.166)

Równanie charakterystyczne ma postać

d e t ( [ $ t ] - M m ) = 0 , (5.167)

z którego otrzymujemy

= a± Jo? - {<fiu<P22 - <PWP2\), (5.168)

gdzie:

^ (5.169)

Uwzględniając w (5.168) równanie (5.166) otrzymujemy

= « ± y/a*-exp{-P0T). (5.170)

Z równaniu (5.170) wynika, że jeśli \a\ < exp (^2*-)> to pierwiastki ii\ i
są zespolone sprzężone. Ponadto z (5.170) wynika, że

(5.171)

Z powyższych rozważań wynika, że multiplikatory charakterystyczne leżą
wewnątrz okręgu jednostkowego płaszczyzny zespolonej Im fi, Re /i, co przed-
stawia rys. 5.31.

Rozwiązania odpowiadające fij i \x2 są asymptotycznie stabilne.
Drugim przypadkiem do rozpatrzenia jest a należące do przedziału

(5.172)

W tym przypadku multiplikatory charakterystyczne będą rzeczywiste i będą
one leżeć wewnątrz okręgu jednostkowego.

Wreszcie w ostatnim przypadku tj. dla

(5.173)
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5. Układy drgające liniowe

IlUfl t bez tłumienia

z tłumieniem

Rys. 5.31. Położenie multiplikatorów charakterystycznych w układzie parametrycznym
z tłumieniem i bez tłumienia
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5.1 Układy o jednym stopniu swobody

bezwzględna wartość jednego z multiplikatorów przekracza 1, tzn. że odpowia-
dające mu rozwiązanie narasta w czasie. Warto dodać, że w tym przypadku
pomimo istniejącego dodatniego tłumienia, układ jest niestateczny. Ten wynik
nie może być otrzymany, gdy w równaniu (5.160) Q(t) = Qo = const.

Rozpatrzmy obecnie uogólnione równanie Matbieu zawierające człon z linio-
wym tłumieniem o postaci

ŚŻ + Poy + (A*+7*cosfi*)y = 0 . (5.174)

Zagadnienie to zostało w pełni rozwiązane przez Kotowskiego, a wyniki jego
obliczeń podane zostały na rys. 5.32.

Z rysunku widać, że ze wzrostem tłumienia zwiększają się obszary sta-
teczności. Ze wzrostem A pojawiają się kolejne obszary utraty stateczności,
które są coraz węższe i mają mniejsze znaczenie w technice.

Przykład 5.5

Wirnik o przekroju prostokątnym 6 x h i długości t obraca się z prędkością u. W połowie
jego długości znajduje się masa m mogąca wykonywać ruch tylko w kierunku osi y (patrz
rys. 5.33). Podczas ruchu w tym kierunku na masę działa siła sprężystości i tłumienia
pochodząca od dwóch sprężyn i tłumików. Zbadać stateczność ruchu wirnika (masę wirnika
pominąć). Dane: m = 5 kg, fco = 2 • 103 N/m. w = 200 rds l,b= 0,005 m,/ = l ą
h = 0,01 m. c = 100 Nsrrr1, E = 2,1 • 1 0 u NirT2.

Obierzmy układ współrzędnych x\ j/j sztywno związany z obracającym się wirnikiem
(rys. 5.33).

Związek między współrzędnymi wyrazi się zależnością:

x = xi cosoit— j/i sin ut, (5.175)

y = J/J cosurt + j/i sin wt. (5.176)

Moment bezwładności przekroju wału względem osi z wynosi

2dF, (5.177)

co po uwzględnieniu (5.176) prowadzi do równania

U = c o s 2 w t Iy*dF + sin2wt fx\dF + 2sin2u>t f xiytdF. (5.178)
F F F

Oznaczając
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Rys. 5.32. Granice utraty stateczności dla równania Mathieu wyznaczone przez Ko-
towskiego
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l/2cEkjfl/2k1X 1/21 V 1/21

Rys. 5.33. Schemat drgań wirnika o przekroju prostokątnym z masą skupioną m w
jego środku długości
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Rys. 5.34. Schemat obliczeniowy do rys. 5.33
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5.1 Układy o jednym stopniu swobody

oraz IXiyi = j ' xlVldF = 0. (5.179)

z równania (5.178) otrzymujemy

ix = h^Lhn. + hi^LiLcosZst. (5.180)

Dla położenia wirnika określonego kątem a sztywność wynosi

, (o-0), (5.181)

Równanie drgań ciała o masie m przyjmuje postać

y = 0. (5.183)+ +

W celu przekształcenia go do równania (5.174) podstawiamy

r = 2wfr (5.184)

i otrzymujemy

P o = 2 ^ W A = 4 ^ 2 + L 1 ' 7 = 8mu« • ( 5 - 1 8 5 )

Po podstawieniu parametrów liczbowych otrzymujemy

JXl = 4 , 2 - 1 0 " 1 0 m 4 , / w = 1 - 1 0 " 1 0 m 4 ,

Jfc*, = 4233,6 Nm" 2 , Jbw = 1008 N m ' 2

oraz Po = 0,00025, A = 0,00578, 7 = 0,002. 2 rys. 5.32 wynika, że punkt o powyższych
współrzędnych znajduje się w obszarze rozwiązań statecznych, zatem ruch wirnika jest w
rozpatrywanym przypadku stateczny.
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5.2 Układy o dwóch stopniach swobody

5.2.1 Drgania własne

Podstawowe własności drgań układów o dwóch stopniach swobody rozpatrzone
zostaną na przykładzie układu przedstawionego na rys. 5.35. Z matematycz-
nego punktu widzenia przedstawiona metoda postępowania będzie podobna i
dla innych układów mechanicznych schematycznie przedstawionych na rys. 5.35
b,c.

Dwa ciała z rys. 5.35 a) wykonują tylko ruchy postępowe, natomiast dwa
dyski przedstwione na rys. 5.35 b) o masowych momentach bezwładności D\ i B2

wykonują tylko drgania skrętne, przy czym rolę sprężyn pracujących na skręca-
nia odgrywają bezmasowe części wałów o sztywnościach kt i k2. Natomiast belka
podparta na sprężynach o sztywnościach kt i k2 ma możliwość zarówno ruchu
postępowego jak i obrotu (na rysunku dwie współrzędne uogólnione mierzone
są względem środka masy S).

Równanie ruchu układu ma postać:

m2x2 = m2g - k2{xrm2si + x2-x{). (5.186)

Ponieważ
(m, + m2)g m2gx ] s t = , scjst = - 7 — , (5.187)

«1 K2

to równania (5.186) prrzyjmują postać:

*1 + ( a l l + "?2)X1 ~ <*12X2 = ° '
x2 - a\2x\ + a\2x2 = 0 , (5.188)

gdzie:

^ ^ ^ a? 1 + af 2 - (51189)

Rozwiązań układu (5.188) poszukujemy w postaci:

x\ = A cos(crf + 0) , x2=B cos(ot + 0) , (5.190)

co dla niezerowych A i B prowadzi do równania charakterystycznego

a 4 - (a?, + a2
2

2 + cĄ2)c? + a ? ^ = 0 . (5.191)
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Rys. 5.35. Przykłady układów drgających o dwóch stopniach swobody
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Powyższe równanie częstości pozwala na wyznaczenie częstości it\ i «2 ze
wzoru:

1,2 = « ( a l l + °i%2 + a12) ^ V 7( a l l + a22 + a?2)2 ~ all°22 • (5.192)

Dla każdej z częstości obliczamy stosunki określające postacie układu w czasie
drgań odpowiednio z częstością ot\ i a 2

( " ) ^ A > ° ^ ^ * 7 ? - A2 < 0 - (5.193)T ^ 2 T ^ 7 ?
yii a ^ — a f A2 a\2 — oĄ

Dwie główne postacie drgań opisane są wzorami:
x[n = Ai cos(otit + A) , i ^ = -Mi cos(c*i* + /9t) ,
xj2) = ^2Cos(a2< + /92) . x2

2) = A2yl2 cos(a2* +/92) , (5.194)

przy czym okresy drgań odpowiadające częstościom »i i a 2 wynoszą: T\ =
27r/ai, T2 = 2?r/a2.

Przy pierwszej postaci drgań oba ciała poruszają się w tą samą stronę i w
fazie, natomiast podczas drgań z drugą postacią główną poruszają się one w
kierunkach przeciwnych (przesunięcie fazowe wynosi TT). Przedstwiono to na
rys. 5.36.

Oczywiście drgania z głównymi postaciami drgań są możliwe, ale muszą być
one zadane z pewnymi szczególnymi warunkami początkowymi. W ogólnym
przypadku drgania są ich kombinacją liniową i opisane są równaniami:

xi = X1? + x[2) = Ai cos(ait + fli) + A2 cos(a2 + /?2) ,
x2 = xl

2
l) + a:2

2) = \xAi cos(ai< + /3,) + A2i42 cos(a2t + &) . (5.195)

Stałe Ai, Ai, Bi i B 2 wyznaczane są z warunków początkowych. Drgania wy-
padkowe (jako wyniki złożenia dwóch postaci głównych) w odróżnieniu od nich
nie muszą być okresowe. Zachodzi to wówczas, gdy częstości o.\ /a 2 ^ k/l, gdzie
k i I są liczbami naturalnymi.

5.2.2 Drgania swobodne (z tłumieniem)

Rozpatrzmy drgania układu z rys. 5.35 b), gdzie dodatkowo uwzględniono
tłumienie proporcjonalne do prędkości bezwzględnej lub względnej (rys. 5.37).

Na powyższym rysunku wprowadzone zostały trzy tłumiki tłumiące drga-
nia skrętne. Dwa z nich reprezentują momenty tłumienia proporcjonalne do
prędkości bezwzględnych:
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Rys. 5.36. Pierwsza i druga główna postać drgań układu o ruchu postępowym



C2

Rys. 5.37. Drgania swobodne skrętne układu o dwóch stopniach swobody



5.2 Układy o dwóch stopniach swobody

i = 1,2, (5.196)

a trzeci do prędkości kątowej względnej:

Mr = c{ip2 ~ <fii) • (5.197)

Przyjęte uproszczenie sil rzeczywistych tłumiących jako proporcjonalnych do
prędkości (względnej lub bezwzględnej) nie zawsze jest jednak możliwe.

Równania ruchu tego układu (dla c = 0) mają postać:

(5.198)

Rozwiązań szczególnych układu (5.198) poszukujemy o postaci:

V! = Ać\
<p2 = BeTt, (5.199)

gdzie r. jest liczbą zespoloną. Po podstawieniu (5.199) do (5.198) otrzymujemy

[ + ki+ k2] - k2B = 0 ,
-k2A + [B2r

2 + ar + k2]B = 0 (5.200)

i równanie częstości ma postać:

2 + ki + k2)(B2r
2 + mr + k2) -k2 = 0. (5.201)

Można spodziewć się, że dla małego tłumienia pierwiastkami równania cha-
rakterystycznego (5.201) są liczby zespolone parami sprzężone o częściach rze-
czywistych ujemnych. Gdyby chociaż jeden z nich posiadał cześć rzeczywistą
dodatnią, to drgania by narastały. Pierwiastki te mają postać:

r3.4 = -fc2±«*2, (5.202)

gdzie a\ \a2 są częstościami drgań własnych tego układu (drgań bez tłumienia).
Również i w tym przypadku na podstawie równań (5.200) można dla każdego
z pierwiastków r,- (i = 1,2,3,4) wyznaczyć stosunki Ai/Bifc). Ponieważ kom-
binacje rozwiązań (5.202) też są rozwiązaniami, to można wybrać cztery na-
stępujące niezależne rozwiązania rzeczywiste: e~ fc | tcosait, e"*'*sinai<>
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e~h2*cosa2t, e~*2tsina2t. Charakteryzują one postacie główne drgań z tłumie-
niem. Rozwiązania ogólne przyjmują postać:

tpi = e~*l*(Ai cos ait + A2 sin acyt) + e"*"*^ cos a2t + Ai sin a2t) ,

Z warunków początkowych: <pi(to) = .̂Oi V>i(to) = V*>» wyznaczamy cztery
niewiadome (pozostałe cztery znajdujemy z równań (5.200)).

Zachęcamy Czytelnika do napisania równań ruchu dla układu z rys. 5.37
dla c / 0, jak również do wykonania obliczeń szczegółowych po przyjęciu para-
metrów liczbowych.

5.2.3 Drgania wymuszone

Rozpatrzmy następujący problem często spotykany w technice. Maszyna wir-
nikowa o masie mi jest usadowiona na konstrukcji podpierającej o sztywności
kx. Wirnik obraca się z pewnym niewyważeniem e, co powoduje powstanie siły
odśrodkowej o amplitudzie P\ — eur2 (gdzie w jest częstością obrotów wirnika)
oddziałującej na podparcie. W celu zmniejszenia tych oddziaływań stosuje się
tzw. tłumik dynamiczny, składający się z masy mj, sztywności k2 i tłumie-
nia c-i tak dobranych, aby realizować zerowe lub minimalne amplitudy drgań
podparcia (rys. 5.38).

Równania ruchu układu modelowego z rys. 5.38 b) podano poniżej:

- x\) + c(x2 - ±i) + Pi sinwt,
= — k2{x2 — Xi) — c(x2 — i i ) . (5.204)

W układzie (5.204) pojawiają się drgania swobodne oraz drgania wymuszone
okresowe o częstości wymuszenia u>. Ponieważ pierwsze z nich po pewnym czasie
wygasną (wskutek istniejącego tłumienia), to można w przypadku analizy drgań
ustalonych ograniczyć się jedynie do rozwiązania szczególnego:

xi =
x2 = A2śinurt +B2cosurt = cąsinfat + fy) . (5.205)

Po podstawieniu (5.205) do (5-204) i przyrównaniu wyrazów stojących przy
sinurr i cosurt otrzymujemy układ czterech równań do wyznaczenia czterech
niewiadomych Ai, Bi (i = 1,2). Amplitudy drgań a,- oraz kąty przesunięć
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Rys. 5.38. Schemat silnika z niewywążonym wirnikiem podpartym na belce o
sztywności k\ i podwieszonym dynamicznym tłumieniem drgań (a); model obliczeniowy
jako układ o dwóch stopniach swobody z tłumieniem i wymuszeniem harmonicznym (b);
rozkład sił shiżacy do wprowadzenia równań ruchu (c)
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fazowych $ (» = 1,2) na podstawie (5.204) wynoszą:

t g /Ą = f j ł , i = 1,2. (5.206)

Po wyliczeniach otrzymujemy:

— = i ^K x I .(5.207)

Po wprowadzeniu oznaczeń:

d| di 2 k\ 2 "-2

S — —- , ci,, = 2m 2a 2 , h = — (5.208)

z równania (5.207) otrzymujemy:

/

i/ =
z .(5.209)

Krzywe rezonansowe wyznaczone w oparciu o równanie (5.208) przedsta-
wiono na rys. 5.39. Z rysunku tego widać, że wszystkie krzywe rezonansowe,
niezależnie od tłumienia, przecinają się w dwóch punktach S i T. Oznacza to, że
istnieją dwie dyskretne wartości częstości wymuszeń u (odcięte punktów S i T),
dla których amplitudy drgań pomimo zmian współczynnika tłumienia c pozo-
stają bez zmian (zaleca się Czytelnikowi wyznaczenie rzędnych tych punktów).

Bardzo duże tłumienie (h = co) odpowiada połączeniu sztywnemu obu mas,
czyli masie m = mi + m 2 zawieszonej na sprężynie o sztywności kt i wymuszanej
harmonicznie i wartość amplitudy drgań może rosnąć do nieskończoności.

Wprawdzie istnieje możliwość całkowitego wygaszenia drgań, ale zachodzi to
tylko dla jednej wartości częstości wymuszenia w = a, i dla tłumienia c = 0. W
praktyce postępuje się więc inaczej. Parametry układu dobiera się w ten sposób,
aby styczne w punktach S i T były poziome i aby punkty te miały jednakową
rzędną. Aby amplituda nie przekraczała rzędnych tych punktów tłumienie c
dobiera się w ten sposób, aby krzywa rezonansowa osiągała maksimum w jednym
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5.2 Układy o dwóch stopniach swobody

0,6

Rys. 5.39. Wykres rezonansowy otrzymany na podstawie równania (5.209) dla stałych
wartości mj/mi i <*2/<*i
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z nich. Całkowita eliminacja drgań w szerokim zakresie zmian częstości jest
jednak niemożliwa.

Przedstawiona analiza dotyczy drgań układów o dwóch stopniach swobody
z tłumieniem. Otrzymane zależności obowiązują również dla układu bez tłumie-
nia, jeśli przyjąć c = 0. W tym przypadku w dwóch punktach odpowiadających
częstości wymuszenia równej częstościom drgań własnych, amplituda drgań
dąży do nieskończoności.

Przykład 5.6

Dla układu przedstawionego na rys. 5.40 ułożyć równania małych drgań dwóch belek sztyw-
nych o masach m j i m^, połączonych poprzez sztywności fci, kji tłumienie c i wymuszanych
siłą pochodzącą od niewyważonego wirnika silnika o masie całkowitej mz. Wirnik posiada
masę mo, niewyważenie e i obraca się z prędkością kątową u>. Pozostałe dane zawiera
rysunek.

Jako współrzędne uogólnione przyjmiemy kąty ,<pi i ip2 zaznaczone na rysunku. Mo-
menty bezwładności Bi dźwigni względem punktów obrotu O,- ( i = 1,2) wynoszą odpowie-
dnio:

= ^ ? f (5.210)

Pisząc równania momentów sił względem punktów obrotu 0< otrzymujemy (dla małych
drgań):

= -k1a
2(<p2-V>l)+k2l

i<fi2-d2(<pi-lfil), (5.211)

gdzie Po jest siłą odśrodkową o wartości Po

5.3 Wprowadzenie do drgań o wielu stopniach swobody

Ogólna teoria drgań układów liniowych będzie przedstawiona w rozdziale na-
stępnym. W tym podrozdziale przedyskutowane zostaną tylko niektóre zaga-
dnienia głównie uwypuklające aspekty spotykane podczas modelowania w tech-
nice. W pewnym sensie metody stosowane przy analizie drgań układów o dwóch
stopniach swobody mogą być uogólnione również na układy o wielu stopniach
swobody.

Bogactwo i różnorodność układów o wielu stopniach swobody występujących
w technice uniemożliwia rozpatrzenie wszystkich potencjalnych przypadków. Z
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Rys. 5.40. Schemat układu o dwóch stopniach swobody wymuszanych siłą odśrodkową



Rys. 5.41. Drgania skrętne (a) i postępowe (b) układu o czterech stopniach swobody



5.3 Wprowadzenie do drgań o wielu stopniach swobody

punktu widzenia rodzajów drgań można wyróżnić układy o drganiach skrętnych,
postępowych (rys. 5.41 a, b) lub mieszanych tzn. skrętnych i postępowych.

Na rys. 5.41 a) pokazane zostały cztery cienkie tarcze mogące wykonywać
ruchy obrotowe względem osi wału, który jest nie ważki, a jego odcinki spełniają
rolę sztywności skrętnych. Układy takie mogą modelować maszyny z dużą
zmiennością momentu napędowego lub momentu oporu, która jest przyczyną
wzbudzenia drgań skrętnych np. maszyn elektrycznych, śrub okrętowych, wałów
korbowych silników i sprężarek. Wprawdzie układ korbowy np. silnika spalino-
wego jest znacznie bardziej skomplikowany od układu z rys. 5.41 a, to jednak
da się zastąpić takim modelem.

Układy o ruchu postępowym w kierunku poprzecznym do osi wału mogą
być modelowane układami przedstawionymi na rys. 5.41 b. Tarcze lub inne
elementy maszynowe mogą być traktowane jako punkty matrialne, a jeśli ich ru-
chowi postępowemu towarzyszy obrót (układy mieszane), to należy uwzględnić
te dodatkowe stopnie swobody. Dotyczy to zwłaszcza wałów z osadzonymi tar-
czami o dużej średnicy.

Rozpatrzmy bardziej szczegółowo układ z rys. 5.41 a. Przyjmijmy współrzęd-
ne uogólnione jako kąty obrotu <pi (i = 1,2,3,4) i w oparciu o drugą zasadę dy-
namiki Newtona dla ruchu obrotowego otrzymujemy równania ruchu (moment
Mi przyjmujemy jako dodatni, gdy jest on zgodny z założonym kierunkiem tpi).
Równania małych drgań skrętnych mają postać:

= -fci(y>2 - <P\)
B3<p3 = -MV3 - <Pi) + kzfa - <p3) , (5.212)

Równania (5.212) opisują drgania własne skrętne układu o czterech stop-
niach swobody. Postępując analogicznie jak w przypadku dyskutowanym w
podrozdziale 5.2.1 będziemy poszukiwać rozwiązań o postaci:

i = l,2,3,4 (5.213)

po podstawieniu do (5.212) otrzymuje się równanie charakterystyczne:

-fcl
z2 — B 2 a 2

—k2 fcj
0

0
-k2

s + k3 — B3t
-k3

ł 2

k3

0
0

-k3

-B4a
2

O _ Ł . u.^u._^2 _u. = 0 - (5-214)

0
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5. Układy liniowe

Z równania (5.214) wyznaczamy cztery częstości drgań własnych i następnie
cztery stosunki amplitud $;, które określają postać drgań odpowiadającą zna-
lezionej częstości. W przypadku wału mającego swobodę ruchu obrotowego
jednym z rozwiązań jest a = 0. W praktyce pierwiastków równania charakte-
rystycznego poszukujemy za pomocą metod numerycznych.

W podobny sposób możemy dokonać analizy drgań swobodnych z tłumie-
niem wiskotycznym (patrz podrozdział 5.2.2).

Niech drgania takiego układu opisuje równanie

( 5 - 2 1 5 )

Rozwiązań (5.215) będziemy poszukiwać o postaci

\ (5.216)

gdzie r jest liczbą zespoloną, oraz {A} jest wektorem zespolonym. Często ze-
spolone wartości r nazywamy wykładnikami charakterystycznymi, a wielkości
±ir - częstościami zespolonymi.

Po podstawieniu (5.216) do (5.215) otrzymujemy równanie charakterysty-
czne o postaci:

+ cnr + ku rn^r2 + c ] 2r + fc12 . . . rnlnr
2 + clnr + kin

m 2ir 2 + cjir + Ato m-ar2 + c&r + k-n ... m^r2 + C2„r + k2n

m„nr2

= 0.(5.217)

Ponieważ współczynniki równania (5.217) są rzeczywiste, to wykładniki cha-
rakterystyczne będą rzeczywiste lub zespolone parami sprzężone. Niech

rk = -hk + iak,
n+n = -hk-iak, k = l,2,...,n, (5.218)

gdzie hk jest współczynnikiem tłumienia (hk > 0), natomiast ak jest częstością
drgań (ak > 0). Przez analogię do rozważań podrozdziału 5.2.2 rozwiązań
rzeczywistych układu (5.215) możemy poszukiwać w następującej formie:

n

£ e ~ M ( u * COS «** + v* sina tt) , (5.219)
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5.3 Wprowadzenie do drgań o wielu stopniach swobody

gdzie Uik i v<* wyznaczamy z warunków początkowych uwzględniając znajomość
ich odpowiednich stosunków. Rozwiązania (5.219) mają charakter drganiowy
jeśli QŁ 7̂  0. Dla /i* = 0 (A: = 1,..., n) zagadnienie redukuje się do analizy drgań
własnych. Jeśli co najmniej jeden z pierwiastków posiada /i* > 0, to drgania
narastają w czasie. Na koniec jeśli wszystkie w* = 0, to ruch układu nie ma
charakteru drganiowego. Omówione wyżej możliwe przypadki przedstawiono
na rys. 5.42.

Imr

Rer

-h

Rys. 5.42. Możliwe położenia na płaszczyźnie zespolonej pierwiastków równania cha-
rakterystycznego

Przypadek, gdy para pierwiastków przechodzi przez oś urojoną ze zmianą
pewnego wybranego parametru kontrolnego wiąże się z tzw. bifurkacją Hopfa.

Ostatni przypadek, który tu omówimy, związany jest z drganiami układów
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5. Drgania liniowe

z tłumieniem i wymuszeniem harmonicznym układów opisanych równaniami:

c o s " " • ( 5 2 2 0 )

W tym przypadku rozwiązań możemy poszukiwać w postaci

{«(*)> = {<7c(*)}coswt + {<Z5(*)}sinwt, (5.221)

co po podstawieniu do (5.220) prowadzi do układu równań:

([K] - u2[M}) {qe} + u>[C){qs} = {F} ,

-"[C]{qc}+{[K]-<S[M}){qs} = {0}, (5.222)

służących do wyznaczania poszukiwanych wartości {qc} i {q,}.

5.4 Podsumowanie i uwagi

W rozdziale tym w sposób systematyczny dokonano analizy drgań liniowych
układu o jednym stopniu swobody. Omówione zostały drgania zachowawcze
i drgania swobodne z tłumieniem, następnie drgania wymuszone beż tłumie-
nia i z tłumieniem, a na końcu drgania parametryczne. Ponieważ tematyce tej
poświęconych jest wiele podręczników, książek czy skryptów uczelnianych to
tematyka ta została potraktowana w sposób wybiórczy. Przede wszystkim sta-
rano się przedstawić w sposób jasny formalne matematyczne podejście do tej
problematyki, często z towarzyszącą możliwą interpretacją mechaniczną. Każdy
podrozdział zamyka przykład obliczeniowy z mechaniki, pozwalający na głębsze
zrozumienie omawianego zagadnienia i jego interpretację mechaniczna. Starano
się ponadto całą problematykę ująć w sposób skrótowy jednak uwzględniający
wszystkie jej aspekty. Między innymi zwrócono uwagę na interpretacje geome-
tryczną drgań, na stosowanie zasady superpozycji, na wymuszanie dynamiczne
i kinematyczne. W przypadku drgań parametrycznych w spoób poglądowy
omówiono równanie Hilla, równanie Meissnera i równanie Mathieu uzupełnione
dyskusją dotyczącą granic utraty stateczności.

W układach o dwóch stopniach swobody rozpatrzono drgania własne, drga-
nia swobodne z tłumieniem oraz drgania wymuszone. Dodatkowo przedysku-
towane zostały niektóre problemy związane z analizą drgań układów o wielu
stopniach swobody.
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Rozdział 6

Układy równań różniczkowych liniowych
wprowadzenie do ogólnej teorii drgań

6.1 Układy równań różniczkowych jednorodnych — wia-
domości podstawowe

Rozpatrzmy układ równań różniczkowych o postaci

(6.1)

gdzie [P] jest macierzą o wymiarach n x n i wyrazach p*;, gdzie k oznacza
numer wiersza, i oznacza numer kolumny, k — l , . . . , n , i = l , . . . , n , y jest n-
wymiarowym wektorem, a Pit{t) są ciągłymi funkcjami w przedziale a <ł <b.

Można dowieść, iż układ (6.1) posiada jedno rozwiązanie ogólne dla zada-
nych warunków początkowych: yi (t 0) = y?, • • •, 3/»(*o) = 2/°, gdzie yf,..., y° -
dowolne liczby.

Twierdzenie

Jeśli mamy m rozwiązań układu (6.1) y*i>--->!/£n (pierwszy wskaźnik ozna-
cza numer rozwiązania, a drugi numer funkcji w tym rozwiązaniu), gdzie k =
1, . . . , n, to i

m

l /J^E^y- ' . * = l,...,n (6.2)

jest rozwiązaniem przy dowolnych stałych Ci,...,Cm.

Koniecznym warunkiem liniowej niezależności rozwiązań jest aby wyznacz-
nik Wrońskiego



6. Układy równań różniczkowych liniowych

5*0. (6.3)

Jeśli W(t0) = O, (a < t 0 < b)i yti.---.ytni k = 1,.. . ,n są rozwiązaniami
(6.1), to rozwiązania są liniowo zależne.

Koniecznym i dostatecznym warunkiem na to, aby rozwiązania y*i,..., y^n,
k = 1,..., n były liniowo niezależne jest by w dowolnym punkcie to spełniony
był warunek W(t0) ^ 0, wówczas przy tym założeniu będzie zachodzić również
W{t) * 0.

Pokażemy, że układ (6.1) ma n rozwiązań szczególnych liniowo niezależnych.
Na podstawie twierdzenia Picarda istnieje rozwiązanie układu (6.1) spełniające
warunek yk(t) -»J/*(to).

Weźmy n rozwiązań y^l\.. .,y^ i niech każde z nich spełnia poniższe wa-
runki początkowe:

y(n)

Wrońskian

0

0

1 0
0 1

0 0

» ) = :
0
1

y»(<o) = y!
o
o (6.4)

= i (6.5)

Rozwiązania te będą liniowo niezależnymi dla a <t < b.
Istnieje nieskończenie wiele rozwiązań liniowo niezależnych, dla których W(t0)

0.
Zbiór dowolnych liniowo niezależnych rozwiązań y*i,..., y*», k = 1,...,n

nazywamy układem fundamentalnym rozwiązań.

Twierdzenie

Jeśli rozwiązanie y * i , . . . , y t » , k = l,...,n są liniowo niezależne, to
n

= "V C k = 1 n (fi (ś\
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6.1 Układy równań różniczkowych jednorodnych

jest rozwiązaniem ogólnym.

Wzór Ostrogradskiego-Liouville'a
Policzmy pochodną wyznacznika Wrońskiego

W(t) =
. . . yik

(6.7)
«i ••• Vnk •-• y

Podstawiając yn, . . . , y„Ł do (6.1) mamy

i (6.8)
yn* = Pkiyn\ + • •. + Pkkynk +...

Uwzględniając (6.8) w (6.7) można zauważyć, że n-ta kolumna wyraża się
sumami (6.8). Otrzymany wyznacznik jest sumą n wyznaczników, kolumny
których tworzą kolejne wyrazy prawych stron (6.8). Wszystkie takie wyznacz-
niki będą równe zeru bo zawsze dwie kolumny są jednakowe z dokładnością do
stałych współczynników, przez które jedna z nich jest pomnożona. Tylko jeden
z tych wyznaczników, a mianowicie, taki gdzie zamiast kolumny yu,. . . ,y n i
stoi kolumna pt/tyu,... ,PkkVnk jest różny od zera. Wobec tego wartość, takiego
wyznacznika wynosi pkk • W(t).

Wracając do (6.7) mamy

(6.9)

Z (6.9) mamy

(6.10)

Całkując obie strony (6.10) otrzymujemy:

bo W{t0) = C.
Otrzymujemy wzór Ostrogradskiego-Liouville'a, w którym wartość W(t) nie

zależy od wyboru rozwiązań yn, . . . , yjui k — 1,..., n.
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6. Układy równań różniczkowych liniowych

6.2 Układy równań różniczkowych niejednorodnych

Rozpatrzmy układ

ilk = £ > « ( * ) » + fk(t) = Lk(y) + fk(ł) . (6.12)

Rinkcje pki(t) i fk(t) są ciągłymi w przedziale a < t < b i zgodnie z twierdzeniem
Picarda zapewniają istnienie rozwiązania zadania Caucby'ego przy dowolnych
skończonych wartościach warunków początkowych yt(to) = y°.

Twierdzenie

Niech y = (jfr,..., y„) będzie rozwiązaniem szczególnym układu (6.12), tj.

& - Lk{jf) + A(t) , fc=l,...,n. (6.13)

Aozwiazanfe ogólne układu (6.12) ma postać:

y* = «*(*) + & , fc = l , . . . , n , (6.14)

gdzie: z = (jri(t), , ar„(t)) jest rozwiązaniem ogólnym układu jednorodnego
odpowiadającego (6.12).

Dowód
Podstawiając (6.14) do (6.12) otrzymujemy:

Lk{z) + Lk(y) + fk(t), fc = l , . . . , n . (6.15)

Uwzględniając (6.13) w (6.12) mamy:

żk(t) = Lk(z) (6.16)

c.n.d
Rozwiązanie szczególne układu (6.12) można wyznaczyć metodą Lagrange'a,

jeśli tylko mamy układ fundamentalny rozwiązań układu jednorodnego odpo-
wiadający układowi (6.12).

Załóżmy, że dysponujemy układem (bazą) fundamentalnych rozwiązań o po-
staci

X i u - - - , * m , l = l , . . . , n . (6.17)

Wobec tego rozwiązaniem ogólnym (6.16) jest
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6.3 Układy równań różniczkowych liniowych o stałych współczynnikach

n

zk = / Cvzvk , k = 1,..., n , (6.18)

Różniczkując (6.18) i po uwzględnieniu, że żk = Lk(z) mamy:

E Cvivk = Lk(z) , k = 1 n . (6.19)

Poszukajmy rozwiązań (6.12) o postaci

fc = l , . . . , n , (6.20)
gdzie Ci(t), . . . , Cn(t) są nieznanymi funkcjami czasu.

Różniczkując (6.20) mamy:

t/* = £Ć,(t)+.z,* + £ a ( t ) i , * , ^ = 1 , . . . ^ . (6.21)

Podstawiając (6.21) do (6.12) mamy:

E Ćv(t)zvk + E a ( * ) i r t = L*(*) + A(«) - (6.22)

Ponieważ zgodnie z (6.19) !*(*) = E"=i C"v(*)i^, to

/*(*). (6.23)

Ponieważ Zn,...,zi„, Z = l , . . . , n jest układem fundamentalnym, to wy-
znacznik główny układu (6.23) jest różny od zera. Wobec tego z (6.23) znajdu-
jemy

Ćfc(«) = * * ( * ) , * = l , . . . . n . (6.24)

6.3 Układy równań różniczkowych liniowych o stałych
współczynnikach

Rozpatrzmy układ równań o postaci:
n

yt = E M i . k = l,...,n, (6.25)
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6. Układy równań różniczkowych liniowych

gdzie pid są stałymi rzeczywistymi.
Będziemy poszukiwać rozwiązań o postaci:

gdzie aic i A są stałymi rzeczywistymi.
Po podstawieniu (6.26) do (6.2.1) otrzymujemy:

(6.26)

Pni Ol +

+PlnOn = 0

... + (Pnn - AK = 0 .
(6.27)

Aby istniało rozwiązanie niezerowe a j , . . . , a„, to wyznacznik główny układu
(6.26) musi być równy zeru, czyli

D(X) =
P n - A . . .

= 0 . (6.28)
Pni • • • Pnn ~ A

Wobec tego A musi być waroscią własną macierzy

Pn - A . . . pi„

Pni • • • Pm - A

(6.29)

Jeśli Aj,..., A„ są różnymi między sobą i rzeczywistymi pierwiastkami równa-
nia (6.28), to z równań (6.26) można wyznaczyć stałe a\,..., o„.

Dla takich pierwiastków otrzymamy n rozwiązań:

„(i) =

yW = (a(,n)eA-t,4")eA-t,...,aWeA-t) .
(6.30)

Można dowieść, że rozwiązania te są liniowo niezależne. Rozwiązanie, ogólne
układu (6.25) ma postać

(6.31)
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6.3 Układy równań różniczkowych liniowych o stałych współczynnikach

Uwaga: Jeśli A jest pierwiastkiem charakterystycznym wielokrotnym jedno-
rodnego liniowego równania n-tego rzędu ze stałymi współczynnikami, to można
przewidzieć jego postać rozwiązania.

W przypadku układu (6.25) nie można tego zrobić. Zależy to bowiem od
kanonicznej macierzy Jordana odpowiadającej macierz P.

Jeąli y/c = uk + ivk jest rozwiązaniem zespolonym układu (6.25), to funkcje
rzeczywiste u = («i,..., u„) i v = («!,..., vn) są rozwiązaniami tego układu.

Rozpatrzmy układ n-liniowych równań ze stałymi współczynnikami, który
w zapisie wektorowym ma postać:

gdzie

Pn ••• Pin

Pni • • • Pnn

lub inaczej:
n

Jak wiadomo z algebry istnieje pewna stała nieosobliwa macierz S

Sin

(6.32)

(6.33)

(6.34)

(6.35)

taka, że

SPS-1 =J, J = [Jpi{X0,....Jpm(K)] , (6-36)

gdzie Jp jest kanoniczną quasidiagonalną macierzą Jordana o postaci:

Jp(X)

r A
i

1 A

(6.37)

gdzie Jp jest macierzą o wymiarach p x p, tzn. klatką Jordana.
Wartości A są pierwiastkami równania
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6. Układy równań różniczkowych liniowych

D(P - XI) = O , (6.38)

przy czym wśród pierwiastków A],..., A» mogą być wielokrotne. Wymiar ma-
cierzy J wynosi p\ + . . . + pm = n (m < n), bo niektóre z pierwiastków są
krotne.

Niech
n

y = xS (yk = Y,x"5"*) • ( 6- 3 9)

Różniczkując (6.39) po uwzględnieniu (6.32) mamy:

y = ±S = yP = xSP , (6.40)

a z tego wynika:

x = iSPS-1 . (6.41)

Czyli po uwzględnieniu (6.36) otrzymujemy

x = xJ. (6.42)

Niech Am i An będą macierzami o wymiarach „m" i „n" i A jest quasi-
diagonalną macierzą o wymiarze m + n, tzn. (.4 = [Am, A,,]). Wektor z =
(xi,..., x r a + n ) o wymiarze m + n można przedstawić w postaci x = (x^m\ z^ ) ,
gdzie:

x = (x i , . . . ,x m ) , x l ' = (x m + i , . . . , z m + n ) . (6.4JJ

Wobec powyższego

— ii — ^-r(m) <r(nH [ 4 A ] — fr'"1)/! r ( n ) j | (({AA}

Niech u = (m,..., u,,), w = (»i,... ,wn) są wektorami, Qm oraz R,t - macie-
rzami o wymiarach odpowiednio m i n . Utórzmy wektor w = (u, v) i quasidia-
gonalną macierz B = [Qm,iJ»]- Rozpatrzmy układ równań różniczkowych

w = wB , (6.45)

lub inaczej

w = (u, v)[Qm, Rn] = (uQm, vR,x) = (u, v) . (6.46)

Z powyższej równości otrzymujemy:
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u = uQm i i) = vRn . (6.47)

Rozwiązaniem układu (6.45) będzie:

«; = («, v), (6.48)

jak również w = (u, 0) i w = (0,t>).
Wróćmy teraz do układu (6.42). Ze względu na postać macierzy J wektor

x przedstawimy w postaci:

x = (xM,...,x<*->) , (6.49)

gdzie at**) _ wektor o wymiarze p:

xW»(a:{' ),... ł»W). (6.50)

Równanie (6.42) można zatem przedstawić w postaci:

(A r o)], (6.51)

gdzie wśród wartości własnych Ai,..., Am mogą być równe między sobą.
Układ (6.51) rozbija się na m podukladów:

At) , k = 1,..., m . (6.52)

Rozwiązaniami układu (6.52) są wektory

x = ( > ) , 0 , . . . , 0 ) ,

i = (0,xfr»>,...,0) ,

: (6.53)

a również wektor

x = ( x < " \ x M , . . . , x ^ . (6.54)

Każdy podukład układu (6.52) ma postać:

p = pi,...,pm , A = A 1 , . . . ,A m . (6.55)

Biorąc pod uwagę (6.37) równania (6.55) mają formę:
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_ (JP)
— \Xr , . . . ,

r A o o
1 A O
O 1 •.

(6.56)

Z równości między p współrzędnymi otrzymujemy p równań o postaci:

Jp) _ \Jp)
Xp-\ — •^xp-\ T xp

Poszukajmy rozwiązania układu (6.57) o postaci:

Wobec tego

i t = xk A + i t + 1 .

Po uwzględnieniu (6.56) w (6.59) mamy:

t^e** 4- AtłieAt = Xuke
Xt

czyli u/c = «t+], dla Ar + 1 = p.
Natomiast ponieważ

to

iipe
xt + up\eM = Xupe

M , czyli up = 0 .

Tak więc mamy do rozwiązania układ równań o postaci:

u, = u2

U2 = Uz

= 0 .

(6.57)

(6.58)

(6.59)

(6.60)

(6.61)

(6.62)

(6.63)

142
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Poczynając od ostatniego równania układu (6.63) mamy po scałkowaniu:

u„ = C„,
V i = u„ = Cp, (6.64)

a wobec tego:

Wracając do układu (6.18) mamy:

*% = «,

(6.66)

gdzie p = pi, . . . ,p m , A = Ai,...,Am, a C\,...,CP są stałymi określonymi
przez warunki początkowe. Zatem poszukiwane rozwiązanie ma postać xSp^ =
(^,. .-,xW).

Z postaci rozwiązań (6.66) można otrzymać układ p-liniowo niezależnych
rozwiązań układu (6.55).

Podstawiając C\ = 1, a pozostałe stałe C* = 0, mamy:

= l e x t ,

, iW = (l,0,...,0)eA t. (6.67)
a#> = O,

* - 0 ,
XM = 0 ,
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Podstawiając C2 = 1, a pozostałe stałe równe zeru, mamy:

Ci ^ M5 f

-W _ 1 p«

* -

- o ,
Podstawiając C3 = 1, a pozostałe stałe równe zeru, mamy:

(6.68)

= 1-e**,
x = ^7.

_ W n
p—1 u »

Podstawiając Cp = 1, a pozostałe stałe równe zeru, mamy:

x<"> = ^ e * .

M _

(6.69)

5.70)

Macierz tych rozwiązań ma postać:

1 0 0 . . . 0 1
t 1 0 . . . 0
£ t 1 ... 0

. . . 1

(6.71)

Podstawiając p = p\,...,pm oraz A = Aj,..., A„, otrzymamy układ funda-
mentalny n limowo niezależnych rozwiązań dla całego układu równań (6.53).
Można go przedstawić w postaci ąuasidiagonalnej macierzy:

x= [xpj,...,xpm]. (6.72)
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Fundamentalny układ rozwiązań równania (6.32) otrzymamy z (6.39)

Y = xS . (6.73)

Wyznacznik macierzy trójkątnych typu (6.71) jest równy iloczynowi wy-
razów leżących na głównej przekątnej, wobec tego wyznacznik

det(śt) = e£r=» **** . (6.74)

Zgodnie z (6.73) mamy:

D(Y) = D(x) • D(S) = « & *»«*.D(5) ć 0 . (6.75)

Jeśli wśród pierwiastków Ai,..., \m są zespolone X — a + ib, X = a — ib, to
i macierz 5 będzie zespoloną. Ponieważ macierz P jest macierzą rzeczywistą,
to zawsze jednemu pierwiastkowi zespolonemu towarzyszy zespolony sprzężony.
Im odpowiadają jednakowe macierze xp. Wobec tego, ponieważ Y = xS, to
układ fundamentalny rozwiązań też będzie macierzą zespoloną. Zapiszmy wiersz
rozwiązania w postaci yk — uk(t) + tvjt(t), A: = 1,..., n, to u = (ui,..., u„) oraz
v = («i,...,«„) będą rozwiązaniami, gdzie u i v są wektorami rzeczywistymi.
Przy czym jeśli y* = tpk(t)e^, gdzie ipt(ł) ~ wielomian, to u = V*(*)eatcos6t i

Rozwiązanie ogólne otrzymamy ze wzoru J/Ł = E*-i Cuy»k, k = 1,. . ., n.
Wartości n stałych C„ otrzymamy z rzeczywistych warunków początkowych
2/*(*o) — Vk> stałe te są takie, że w efekcie otrzymamy rzeczywiste rozwiązanie.
W rozwiązaniach tych znikną człony urojone - będą one równe zeru.

Rozwiązanie ogólne otrzymać można od razu w postaci analogicznej do
(6.73)

S , (6.76)

gdzie [x^n\..., i ^ ) ) - są wektorami będącymi rozwiązaniami układu (6.57)
w postaci (6.57). Każdy z wektorów i^*' (A; = l , . . . , n ) zawiera pk stałych
dowolnych C[ ,...,C^. Wszystkich ich będzie n. Mnożąc skalarnie wektor
(x( p |),..., i^1"^) przez wektory - kolumny macierzy S, otrzymamy składowe
wektoray = (y,,...,j/n).

Rozpatrzmy układ

Y = YP , (6.77)
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6. Układy równań różniczkowych liniowych

gdzie P jest stałą macierzą o wymiarze n x n, a Y jest macierzą złożoną •/. n
wierszy będących rozwiązaniami.

Jeśli Y\ jest macierzą fundamentalną rozwiązań, to przy dowolnej stałej ma-
cierzy A

(6.78)

jest też fundamentalną niacierzą rozwiązań.
Podstawiając (6.78) do (6.77) mamy:

AYi = AYtP = A(Yi - YiP) = 0 , (6.79)

bo Y, =
Rozwiązaniem (6.77) jest

Y = e n , (6.80)

i y jest fundamentalną macierzą rozwiązań. Jeśli

P^S-iJS, J = [JPl (Xi) Jp„(Am)] , (6.81)

to

Ponieważ

(5"1 JSt)2 = (s^JSS^Js) 1? = (S~1J2S) t2 , (6.83)

ogólnie

(S-iJSt)" = ( 5 - ^ 5 ) t" , (6.84)

Wobec tego

Y = 7 | {s-'JS)t | js-^s)? f t js->j"S)r

1 z! n!

Zgodnie z (6.78) dla A = S rozwiązaniem będzie

SY = SS~' e J t S = e J t 5 . (6.86)
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Macierz eJtS stanowi fundamentalny układ rozwiązań, ponieważ det(eJ 05) =
D(S) ^ 0, co wynika z założenia o nieosobliwości macierzy S.

Rozpatrzmy macierz Z = eJt. Ponieważ Jk = [J^(Aj),..., J^n{Xm)]) (mno-
żymy przez siebie k macierzy ąuasidiagonalnych o jednakowej strukturze)

17 Jt
jk-fk

o

[eJ« ł,...e j r- t] .

jkfk
Pl

=o
(6.87)

Z powyższego widać, że macierz Z jest ąuasidiagonalna macierzą z elementami
macierzowymi eJ'M*.

Macierz

Zauważmy, że

(6.89)

, dla

0
1
0
0

0
0
1
0

p

0 . . .
0 . . .
0 . . .
1

0 '
0
0

Niech stopień klatki Jordana p = 4. Obliczmy potęgę macierzy
k = 0,1,2,3,4

J?(0) =

r i o o oi
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0

0
1
0
0

0
1
0
0

0
0
1
0

0
0
1
0

0
0
0
1

0
0
0

1-1

0"
0
0
0 .

o •

0
0
0

0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0

. 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
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0
0
0

. 1

0
0
0
0

0
0
0
0

0
0
0
0 .

0
1
0

. 0

0
0
1
0

0
0
0
1

0
0
0
0 .

ro o o o
o o o o
o o o o
0 0 0 0

(6.90)

Dzięki powyższemu przykładowi widać, że

JJ(0)«M, gdzie: (6.91)

gdzie ilość wierszy / + Jfc = p.
Potęgowanie macierzy od k = 0 do k = p — 1 powoduje przesuwanie diago-

nalnej składającej się z samych jedynek w dół aż do wartości k = p— 1, jedynym
wyrazem niezerowym jest aw = 1 (pozostałe są zerami). Potęgi macierzy J*(0)
dla k > p dają macierze zerowe.

Zatem

v J*(Q)«*
*" k\ *=o

te*
0
0

0
0
0

te*

(6.92)

(6.93)
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Zgodnie z (6.86) (6.87), fundamentalny układ równań ma postać

5 (6.94)

Równanie charakterystyczne (6.28) stopnia n ma n pierwiastków (zwanych pier-
wiastkami charakterystycznymi lub wartościami własnymi macierzy P), przy
czym macierz P została sprowadzona do postaci ąuasi-diagonalnej Jordana
przez przekształcenie (6.36) z m klatkami Jordana o postaci (6.37). Każdemu
pierwiastkowi charakterystycznemu Ap o krotności 7p odpowiada jedna lub kilka
klatek np. "a" klatek Jordana o wymiarach pW + . . . + p ^ = >yp. Stała o zwana
stopniem degeneracji rozważanej wartości własnej Ap jest równa maksymalnej
ilości liniowo niezależnych wektorów własnych macierzy P odpowiadających Ap.
Ogólnie jest a < 7P. Jeżeli stopień degeneracji pierwiastka charakterystycznego
A, jest równy jego krotności (tzn. a = ^p), to wszystkie klatki Jordana są
jednoelementowe

pW = . . . = pW = l . (6.95)

Równanie charakterystyczne (6.28) ma postać

£>(A) = det(\E - P) , (6.96)

natomiast uwzględniając P = S^JS oraz XE = S~lXS otrzymujemy

D(A) = det(S'-1 JS - S~l\S) = det S~l{JS - XS) =
= d e t p - ^ J - AJ)S] = det 5" 1 det( J - XI) det S =
= (det S)~l det( J - IX) det S = det( J - XI) =
= (X-Xlr...{X-Xm)^, (6.97)

Pi + . . . + p m = n .

Jeszcze raz należy podkreślić, że Aj,..., A™ są wartościami własnymi macierzy
P odpowiadającymi różnym klatkom macierzy ąuasi-diagonalnej Jordana J,
lecz niekoniecznie pierwiastki te muszą być między sobą różne.

Czynniki (A — Afc)p* (fc = l , . . . ,m) nazywamy dzielnikami elementarnymi
macierzy P, a liczby naturalne pr (tzn. wymiary (stopnie) klatek Jordana) -
wykładnikami dzielników elementarnych odpowiadających pierwiastkowi cłia-
rakterystycznemu At lub czynnikowi A — Ap.

Jeśli wszystkim wartościom własnym Ai,. ..,A„ odpowiadają dzielniki ele-
mentarne stopnia 1 (p* = 1), to macierz Jordana jest macierzą czysto diagonalną
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J = = diag(A1...A„), (6.98)

przy czym A*(fc = 1,..., n) są niekoniecznie różne.
Układ liniowo niezależnych rozwiązań J\(t),..., Jn(t) można zapisać w po-

staci

Jj{t)=Pi(ty>t, (6.99)

gdzie p}(t) są wielomianami ze starymi współczynnikami, w których stopnie
potęg są mniejsze od krotności pierwiastka A;.

Rozwiązania będą zmierzały przy t —> co do zera wtedy i tylko wtedy, gdy
Re(Xj) < 0, j — 1,...,n. Wtedy drgania własne rozważanego układu (6.1)
będą gasnącymi.

Jeśli wśród pierwiastków charakterystycznych Ai,...,A„ jest tylko k speł-
niających warunek Re(\j) < 0, j = 1, ...,&, to istnieje A-wymiarowa pod-
przestrzeń taka, że drgania własne układu (6.1), zaczynające się w tej podprze-
strzeni, dla t -* -f-cc, dążą do zera.

Jeśli wśród pierwiastków charakterystycznych Xj są pierwiastki z zerowymi
częściami rzeczywistymi, to możliwe są dwa przypadki. Gdy nie ma czysto
urojonych pierwiastków, to układ (611) posiada zbiór położeń równowagi, które
tworzą {-wymiarową podprzestrzeń, gdzie /-liczba wszystkich zerowych pier-
wiastków wliczając ich krotność tylko wtedy, gdy tym zerowym pierwiastkom
odpowiadają dzielniki elementarne proste.

Jeśli dodatkowo Re(\j), to każdemu położeniu równowagi odpowiada k-
wymiarowa podprzestrzeń określona ruchami układu (6.1) (z rozwiązaniami
dążącymi do tych położeń).

Jeśli są czysto urojone pierwiastki, to wśród ruchów własnych układu (6.1)
istnieją okresowe i prawie okresowe ruchy. Te ostatnie pojawiają się, gdy ist-
nieją czysto urojone As i A* takie, że tA i śA* nie są współmierne. Okresowe i
prawie okresowe ruchy wypełniają s-wymiarową liniową podprzestrzeń, gdzie s
- liczba czysto urojonych pierwiastków. Z każdym okresowym i prawie okreso-
wym ruchem układu (6.1), gdy istnieje Re(\j) < 0, związana jest k- wymiarowa
podprzestrzeń wypełniona przez ruchy, które dążą do drgań własnych układu
(6.1).

Przekształcenie(6.39) przeprowadza układ (6.77) w układ (6.42), gdzie J
określone jest przez (6.36), przy czym
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P = S~1JS.

Pierwiastki charakterystyczne
można zapisać w postaci

(6.100)

określa się z równania (6.28), które

A* - EPMA*- 1 + . . . + (-l)"detP = 0 .

Z (6.101) wynika, że

(6.101)

(6.102)Ai + . . . + A„ = 5_)P** = SPP = SP(J) ,
k=\

gdzie SP[J) jest śladem macierzy lub inaczej sumą jej elementów diagonalnych.
Natomiast

A! •...••• A„ = det P = det J .

Rozpatrzmy klatkę Jordana dla A = a + ib

J,(A)

A
1
0

0
A
1

0
0
A

1.

=

a
1
0

0
a
1

0
0
a

1

+

\bi 0 01
0 bi 0
0 0 W

(6.103)

(6.104)

Jeśli A* = o* + bfct, to macierz J(X) przyjmuje postać

J(A) = {J^aJ JpJam)) + [b jJ^, . . . ,b^i = Ąa) + Bi, (6.105)
J(a) - [Jn(ai),.„,JpJam)), B - [bj^...,bmlpm) .

Jeśli P jest macierzą rzeczywistą, to pierwiastki zespolone, muszą być pa-
rami sprzężone, dlatego

SP{B) = bip, + ... + bmPm = 0 .

Macierz wykładnicza wyraża się wzorem

(6.106)

(6.107)
= \IPl c o s bit,..., 1^ c o s bmł] + i [Jp, s i n bit,..., IPm s i n b m t ] .

Ponieważ
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SP[B\=O, to det (eB t f) = eSp<B>* = e"* = 1 . (6.108)

Podsumujmy w trzech wzorach macierzowych rezultaty tego paragrafu

\Y] = \Y][P], [Y] = [X][S], [X) = [X)[J]1 (6.109)

gdzie X, Y, J, S są macierzami. Niech U = eJ^, ponieważ

X = eJt = e
J ( a ) t + B r t = e J W t e B i t , (6.110)

to

X = UeB* .

Ponieważ U = e J ( a ) t , to

U = J (a)e J ( o ) t = J(a)U . (6.111)

Rozpatrzmy lewą stronę równania X — XJ,

X = UeB* + UemtBi. (6.112)

Prawa strona tej równości

XJ = UeBitJ(X) = UeB*(J(a)•+ Si) . (6.113)

Porównując lewą i prawą stronę otrzymujemy

UeB* = UeBitJ{a) , (6.114)

czyli

U = t/J(a) . (6.115)

Tak więc zostało wykazane, że przekształcenie X = UeBit przekształca wektor
U, który jest rozwiązaniem

U = UĄa) , (6.116)

w wektor X, który jest rozwiązaniem

X = XJ. (6.117)

Ponieważ
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= UeBit, S = UZ(t), (6.118)

gdzie

Z(t) = eBitS . (6.119)

Tak więc przekształcenie (6.118) przekształca układ z rzeczywistymi współczyn-
nikami Y = YP w układ z rzeczywistymi współczynnikami U = UJ (a). Ma-
cierz przekształcenia Z(t) jest macierzą zespoloną, przy czym Z(t) jest macierzą
ograniczoną, bo e B l t jest funkcją wykładniczą macierzy ograniczonej, a 5 jest
macierzą stałych współczynników.

Łatwo zauważyć, że Z~x{t) jest też macierzą ograniczoną. Macierz odwrotna
do Z(t) istnieje, bo

det(Z(*)) = det eBit det(S) = det e° det(S) ^ 0 . (6.120)

Można wykazać, że istnieje rzeczywista macierz Z(t), ograniczona razem z
Z~'(t) i przekształcająca układ o rzeczywistych współczynnikach Y — YP w
rzeczywisty układ U = UJ(a) za pomocą przekształcenia Y = UZ{t).

Rozpatrzmy teraz układ (6.12), gdy składowe wektora {/(*)} są ciągłymi
funkcjami, okresowymi względem t z okresem T lub też funkcjami prawie okre-
sowymi.

Podstawową własnością układu (6.12) jest to, że jeżeli wśród ruchów włas-
nych układu (6.1) nie ma drgań ustalonych tego układu i położeń równowagi
różnych od zera, to pojawiają się drgania okresowe i prawie okresowe odpowie-
dnio do rodzaju wymuszenia. Przy czym innych ruchów w układzie nie ma.

Stacjonarne drgania własne nie występują wtedy, gdy pierwiastki charakte-
rystyczne Aj, j = 1,..., n mają różne od zera części rzeczywiste.

Wiadomo, że układ Y = YP może być sprowadzony do układu U = UJ(a)
za pomocą pewnej rzeczywistej macierzy Z{t, a), przy czym

y = uZ{t,a) , (6.121)

yk = X X * * ' * = l , . . - , n . (6.122)
7=1

Ponieważ Z(t, a) jest macierzą ograniczoną tj. ograniczone są wyrazy zlk, to
y —» 0, jeśli u —* 0, i wektor y jest ograniczony, jeśli wektor u jest ograniczony.

Warto przypomnieć, że J(a) jest rzeczywistą częścią macierzy ( )
Podstawiając (6.121) do (6.12) mamy

153



6. Układy równań różniczkowych liniowych

a stąd otrzymujemy

iiZ = uZP -uŻ + f(t).

Mnożąc prawostronnie powyższe równanie przez Z~l mamy

u = u{ZPZ~x - ŻZ'1) + f(t)Z l .

Jeśli f(ł) = 0, to

ii = uJ(a) ,

czyli

J(o) = ZPZ-1 - ŻZ~l .

Zatem (6.125) można zapisać w postaci

gdzie

= f{t)Z~x = ( ^ * „ ) .

Niech

Wtedy

gdzie

7=1

7=1

(6.123)

(6.124)

(6.125)

(6.126)

(6.127)

(6.128)

(6.129)

(6.130)

(6.131)

(6.132)

i ajjj' oraz 6Jy sa stałymi rzeczywistymi współczynnikami.
Macierz J(a) jest rzeczywistą kanoniczną macierzą Jordana o postaci
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J{a) = [/„(a,) J f c ( O ] . (6-133)

Dlatego odpowiednio do struktury tej macierzy wektor u = [ u ^ ufr™)],
gdzie uW = [ u j " \ . . . , u<f>], a wektor ^(t) = [^\.... <£<"->].

Układ (6.128) można zatem zapisać

x

[ ^ < > ] (6.134)
Układ (6.134) rozkłada się na m podukładów

£(«,) = U U) j w ( a f c ) + ^(w)(t) , fc = i , . . . , m . (6.135)

Każdy z powyższych podukładów można przedstawić w postaci rozwiniętej

Poszukajmy rozwiązań o postaci

(6136)

u^ ) = t;^V t , * = 1 p . (6.137)

Otrzymamy równanie na «£ w postaci

^ ^ o t - (6138)

Po scałkowaniu (6.138) mamy

(o

U .

+

u£ = e
o t J 4>W(t)e-o*dt. (6.139)
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Z układu (6.138) wynika, że układ (6.12) posiada okresowe bądź prawie,
okresowe rozwiązanie w zależności od tego, czy funkcja f(t) jest okresowa bądź
prawie okresowa, jeśli tylko Re(p) < 0.

Ten przypadek nazywamy nierezonansowym, a układ jednorodny y = yP,
który nie posiada pierwiastków z częścią rzeczywistą zerową nazywamy niere-
zonansowym.

Przypadek rezonansu ma miejsce wtedy, gdy wśród wartości własnych Ai,...,
An istnieją pierwiastki z zerowymi częściami rzeczywistymi. W związku z tym
zbiór wymuszeń można rozdzielić na dwie rozłączne klasy. Do pierwszej klasy
zaliczymy wymuszenia powodujące drgania wymuszone stacjonarne, a do dru-
giej — wymuszenia powodujące rezonans (drgania wymuszone niestacjonarne
posiadające człony wiekowe lub drgania z nieograniczoną amplitudą o złożonym
charakterze).

Niech wymuszenie zewnętrzne f(t) będzie T-okresową, wektorową funkcją t.
Zgodnie z (6.12) mamy

-t
J/W = e ^ + J ep(f-^f[r)dT . (6.140)

o

Z (6.140) wynika, iż koniecznym i dostatecznym warunkiem pojawienia się T-
okresowego rozwiązania układu (6.12) jest spełnienie równości y(T) = y(0).
Podstawiając tę równość do (6.140) otrzymujemy

T

J/b = e^yo + J «rV-*f{T)dr . (6.141)
o

Wobec tego warunek początkowy j/(0) = y<j musi być taki, aby spełniony był
algebraiczny układ równań

T

{I - O D O = j^-T)f{r)dT . (6.142)
o

Przy dowolnym wyborze warunku początkowego y0 układ (6.142) posiada jedno
rozwiązanie, gdy

det(J - e"") ć 0 . (6.143)

Z równań (6.80) i (6.85) wynika, że macierz
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e w = S-V T S . (6.144)

Poszukajmy pierwiastków równania

detie™ -1) = 0 . (6.145)

Zgodnie z (6.94)

ePT = 5 - i ^JnMT ^eJnMTf ?e^m(A„)T] s ( 6 U 6 )

Zatem

= det S"1 ( [ e - W r , e J ' ^ > T , . . . , e 7 ' ™ ^ ] 5 - Sl) =

= det 5-1 ([e-'«<A'>T,e-W*'>r,..., e J - ^ ) r ] - S-/5-') S = (6.147)
= det S-1 det ([eJ'><Al)r, e -MW,. . , , e-^(Am)Tj _ 5 - i / s ) d e t s = Q

Wyrażenie to jest równe zeru, gdy

det ([e"7" <*•»•, e / ^ ^ ^ , . . . . e ^ ^ 7 " ] - /) = 0 , (6.148)

bo

det 5 ^ 0 , det S"1 ^ 0 , oraz S~lIS = / . (6.149)

Biorąc pod uwagę (6.112) przy diagonalnej macierzy trójkątnej

będziemy mieli wyrazy o postaci e A r — 1. Iloczyn ich daje wartość wy-
znacznika. Zatem wystarczy, że jeden czynnik w iloczynie jest zerem, aby cały
wyznacznik się zerował.

Niech A = a + ib, zatem

eAT = e ^ e ^ = eoT(cos bT + i sin bT) . (6.150)

Ponieważ eAT — 1 = 0, to a = 0, natomiast bT = 2kir, czyli b = ^ dla
k — 0, ±1,±2, Zatem dla A = bi j£ ^f1, czyli dla pierwiastków charaktery-
stycznych o częstościach nie pokrywających się z częstościami harmonicznych
wchodzących w skład rozwinięć w szereg Fouriera funkcji f(t) wyznacznik będzie
różny od zera.
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Z przypadkiem rezonansu spotykamy się wtedy, gdy aa układ y = yP działa
wymuszenie zewnętrzne f(t) i wśród pierwiastków charakterystycznych tego
układu są pierwiastki t ^ . Przypadek nierezonansowy charakteryzuje się tym,
że wśród pierwiastków charakterystycznych tego układu nie występują pierwia-
stki t ^ . W tym ostatnim przypadku istnieje tylko jedno okresowe rozwiązanie
układu (6.12).

Rozwiązanie to ma postać (zgodnie z (6.140), po podstawieniu (6.142))

T t

y(t) = en(I - e ^ ) " 1 j ep(t~r>/(T)dT + J ep ( r-T )/(T)dT . (6.151)
o o

Rozpatrzmy przypadek, gdy spełnione jest (6.144). Ustalmy warunki, jakie
musi spełniać funkcja f(t), aby w układzie (6.12) pojawiły się drgania okresowe.

Pomnóżmy obie strony równania (6.142) przez macierz e - p r . Otrzymujemy

( e " " 1 - J)2/o - / e- p V(r)dr . (6.152)
o

Z algebry wiadomo, że warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby układ
(6.152) posiadał rozwiązanie jest aby jego prawa strona była ortogonalna do
wszystkich rozwiązań jednorodnego układu sprzężonego z lewą stroną (6.152) o
postaci

(e-*1* - J)*sco = 0 . (6.153)

Jeśli *ó i e s t rozwiązaniem (6.153), to

T
J xfc-prf{T)d.T = 0 . (6.154)
o

Natomiast funkcja wektorowa

x*e-p ł t = x(ł) , (6.155)

jest rozwiązaniem równania

^ = - P * z . (6.156)
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6.4 Układy równań różniczkowych liniowych o okresowo
zmiennych współczynnikach

Niech będzie dany układ

* = XP(t), (6.157)

o macierzy P{t) ciągłej (lub przedziałami ciągłej) na osi (-oo, +oo) i okresowej
tan. P{t + T) - P{t).

Twierdzenie Floąueta
Dla układu liniowego (6.157) o macierzy okresowej, macierz fundamentalna
X{t), spełniająca warunek X(0) = I (matrycant) ma postać:

X(t) m ^(tje** , (6.158)

gdzie 4(t) jest nieosobliwą macierzą klasy Cl i 4>(t) = <j>(t + T), oraz 0(0) = /,
natomiast A jest macierzą stałą.

Udowodnimy, że macierz X(t + T) jest też macierzą fundamentalną.
Na mocy (6.157) mamy:

±[X{t + T)] = X(t + T)P(t + T)=X(t + T)P(t), (6.159)

wobec tego X(t + T) spełnia (6.157), czyli jest macierzą fundamentalną.
Wobec powyższego, jedna wyraża się przez drugą np. poprzez związek

X(t + T) = X(t)C, (6.160)

gdzie C jest nieosobliwą macierzą stałą.
Podstawiając do (6.160) t = 0 mamy

X(T) = C . (6.161)

Zatem

X{t)X{T) . (6.162)

Macierz X(T) nazywamy macierzą monodromii.
Niech

X ( T ) = e A r , (6.163)
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czyli

Wobec tego

X{t) SE X(i)e-A teA* = <^(t)eA* , (6.164)

gdzie

4>{t) = X(t)e~Af (6.165)

Wobec tego

<j>{t + T) = X(t + T ) e - A ( t " r ) = X{t + T ) e ~ A V A r . (6.166)

Uwzględniając (6.162) w (6.166) mamy

= X ( t ) e * T e - A V A r = X(t)e" A t = <j>{t) , (6.167)

czyli zostało pokazane, że macierz 0(t) jest okresową o okresie T.
Ponadto prawdziwe są związki

4>{0) = X(0)e-A O = / oraz det <£(*) = det X{t) det e"A t ^ 0 .

Macierze

A = ± l n X ( t ) (6.168)

oraz

A* , (6.169)

są ogólnie biorąc zespolone. Wartości własne \j macierzy A, tzn. pierwiastki
równania charakterystycznego

det(A - XE) = 0 , (6.170)

nazywają się wykładnikami charakterystycznymi układu (6.157).
Równanie

\X(T)-pI\ = 0 (6.171)
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nazywamy równaniem charakterystycznym układu (6.157).
Równanie charakterystyczne posiada następujące własności:

V Nie zależy ono od wyboru bazy fundamentalnej
Dowód
Wybierzmy zamiast bazy X(t), bazę Y{t). Wówczas Y(t + T) = Y(t)Cu gdzie
C\ jest pewną stałą.
Dla t = 0, Y{T) = Ci, bo y(0) = I.

Ponieważ jedną bazę można wyrazić przez drugą, to :

Y{t) = X[t)C2 skąd X{t) = Y{t)C2
l ,

gdzie C2 jest macierzą nieosobliwą.
Z kolei

Y(t + T)= X(t + T)C2 = X{t)X{T)C2 = Y(t)C2-
lX{t)C2 ,

a ponieważ Y{ł + T) = Y(t)Cu to

Obliczmy

|L»i — p j | = \\^2 **•[,.•*• )^1 — P-« I = 1^2 \ ^ V-' / — p j JO2I =

= |c2-Mix(r) - p/||c2 | = |(x(T) - Pi\,

czyli

|Y(T) - pl\ = \X{T) - pl\ ,

co kończy dowód.
2" Równanie charakterystyczne nie ulegnie zmianie, jeśli układ (6.157) pod-

damy nieosobliwemu liniowemu przekształceniu ze współczynnikami okresowymi
o okresie T.
Dowód
Przekształćmy (6.157) za pomocą podstawienia

Y{t) = Q(t)X(t) , gdzie

Wobec tego X{t) = Q-l(t)Y{t) (z założenia det Q(t) ^ 0). Zatem

Y(t + T) = Q(ł + T)X(t + T) = Q(t)X(t + T) =
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i po podstawieniu warunków początkowych

C(i)=X(T),

a stąd

Po uwzględnieniu tego równania mamy

Y{t + T) = Q{t)X{t)X(T) = Q{t)Q-\t)Y(t)X{T) = Y{t)X{T) .

Równanie charakterystyczne \X(T) — pj\ = 0 jest takie samo jak w układzie
wyjściowym.

Warto podkreślić, że wykładniki charakterystyczne okresowego układu lin-
iowego nie są identyczne z wykładnikami charakterystycznymi Lapunowa ni-
etrywialnych rozwiązań tego układu. Pierwsze z nich są na ogół liczbami ze-
spolonymi, a drugie liczbami rzeczywistymi, będącymi częściami rzeczywistymi
pierwszych.

Wartości własne Pj, (j = 1,... ,n) macierzy X(T), czyli pierwiastki charak-
terystyczne (6.170) nazywają się multiplikatorami.

Twierdzenie

Dla każdego mtdtiplikatora (mnożnika) p istnieje nietrywialne rozwiązanie t?(t)
układu okresowego (6.157) spełniające warunek

itft+T) =*»;(*). (6.172)

Rozwiązania powyższe nazywamy rozwiązaniem normalnym.
Jeśli pewne nietrywialne rozwiązanie t]{t) spełnia warunek (6.172), to liczba

p jest mnltiplikatorem danego układu.

Dowód
1° Niech rf(i) dla~t = 0 będzie wektorem własnym macierzy monodramu X(T),
odpowiadającym wartości własnej p. Mamy wiec
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Zatem

= X(t)pr,(0) = pX(t)f){0) =

czyli warunek (6.172) jest spełniony.
2" Załóżmy, że pewne nietrywialne rozwiązanie fj(t) = X(i)r)(0) spełnia warunek
(6.172). Wtedy po podstawieniu t = 0 do (6.172) mamy:

V(T)=pr,(0).

Ponieważ

r1(t)=X(t)r)(0), to

Wobec tego

Z powyższego widać, że t}(0) jest wektorem własnym macierzy monodromii
X(T), a liczba p jest pierwiastkiem równania charakterystycznego

det[X(r) - pJ] = 0 ,

co oznacza, że p jest multiplikatorem.
Z twierdzenia wynika ważny wniosek, że okresowy układ liniowy (6.157)

posiada nietrywialne rozwiązanie okresowe o okresie T wtedy i tylko wtedy,
gdy przynajmniej jeden z jego multiplikatorów p jest równy 1.

Jeśli p = 1, to pewne rozwiązanie t](t) ^ 0 spełnia warunek r)(t + T) = rj(t),
czyli r)(t) jest rozwiązaniem okresowym układu (6.157) o okresie T.

Przyjmijmy p = e*7 oraz r)(t) = *
Korzystając ze wzoru (6.172) mamy:

czyli

(6.173)

Zatem normalne rozwiązanie układu okresowego ma postać T)(t) = eM<()
gdzie <ftt) = <f>{t + T) oraz A = ^ I n p jest wykładnikiem charakterystycznym
danego układu.

Jeśli istnieje multiplikator p = — 1, to odpowiada mu tzw. antyokresowe
rozwiązanie q ^ 0 o postaci
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Zatem

czyli T)(t) jest w tym przypadku rozwiązaniem okresowym o okresie 2T.
Do tej pory zajmowaliśmy się przypadkiem, kiedy p = ± 1 , a więc było liczbą

rzeczywistą.
Jeśli p jest liczbą zespoloną, to można ją przedstawić w postaci:

p = reG< , (6.174)

gdzie r i 0 oznacza moduł i argument liczby zespolonej p. Powyższą postać
nazywamy postacią wykładniczą liczby zespolonej.

Logarytmem naturalnym liczby zespolonej p ̂  0, (lnp) nazywamy liczbę
w spełniającą równość

ew = p. (6.175)

Każda liczba zespolona p ^ 0 ma nieskończenie wiele logarytmów natural-
nych. Określone są one wzorem:

In p = lnr + 0 O + 2kiri, k = 0, ±1, ± 2 , . . . , (6.176)

gdzie r oznacza moduł liczby logarytmowanej, zaś Go- argument główny liczby
logarytmowanej 0 < 0<> < 2TT.

Twierdzenie Jerugina
Układ różniczkowy liniowy (6.157) jest sprowadzalny wtedy i tylko wtedy, gdy
pewna jego macierz fundamentalna [X(t)] może być przestawiona w postaci ilo-
czynu macierzy fŁ(t)] i funkcji wykładniczej zmiennej niezależnej t pomnożonej
przez stałą macierz [A], tzn. [X(t)j = ^(t)]e^.

Twierdzenie
Układ liniowy o okresowych współczynnikach jest sprowadzalny.

Unormowana macierz fundamentalna rozwiązań układu okresowego (6.157)
zgodnie z twierdzeniem Floąuenta ma postać:

X(t) = tf(t)eAt, (6-177)
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przy czym <j>(t) = <j>{t + T) oraz ^(t) i j>(t) są macierzami ciągłymi i ograniczo-
nymi na osi (—00, +00).

Zatem </>(t) jest macierzą L(t) i na mocy twierdzenia Jerugina układ okre-
sowy (6.157) jest sprowadzamy.

Podstawiając 1 = <f>(t), y = X(t)e~My do równania (6.157) mamy

^ = Ay. (6.178)

Wykładniki charakterystyczne A;- są pierwiastkami równania charakterystycz-
nego |A - A7| = 0.
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Rozdział 7

Drgania chaotyczne w układach o jednym
stopniu swobody

7.1 Wprowadzenie

Rozpatrzmy układ autonomiczny nieliniowy o jednym stopniu swobody. Niech
jego potok fazowy (zdefiniowany równaniem ruchu) po osiągnięciu stanu usta-
lonego znajduje się w pewnym ograniczonym obszarze trójwymiarowej prze-
strzeni fazowej. Ponieważ trajektorie tego potoku nie mogą się przecinać, to
mogą być one albo zamknięte albo dążyć do prostego atraktora jakim jest cykl
graniczny lub położenie równowagi. Jednak w przypadku, gdy na taki układ
działa harmoniczna siła wymuszająca, możliwa jest taka sytuacja, że każda tra-
jektoria potoku fazowego jest niestateczna, ale jednocześnie ograniczona i nie
jest orbitą okresową, ąuasiokresową lub położeniem równowagi (zdegenerowaną
orbitą). Ponadto układ posiada taką własność, że zadanie warunków początko-
wych z dowolnie dużą, ale skończoną dokładnością nie pozwala na zdetermino-
wane określenie jego ruchu. Problematyka ta posiada wymiar większy i sięga
zasady Maxa Bohra. Każdy bowiem stan realny układu określony jest zawsze z
pewną niedokładnością i dlatego powinien być opisywany nie za pomocą liczb,
lecz rozkładu prawdopodobieństwa. Można więc oczekiwać w układzie zde-
terminowanym dynamiki typowej dla układów stochastycznych. Ruch taki, w
odróżnieniu od układów ze zmiennymi losowymi, nazywamy deterministycznym
chaosem i jego wykrycie dokonało przełomu w nieliniowej dynamice.

Lorenz należy do pierwszych, którzy pokazali, że w układzie autonomicznym
trzeciego rzędu pojawia się chaos. Rozważał on problem związany z konwekcją
i opisany przez równanie różniczkowe typu Naviera-Stokesa. Stosując metodę
Galerkina zredukował równania wyjściowe do układu równań różniczkowych
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zwyczajnych pierwszego rzędu. Lorenz pokazał numerycznie, że ich rozwiązania
były przyciągane do pewnego szczególnego zbioru w trójwymiarowej przestrzeni
fazowej, zwanego dziwnym atraktorem chaotycznym. Jego definicję podano
niżej.

Definicja 7.1
Podzbiór X przestrzeni fazowej nazywać będziemy atraktorem, jeśli:

a) X jest inwariantny (niezmienniczy) względem potoku fazowego;
b) istnieje otwarte otoczenie zbioru X i takie, że trajektorie fazowe biorące w

nim początek dążą do niego pod działaniem potoku fazowego;
c) żadna część zbioru X nie przedstawia stanu przejściowego;
d) zbiór X nie da się podzielić na dwa rozłączne podzbiory o powyższych

własnościach.

Dziwnym atraktorem nazywamy taki atraktor, który nie składa się ze skoń-
czonego zbioru punktów i który nie jest kawałkami różniczkowalnym. Przypo-
mnijmy, że zbiór nazywamy kawałkami różniczkowąlny, gdy istnieje część krzy-
wej lub powierzchni, wzdłuż której jest on różniczkowalny, lub wreszcie, gdy
jego objętość jest ograniczona dwoma zamkniętymi powierzchniami różniczko-
walnymi.

Chaotyczny atraktor charakteryzuje się tym, że każde dwie jego trajektorie
odległe o dowolnie małą liczbę, eksponencjalnie się od siebie oddalają z upływem
czasu. Zbiór punktów przestrzeni fazowej, będący punktami początkowymi tra-
jektorii fazowych, dla których dążą one do atraktora, nazywamy obszarem przy-
ciągania tego atraktora.

Ponieważ atraktor jest zbiorem niezmienniczym i ograniczonym posiadają-
cym wymiar mniejszy niż rozpatrywana przestrzeń fazowa, to trajektoria za-
warta w nim jest rekurentna.

Otrzymany przez Lorenza układ równań ma następującą postać:

X = -<r{X + Y),

Y = (r-Z)X-Y, (7.1)
Ż = -bZ + XY,

gdzie X jest amplitudą ruchu wywołanego konwekcją, Y jest różnicą tempera-
tur pomiędzy prądami wstępującymi i zstępującymi oraz Z oznacza odchylenie
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spadku temperatury od przebiegu liniowego (szczegółową analizę tego układu
i wyprowadzenie równań podane są w pracach [29-32]). Parametry <r, r i fc
są bezwymiarowe i wyrażają kombinację pewnych stałych fizycznych. Podczas
analizy numerycznej układu (7.1) Lorenz zauważył, że dla pewnego zbioru tych
parametrów odpowiedź układu była szczególnie wrażliwa na zmianę warunków
początkowych, co w efekcie prowadziło do dużych i nieprzewidywalnych zmian
podczas długiego czasu obserwacji. Jednakże daje się zauważyć, że trajekto-
ria przy t —• oo tworzy pewien dziwny atraktor chaotyczny, zwany atraktorem
Lorenza. Jego projekcję przedstawiono na rys. 7.1.

Rys. 7.1. Atraktor Lorenza dla r = 28,a = 10, 6 = 8/3

Trajektoria ze wzrostem czasu przeskakuje w sposób stochastyczny (nie-
przewidywalny) pomiędzy dwoma widocznymi na rys. 7.1 częściami atraktora.
Układ Lorenza jest już szeroko opisany w literaturze (patrz np. Sparrow [32],
Argyris i in. [33]). Przyjmijmy w równaniach Lorenza a = 10, b = 8/3, nato-
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miast jako parametr kontrolny przyjmiemy r. Dla 0 < r < 1 jedynym atrakto-
rem jest stateczne położenie równowagi iJb (patrz rys. 7.2). Odpowiadające mu
wartości własne wynoszą

<r3 = -b. (7.2)

Dla parametru r z rozważanego przedziału wszystkie trzy wartości własne <r{

posiadają ujemne części rzeczywiste i położenie równowagi RQ jest statecznym
węzłem. Dla r = 1 otrzymujemy punkt krytyczny, bo wówczas o\ > 0. Dalszy
wzrost r powoduje, że <T\ przyjmuje wartość dodatnią, podczas gdy pozostałe
dwie wartości własne są ciągle ujemne. We wspomnianym punkcie krytycznym
zachodzi bifurkacja typu widły i pojawiają się dwa stateczne położenia równo-
wagi R\ i J2j (położenie równowagi Ą> istnieje nadal, chociaż jest niestateczne -
staje się siodłem). Nowe gałęzie równowagi we współrzędnych {X,Y,Z} posia-
dają wartości {±y&(r — 1), ±y/b[r — 1), (r — 1)}. Odpowiadające im równanie
charakterystyczne posiada postać

<r3 + <r2{6 + b +1) + a(6 + r)b + 26b{r - 1) = 0 . (7.3)

Jak można sprawdzić dla r < 1,346 położenia równowagi R] i R% są węzłami
statecznymi (wszystkie <7< są rzeczywiste i ujemne). Dla r = 1,346 następuje
bifurkacja, w wyniku której dwie z wartości własnych pokrywają się, a następnie
przy dalszym wzroście r ulegają rozszczepieniu w kierunku pionowym (odbywa
się to symetrycznie na obu gałęziach równowagi) tworząc dwie wartości zespo-
lone sprzężone o ujemnej części rzeczywistej. Węzeł po bifurkacji przeszedł w
stateczne ognisko. Dalej rozważmy zachowanie układu dla 1,346 < r < 13,926.
Jak już wspomniano środkowe położenie równowagi jast siodłem, którego nie-
stateczna rozmaitość jest przyciągana przez dwa symetrycznie położone sta-
teczne ogniska. Numeryczna analiza pokazuje, że stateczna rozmaitość siodła
tworzy powierzchnię, która ulega skręceniu i rozprzestrzenia się wokół dwóch
niestatecznych gałęzi siodła obejmując R\ i i?2. Po „zakręcie" wokół położeń
równowagi R\ i Ri powierzchnia wyznaczona przez potok rozmaitości statecznej
siodła zmierza znowu w kierunku środkowego położenia równowagi. Różnica
polega teraz na tym, że po takim skręceniu powierzchnia która była na dole
znajduje się teraz na górze (wykazuje to analogię do wstęgi Móbiusa). Zgodnie
z twierdzeniem Cauchy'ego o jednoznaczności, trajektorie fazowe nie mogą się
przecinać i jedynym możliwym kompromisem jest taki ruch potoku leżącego
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na dolnej powierzchni, że dąży on do jednego z wyróżnionych położeń R\ i Ąj.
Zakładając, że będzie to R\, to wówczas trajektorie należące do drugiej strony
powierzchni będą dążyć do R^. Do takich wniosków prowadzą obserwacje nu-
meryczne polegające na równoczesnym śledzeniu wielu punktów początkowych
i przy czasie t —• co (patrz Argyris et. al. [33]).

Dla wartości parametru r = 13,926 zachodzi znowu bifurkacja. Wokół
punktów Rt i R2 powstają cykle graniczne utworzone przez niestateczną rozma-
itość siodłową, które są niestateczne i dla tej wartości krytycznej r przechodzą
one przez środkowe położenie równowagi RQ. Są to tzw. orbity homokliniczne
przedstawione linią przerywaną na rys. 7.2 i dodatkowo na rys. 7.3.

Z dalszym wzrostem r amplitudy ruchów okresowych zaczynają maleć i
orbity te nie zawierają już punktu środkowego położenia równowagi. Trajekto-
rie fazowe na zewnątrz tych orbit są odpychane od powstałych orbit okresowych
niestatecznych i zaczynają przeskakiwać w taki sposób, że te biorące początek
np. przy R\ przeskakują w okolice R2 i odwrotnie. Odpowiada to pewnej global-
nej bifurkacji. Okazuje się, że teraz w nowej sytuacji potok fazowy utworzony
przez stateczną rozmaitość nie jest w stanie całkowicie spełnić warunku ruchu
opisanego wcześniej dla r < 13,926.

Dalszy wzrost parametru r powoduje malenie amplitud niestatecznych orbit
okresowych wzdłuż gałęzi parabol. W punkcie krytycznym r = 24,7 poprzez
subkrytyczną bifurkację Hopfa zaczynają one znikać, a towarzyszy temu zmiana
stateczności położeń równowagi Ą i R2, które stają się teraz ogniskami niesta-
tecznymi (w punkcie krytycznym dla każdego z położeń równowagi Ą i Ri
jedna wartość własna jest ujemna, a dwie pozostałe są sprzężone czysto uro-
jone). Ostatecznie chaotyczna wędrówka trajektorii fazowych wokół punktu
siodłowego związana jest z istnieniem dwóch innych położeń równowagi typu
niestatecznych ognisk. Punkt krytyczny układu Lorenza, po przekroczeniu
którego pojawia się chaos, odpowiada zniknięciu dwóch niestatecznych orbit
okresowych.

Drugim bardzo ważnym dziwnym atraktorem chaotycznym jest tzw. atrak-
tor japoński, wykryty przez Uedę [34] w oscylatorze o równaniu

x + d + x3 = Pcost. (7.4)

Typowy przebieg czasowy dla c = 0,05 i P = 7,5 został przedstawiony na
rys. 7.4. Widać z niego, że wprawdzie daje się zauważyć pewną jakościową po-
wtarzalność struktury na tym przebiegu, to generalnie ruch nie jest ani ruchem
okresowym ani ąuasiokresowym i jest nieprzewidywalny w długim okresie czasu.
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o „..

1.346

13.926

Rys. 7.2. Wykres bifurkacyjny prowadzący do pojawienia się atraktora Loretiza
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Rys. 7.3. Przykładowe przebiegi orbit homoklinicznych wychodzących z położenia
równowagi typu siodło
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250 ir

Rys. 7.4. Przebieg czasowy otrzymany z równania (7.4) po seałkowaniu numerycznym

Tylko dokładnie te same warunki początkowe gwarantują powtarzalność ru-
chu, co praktycznie jest niemożliwe. Niewielka różnica w zadaniu warunków
początkowych, powoduje wykładniczą rozbieżność trajektorii fazowych star-
tujących z bardzo niewiele odbiegających od siebie warunków początkowych.

Prowadzi to w efekcie do chaotycznej dynamiki oscylatora opisanego równa-
niem (7.4). Ponadto, obserwując stroboskopową płaszczyznę fazową (i,x) w
punktach czasowych odległych o 2n otrzymamy specyficzną strukturę przed-
stawioną na rys. 7.5. Struktura taka jest wynikiem wielokrotnego procesu roz-
ciągania i składa nia przestrzeni fazowej. Proces ten przypomina wałkowanie
ciasta, następnie jego składanie i znowu wałkowanie itd. Transformacja taka
bywa nazywana transformacją piekarza.

7.2 Identyfikacja atraktorów chaotycznych

Ruchy chaotyczne stanowią obecnie nieodłączną część nieliniowej dynamiki.
Mogą się one pojawiać nie tylko jako efekt symulacji cyfrowej równań różnicz-
kowych nieliniowych dla pewnych szczególnych parametrów, ale pojawiają się
również w realnych obiektach fizycznych, w tym również mechanicznych [35-40].
Zachodzi więc naturalne pytanie, jakie narzędzia służą do diagnozy, czy układ
jest układem ruchu regularnym lub chaotycznym. W przypadku analizy atrak-
torów chaotycznych pojawia się kolejne pytanie; na jakiej podstawie możemy
takie dziwne atraktory chaotyczne klasyfikować? Problematyce tej poświęcony
jest niniejszy rozdział.
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Rys. 7.5. Dziwny atraktor Uedy na płaszczyźnie fazowej (ż, x)
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7.2.1 Mapy Poincare

Rozpatrzmy układ równań różniczkowych

}}, (7.5)

określonych na rozmaitości M, która tworzy jego przestrzeń fazową. Rozważmy
potok fazowy g(t, {i}) = ff{{x}) taki, że generuje on pole wektorowe {X({x})}
określone na rozmaitości M:

[X{{X})] . h l ± M - | (/({*})) |t=0 . (7.6)

I odwrotnie, jeśli pole wektorowe [X({x})] jest określone na rozmaitości M,
to wyznacza ono potok g* określony przez (7.6) (patrz Chillingworth [41]).

Orbitę potoku stanowi podzbiór punktów

7 = {{K} €M;{K} = </'({*}) ; * € R1} , (7.7)

gdzie {z} jest wartością stałą, a t zmienną. Orbita jest krzywą leżącą na rozma-
itości M i jest trajektorią układu (7.5). Jeśli (7.5) posiada rozwiązanie okresowe
0 okresie T, to y*+T({z}) = g*{{x}), t e R1 i orbita (7.7) jest zamknięta. Orbi-
tami potoku gf są krzywe całkowe pola wektorowego [X({x})].

Rozpatrzmy krzywą zamkniętą potoku fazowego g*. Wybierzmy dowolny
punkt {K} należący do tej krzywej i niech 5 przecina ją transwersalnie w tym
punkcie (rys. 7.6).

Mapa powstaje z orbit potoku fazowego gf w sposób następujący. Weźmy
punkt {1} € S i oznaczmy przez 7* orbitę potoku g* przechodzącą przez {z}.
Oznaczmy pierwsze przecięcie orbity 7* z 5 przez P({x}). P({x}) jest wartością
mapy Poincarć w punkcie {a;}. Własność mapy Poincare (tzn. czy P({i}) jest
odwzorowaniem zwężającym czy rozszerzającym) determinuje zachowanie się
orbit bliskich 7 i analiza ich zachowania pozwala stwierdzić, czy 7 jest zbiorem
przyciągającym czy odpychającym. Punkt {K} jest punktem stałym mapy
Poincare' i istnieje jednoznaczny związek pomiędzy stałymi punktami mapy i
zamkniętymi orbitami potoku gt. Niech 7 będzie orbitą zamkniętą potoku j *
1 niech istnieje T > 0 takie, że g*+T({K}) — g*({K}) dla wszystkich t 6 ii1.
Wówczas T jest okresem orbity 7. Niech S będzie transwersalną powierzchnią
tnącą 7 w punkcie {K} 6 7. Odwzorowanie Poincare jest to taka mapa P
przekształcająca WQ —* W\, gdzie Wg i W\ są otwartymi otoczeniami punktu

G S,
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Rys. 7.6. Tworzenie map Poincarć

»=*(*•«*»,{*». (7-8)

gdzie T : Wo -> R\ T({K}) = T i r jest takie, że dla* 6 (O,r({x})), fl*({x» £ 5
(patrz rys. 7.6). Warunek T({K}) = T powoduje, że P{{K}) = {K}, ponieważ
r({K}) = gT{{K)\{K}) = ^({K}) = g°{{K}) = {K}. Obecność funkcji T W
(7.8) wyraża fakt, że dla {x} e 5 i {x} G {if} punkt ^({T}) leży albo przed
albo za powierzchnią S.

Rozpatrzmy teraz aplikacyjne własności mapy Poincare (patrz Moon [42]).
Rozważmy ruch w układzie dwuwymiarowym na płaszczyźnie fazowej. Obser-
wację takiego ruchu można prowadzić dla pewnych dyskretnych-wartości czasu.
Wtedy ruch reprezentowany jest przez zbiór punktów na płaszczyźnie fazowej.
Jeśli x„ = x(<„) i yn = y{tn), to zbiór punktów na płaszczyźnie fazowej repre-
zentuje dwuwymiarową mapę

x„ = /i(x„,yn),
yn = /j(a:n,y„). (7.9)

Rozważmy ruch układu o jednym stopniu swobody z siłą wymuszającą po-
siadającą okres T. Wówczas pojawia się naturalna reguła wyznaczania punktów
mapy poprzez przyjęcie tn = nT + to- Jeżeli ruch jest czysto okresowy o okre-
sie T, to na mapie otrzymujemy jeden punkt. Ruch z trzecią subharmoniczną
jest zbiorem trzech punktów (powiadamy wówczas, że mapa posiada trzy stałe
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punkty). W przypadku występowania w układzie dwóch niewspółmiernych
częstości (ruchy ąuasiokresowe) punkty mapy układają się w krzywe zamknięte.
Pozostałe bardziej skomplikowane zbiory punktów mapy mogą być interpreto-
wane jako ruchy nieregularne (chaotyczne).

7.2.2 Wykładniki Lapunowa

Do oceny zbieżności lub rozbieżności trajektorii potoku fazowego służą wykład-
niki Lapunowa (patrz Oseledec [43], Benettin, Galgani i Strelcyn [44], Shimada
i Nagashima [45]) i są ważnym narzędziem służącym do wykrywania chaosu.
Dodatnie wartości wykładników świadczą o rozbieżności orbit i chaosie.

Wykładnik Lapunowa zdefiniujemy w oparciu o równanie

A=Umsupjln|C(*)|. (7.10)

gdzie {£(*)} jest trajektorią fazową i t oznacza czas.
Tak zdefiniowany wykładnik charakteryzuje eksponencjalną rozbieżność lub

zbieżność trajektorii otaczających trajektorię badaną.
Dla układów o wymiarze większym od jednego istnieje zbiór albo spektrum

wykładników Lapunowa z których każdy charakteryzuje orbitalną rozbieżność
w pewnym kierunku. Na przykład trójwymiarowa przestrzeń fazowa atraktora
Lorenza posiada trzy wykładniki Lapunowa, z których każdy opisuje zacho-
wanie się pewnych wybranych dwóch sąsiednich trajektorii. Ogólnie istnieje
tyle wykładników Lapunowa, jaki jest wymiar przestrzeni fazowej. Wszystkie
dziwne atraktory w trójwymiarowej przestrzeni fazowej posiadają ten sam typ
spektrum (+,0,—): dodatni wykładnik świadczy o chaosie, wykładnik zerowy
opisuje wolniejszy od eksponencjonalnego ruch wzdłuż trajektorii, a ujemny
wykładnik świadczy o istnieniu w przestrzeni fazowej regularnego atraktora. W
trójwymiarowych układach dysypatywnych jedynymi możliwymi typami spek-
trum są: (+, 0, —) - dziwny atraktor; (0,0, —) - dwuwymiarowy torus; (0, —, —)
- cykl graniczny; (—, —, —) - punkt równowagi. Schematycznie przedstawiono
to na rys. 7.7.

Już w układach czterowymiarowych mogą się pojawić trzy rodzaje dziwnych
atraktorów chaotycznych o następujących typach spektrum: (+, +, 0, —),
( + , 0 , - , - ) i ( + , 0 , 0 , - ) .

Rozważmy układ dynamiczny w n-wymiarowej przestrzeni fazowej i prze-
śledźmy ewolucję n nieskończenie małych otoczeń kulistych każdego z n wa-
runków początkowych. Ze względu na deformacje potoku, deformacji ulegają
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a) b) c) d)

Rys. 7.7. Atraktory i odpowiadające im spektra wykładników Lapunowa: a) położenie
równowagi {—, —, —}; b) orbita okresowa {0, —, —}; c) orbita ąuasiokresowa {0,0, —};
d) atraktor chaotyczny {+, 0, —}

po pewnym czasie kule i przyjmują kształty elipsoid. Weźmy pod uwagę jedną
z kul i załóżmy, że jej środek związany jest z warunkiem początkowym. Śro-
dek kuli porusza się wzdłuż trajektorii wyznaczonej przez zadany warunek po-
czątkowy, podczas gdy punkty z wnętrza kuli należą do sąsiednich trajektorii.
Ponieważ jeden z wykładników Lapunowa rośnie eksponencjalnie, to objętość
kuli eksponencjalnie szybko maleje. Te dwa procesy powodują, że kształt kuli
ulega deformacjom polegającym na rozciąganiu, zwijaniu i skręcaniu, co pro-
wadzi do bardzo skomplikowanej struktury.

Można dowieść, że suma wykładników Lapunowa charakteryzuje rozbieżność
przestrzeni fazowej i że dla układów dysypatywnych wartość ta jest ujemna
(Wolf [46]). Benettin et. al. [44] oraz Sbimada, Nagashima [45] przedstawili
metodę wyznaczania wykładników Lapunowa dla układu równań różniczkowych
nieliniowych polegającą na jednoczesnym rozwiązywaniu dodatkowego układu
równań różniczkowych liniowych powstałych w wyniku linearyzacji wokół prze-
mieszczającego się punktu wzdłuż badanej trajektorii.

Opis wyznaczania wykładników Lapunowa w przypadku analizy ruchu za po
mocą map dyskretnych jak np. mapa Henona podaje Wolf [46]. Wolf i in. [47]
opisują sposób wyznaczania wykładników dysponując danymi wyznaczonymi
eksperymentalnie (patrz również Abraham, Gollub i Swinney [48], gdzie podano
bogaty zestaw literatury dotyczący tej tematyki).

Schemat obliczeń numerycznych prowadzących do wyznaczenia wykładni-
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ków Lapunowa bazuje na następującym rozumowaniu.
Jeśli rozpatrzymy dwie trajektorie fazowe odległe w chwili t0 o małą wartość

Wo, tj. trajektorię niezaburzoną wyznacza wektor {x0}, podczas gdy trajek-
toria zaburzona zdeterminowana jest przez warunek początkowy {x0} -I- {w0}.
Równanie zlinearyzowane ruchu zaburzonego przyjmie postać.

(7.11)

gdzie macierz [A] powstaje po linearyzacji prawej strony układu równań różnicz-
kowych pierwszego rzędu.

Jeśli zdefiniujemy wskaźnik średniej wykładniczej zbieżności takich dwóch
trajektorii według równania

CT (712)

to okazuje się, że A określone powyższym wzorem istnieje i posiada skończoną
wartość. Istnieje n kierunków głównych {e^} wyznaczających wektor {w} i
takich, że związane są one z n wykładnikami charakterystycznymi Lapunowa
zdefiniowanymi poniżej:

Ai({xo}) = A({xo},{e i}), t = l , . . . ,n. (7.13)
Największy wykładnik Lapunowa określa rozbieżność dwóch trajektorii dla

prawie wszystkich zaburzeń {tuo}.
Suma wszystkich wykładników Lapunowa wyznacza zmianę objętości pro-

stopadłościanu o wymiarze n znajdującego się w chwili początkowej w punkcie

Ai({*d» + — + *n({*o» - Ao({x0}) , (7.14)
gdzie Ao jest wartością średnią wskaźnika zmiany objętości potoku fazowego.
Najczęściej spotykane w układach fizycznych układy zwane dysypatywnymi,
charakteryzuje zmniejszanie się objętości potoku fazowego ze wzrostem czasu.
Układ autonomiczny nazywać będziemy dysypatywnym, jeśli jego rozwiązania
są nieskończenie przedhiżalne w czasie oraz jeśli poczynając od pewnej chwili
czasowej znajdują się w pewnej kuli, której już nie opuszczą. Można pokazać, że
wskaźnik zmiany objętości A({x}) jest dla układów nieliniowych wielkością lo-
kalną, jest równy dywergencji pola wektorowego i może być dodatni lub ujemny.
W układach dysypatywnych potok fazowy zmniejsza swą objętość, wobec tego
średnia wartość wskaźnika Ao musi być ujemna dla wszystkich warunków po-
czątkowych {xo} i wobec tego z równania (7.14) wynika, że dla układów dysy-
patywnych suma wszystkich wykładników Lapunowa jest ujemna.
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7.2.3 Wymiar ułamkowy

Wymiar atraktora jest wygodną miarą wskazującą na liczbę stopni swobody
punktu leżącego na tym atraktorze. Klasyczne atraktory posiadają wymiary
całkowite i tak np. punkt równowagi posiada wymiar zero, orbita okresowa
posiada wymiar 1, a orbita ąuasiokresowa posiada wymiar 2. Dziwny atrak-
tor chaotyczny nie pokrywa jednak w sposób gęsty rozmaitości o wymiarze
całkowitym w przestrzeni fazowej. Reprezentuje on twór bardziej złożony niż
orbita ąuasiokresowa, a jednocześnie wymiar jego musi być mniejszy od wy-
miaru odpowiadającemu atraktorowi przestrzennemu, który jest równy liczbie
3. Można więc oczekiwać, że atraktor chaotyczny posiada wymiar ułamkowy
2 < d < 3. Posiada on ponadto własności zbioru Cantora. Konstrukcję takiego
zbioru (fraktalu) opisano poniżej. Weźmy odcinek o długości 1 i usuńmy z niego
część środkową o długości 1/3. W podobny sposób postąpimy z dwoma pozo-
stałymi odcinkami. Kontynuując w podobny sposób dalszą konstrukcję (patrz
rys. 7.8) przy ilości operacji dążącej do nieskończoności w efekcie otrzymujemy
zbiór punktów granicznych o długości zero.

Rys. 7.8. Ilustracja procesu tworzenia zbioru Cantora

W celu geometrycznej ilustracji pojęcia wymiaru atraktora pokryjmy ba-
dany zbiór w przestrzeni iZ" za pomocą n-wymiarowych sześcianów o boku
e i obliczmy ich minimalną liczbę N(e) potrzebną do pokrycia całego zbioru.
Liczba takich sześcianów konieczna do pokrycia d-wymiarowego zbioru jest w
przybliżeniu (dla małych e) proporcjonalna do l/ed. Można łatwo zauważyć,
że dla punktu, linii i powierzchni ich liczba jest proporcjonalna do l/e°, l/e1 i
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l/e2, skąd automatycznie otrzymujemy ich wymiary.
Wymiar ułamkowy podzbioru n-wymiarowej przestrzeni fazowej definiujemy

jako

d = hm . ., ; ; . (7.15)
«-o ln(l/e)

Dla układu Lorenza wymiar ten wynosi d — 2,06. Procedura obliczeniowa
przeprowadzona według wzoru (7.15) jest jednak kłopotliwa w bezpośrednim
użyciu. Grassberger i Procaccia [49] zaproponowali inną metodę opartą na
użyciu funkcji korelacji C(r). Jeśli {XJ} reprezentuje wektor w przestrzeni fa-
zowej w chwili czasu t, to dla zbioru N próbek (N ~ 103 -5-104) konstruujemy
kule o promieniach r leżące w każdym punkcie X{ i zliczamy punkty należące
do każdej z tych kul. Funkcję korelacji definiujemy jako

Ę
gdzie H(s) = 1 dla a > 0 i H(s) = 0 dla s < 0. Grassberger i Procaccia
pokazali, że

U m C ( r ) = r d , (7.17)

skąd otrzymujemy

^ B n Ą C M . (7.18)
r-.o lnr v '

Funkcja korelacji C(r) jest miarą prawdopodobieństwa, że dwa punkty atrak-
tora znajdują się w odległości nie większej niż r. Pomiędzy wprowadzonym
wcześniej pojęciem wykładników charakterystycznych, a pojęciem wymiaru u-
łamkowego istnieje związek

m
gdzie m jest największym indeksem dla którego Y, K > 0, jeśli Ai > A2 > A3 >
• • • > K-
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7.2.4 Widmo częstości i funkcja autokorelacji

Analiza widma częstości należy do najbardziej popularnych narzędzi stosowa-
nych w pracy inżynierskiej. Widmo takie może być otrzymane na drodze symu-
lacji numerycznej przy użyciu szybkiego przekształcenia Fouriera (FFT), lub też
otrzymuje się je na ekranie analizatora widma podczas analizy realnego obiektu
w warunkach laboratoryjnych.

Transformacja danego przebiegu z dziedziny czasu w dziedzinę częstości
może być opisana wzorem

*-«• 2T
-T

+T

h (7.20)

Wszystkie atraktory regularne posiadają widmo częstości dyskretne. W od-
różnieniu od nich, dziwne atraktory chaotyczne charakteryzują się „rozmytym"
widmem częstości.

Inną metodą testującą chaotyczność trajektorii jest funkcja korelacji prze-
biegu x(t) o postaci

K(T) = Urn — j x(t + 3 > ( ł ) dt. (7:21)
-r

Funkcja ta w przypadku, gdy badany sygnał jest okresowy jest również okre-
sową. Dla trajektorii chaotycznej K(T) —*• 0 , jeśli T —• co.

7.2.5 Uwagi ogólne

Podsumowując rozważania tego podrozdziału należy podkreślić, że aby do-
konać pełnej identyfikacji dziwnego atraktora chaotycznego należy wykorzy-
stywać możliwie wiele różnych testów numerycznych pozwalających uzyskiwać
przebiegi czasowe, portrety fazowe (projekcje atraktora na wybrane osie współ-
rzędnych), widma częstości, funkcje autokorelacji, wykładniki Lapunowa czy
wymiary ułamkowe.

W tabeli 7.1 zestawiono wymienione wyżej charakterystyki dla czterech pod-
stawowych atraktorów, jakimi są: położenie równowagi, orbita okresowa, orbita
quasiokresowa oraz dziwny atraktor chaotyczny.

Niech wymiar układu odpowiada liczbie opisujących go równań różniczko-
wych pierwszego rzędu. Układ jednowymiarowy dysypatywny opisany jest tylko
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Rodzaj
atraktora

charakterystyii

Punkt Orbita

okresowa

Orbita

quasiokresowa

Dziwny atraktor

chaotyczny

Przebieg

czasowy

Portret

fazowy

Widmo

częstości

Funkcja

autokorelacji

A x >

Ap<«>

1 1 * 1

w\ 8

W\
lK(T)

Wykładniki

JLapunowa
( 0 , - , - ) ( 0 , 0 , - ) . 0 , - )

Wymiar

ułamkowy
0 2<d<3

Tabela 7.1.



7.3 Metoda Mielnikowa

jedną zmienną x(t), która przy t —* oo dąży do położenia równowagi statecz-
nej, które jest węzłem statecznym. Wykładnik charakterystyczny jest wówczas
mniejszy od zera, bo z założenia o dysypatywności wynika Ao < 0.

Układy dwuwymiarowe odpowiadają autonomicznym układom o jednym
stopniu swobody, czyli opisanym równaniem różniczkowym zwyczajnym dru-
giego rzędu. Atraktorami możliwymi do pojawienia się w takich układach są
położenia równowagi i orbity okresowe. Jeśli założymy, że układ jest dysypa-
tywny, to zgodnie ze wzorem (7.14) mamy

Ao = A, + A2 < 0 . (7.22)

Jeśli oba wykładniki charakterystyczne są ujemne, to atraktorem jest asymp-
totycznie stateczne (w sensie Lapunowa) położenie równowagi. Jeśli Ai = 0 i
A2 < 0, to atraktorem jest asymptotycznie stateczna w (sensie Lapunowa) orbita
okresowa.

Wreszcie przypadek układów dysypatywńych trójwymiarowych wprowadza
jakościowe nowe elementy. Zgodnie z założeniami o dysypatywności suma wy-
kładników charakterystycznych

A, + A2 + Aa < 0 . (7.23)

Takie układy generalnie posiadają cztery topologicznie różne atraktory (Ru-
dowski [50]). Jeśli At > A2 > A3 i Ai < 0, to wówczas atraktorem jest asympto-
ytcznie stateczne położenie równowagi. Jeśli At > A2 > A3 i Aj = 0, to wówczas
atraktorem jest asymptotycznie stateczna orbita okresowa. Jeśli Aj = A2 = 0
i A3 < 0, to wówczas atraktorem jest stateczna orbita ąuasiokresowa. I wre-
szcie jeśli Ai > 0, A2 = 0, A3 < 0 i [A3I > Ai to potok fazowy, pomimo że
jeden z wykładników charakterystycznych jest dodatni zmniejsza swą objętość
ze względu na dysypatywność układu i trajektorie powracają w okolice swych
początkowych obszarów tworząc w efekcie specyficzny atraktor, zwany dziwnym
atraktorem chaotycznym.

7.3 Metoda Mielnikowa

Podstawowe założenia tej metody podane zostały przez Miernikowa [51]. Ostat-
nio Chów, Hale i Mallet-Paret [52] stosując inne podejście otrzymali podobne
rezultaty. Holmes i Marsden [53] stosowali ją z powodzeniem do pewnych
nieskończenie wymiarowych potoków generowanych przez cząstkowe równania
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7. Drgania, chaotyczne w układach o jednym stopniu swobody

różniczkowe i do autonomicznych układów Hamiltona o wielu stopniach swo-
body. Podstawową ideą tej metody jest wykorzystanie rozwiązania całkowalnego
niezaburzonego układu równań do rozwiązania układu zaburzonego. Rozważmy
układ

-o
gdzie:

( )

(7.24)

(7.25)

są funkcjami dostatecznie gładkimi i ograniczonymi oraz g posiada okres T
ze względu na t. Zakładamy, że układ niezaburzony jest hamiltonowskim z
/i = ĵp i f2 = fjj. Układ niehamiltonowski rozważany był przez Mielnikowa
[51] i Holmesa [54].

Rys. 7.9. Rodzina rozwiązań okresowych z punktem siodłowym po

Generalnym założeniem tej metody jest to, że układ (7.24) posiada punkt
hiperboliczny (siodłowy) po z homokliniczną orbitą T° = {<7°(i)|t S R} taki, że
Jî 11 9> — Po- Załóżmy dalej, że wewnątrz F° znajduje się rodzina rozwiązań

okresowych V = {gtt(t)|a€ (-1,0), t G [0,3^]}, gdzie T* jest okresem orbity
g*(t) oraz Umg"(t) = q°(t) i lim <f(t) — q~l jest punktem eliptycznym lub

centrum (rys. 7.9).
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Załóżmy, że mapa Poincare posiada punkt hiperboliczny stały P. Z twier-
dzenia o centralnej rozmaitości wynika, że w otoczeniu U(P) istnieją lokalnie
gładkie rozmaitości Wfok(P), WQk(P) styczne do Es i # " (gładkość lokalna roz-
maitości nie oznacza ich gładkości globalnej - rys. 7.10).

Rys. 7.10. Lokalnie gładkie rozmaitości w otoczeniu punktu hiperbolicznego P

Homoklinicznym punktem q do hiperbolicznego siodłowego punktu P na-
zywać będziemy punkt należący jednocześnie do rozmaitości statecznej i nie-
statecznej punktu siodłowego (q € Wn(p) n Ws(p)). Okazuje się, że istnienie
jednego punktu przecięcia Wn(p) i Ws(p) powoduje, że istnieje ich nieskończenie
wiele (patrz Palis [55]). Prawdziwe są również twierdzenia:

Twierdzenie 7.1
Dla e dostatecznie małych iikiad równań (7.24) posiada jedną hiperboliczną
okresową orbitę %(t) = po + O(e). Odpowiednio mapa Poincare posiada jeden
punkt hiperboliczny siodłowy p*1 = po + O{e).
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Twierdzenie 7.2

Lokalnie stateczne i niestateczne rozmaitości W^jn), W2k(7£) orbity okresowej
zaburzonej są bliskie do niezaburzonej. Co więcej, orbity q^(t, t0) i q"(t, t0) leżące
na rozmaitościach Ws(-ye) i Wn(fn) mogą być przedstawione w postaci:

,*o) = 9°(*-*o) + eqsi{t,*o) + Oie3) , t e (t0,oo),
),te(-oo,to), (7.26)

przy czym qj(n) są rozwiązaniami następujących równań różniczkowych:

qt
M{t,to) = Df [g°(t - to)] 9f(n)(t,to) + 9 [q°(t -10), t] . (7.27)

Odległość rozmaitości Wn{p*) i Ws{p^) dla t = t 0 w punkcie c°(0) wynosi

(7.28)

gdzie: ^ s ) (*o) = 9^s)(*o.*o) i są to punkty na rozmaitościach W(p^°) i Ws(p*>)
leżące w pobliżu ^ i na normalnej do T przechodzącej przez punkt qo{O)
(rys. 7.11).

Odległość ta wyraża się wzorem

n

przy czym przyjęto, ż e a n 6 = ai6j — ojfri i / D (gj* — qf) jest rzutem g" — q\ na

Funkcja Mielnikowa jest zdefiniowana następująco:

/ / [*(* " <b)] n g [q°(t - to), t] dt (7.30)

i jest dobrą miarą rozdzielczości rozmaitości w punkcie g°(0).

Twierdzenie 7.3

Jeśli M(to) posiada proste zera, to dla dostatecznie małych e rozmaitości Wn[p^)
i Ws(p*°) przecinają się poprzecznie. Jeśli M(t0) ± 0, to Wn{pf^) n Ws(j^) = 0,
gdzie 0 oznacza zbiór pusty.
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Wn(IV)

qo(O)+€qin(to)

[qp<P)l

Wes(Ptto)

qo(0)+eqin(to) flqo(0)]

Rys. 7.11. Iluatracja graficzna metody Mielnikowa
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Dowody podanych wyżej twierdzeń można znaleźć u Guckenheimera i Hol-
mesa [56] oraz Greenspana i Holmesa [57].

Istnienie orbit homoklinicznych obserwowanych przy użyciu map Poincare
dla różnych układów dynamicznych pociąga za sobą istnienie zbiorów w kształcie
podkowy Smale'a (patrz Greenspan i Holmes [57]). Podkowa Smale'a stanowi
zbiór policzalny nieskończenie wielu orbit okresowych niestatecznych i zbiór
niepoliczalny orbit okresowych statecznych. Istnienie takich podków powoduje
dużą wrażliwość na warunki początkowe.

Moon, Cusumano i Holmes [58] na przykładzie wahadła pokazują, że obe-
cność orbit homoklinicznych powoduje powstanie podkowy Smale'a i chaosu.

7.4 Drogi prowadzące do drgań chaotycznych

7.4.1 Wprowadzenie

Istnieje wiele różnorodnych układów dynamicznych nieliniowych, występujących
w różnych dziedzinach nauki takich jak mechanika, chemia czy fizyka. Wiele z
nich wykazuje dła pewnych parametrów chaotyczną dynamikę. Nasuwa się wo-
bec tego pytanie czy bez względu na różnorodność takich układów dynamicz-
nych istnieją pewne uniwersalne drogi prowadzące do pojawienia się ruchów
chaotycznych. W tym podrozdziale dokonano takiej klasyfikacji w oparciu o
ogólny przegląd literatury i pracę Swinneya [59]. Warto uczulić tu jednak Czy-
telnika na to, że przegląd ten ma charakter niepełny i otwarty. Wiąże się to
z faktem, że wiele problemów chaotycznej dynamiki nie jest jeszcze w pełni
wyjaśnionych i wiele pytań ciągle pozostaje jeszcze otwartych (Abraham i in.
[48]). Dotyczy to na przykład przejścia od ruchu prawieokresowego z dwiema
częstościami do chaosu. Okazuje się, że ma ono charakter uniwersalny tylko przy
pewnych szczególnych warunkach realizacji tego procesu przejścia (Ostlund i in.
[60], Feigenbaum i in. [61], Aronson i in. [62]).

7.4.2 Proces nieciągły

Pomeau-Manneville [63] oraz Hirsch i in. [64] analizują przejście do chaosu przy
zmianie pewnego parametru bifurkacyjnego R. Przy R < Rk pojawia się ruch
okresowy, natomiast dla R niewiele większych od R^ istnieją długie przedziały
okresowego ruchu układu poprzedzielane krótkimi zakłóceniami. Ze wzrostem
R odległość pomiędzy kolejnymi zakłóceniami maleje, obserwacja ruchu regu-
larnego staje się coraz trudniejsza, aż w końcu niemożliwa. Przykłady takiego
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przejścia do chaosu podane są w pracach Pomeau i in. [65], Jeffries-Perez [66],
Bergćiin. [67].

7.4.3 Prawieokresowość, okresowość, chaos

W niektórych układach ze wzrostem pewnych wybranych parametrów bifurka-
cyjnych następuje przejście od ruchu prawie okresowego do okresowego i na-
stępnie do chaosu. Przejście takie analizowane było przez Glassa-Pereza [70]
czy Steena-Davisa [69].

7.4.4 Okresowość, prawieokresowość, chaos

Możliwość takiego przejścia pokazali najpierw Ruelle i Takens [70]. Natomiast
Swinney i Gollub [59] podali przykład układu fizycznego, w którym ten mecha-
nizm przejścia się pojawia. Według schematu Ruella-Takensa (patrz również
Newhouse, Ruelle, Takens [71]) jeśli układ przechodzi od ruchu prawie okreso-
wego z dwiema częstościami do ruchu prawie okresowego z trzema niewspółmier-
nymi częstościami, to w rezultacie potok może być niestateczny w tym sensie,
że dowolnie małe perturbacje mogą doprowadzić do powstania dziwnego atrak-
tora. Należy jednak podkreślić, że ta prawidłowość nie zawsze jest słuszna.
Grebogi, Ott i Yorke [72] badali układ dynamiczny na trójwymiarowym torusie
i okazało się, że o ile duże perturbacje czasami powodują powstanie chaosu,
to jeśli amplituda zaburzeń jest mała zachodzi to bardzo rzadko i tylko przy
pewnych specjalnie wybranych parametrach.

Inne alternatywne teoretyczne diagramy przejścia od ruchu prawie okreso-
wego do chaosu zostały przedstawione ostatnio przez Randa i in. [75] i Shenkera
[74].

7.4.5 Bifurkacje prowadzące do dwojenia okresu

Teoretyczne podstawy przejścia do chaosu poprzez dwojenie okresu podane
zostały przez Feigenbauma [75], Colleta-Eckmana [76] i Lanforda [77]. Ten
pierwszy pokazał, że jeśli przy zmianie pewnego parametru 6 następują kolejne
bifurkacje, to jeśli przez An oznaczymy wartość parametru, dla którego okres
podwaja się, to 6n = A ^ L ^ t i wartość 6n dąży do pewnej uniwersalnej stałej.
Takie przejście obserwowane było w układach rzeczywistych podczas konwek-
cji Reyleigha-Benarda (Giglio i in. [78], Gollub i Benson [79], Libchaber i in.
[80]), w nieliniowych oscylatorach elektrycznych (Linsay [81], Testa i in. [82]),
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w układach akustyki (Lauteborn-Cramer [83]), czy podczas reakcji Belousova -
Zhabotinskiego (Simoyi i in. [84]).

7.4.6 Proces typu U

Jednowymiarowe mapy z pojedynczym ekstremum wykazują pewne uniwer-
salne własności dynamiczne w funkcji parametru bifurkacyjnego. Oprócz ko-
lejnego procesu podwajania okresu (przy czym w każdym nowo powstałym
okresie występuje tylko jedna oscylacja) możliwe są również stany okresowe
z ^-oscylacjami w ciągu okresu i każdy k-ty cykl ulega kolejnemu podwajaniu
okresu aż do nieskończoności (patrz Collet i Eckmann [76], czy Guckenheimer
[85]).

7.4.7 Proces przemienny typu: ruch okresowy — chaos

Tego typu proces obserwowalny był w reakcjiBelousova-Zhabotinskiego (Roux-
Swinney [86]). Proces taki może zachodzić również w układach mechanicznych
podczas drgań, jak wahadła (P'Humiers i in. [87]), czy w oscylatorze van der
Pola (Levi [88]). Roux i in. [89] podaje przykład jednowymiarowej mapy, gdzie
jest obserwowalny taki proces. Charakteryzuje się on tym, że: a) jest skończony
w pewnym zakresie zmian parametrów, b) stany okresowe są proste, c) ruchy
chaotyczne występują łącznie z ruchami okresowymi, d) każdy reżim chaotyczny
może zawierać wiele podprzedziałów, które są okresowe.

7.4.8 Zjawisko kryzysu

Grebogi i Ott [90] dokonali analizy i zilustrowali przykładami pojawianie się
nagłych jakościowych zmian w chaotycznej dynamice układu przy zmianie pa-
rametru bifurkacyjnego. Pokazano, że takie zmiany mogą powstawać w wyniku
kolizji niestatecznej orbity okresowej i istniejącego chaotycznego atraktoru. Ko-
lizję tę określono mianem kryzysu. Zjawiska towarzyszące kryzysowi powodują
nagłe zmiany rozmiarów chaotycznych atraktorów lub też ich gwałtowne poja-
wianie się albo znikanie.

7.5 Podsumowanie i uwagi końcowe

Niniejszy rozdział uwypukla i ilustruje najważniejsze cechy dynamiki chaotycz-
nej. Na przykładzie układu Lorenza przeprowadzono dość szczegółową analizę
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zjawisk towarzyszących lub poprzedzających ruch chaotyczny w jednym z naj-
starszych i najprostszych układów mechanicznych. Omówione zostały również
metody numeryczne służące do testowania chaosu takie jak mapy Poincare,
wykładniki Lapunowa, wymiary ułamkowe, widmo częstości, funkcje autoko-
relacji i metoda Miernikowa. Przedyskutowano również główne analizowane
dotąd drogi prowadzące do ruchów chaotycznych. Ze względu na stosunkowo
skrótowe omówienie problematyki dotyczącej ruchów chaotycznych rozdział ten
został uzupełniony w bogatą literaturę, co z pewnością pozwoli Czytelnikowi na
głębsze zapoznanie się z poruszonym zagadnieniem.
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Rozdział 8

Wstęp do teorii katastrof

8.1 Wprowadzenie

Przedmiotem zainteresowań teorii katastrof jest jakościowa analiza wpływu pa-
rametrów układu aa rozwiązania równań różniczkowych opisujących ich dyna-
mikę [93]. Jeśli parametry tego układu mogą w sposób istotny (jakościowy)
wpływać na własności rozwiązania, to będziemy nazywać je paramertami kon-
trolnymi. Rozważania w tym rozdziale ograniczymy do autonomicznych ukła-
dów dynamicznych

^ = F«(x, A) , x G R", A e R* , (8.1)
ot

gdzie {x} jest wektorem stanu układu, a A zbiorem parametrów kontrolnych
(dalej zakładać będziemy k < ń). Dla układów zachowawczych istnieje możli-
wość znacznego uproszczenia rozważań. Wówczas prawe strony (8.1) mogą być
zadane w postaci potencjału

| ^ = F i (x,A), (8.2)

i dla takich układów równanie (8.1) przyjmie postać

i = VXV , (8.3)

gdzie V x = £ .
Kolejnym uproszczeniem jest prowadzenie analizy tylko zmian jakościowych

położeń równowagi układu (8.3) i wówczas zagadnienie redukuje się do analizy
układów równań algebraicznych
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VxV(x,A) = (8.4)

Układy równań (8.4) mogą nie mieć żadnego rozwiązania, mogą mieć jedno
lub mogą mieć ich kilka. Zależy to od rodzaju potencjału i od wartości para-
metrów Aj G A.

Rozpatrzmy typowy potencjał V(x) przedstawiony na rys. 8.1.

Rys. 8.1. Przykład potencjału V(x) z zaznaczeniam stateczności położeń równowagi

Dla dowolnego punktu hiperpowierzchni V(x) zachodzi związek W / 0.
Punkty krytyczne, w których W = 0 spotyka się bardzo rzadko (na rys. 8.1
jest ich pięć). Jednak właśnie one mają bardzo duże znaczenie, bo oddzielają
obszary o jakościowo odmieniennym przebiegu V(x) w ich otoczeniu. Widać
to wyraźnie na przykładzie układu jednowymiarowego z rysunku, przy czym
położenia Xi, x2 i x3 odpowiadają atraktorom, natomiast x2 i x4 są siodłami.

Bardziej złożona sytuacja powstaje w przypadku x € R2. Odpowiada to
sytuacji spotykanej na terenach pofałdowanych (górskich). Krajobraz górski
charakteryzuje się szczytami, dolinami, ścieżkami prowadzącymi po szczytach
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itd. Ta analogia znajduje zastosowanie w teorii układów dynamicznych (rys.
8.2).

Zamiast rysowania skomplikowanych kształtów powierzchni zagadnienie zna-
cznie się upraszcza, jeśli zaznaczymy na schemacie tylko istotne punkty i możliwe
szlaki. Na rysunku jest ich cztery i oznaczono je małymi literami a, b, c, d.
Kółkami oznaczono dna jezior leżących w dolinach zwanych również basenami
przyciągania (lokalne minima), do których prowadzą szlaki za szczytów ozna-
czonych krzyżykami (lokalne maksima). Kółka z krzyżykami w środku oznaczją
przełęcze (lokalne siodła). Dodatkowo schemat ten może być uzupełniony o
wykresy warstwie otrzymane w wyniku przecięć powierzchni V(a;i,a:2) = const
równoległymi płaszczyznami [93]. Kierunki strzałek w danym punkcie określa
się na podstawie analizy stateczności w rozważanym punkcie, tj. lokalnej linea-
ryzacji w oparciu o macierz [Vy. Diagonalizacja tej macierzy pozwala określić
kierunki osi głównych (np. kierunek, w którym należy się poruszać, aby osiągnąć
maksimum lub minimum). Wartości własne odpowiadają wielkości wartości
siły działającej w tym punkcie w kierunku głównym określonym przez odpo-
wiadający danej wartości własnej wektor własny (zaznacza się to strzałką, a
długość strzałki jest proporcjonalna do wartości siły).

Jeśli wyobrazimy sobie teraz teren górzysty w dużym zmniejszeniu i wy-
konamy np. jego model z plasteliny oraz napełnimy go wodą, to będzie ona
gromadzić się na dnach dolin. Minima, które będą wodę przyciągać, nazywać
będziemy atraktorami (przyciągaczami). Każdy z atraktorów znajduje się w
niecce zwanej basenem przyciągania. Linie siodeł i szczyty oddzielają od siebie
baseny przyciągania.

Rozpatrzmy rodzinę potencjałów V(x, A) i niech dla pewnego zbioru para-
metrów kontrolnych A° funkcja V^x, A°) posiada tylko punkty krytyczne izo-
lowane tj. rozwiązania Xo równania (8.4). Zbadajmy zmianę położenia tych
punktów towarzyszące zmianom parametrów kontrolnych. W tym celu roz-
patrzmy rozwinięcie funkcji V(x, A) w szereg Taylora wokół punktu xo, A°.
Jednak w celu uproszczenia dalszych rozważań po przyjęciu x0 £ R 2 i A° 6 R2,
otrzymujemy

(A, - A?)|j- + (A, - Ą)~^ + (8.5)

- -rijgj +
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Rys. 8.2. Interpretacja potencjału V(xi,Z2) w języku teorii układów dynamicznych
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dV 8V
+ ( )(A A°)

- xlo)(A2 - A ° ) ^ - + («j KA A?)

gdzie pochodne obliczne są w punkcie xo,A° oraz pozostałe wyrazy szeregu
zostały pominięte.

Załóżmy, że zbiór parametrów został nieco zmieniony

A = A° + 6A° , (8.6)

i postaramy się określić jak ta zmiana wpłynęła na położenie równowagi xo-
W położeniach równowagi (patrz rozdział 7.3) V = 0 i dV/dxi = 0 (i = 1,2),

wobec tego różniczkując (8.5) i ograniczając się tylko do członów liniowych
otrzymujemy

dv . . a2v /x ,0. d
2v tx l0.

(8.7)

Jeśli wprowadzamy znaczne zmiany parametrów Ai i A2, to odpowiada im
zmiana położeń równowagi. Nowe położenia równowagi mogą być znalezione z
równań (8.7)

8.2 Katastrofy elementarne

8.2.1 Katastrofa typu Aj

Niech x £ R 1 i A C R 1, wówczas mamy do czynienia tylko z jednym kontrolnym
parametrem. Katastrofę tę określa się następującym równaniem

JJi/ 1 \ — tr^ -1_ \ ił* /fi Q^
" 11C) A I ^~ rt X •" AX • I O.O )

Różniczkując kolejno (8.8) otrzymujemy

x2 + A = 0 , 2i = 0 . (8.9)
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Z (8.9) widać, że punkt krytyczny o stopniu degeneracji dwa posiada współrzęd-
ne x = A = 0. Wobec tego punkt o wartości parametru krytycznego A = 0
będzie rozdzielał dwa jakościowo różne przebiegi funkcji F(x, A). Wystarczy
więc wziąć dowolną wartość parametru A ^ 0 i sporządzić dwa wykresy, aby
wyrobić sobie pogląd na możliwe, jakościowo różne, przebiegi tej funkcji. Przed-
stawiono je na rys. 8.3.

F(x)u>o x=o

- -X=0
oo

Rys. 8.3. Przykład katastrofy typu A2. Krzywa A = 0 jest krzywą rozdzielającą
obszary z dwoma punktami krytycznymi do obszarów z jednym punktem krytycznym

8.2.2 Katastrofa typu A3

Zależy ona od dwóch parametrów kontrolnych i jest opisana funkcją

F(x, A,, A2) = -xA + -\iX2 + X2x .
4 Z (8.10)
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Katastrofa ta charakteryzuje się istnieniem punktu krytycznego o stopniu de-
generacji jeden, dwa i trzy. Odpowiada to kolejnemu różniczkowaniu (8.10):

X
3 + \1x + \2 = 0, (8.11)

3*2 + A, = 0, (8.12)
6i = 0 . (8.13)

Określmy parametry odpowiadające parametrowi krytycznemu o stopniu
degeneracji trzy. Z (8.13) otrzymujemy x = 0, z (8.12) otrzymujemy Ai = 0 i z
(8.11) otrzymujemy A2 = 0.

W podobny sposób określimy parametry odpowiadające punktowi krytycz-
nemu o stopniu degeneracji dwa. Z (8.12) i (8.11) otrzymujemy:

Aj = -3z 2 , A2 = 2x3 . (8.14)

Równania (8.14) mogą być interpretowane w ten sposób, że dla dowolnie wy-
branego punktu xo pozwalają wyznaczyć parametry Aj (t = 1,2) tak, aby XQ
posiadało stopień degeneracji równy dwa. W płaszczyźnie parametrów (Aj, A2)
równanie odpowiadające zbiorom takich punktów (punkt taki traktowany jest
jako parametr kontrolny) ma postać:

- ° - <8 1 5>
Podsumowując, w płaszczyźnie parametrów (Aj, A2) mamy jeden punkt (0,0)

o stopniu degeneracji trzy i punkty o stopniu degeneracji dwa leżące na krzywej
(8.15). Przedstawiono to na rys. 8.4.

Krzywa określona równaniem (8.15) rozdziela obszar płaszczyzny (Ai,A2)
na dwa podobszary. Obszarowi zakreskowanemu odpowiadają funkcje F(x)
z trzema punktami krytycznymi, a obszarowi niezakreskowanemu - z jednym
punktem krytycznym. Podobnie jak i dla przypadku przedstawionego na rys.
8.3, aby zorientować się w charakterze przebiegu funkcji F(x) w obydwu wyróż-
nionych obszarach wystarczy wziąć dowolny punkt z tego obszaru i narysować
wykres funkcji, który będzie jakościowo podobny i dla innych punktów tego
obszaru.

8.2.3 Katastrofa typu A4

Katastrofę te charakteryzuje równanie:
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F(x) F(x)

Rys. 8.4. Przykład katastrofy typu A3 z zaznaczeniem krzywej rozdzielającej.
wykresie zaznaczono również typowe przebiegi F(x)

Na
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F{x, A,, A2, A3) = ^x 5 + \\,x3 + ̂ A2x
J + A31. (8.16)

Dla tej funkcji istnieją również punkty krytyczne o stopniu degeneracji cztery.
Różniczkując kolejno (8.16) otrzymujemy:

= 0, (8.17)
= 0, (8.18)
= 0, (8.19)

x = 0. (8.20)

Określmy najpierw położenie i parametry odpowiadające punktowi krytycz-
nemu o stopniu degeneracji cztery. Z (8.19) biorąc pod uwagę (8.20) otrzymu-
jemy Ai = 0, a dalej z równań (8.18) i (8.17) A2 = A3 = 0. Wobec funkcja
F(x, 0,0,0) posiada punkt krytyczny o stopniu degeneracji cztery dla x = 0.

Rozpatrzmy teraz krzywe będące zbiorem punktów krytycznych o stopniu
degeneracji trzy. Z równań (8.19), (8.18) i (8.17) otrzymujemy:

Ax = - 6 x 2 , (8.21)
A2 = 8x3 , (8.22)
A3 = -3x 4 , (8.23)

Z kolei z równań (8.18) i (8.17) można wyznaczyć powierzchnię (Ai,A2,A3)
odpowiadającą punktom krytycznym o stopniu degeneracji dwa:

Aj = -4x 3 - 2Ajx ,
A3 = -8x* + Ajx2 . (8.24)

Jak widać z powyższego równania A2 i A3 są funkcjami x i Ai. Przykładowy
kształt powierzchni odpowiadających (8.24) przedstawiono na rys. 8.5.

Szczegółowo metodę wyznaczania przedstwionych na rysunku 11.5 powierz-
chni oraz jakościowy charakter przebiegu krzywych F(x) podano w pracy [93].
Powierzchnie rozdzielające pozwalają na wyróżnienie trzech przestrzeni A, B,
C, które charakteryzują jakościowo różne przebiegi funkcji F{x).

W celu określenia charakteru przebiegów funkcji F(x) wystarczy rozpa-
trzeć trzy reprezentatywne punkty należące do obszarów A, B i C i leżące w
płaszczyźnie (A3,Ai). Wobec tego z równania (8.17) otrzymujemy następujące
pierwiastki:

r 1 1 /

x0 = ± |-(A,/2) ± >/(A1/2)2 - A3J . (8.25)
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r
Rys. 8.5. Powierzchnie rozdzielające dla katastrofy typu A4 i różne jakościowo przebiegi
F(x) odpowiadające różnym punktom obszaru (Ai, A2, A3) [93]
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Jeśli Ai > O, to wówczas mamy dwa przypadki: a) jeśli A3 < 0, to istnieją
dwa pierwiastki; b) jeśli A3 > 0, to nie ma pirwiastka rzeczywistego. Jeśli
A] < 0, to wówczas mamy trzy przypadki: a) jeśli A3 < 0. to istnieją dwa
pierwiastki rzeczywiste; b) jeśli 0 < A3 < (Aj/2)2, to istnieją cztery pierwiastki
rzeczywiste; c) jeśli A3 > (Aj/2)2, to nie istnieją pierwiastki rzeczywiste.

Przeprowadzając tego typu analizę bardziej szczegółowo otrzymujemy cha-
rakterystyczne przebiegi funkcji przedstawione na rys. 8.5 b.

8.2.4 Katastrofa typu D+ 4

Funkcja opisująca tę katastrofę rozszerza katastrofę typu AĄ O dodatkową zmien-
ną y i ma postać:

F(x,y, Ai, A2, A3) = x2y + i y 3 + Ai(y2 - x2) + A2x + A3y . (8.26)
o

Punkty krytyczne tej funkcji obliczmy różniczkując ją względem x i y i otrzy-
myjąc:

fA2 = O, (8.27)
x2 + y2 + 2Aty + A3 = 0 . (8.28)

Równania te pozwalają na określenie punktów krytycznych w funkcji para-
metrów A], Aj i A3.

Na podstawie równań (8.27) i (8.28) możemy wyznaczyć macierz decydującą
o stateczności rozwiązania z, y.

W tym celu rozpatrzmy rozwiązanie zaburzone x •+- 6x, y + 6y i po podsta-
wieniu do wyżej wymienionych równań otrzymujemy:

V~A l ?\ 1 ( 1 * 1 = 0 . (829)
x y + Aj J I 6y J v '

Jeśli wszystkie elementy macierzy występującej w (8.29) są równe zeru, to
wówczas punkty krytyczne posiadają stopień zdegenerowania cztery. Otrzymu-
jemy wówczas:

x = y = A, = 0 . (8.30)

Następnie z równań (8.28) i (8.29) otrzymujemy:

A2 = Aa = 0 . (8.31)
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Wobec tego dla wartości parametrów (Ai, A2, A3) równych (0,0,0) funkcja

F{x,y)=x2y+-y* (8.32)

posiada punkt krytyczny (0,0) o stopniu degeneracji cztery.
Punkty krytyczne o stopniu degeneracji dwa lub trzy otrzymuje się wówczas,

jeśli wyznacznik macierzy decydującej o stateczności przyrównamy do zera:

y 2 - x 2 = A? . (8.33)

Zbiór takich punktów krytycznych tworzy hiperbole. Czytelnika zainteresowa-
nego dalszą szczegółową analizą katastrofy typu D+i odsyłamy do pracy [93].

Powierzchnie oddzielające jakościowo różne przebiegi funkcji (8.26) przed-
stawiono na rys. 8.6.

Rys. 8.6. Powierzchnie oddzielające (bifurkacyjne) dla katastrofy typu D^.4

Obszar parametrów (Ai,A2,A3) zostaje podzielony na cztery obszary o ja-
kościowo różnym przebiegu funkcji F(x). Okazuje się ([93]), że aby określić te
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jakościowo różne zachowania wystarczy wybrać odpowiednie punkty leżące na
prostej Ai = l,Aj = 0. Równania (8.27) i (8.28) przyjmują wtedy postać:

i(j/-l) = 0, (8.34)
= 0 . (8.35)

Z pierwszego z dwóch powyższych równań wynika, że współrzędne takich pun-
któw krytycznych wynoszą x = 0 lub y = 1. Dla x = 0 z równania (8.35)
znajdujemy:

(8.36)

i wtedy istnieje para rozwiązań, jeśli tylko A3 < 1. Z kolei dla t/ = l z równania
(8.35) wynika:

x = ±v/-(3 -I- A3) , (8.37)

czyli para rozwiązań rzeczywistych istnieje tylko dla A3 < —3.
Jeśli znaleźliśmy położenie punktów krytycznych, to ich stateczność możemy

określić w oparciu o macierz w równaniu (8.29). Dla punktu x = 0, y =
— 1 ± y/l — A3 macierz decydująca o stateczności wynosi:

a jej wartości własne obliczone z równania

i)-»]-o (8.39)

wynoszą <r^ = y— l i < 7 j = y + l i główne kierunki pokrywają się z osiami x i y,
bo macierz jest diagonalna.

W podobny sposób można dokonać analizy stateczności punktów krytycz-
nych y = 1, x = ±^/-(3 + A3). W tym przypadku jednak aby określić kie-
runki główne należy dokonać diagonalizacji macierzy decydującej o stateczności.
Pełną analizę tego rodzaju katastrofy przeprowadzono w pracy [93].

8.2.5 Katastrofa typu £>_4

Jest to katastrofa o równaniu podobnym do rozważanej w poprzednim rozdziale
[D+i), przy czym przy drugim i czwartym członie wielomianu znak jest zmie-
niony. Opisuje je równanie:
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F(x,y, A], A2, A3) = x2y - -y* + Xt(y

Punkty krytyczne znajdujemy z równań:

2xy + 2X,x + X2 = 0 ,

x2 - y2 + 2Xiy + A3 = 0 .

2 - x2) Ą\-X2xĄ\-Xzy. (8.40)

(8.41)
(8.42)

Macierz decydująca o stateczności otrzymana w oparciu o dwa powyższe równa-
nia ma postać:

Jeśli wszystkie elementy powyższej macierzy są zerami, to stopień degenera-
cji analizowanego punktu krytycznego wynosi cztery. Zachodzi to wówczas, gdy
x — y = Xy = 0, a dodatkowo z równań (8.41) i (8.42) znajdujemy A2 = A3 = 0.

A zatem dla wartości parametrów (A^ A2, A3) = (0,0,0) funkcja

F(x,y)=x2y-ly\ (8.44)

posiada w punkcie (x, y) = (0,0) stopień degeneracji równy cztery. Jeśli jedna
z wartości własnych macierzy (8.43) jest równa zeru, to wówczas punkty kry-
tyczne posiadają stopień degcneacji dwa lub trzy. Zbiór takich punktów otrzy-
mujemy przyrównując wyznacznik macierzy (8.43) do zera, otrzymując równa-
nie okręgu:

x2 + y2 = A2 . (8.45)

Jeśli promień tego okręgu jest równy zeru, to punkt krytyczny posiada sto-
pień degeneracji równy cztery. Natomist jeśli Aj ^ 0, to punkt krytyczny
posiada stopień degeneracji dwa lub trzy. Przyjmijmy do dalszych rozważań
punkty i , y jako parametry. Wówczas równanie (8.45) parametryzuje Ai(x, y).
Z równań (8.41) i (8.42) znajdujemy:

A2 = -2a:y-2Ai(x,y)x ,

Aa = i/2-x2-2Ai(x,j/)t/. (8.46)

Okazuje się [93], że dla Aj > 0 po wprowadzeniu nowych zmiennych

y — —Xicos8 ,
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można określić, w jaki sposób zbiór punktów okręgu parametryzuje krzywa
rozdzielającą (A2,Aj). Z (8.46) otrzymujemy:

^5 ^f = cos20 + 2cos0 . (8.47)

Wzajemne zależności pomiędzy krzywymi (8.45) i (8.46) przedstawia rys. 8.7.
Pełny obraz płaszczyzn rozdzielających różne zachowanie jakościowe dla roz-

patrywanej katastrofy przedstwiono na rys. 8.8.

8.3 Przykłady katastrof w układach mechanicznych

Przykład 8.1
Rozpatrzmy układ mechaniczny składający się z dwóch bezmasowych belek tworzących kąt
<*o z pionem i obciążonych siłą P (rys. 8.9). Belki traktowane są jako ciała sprężyste.

Układ jest symetryczny i składowe sił wzdłuż osi prętów wynoszą:

2N = -£— , (8.48)
cos a

gdzie a jest kątem odpowiadającym sile P. Dla P = 0 kąt a = ao-
Zgodnie ze schematem z rys. 8.9 b otrzymujemy:

sin a(lo — A i) = sin aąlo , a = U> sin OQ , (8.49)

a z równań tych znajdujemy skrócenie A2 każdego z prętów:

Ai = — ^— . (8.50)
sinoo sina

Zgodnie z prawem Hooka siła normalna w pręcie wynosi:

(8.51)

< 8 - 5 2 >

lo \ sin a /

Teraz na podstawie rys. 8.9 b i wprowadzając zmienną x otrzymujemy:

rr-
tga tgao a

Korzystając ze znanych związków trygonometrycznych mamy:sin a = . ; , cos a = . tga . (8.53)
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f

Rys. 8.7. Zależność pomiędzy zbiorami punktów krytycznych o stopniu degeneracji
dwa lub trzy [93]
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Rys. 8.8. Powierzchnie rozdzielające dla katastrofy typu D_4 [93]
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Rys. 8.9. Układ dwóch podatnych belek obciążonych silą P (a) i schemat geometrii
układu (b)



8.3 Przykłady katastrof w układach mechanicznych

Z równań (8.48), (8.51), (8.52) i (8.53) po przekształceniach otrzymujemy:

P = 2EF (1 - -tgao) , - cos«o . (8.54)

Punkty przecięcia z osią x funkcji P(x) obliczone na podstawie (8.54) mają odcięte:

Xi — — . * H = " i ''III — *^^^~~' • lo.OOl
tgoo tgao

Typowy przebieg P(x) przedstawiono na rys. 8.10.

Rys. 8.10. Przebieg funkcji (8.64) z zaznaczeniem miejsc zerowych i ekstremów

Niech sHa P rośnie stopniowo poczynając od zera. Odpowiada temu wzrost przemie-
szczenia z aż do osiągnięcia maksimum M\. Wartość sHy odpowiadająca punktowi M ] jest
wartością krytyczną, jej dalszy wzrost nie spowoduje stopniowego wzrostu x, a nastąpi „ka-
tastrofa" . Tej samej wartości P\ odpowiada odcięta punktu K-i i u Wad w sposób gwałtowny
przeskoczy do nowego położenia o wychyleniu x znacznie większym. Dalszym stopniowym
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wzrostom obciążenia P aż do + 0 0 będzie towarzyszyć stopniowy wzrost przemieszczenia
x. Prześledźmy teraz, jakie zjawiska będą towarzyszyć zmniejszaniu siły P poczynając od
P = +00. Ze zmniejszaniem stopniowym P będzie maleć wychylenie x, przy czym tym
razem przekroczenie wartości P\ nie spowoduje gwałtownego skoku przemieszczenia x. Dla
siły P = 0 układ jest w położeniu równowagi xm- Oznacza to, że jeśli układ obciążać siłą P
od położenia równowagi x = 0 do wartości P > P], to po odjęciu obciążenia układ nie wróci
do stanu wyjściowego równowagi, bo jego położenie będzie określone odciętą z = z-m / 0.
Aby dalej następowało zmniejszanie się wychylenia x poczynając od punktu x\\\, siła P
musi być mniejsza od zera, co oznacza, że musimy zmienić jej zwrot, a więc zgodnie z
rys. 8.9 zwrot P musi być tym razem skierowany do góry. Ze wzrostem P wychylenie x
zmniejsza się, a w momencie osiągnięcia wartości Pj (punkt minimum A/2) następuje znowu
„katastrofa". Układ gwałtownie przeskakuje do góry, aż za pierwotną wartość x = 0, czyli
znajduje się w położeniu ujemnym określonym odciętą punktu K\. Dalszy wzrost sity P
spowoduje monotoniczny bezwzględny wzrost przemieszczenia x. Zmiejszanie obciążenia
powoduje zmniejszanie bezwzględnej wartości wychylenia i dla P = 0 układ osiąga x = 0.

Warto zauważyć, że jak dotąd nie była wykorzystywana część krzywej P ( x ) pomiędzy
punktami M\ i A/2, zaznaczona na rys. 8.10 linią przerywaną. Odpowiada ono położeniom
P(x) niestatecznym, a więc nierealizowanym Fizycznie. Teoretycznie istnieje nawet położenie
równowagi dla P = 0 określone odciętą xn, ale jest ono również niestateczne. Aby prze-
konać się o tym określmy wartość energii potencjalnej V zależną od zmian x przyjmując
wartość siły P jako stałą. Energia potencjalna pochodząca od odkształceń prętów wynosi:

VX = AIN = ^ . (8.56)

Uwzględniając (8.51), (8.52) i (8.53) w (8.56) otrzymujemy:

oi/tg2ao + U - ^tg«o) -V, = EFlo 1 - cosaoi/tg2ao + U - ^tg«o) - (8.57)

Energia potencjalna Vi odpowiadająca sile skupionej P wynosi:

V2 = -Px , (8.58)

i wobec tego całkowita energia potencjalna układu wynosi:

Wtg2ao+(l--tga0)V = Vi + V2 = EFlo l-cosao\/tg2Qo+ ( l - - t g a 0 - Px. (8.59)

Poszukując ekstremów energii należy dV/dx przyrównać do zera, uzyskując tym samym
wartości x odpowiadające tym minimom. Otrzymujemy wówczas dla ustalonej P związek
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P A

xi

Rys. 8.11. Wykres P[x) i V(x) z uwzględnieniem ekstremów dla uslalonej (dowolnie
przyjętej) siły P*. Położeniu 2 odpowiada niestateczne pobżenie równowagi
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P(x) opisany równaniem (8.54). Obierając dowolną wartość siły P' (rys. 8.11) mamy więc
odpowiadające jej trzy możliwe wartości przemieszczenia x\, x% i 23.

Aby określić rodzaj położenia równowagi w punktach x\ (i = 1,2,3) należy obliczyć
d2V/dx2 w tych punktach. Oznacza to, że należy określić pierwsze pochodne funkcji P ( x )
w tych punktach, co łatwo jest zrobić w oparciu o wykres P(x) (widać, że punktom gałęzi
krzywej M i A/2 odpowiada tg V>2 < 0, co oznacza niestateczność tego punktu).

Na koniec warto dodać, że położenie równowagi niestateczne jest nierealizowane fizycz-
nie. Dowolnie małe wychylenie kulki 2 spowoduje (w zależności od kierunku wychylenia)
przejście jej do położenia x\ lub x3 o niższej energii potencjalnej. Wiąże się to więc z utratą
energii. W układzie rzeczywistym energia ta przekształca się w energię kinetyczną - przejściu
z położenia równowagi niestatecznej do położenia równowagi statecznej towarzyszą drgania.

Przykład 8.2

Siła P przyłożona jest do pionowej belki, posiadającej w punkcie przyłożenia przesuwną
podporę mogącą przemieszczać się bez tarcia po pionowej ścianie (rys. 8.12). Do dru-
giego końca prę tu przymocowana jest sprężyna o sztywności k znajdująca się w obudowie
uniemożliwiającej jej wyboczenie.

W poprzednim przykładzie katastrofy miały miejsce tylko dla pewnych dyskretnych
wartości sił. Ten przykład pokaże, że są również układy mechaniczne umożliwiające kata-
strofy dla dowolnych wartości sił w ich pewnym przedziale P\ < P < Pi. Zwiększając siłę
P koniec pręta nie ulega przemieszczeniu. Jednak jeśli siła P osiągnie wartość

Pi = kl, (8.60)

to położenie równowagi układu przestaje być stateczne i układ skokowo przechodzi do no-
wego położenia równowagi i pręt zajmuje pionowe położenie równowagi. Oprócz wymie-
nionych dwóch położeń równowagi jest również nieskończenie wiele położeń równowagi
niestatecznych dla 0 < P < P, i konfigurecję jednego z nich przedstawiono schematycznie
na rys. 8.13.

Zwiększając siłę stopniowo, po przekroczeniu wartości P, można realizować dalej pio-
nowe przemieszczanie pręta, ale położenia te będą niestateczne. Drugim możliwym położe-
niem (statecznym) jest położenie poziome pręta. Zwiększanie w tym położeniu siły P nie
zmienia konfiguracji układu. Dla P < Pt (np. Ą ) możliwe są trzy położenia układu - dwa
stateczne i jedno niestateczne. To ostatnie jest punktem należącym do elipsy o równaniu:

(?)'•(£)-!•
Aby prześledzić możliwą katastrofę układu weźmy dowolne położenie pręta odpowia-

dające rys. 8.13 a, czyli dla 0 < P2 < P„. Realizuje się to np. przez przyłożenie poziomej
siły. Jeśli wskutek tej siły przemieszczenie obliczone z (8.61) wynosi:
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Rys. 8.12. Schemat badanego układu
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Rys. 8.13. Położenie pręta niestateczne (a) oraz krzywa zależności P(x) (b), gdzie
położenia niestateczne zaznaczono kółkami
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x2 < ly/\ - (P 2 /P.) 2 , (8-62)

to pręt powróci do położenia równowagi. Jeśli znak nierówności (8.62) się zmieni, to pręt
przyjmie nowe poziome położenie.
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Rozdział 9

Metody numeryczne globalnej analizy drgań

9.1 Wprowadzenie do metod numerycznych

Dynamika układów opisanych równaniami różniczkowymi rzędu drugiego może
być sprowadzona do analizy układów opisanych równaniami rzędu pierwszego
o postaci

^ i , . . . , y * ) , * = 1 N, (9.1)

przy warunkach początkowych

3/io • (9.2)

Numeryczne całkowanie równań (9.1) polega na zastąpieniu różniczek przez
przyrosty Ay oraz At i jeśli są one odpowiednio dobrze dobrane (małe), to
wówczas otrzymane równania algebraiczne dobrze aproksymują wyjściowe rów-
nania różniczkowe.

9.1.1 Metoda Runge-Kutty

Schemat tej metody opisują równania

yn+i = yn + ki + O(h3), (9.3)

gdzie:

tn, yn) ,

^ (9.4)



9. Metody numeryczne globalnej analizy drgań

i h jest krokiem (przyrostem) zmiennej niezależnej t, a metoda oparta na
powyższym schemacie nazywana jest metodą Runge - Kutty rzędu drugiego.
Obecnie klasyczną metodą stosowaną przy całkowaniu równań różniczkowych i
bardziej dokładną jest metoda oparta na schemacie metody Runge-Kutty czwar-
tego rzędu:

fci = hf(tn, yn) ,
h k

+ * +

O ile metoda rzędu drugiego daje dokładność do O(ha), to metoda czwartego
rzędu poprawia dokładność do O(hs). Jednym z istotnych problemów tej me-
tody jest określenie błędu obliczeń A i znalezienie związku A(h). Jeśli krok hy
powoduje powstanie błędu Ai, wobec tego inny krok hę powoduje powstanie
innego błędu AQ, który może być oszacowany za pomocą wzoru

- (9.6)

Powyższe równanie może być wykorzystywane na dwa sposoby. Jeśli |Aj| >
|Ao|, to na podstawie (9.6) można dobrać inny krok h\, aby błąd nie był zbyt
duży. Jeśli |A)| < |A0|, to na podstawie (9.6) można oszacować zwiększenie
kroku obliczeń.

W praktyce używa się bardziej subtelnego równania:

\ — •

przy czym 5 jest liczbą kilka procent mniejszą niż jedność. Obecnie używa się
zmodyfikowanej metody Runge-Kutta z adaptacyjną kontrolą kroku całkowania.

9.1.2 Zmodyfikowana metoda punktu środkowego

Aby wyznaczyć zmienną niezależną y(i) do punktu t + H dobieramy krok h,
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h = — . (9.8)
n

Metoda wymaga n + 1 przekształceń prawej strony równań (9.1) według
wzorów:

(9.9)
m - l , 2 , . . . , n - 1 ,

y(t + fl) S yn = i [zn + zB

Współrzędna ir jest średnią aproksymacją wartości funkcji, natomiast y„ jest
końcową aproksymacją do y(t 4- H). Generalnie metoda ta „przegrywa" w
zastosowaniach ze zmodyfikowną metodą Runge-Kutty z adaptacyjną kontrolą
kroku całkowania.

9.1.3 Metoda Bulirscha-Stoera

Metoda ta pozwala osiągnąć najwyższą dokładność, jeśli rozwiązaniami anali-
zowanych równań są gładkie funkcje.

Najpierw, jako jedną z trzech głównych idei tej metody, omówimy ekstra-
polację Richardsone'a. Zakłada się analityczną funkcję będącą rozwiązaniem
i testowana jest ona dla różnych kroków h, z których żaden nie daje żądanej
dokładności. Jeśli wiemy wystarczająco dużo o formie poszukiwanej funkcji, to
w rezultacie znajdujemy jej postać dla h = 0. Następnym krokiem jest ekstra-
polacja funkcji wielomianami. Wreszcie trzecia idea polega na wyborze takich
funkcji, które dają błędy rzędu h2. Wszystkie wymienione wyżej elementy znane
są pod nazwą metody Bulirscha-Stoera.

9.1.4 Całkowanie układów zachowawczych

W tym przypadku nie ma potrzeby sprowadzania równań do rzędu pierwszego.
Opisana wyżej metoda umożliwia otrzymanie bardzo efektywnych rezultatów
dla równań typu:

= f{t,x), x(to) = xo, x{ło) = zo. (9.10)
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Stoermer jako pierwszy zaproponawał, nadal popularną metodę polegającą na
następującej formule:

xi = xo + h U> + 2

zm = ( l " ~ X m " l ) + \hf{t0 + H,xm) , (9.11)

gdzie

*m = !/(*0 + # ) . (9-12)

9.1.5 Sztywne układy równań

Jeśli w układach równań różniczkowych zmienna niezależna zmienia się według
różnych skal wpływając na wartości zmiennej zależnej, to takie układy równań
nazywamy sztywnymi. Rozpatrzmy następujący układ równań [120]:

x = 998z + 1998y ,
y = -999x-1999y, (9.13)

z warunkami początkowymi

x(0) = 1, y(0) = 0 . (9.14)

Wprowadzając transformację

x = 2u — v,

y = -u + v, (9.15)

otrzymujemy rozwiązanie o postaci:
_ _ O^-« _ --MOOu

y = - e - + e- l00Ott . (9.16)

Obecność członów e~100Ou wymaga kroku h <^ 10~3, aby metoda była sta-
bilna. Obecnie istnieją trzy zasadnicze metody prowadzące do rozwiązania
sztywnych układów równań różniczkowych:

a) Zmodyfikowane metody Runge-Kutty (np. metoda Rosenbrocka).

b) Zmodyfikowana metoda Bulirscha-Stoera.

c) Metoda predykcyjno-korekcyjna oparta na metodzie Geara.
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9.1.6 Metoda Rosenbrocka

Metoda ta polega na poszukiwaniu rozwiązania o postaci

( 9 1 7 )

gdzie poprawki kj są znalezione poprzez rozwiązanie s liniowych równań o po-
staci

/ i-i \ - i

7 i > k > ' « = 1 . • • - . * • ( 9 1 8 )

Współczynniki 7, Cj, e*y i 7y są pewnymi stałymi niezależnymi od rodzaju
problemu. Jeśli 7 = 7^ = 0, to metoda redukuje się do metody Runge - Kutta.
Równania (9.18) pozwalają na rekurencyjne wyznaczenie k l t k 2,... .

Kluczowym algorytmem potrzebnym przy całkowaniu sztywnego układu
równań jest metoda oparta na automatycznym doborze kroku całkowania. Na
podstawie (9.19) szacuje sie dwie wartości y, jedną rzeczywistą i drugą szacun-
kową y ł z różnymi współczynnikami c^t = 1,2,...,«*, gdzie s* < s, ale dla
takich samych kj. Różnica y — y ł pozwala na oszacowanie błędu, który dalej
jest używany do kontroli kroku. W celu redukcji mnożenia występującego po
prawej stronie (9.18) wprowadzamy wielkość

i-l

ft«]£>*k*rki. (9-19)

Równania przyjmują postać:

, = f(yo),

(9.20)
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9.1.7 Metoda predykcyjno-korekcyjna wielokrokowa i wielowarto-
ściowa

Przy okazji omawiania tej metody należy podkreślić, że jeszcze kilka lat temu
uważano ją za najbardziej efektywną. Okazuje się, że do obliczeń o bardzo wy-
sokiej dokładności zaleca się raczej metodę Bulirscha-Stoera. Dla zapewnienia
obliczeń o „średniej" dokładności służą metody adaptacyjne typu Runge-Kutty.
Metoda korekcyjno-predykcyjna sytuuje się raczej pośrodku stosowanych me-
tod, ale w przypadku wymaganej bardzo wysokiej dokładności całkowanie ty-
powych równań różniczkowych o skomplikowanych prawych stronach zdecydo-
wanie dominuje.

Metoda wielokrokowa zastosowana do przykładowego równania

y' = /(*,y), (9.21)

to określenie rozwiązania od tn do t polega na całkowaniu

(9.22)

O ile w metodach jednokrokowych Runge-Kutty lub Bulirscha-Stoera warto-
ści yn+i w punkcie t n + i zależały tylko od t n, to w metodzie wielokrokowej
aproksymuje się funkcje /(i, y) wielomianami przechodzącymi przez punkty
tn,łn-\,... i również tn +i (jeśli jest to możliwe). W punkcie t = tn+l (9.22)
ma postać:

y„+i = y» + * W»i£+i + Ay» + Mn-i + &2/U + •••), (9.23)

gdzie j/J, zależy od f(tn,yn). W celu rozwiązania (9.23) stosuje się dwie me-
tody: iterację funkcyjną i metodę Newtona. Pierwsza z nich polega na po-
czątkowym wyborze yH+i (predyktor), wstawieniu go do równań (9.23), aby
otrzymać poprawioną (korektor) wartość yni.i i dalej postępować w sposób
podobny. Najbardziej efektywne metody predykcyjno-korekcyjne oparte są na
algorytmie Adamsa-Bashfortha-Moultona, który wyróżnia się dużą stabilnością.
Jeśli znamy informacje w punktach tn_2,<„-i,*n, to pozwalają one na uzyska-
nie informacji w punkcie *n + 1 Qest to metoda predykcyj na oparta na schemacie
Bashfortha-Moultona)

y„+i = y„ + ^(23y; - 16J/U + 5j,;_2) + O(h4) . (9.24)
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Korekcję przeprowadza się w oparciu o równanie

#n+t = Un H (5j/ń+i + 8j/» — yń_i) + O(h*) . (9.25)

Metody wielokrokowe, pomimo wielu zalet posiadają następujące wady:

a) ustalenie efektywnych kroków w metodzie jest dosyć trudne;

b) punkt startu i końca metody jest trudny do ustalenia.

Obydwa wyżej wymienione mankamenty mogą być usunięte przy użyciu
metody wielowartościowej. W metodzie tej korzysta się z rozwinięć w szereg
Taylora w punkcie tn. Rozważmy ideę tej metody na przykładzie danych

(9.26)

gdzie h = tn+i — tn. W oparciu o (9.26) rozwiązanie w punkcie y(t) może być
aproksymowane równaniem

(t-t»)2 (t-Q3 ,„
£! " i ł

(9.27)

Podstawiając do równania (9.27) t = t n + ] możemy obliczyć y„+i- Następnie
różniczkując (9.27) t = łn+i można otrzymać y^+1 i kolejno y'ń±u J/ń"+i- W
efekcie otrzymujemy aproksymację y*+1, przy czym

y*+i = A y » .

gdzie macierz A ma postać

r i i i n
0 1 2 3
0 0 1 3
0 0 0 1

Ostatecznie otrzymujemy

(9.28)

(9.29)

(9.30)

gdzie r jest wektorem stałych liczb. Współczynnik a określamy z równania
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!/n+J=/(tn+l,!/n+l). (9.31)

Biorąc pod uwagę (9.26), drugie z równań (9.30) ma postać

hyn+i = hy*n+i + or2 (9.32)

i biorąc pod uwagę (9.32) otrzymujemy

r2 = 1 , a = hf(tn+1, y n + 1 ) - hy*n+l . (9.33)

Pozostałe wartości r< wybieramy dowolne.
Metody numeryczne są obecnie powszechnie stosowane w obliczeniach nau-

kowych i inżynierskich. Z konieczności bardzo skrótowy ich opis został dokonany
w oparciu o prace [112-120].

9.2 Systematyczna numeryczna analiza drgań

Na podstawie rozważań poprzednich rozdziałów można wyciągnąć wniosek, że
drgania układów liniowych są w bardzo dużym stopniu poznane i zbadane. W
przypadku układów dynamicznych nieliniowych (zwłaszcza silnie nieliniowych)
bardzo rzadko udaje się choćby jakościowo przewidzieć zachowanie układu.
Ogólnie rzecz biorąc w układach takich daje się wyróżnić położenia równo-
wagi stateczne lub niestateczne, rozwiązania okresowe lub quasiokresowe sta-
teczne lub niestateczne lub też rozwiązania chaotyczne (były one przedmiotem
rozważań rozdziału 7). Ustalenie dla jakich parametrów układu (i zbiorów wa-
runków początkowych) istnieją poszczególne, wyżej wymienione, rozwiązania
(a może być ich kilka lub mogą one na siebie oddziaływać) jest w układach o
wielu stopniach swobody praktycznie niemożliwe. Pojawia się więc inna kom-
promisowa metoda analizy takich układów. Jeśli wymiar rozważanego układu
wynosi 2n (n oznacza liczbę stopni swobody) i nie jest duży oraz w układzie
nieliniowości są małe lub też drgania są'małe, to istnieje możliwość zastosowania
analitycznych metod przybliżonych do co najmniej jakościowej oceny dynamiki
układu. Metody te często podparte rachunkiem symbolicznym przy użyciu
komputera (takich jak Medyna, Reduce, Mathematica itd) stanowić mogą do-
bre przybliżenie (punkt startu) dla metod numerycznych. Te ostatnie chociaż
również należą do metod przybliżonych, dają przy obecnym ich rozwoju tak
wysokie dokładności obliczeń, że ich rozwiązania są zbliżone do rzeczywistych.

Załóżmy, że znamy położenia równowagi (rozwiązania osobliwe) analizowa-
nego układu równań
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(9.34)

określone równaniem

F(q) = 0 . (9.35)

Załóżmy również, że pierwiastków układu równań algebraicznych nielinio-
wych jest kilka. Zaburzając znalezione rozwiązania rozpatrujemy równania
różniczkowe liniowe opisujące zachowanie się tych zaburzeń. W oparciu o teorię
równań różniczkowych liniowych o stałych współczynnikach możemy określić,
czy zaburzenia te narastają w czasie, czy maleją w czasie. Prowadzi to do
określenia stateczności analizowanych położeń równowagi. Niech przy zmianie
pewnego parametru układu (dla jego wartości krytycznej) para pierwiastków
zespolonych sprzężonych znajdzie się na osi urojonej, a przy dalszej zmianie
tego parametru przetnie tę oś i części rzeczywiste tych pierwiastków staną się
dodatnie. Wówczas mamy do czynienia z bifurkacją Hopfa, rozwiązanie traci
stateczność i odgałęzia się od niego rozwiązanie okresowe. Wobec tego istnieją
teraz dwa rozwiązania: niestateczne położenie równowagi i rozwiązanie okre-
sowe. Obydwa można śledzić dalej ze zmianą parametru kontrolnego. Aby
śledzić zachowanie tego drugiego, musimy przede wszystkim określić jego sta-
teczność. Postępujemy w sposób podobny jak w przypadku analizy stateczności
położeń równowagi, tzn. rozwiązania te zaburzamy i rozpatrujemy równania za-
burzeń. Równania zaburzeń są wprawdzie opisane równaniami różniczkowymi
liniowymi, ale o okresowych współczynnikach. Takie równania były już dokład-
nie analizowane w rozdziale 6, gdzie podano jak określać ich stateczność. Od
nich również (przy dalszej zmianie parametru kontrolnego) mogą odgałęziać
się nowe rozwiązania okresowe, o okresach większych lub mniejszych od okresu
analizowanego rozwiązania. Rodzaj ich bifurkacji wiąże się z rodzajem przejścia
mnożnika charakterystycznego przez okrąg jednostkowy płaszczyzny zespolonej.
Istnieje tu również możliwość pojawienia się ruchu ąuasiokresowego lub chao-
tycznego. Możliwości powstawania chaosu były już szczegółowo dyskutowane w
rozdziale 7. Orbity ąuasiokresowe powstają wówczas, gdy w układzie istnieją
częstości niewspółmierne.

W przypadku orbit okresowych zagadnienie ich systematycznego śledzenia
upraszcza się bardzo po zastosowaniu odwzorowania punktowego, tzw. map
Poincare. Zamiast śledzić całą orbitę wystarczy obserwować jeden jej punkt,
tzn. jeśli zmienną niezależną jest czas t, to w punktach łn = t0 + kT, gdzie
T jest okresem analizowanego rozwiązania, Ar jest kolejną liczbą naturalną, a t 0

oznacza czas początkowy. O ile w przypadku układów nieautonomicznych okres
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rozwiązania okresowego jest znany (jest on równy okresowi siły wymuszjącej),
to w układach autonomicznych podlega on wyznaczeniu za pomocą jednej z
metod numerycznych, np. metody strzelania.

9.3 Metody numeryczne stosowane przy systematycznej
analizie drgań

Aby określić rozwiązania równań (9.34), musimy mieć zadane warunki po-
czątkowe {g(*o)} = {<fo}, tzw. wektor stanu. Po numerycznym całkowaniu
równań ruchu (wykorzystując jedną z metod opisanych w 9.1) w czasie równym
przybliżonemu (lub dokładnemu) okresowi To, znajdujemy inny wektor stanu
{c(To)}, który zależy od punktu startu, czyli {qo}- Zamiast obserwować cały
przebieg od to do To, wystarczy ograniczyć sie do analizy tylko dwóch punktów
(wektorów stanu) odpowiadającym tym odciętym. Przedstawiono to schema-
tycznie na rys. 9.1, dla n — 1.

W przypadku rozwiązania okresowego o okresie To oba wektory musiałyby
spełniać warunek

M W , {<*,})-{<*>} = {()}. (9.36)

Równanie powyższe służy do numerycznego określenia {qo} przy pomocy me-
tody Newtona. Stosując metodę Newtona rozwijamy w szereg Taylora wokół
A-tego przybliżenia rozwiązania {% } i ograniczamy się w rozwinięciu tylko
do członów liniowych. Po przyrównaniu tego rozwinięcia do zera otrzymujemy
równanie liniowe do wyznaczenia poprawki A<ft . Jakobian metody Newtona
okreśjony jest wzorem

W-W-W. (9-37)

gdzie [i] jest macierzą jednostkową. Po zakończeniu iteracji Newtona bierzemy
otrzymaną w ostatnim kroku tej metody macierz [N], której wartości własne są
charakterystycznymi multiplikatorami. One określają stateczność i bifurkacje
analizowanej orbity. Opisana metoda nosi nazwę metody strzelania (shooting).

Drugim konkurencyjnym sposobem jest metoda podana przez Urabe i Rei-
tera [121] i oparta na algorytmie Galerkina.

Jak wiadomo w oparciu o szereg Fouriera możemy przybliżać każde z roz-
wiązań T-okresowych
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punkty stałe

{qo}

To

to+To

Rys. 9.1. Zmiana wektora stanu w czasie na przykładzie układu o jednym stopniu
swobody
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K

Yk = »o + 53 *<* c o s ^ ^ + as« s m m u t > (9.38)
&=i

gdzie K jest najwyższą harmoniczną tego szeregu, a podstawową częstością jest
w. Założone rozwiązanie różniczkujemy dwukrotnie i podstawiamy do układu
równań różniczkowych rzędu drugiego opisujących dynamikę takich układów.
Równania te, w których wszystkie wielkości stojące po lewej stronie ze względu
na skończony szereg (9.38) nie są tożsamościowe spełnione, a po prawej ich
stronie, pojawi się niezerowy wektor r, który spełnia równanie:

r(ao,aCA,,aSłi,t) = r(a o,aC ł,aS k,t + r ) . (9.39)

Jeśli liczba K jest wystarczająco duża, to r = 0. Resztę r rozwijamy również
w szereg Fouriera:

K
r = so + Yi s^ cos kuł + sSk sin kut, (9.40)

przy czym r = 0 implikuje 80 = 8 ^ = sS(. = 0, co prowadzi do równań:

fT

2 rT

— Jo r(ao, a^, aS4, t) cos nutdt = 0 ,T.
2 fT

k,n= 1,2,3,... ,K .

Wprowadzając wektory

równania (9.41) przyjmują postać

s(a) = 0 , (9.43)

i mogą być rozwiązane przy użyciu iteracyjnej metody Newtona.
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W praktyce wykorzystuje się przy obliczaniu s metodę szybkiej transfor-
macji Fouriera (FFT) [122, 123]. Po wybraniu punktu startu jako wektora a
obliczamy kolejno:

K
yK — ^ (kija.5k cos kurt - kw^ sin kwt) , (9.44)

yK = £(-JfcVa^cc«fcwt-fcVastshiJfcwt) . (9.45)
k=\

Metoda odwrotna (FFT)~l pozwala na znalezienie (9.44) i (9.45) w dys-
kretnych punktach czasu, a po wstawieniu do równań ruchu otrzymujemy r i
co za tym idzie również równanie (9.43).

Jeśli weźmiemy dowolną funkcję F(t), to jest ona identyczna z funkcją dys-
kretną otrzymaną przy użyciu (FFT) tylko wtedy gdy:

a) jest okresowa i ograniczona;

b) ilość punktów próbkowania musi być dwukrotnie większa od najwyższej
częstości szeregu.

Szybkie przekształcenie Fouriera jest szczególnie ekonomiczne, gdy liczba
próbek N

NFFT = 2 W > AK . (9.46)

Błąd szacowany jest poprzez normę

/Nrrr/2 \ 1 / 2

A = E -L + -L • (9-47)
Stateczność znalezionego rozwiązania yj, określa się na podstawie równań

zaburzeń, które są liniowe ze względu na zaburzenie 6y o współczynnikach
zależnych od y, y i mogą być przedstawione w postaci

(9.48)

Po podstawieniu rozwiązania y0 do (9.48) i otrzymaniu macierzy S = S(tk),
tk = kT/NFFT, k G {0,1,2,..., NFFT}. Macierz przejścia [N] może być znale-
ziona w oparciu o numeryczne całkowanie w czasie jednego okresu. Metoda ta
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wymaga dodatkowo użycia interpolacji i często jest kłopotliwa w użyciu przy
dużym wymiarze analizowanych równań różniczkowych. Inna metoda oparta
jest na schemacie zaproponowanym w pracy [124]. Algorytm ten składa się z
następujących elementów:

N(0) = I,
N(fcAi) = eV*N ((* - l)At) ,

N(T) = N , (9.49)

gdzie

(9.50)

Przykład 9.1
Jako przykład systematycznej analizy numerycznej rozpatrzmy drgania ludzkich strun głoso-
wych. Tematyce tej poświecono rozdział w pracy [125] i tutaj zagadnienie to przedstawione
będzie bardzo skrótowo. Ludzkie płuca wytwarzają ciśnienie powietrza powodujące otwarcie
krtani. Wskutek bezwładności struny głosowe otwierają się i potem własności sprężyste tych
strun powodują ich przymykanie. Strumień powietrza opuszcza krtań i zjawisku temu towa-
rzyszy efekt ssania Bernoulliego. Następnie wymieniony cykl powtarza się. Strunę głosową
zamodelowano jako nieliniowy oscylator b dwóch stopniach swobody i masie punktowej
sprężyście podpartej (rys. 9.2).

Masa punktowa może poruszać się w kierunku * i y. W celu opisania zjawiska zbliżania
się strun (nie mogą się one zetknąć), dodatkowo wprowadzono podparcie o współczynniku
tłumienia cs i sztywności ks. Sztywność ks jest tak dobrana, że przy zbliżaniu się do
początku przyjętego układu współrzędnych siła w sprężynie rośnie do nieskończoności. Płuca
i tchawica zamodelowana została jako zbiornik o sztywnych ściankach, a własności podatne
płuc zostały uwzględnione poprzez modyfikację parametrów powietrza.

Ponieważ ciśnienie pochodzące z płuc generuje takie same siły działające na struny
głosowe, które poruszają się symetrycznie (bez obrotu), to do dalszych rozważań, ze względu
na wspomnianą symetrię, wystarczy ograniczyć się do analizy drgań tylko jednej ze stron. W
przypadku rozważań zjawisk patologicznych tj. zmian prowadzących do zaburzenia symetrii
ruchu, ilość równań opisujących dynamikę zjawiska dwukrotnie wzrasta.

Równanie ruchu struny głosowej w formie bezwymiarowej opisują równania [125]:

X + CX + {KX + KD[{X - XQ)2 + Y2]}(X - Xo) - KxyY
- KSX-S(\-CSX)=EP,

Y + CY + {Kx + KD[(X - Xo)
2 + Y2]}Y - Kxy(X - Xo) = EP ,
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napięta struna

Pk.PK.V.Mk,H

brak powrotu
powiebzazphic

Rys. 9.2. Model struny głosowej [125]
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W powyższych równaniach C odpowiada tłumiącym własnościom strun głosowych ( <
1). Kv jest pionową sztywnością struny głosowej Kv 6 (0.7,0.9)),/f* = 1, Kxy jest szty-
wnością sprzęgającą ruch dwóch głównych kierunków (K^ e (0.3,0.5)), KD jest sztywnością
typu Duffinga ( < 1). Ks jest sztywnością typu hiperbolicznego ( < 0.1), s = 4, cs jest
tłumieniem ( < 1), Xo jest współrzędną położenia równowagi struny głosowej, E jest śre-
dnią powierzchnią struny głosowej (E € (0.1,10.0)) oraz Q jest wydatkiem strumienia
powietrza (Q € (0.0,100.0)).

Układ równań (9.51) jest układem autonomicznym i silnie nieliniowym (sztywnym), bo
jeśli X jest w pobliżu początku układu współrzędnych, to małe zmiany tej współrzędnej
powodują bardzo duże zmiany siły w członie równania odpowiadającego sztywności typu
hiperbolicznego. Rozważmy najpierw położenie równowagi układu (9.51) - otrzymujemy je
po przyjęciu zmiennych zależnych od czasu jako równych zeru. Jako stałe przyjmujemy
parametry: Ky = 0.9, K^ = 0.3, .K/j = 0.001, Ks = 0.001, cs = 0.5, E = 1. Rezultat
obliczeń podano na rys 9.3. Linią grubą ciągłą w płaszczyznach (XO,Q),(YQ,Q),(DO,Q)
zaznaczono położenie równowagi. Nie zmieniają się one ze zmianą współczynnika tłumienia
C, ale ulega zmianie ich stateczność. Granicą utraty stateczności odpowiadają dwie krzywe
ciągłe leżące w płaszczyźnie (C,Q).

Oznaczmy wartości własne odpowiadające wybranemu położeniu równowagi jako \ i(j =
6\ ± iu>i,A3,4 = 62 ± iwj (można udowodnić, że piąta wartość własna jest rzeczywista
i ujemna). Jeśli Si = 0(t = 1,2), to dla ustalonego c ze wzrostem lub zmniejszaniem
parametru kontrolnego Q zachodzi bifurkacja Hopfa (na rysunku zaznaczono to poziomymi
strzałkami). Punkty przecięcia tych krzywych odpowiadają jednoczesnemu pojawieniu się
orbit okresowych o częstościach podstawowych u\ i w-i i jeśli są one niewspółmierne, to
pojawi się ruch quasiokresowy.

Przykład systematycznej analizy numerycznej obejmującej ruch regularny przedstawiono
dla układu o następujących parametrach [125]: Ky = 0.3, KD = 0.001, Ks = 0.001, D s =
0.5, Kzy = 0.3, Xo = E = 0.4, Q — 7.0. Obliczeń dokonano przy użyciu metody strzelania,
a ich rezultaty przedstawiono na rys. 9.4.

Jako parametr kontrolny przyjęto współczynnik tłumienia c. Jego zmniejszanie powo-
duje pojawienie się bifurkacji Hopfa, w wyniku której rodzi się nowe rozwiązanie okresowe
(jest to przykład drgań samowzbudnych). Niewielkie dalsze zmniejszanie c powoduje, że
amplituda drgań rośnie wzdłuż gałęzi a (warto dodać, że wspomniane wyżej położenie
równowagi staje się potem niestateczne - na rysunku zaznaczono to linią przerywaną). W
punkcie PD\ następuje kolejna bifurkacja (jeden z mnożników charakterystycznych prze-
cina okrąg jednostkowy przechodząc przez punkt-1) i powstaje nowe rozwiązanie okresowe
subharmoniczne o okresie dwa razy większym niż poprzednie. Rozwiązanie to jest dalej
śledzone wzdłuż gałęzi c i w punkcie Q traci ono stateczność. Jak pokazuje symulacja
numeryczna [125] w okolicy tego punktu pojawia się rozwiązanie quasiokresowe. Ga-łąi a,
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Rys. 9.3. Położenia równowagi i ich stateczność
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Rys. 9.4. Portret bifurkacyjny ludzkidi strun głosowych [125]
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po przekroczeniu punktu PDl staje się niestateczne, chociaż w pewnych zakresach zmian c
istnieje rozwiązanie okresowe stateczne (odcinek krzywej pomiędzy punktami PD2 i FD3).
interesującym przykładem bifurkacji jest punkt H2, od którego odgałęzia się rozwiązanie
okresowe, które jest niestateczne.

15.0

0.0

Rys. 9.5. Drgania okresowe strun głosowych dla c = 0.16

Dla każdego z punktów należących do krzywej bifurkacyjnej można sporządzić portrety
fazowe lub przebiegi czasowe badanej orbity okresowej. Na przykład na rys. 9.5 podano
takie przebiegi czasowe dla c = 0.16.

Podczas obliczeń okres został znormalizowany do 2ir, i wobec tego, z rys. 9.5 widać,
że jest to rozwiązanie subharmoniczne stateczne należące do gałęzi c. Widoczne jest ostrze
przebiegu X w pobliżu położenia równowagi, co jest zgodne z wcześniejszymi przewidywa-
niami. Przy tej okazji warto podkreślić, że w tym przypadku użyta metoda strzelania jest
bardziej efektywna w porównaniu z metodą Urabe - Reitera, ponieważ należałoby uwzględnić
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wiele harmonicznych, aby dobize aproksymować tego typu zjawisko, co znacznie wydłuża
obliczenia. Dla metody strzelania nie ma to większego znaczenia.
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