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Przedmowa

Ninicjsza praca przeznaczona jest dla studentéw Wydzialéw Mechanicznych IV
roku o specjalnoéciach ,Robotyka”, ,Mechanika Stosowana”, ,Biomechanika”
oraz dla uczestnikéw studiéw doktoranckich prowadzacych do nadania stopnia
doktora nauk technicznych o kierunku ,,Mechanika” i ,,Budowa i Eksploatacja
Maszyn”. Moze ona réwniez stanowi¢ uzupelnienie wiadomosci dla studentéw
III roku Wydzialéw Mechanicznych i Wydzialéw Matematyki Stosowanej i Fi-
zyki Technicznej wyzszych uczelni technicznych z przedmiotu poswieconego te-
orii drgan.

W zamierzeniu podrecznik powinien umozliwi¢ fatwe przejécie od metod
matematycznych prezentowanych na wydziatach technicznych wyzszych uczelni
z przedmiotu matematyka, a w szczegdlnoéci tcorii réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych, do zastosowait w ukladach dynamicznych w szeroko rozumiancj me-
chanice.

Z drugiej strony umozliwia on réwniez studentom (czy badaczom) mocnicj
zaawansowanych toretycznie (chodzi tu np. o wydzialy Matematyki Stosowanej
i Fizyki Technicznej) latwiejsze przyswojenie materialu prowadzacego od teorii
do zastosowan w mechanice.

Autor
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Rozdzial 1

Wprowadzenie

Obecnie bardzo trudno sobie wyobrazié rozwéj wielu dziedzin nauki bez zna-
jomosci teorii réwnan rézniczkowych. Teoretyczne osiagniecia zwigzane z roz-
wojem teorii réwnai réiniczkowych w sposéb znaczacy wplynely na rozwdj
takich nauk jak fizyka, biologia, chemia, socjologia, ekonomia, mechanika i
wiele innych. Istnieje wiele kierunkéw rozwoju wspélczesnych teorii réwnan
rézniczkowych oraz rézne metody ich nauczania w zaleznoéci od potrzeb uwa-
runkowanych kregiem odbiorcéw. W tej pracy zdecydowano sie na wybidrcze
podejécie do teorii réwnani rézniczkowych ukierunkowane na ich zastosowania
w mechanice i dynamice maszyn. Najpierw, w kilku pierwszych rozdzialach
zostang przedstawione niezbedne wiadomosci wstepne, definicje i twicrdzenia,
a dalsza cze$¢ tej malej monografii dotyczy zastosowad wprowadzonych pojeé w
mechanice, giéwnie reprezentowanej przez teorie drgail. W pracy ograniczono
sie do rozwazai dotyczacych réwnai réiniczkowych zwyczajnych opisujacych
procesy w ukladach deterministycznych. Zostala wiec pominieta bardzo szeroka
klasa réwnan rézniczkowych czastkowych.

Je$li obserwowane sa ewolucyjne procesy zachodzace w rozpatrywanym ukla-
dzie opisane poprzez nieznana funkcje i udaje sie okresli¢ zaleznoéé (lub zale/-
znoéci) pomiedzy ta funkcja a jej pochodna (lub pochodnymi), to zwiazek taki
nosi nazwe réwnania rézniczkowego. Jednak aby jednoznacznie okrefli¢ ewolu-
cje interesujacego nas procesu nalezy dodatkowo okreélié warunki poczatkowe.
W przeciwnym razie zadanie jest nieokre§lone i posiada nieskoriczenie wiele
rozwiazafh.

Obecnie przedstawimy interpretacje réwnan rézniczkowych poprzez pry-
zmat rozwoju teorii ukladéw dynamicznych. Rozpatrzmy réwnanie o postaci

&= F(z), 1.1)



1. Wprowadzenie

przy czym prawa strona tego réwnania jest okreflona, ciagla i spelnia waru-
nek Lipschitza w pewnym obszarze n-wymiarowej przestrzeni Euklidesa. Przy
takich zalozeniach, biorac pod uwage warunek poczatkowy z(ty) = xo, istnieje
jedno rozwiazanie z(t,xy) ukladu (1.1) i takie, ze z(ty, zp) = zo. Rozwiazanie
z(t, zp) dla ustalonych z, bedziemy nazywaé ruchem, bo zmienia si¢ polozenie
punktu startujacego z xy w czasie. Natomiast zbiér {z(¢,zo),t € (T-,T%)}
bedziemy nazywaé lukiem trajektorii ruchu. Jesli T = —oo i T}, = +o00, to
woéwczas ruch nazywaé bedziemy trajektoria i oznaczamy ja jako z(t, zo;R),
gdzie R oznacza zbidr liczb rzeczywistych. Zbidr {z(t,x0),t € [to, +oc)}
bedziemy nazywaé dodatnia pdltrajektorig ruchu, natomiast zbiér {z(¢,z,), ¢t €
(—o0, to] } bedziemy nazywaé ujemna péitrajektoria ruchu. Zbidr zlozony z tra-
jektorii nazywaé bedziemy zbiorem niezmienniczym uktadu (1.1).

Dla kazdej warto$ci punktu x poprzez funkcje F(z) okre$lona jest predko$é ¢
w tym punkcie. Je$li rozwazy¢ wiele takich punktéw, lub inaczej potok fazowych
punktdéw, to funkcja F'(x) bedzie okreSlaé predkosé tego potoku.

X» ¢ X,
A t-t A
Ve //:—N/\]
X 1 X
20 :):.(‘(t) 1
|
to
e t L—';

Rys. 1.1. Pogladowe przedstawienie dzialania operatora ewolucji dla z € R?
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1. Wprowadzenie

Rozwiazanie z(t,z¢) okreSla ewolucje punktu =z, ktéry w chwili ¢, byl w
miejscu 5. Operatorem ewolucji bedziemy nazywaé funkcje Py, ktéra przepro-
wadza punkt zq w czasie t wzdluz krzywej calkowej réwnania (1.1). W sposéb
przegladowy mozna to wyjas$ni¢ na przykladzie r6wnania

dz

— 1 .
T Cz, z€R (1.2)
przy czym z(tp) = zo. Jego rozwiazaniem jest krzywa
z(t) = zoexp(C(t - %)) , (1.3)
a w tym przypadku operator ewolucji wynosi
P:(z0) = 20 exp(C(t - %)) - (1.4)
Operator ewolucji posiada nastepujace wlasnoéci:
O.e(z) = O, (P(x)), nteR, (1.5)
D (24(z)) = P_:(Pe(x)) = Bo(x) ==, (1.6)
@;l = Q-f . (17)

Obecnie podamy kilka podstawowych definicji. Rzedem réwnania rézniczko-
wego bedziemy nazywaé rzad najwyzszej pochodnej wystepujacej w tym réwna-
niu. Natomiast stopniem réwnania rézniczkowego nazywamy najwyzszy wyklad-
nik potegi pochodnej najwyzszego rzedu. Dla przykladu rozwazmy réwnanic

dF  (d'F\*  (&F\®  (dF)®
r7) + (F) + (—at—a) + (I) +F=0. (1.8)
Powyisze réwnanie jest rzedu czwartego, a stopnia drugiego.

11
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Rozdzial 2

Réwnania rézniczkowe rzedu pierwszego

2.1 Wprowadzenie

Ponizej podano ogdlna postaé réwnania rézniczkowego rzedu pierwszego

fi (t, z, %) —0. 2.1)

W przypadku gdy powyisze réwnanie daje sie rozwiazaé ze wzgledu na
pierwsza pochodna, to réwnanie (2.1) przyjmie postaé

dx
- =ft.2). (22)

Réwnanie (2.2) moze byé przedstawione jako szczegblny przypadek. postaci
réwnowaznej

P(t,z)dt + Q(t,z)dz =0, (2.3)
2z ktérego otrzymujemy

dr _ P(t,z)

T Qt.a) (2.4)

Rozwigzaniem réwnania rézniczkowego w pewnym przedziale I bedziemy
nazywaé funkcje rézniczkowalna z = p(t) taka, ze po jej podstawieniu do jed-
nego z powyzszych postaci réwnar, przechodzi ono w tozsamosé.

Jesli np. réwnanie (2.2) spetnia funkcja , (¢, z, C), to méwimy o rozwiazaniu
(calce) w postaci uwiklanej i jest to rozwigzanie ogélne. Dla konkretnego wa-
runku poczatkowego rozwiazanie to przechodzi w rozwiazanie szczegélne (catke
szczegblna).



2. Réwnania rézniczkowe rzedu pierwszego

Geometrycznie rozwiazaniu ogélnemu odpowiada potok fazowy, z ktdrego
dla konkretnej warto$ci statej C okreslonej przez warunki poczatkowe wybie-
ramy pewns krzywq caltkowa.

Zagadnienie polegajace na znajdowaniu rozwiazania z = ¢(t) spelniajacego
warunek poczatkowy () = o nazywamy zagadnieniem Cauchy’ego.

Przez dowolny punkt krzywej catkowej mozemy poprowadzié¢ prosta, ktéra
jest nachylona do osi odcietych pod katem arctg (f(¢,z)). Réwnanie réznicz-
kowe okre$la wiec zbiér kierunkéw stycznych. Poprzez przyporzadkowanie kaz-
demu z kierunkéw strzaltki mozemy wyznaczyé¢ pole kierunkéw réwnania réznicz-
kowego.

Czesto w zagadnieniach praktycznych istnieje potrzeba wyznaczenia zbioru
punktéw ekstremalnych réwnania (2.2). Jesli rozwiazanie jawne z = ¢(t)
spelnia (2.2), to wéwezas w punkcie ekstremalnym mamy

% = 1 ot) =0, (23)

czyli, ze zbiér punktéw bedacych ekstremami wyraza si¢ réwnaniem
ft,z)=0. (2.6)

Niech #; bedzie odcieta ekstremum, to wéwczas jesli ¢”(to) > 0 mamy do czy-
nienia z minimum, a jesli ¢"(ty) < 0, to #y jest odcieta maksimum. Z drugiej
strony

20— 2 (oo =2+ U gy -

Z powyzszych rozwazan wymka ze zbiér punktéw minimalnych okre§lony jest
warunkami

f(t,z)
8f(t,z)
8t

natomiast maksima okre§lone sa warunkami

f(t,z)
8f(t,x)
ot

Jedli prawa strona réwnania (2.2) ma postaé

0f 8f 8f

(2.7)

> 0, (2.8)

< 0. (2.9)

14



2.1 Wprowadzenie

f(t,z) = fi(t) fa(z) , (2.10)
to réwnanie (2.2) bedziemy nazywaé réwnaniem o rozdzielonych zmiennych.
Jesli dla pewnego z¢ zachodzi fi(zo) = 0, to funkcja z = z, jest rozwiazaniem
(2.2) z prawa strong (2.10). Inne rozwiazania takiego réwnania, dla ktérych
fa(x) # O spelniaja zwiazek

dz
/E-(;)- - /fl(t)dt =C, (211)
gdzie C jest pewnag stala.

Twierdzenie 1

Niech funkcje fi(t) i fo(z) beds okreslone i rézniczkowalne w okolicach t =
t i x = xq, przy czym fo(zo) # 0. Wéwczas rozwiazanie réwnania (2.2) z
praws strong (2.10) i z warunkiem poczatkowym () = x, istnieje w pewnym
obszarze punktu t = %, jest jednoznaczue i speinia warunki

vlt) dx t
[ 7@ /t. At . (2.12)
W przypadku, kiedy prawa strona réwnania (2.2) nie zalezy od czasu, czyli
f@¢,z) = f(z), to kazdemu punktowi z z obszaru okre$lonosci funkcji f(z)
mozna przyporzadkowaé wektor o dlugoéci | f(z)| i kierunku zgodnym 2 osig Oz
dla f(z) > 0, i przeciwnym do niego jesli f(z) < 0. Zbidr takich wektordow
stanowi pole wektorowe. Punkty, w ktérych takie kierunki sa nieokre$lone na-
zywamy punktami osobliwymi lub polozeniami réwnowagi pola wektorowego i
wyznacza si¢ je z réwnania f(z) =0.

Przyklad 2.1

Znaleié rozwiazanie réwnania

dz
S FE=3+2. (2.13)

Dokonajmy podstawienia

z=z-3t-2, (2.14)
a wéwczas rézniczkujac (2.13) wzgledem t mamy

dz _dx

3_5_3’ (2.15)

15



2. Réwnania rézniczkowe rzedu pierwszego

czyli

dz

—_ =0. .16

R (219
Jednym z rozwiaza réwnania (2.16) jest z = —3, a pozostale s3 okreflone z réwnania

dz
a=0, 2.17

./ z+3 +/ (2.17)
ktére po scalkowaniu prowadzi do postaci

Injz+3]+t=InCp. (2.18)
Z réwnania (2.18) otrzymujemy

lz4+3|=Coe™ i Co>0. (2.19)
Poniewaz rozwiazanie 2 = —3 otrzymujemy z (2.19) jeéli Co = 0, wobec tego mozemy

wprowadzié nowa stala C € R i rozwiazanie bedzie mialo postaé z — 3t — 2 = -3 + Ce ¢,
co po przeksztaiceniu prowadzi do rozwiazania z =3t — 1 + Ce™.

Okazuje sie, ze generalnie nie ma metody ogélnej uktadania réwnan réznicz-
kowych opisujacych ewolucje badanego procesu lub zaleznosci pomiedzy pew-
nymi wielko$ciami tego procesu. Mozna jednak wskazaé na pewna ogdlna meto-
dyke postepowania. Niech z = z(t) bedzie poszukiwana zaleznoécia. Przy malej
zmianie At mamy przyrost z(t+ At)— z(t), ktéry bedzie zalezat od parametréw
ukladu. Po podzieleniu stronami przez At i rozwazeniu przypadku granicznego
At — 0 otrzymamy po lewej stronie pochodna dz/dt.

Przykiad 2.2
Rozpatizmy dynamike ukladu przedstawionego na rys. 2.1. Moze on modelowaé proste
uklady mechaniczne z pomijalnie maly masa i o jednej mozliwosci ruchu (w tym przypadku
tylko w kierunku pionowym).
W polozeniu réwnowagi dynamicznej mamy

By =kz, (2.20)
przy czym Py i o sa wartoéciami odpowiednio sily i ugiecia w stanie réwnowagi. Niech ten
stan réwnowagi zostanie zaburzony poprzez zmiane wartosci Py, wéwczas

P = P+ AP,

r = g+ Azx. (2.21)

Po zaburzeniu stanu réwnowagi pojawi si¢ sifa tlumiaca i réwnanie réwnowagi dynamicznej
przyjmie postaé

16



2.1 Wprowadzenie

'7—600({/ s

do

Rys. 2.1. Schemat ukladu mechanicznego posiadajacego sztywnos$é o wspélczynniku k
i tlumienie 0 wspdlczynniku ze stalym obciazeniem P

Biblioteka Giliowna Y.L.

17



2. Réwnania rézniczkowe rzedu pierwszego

P=ci+kz. (2.22)

Jeéli bedziemy lokalnie rozpatrywaé dynamike wokét punktéw Py i zg, to po podstawieniu
(2.21) do (2.22) otrzymujemy

d(zo + Az)
dt

Po+AP=c +k(zo + Az) , (2.23)

o po uwzglednieniu (2.20) prowadzi do réwnania

AP = c%z- +kAz. (2.24)

Stopien ogélnod w zastosowanisch takiego réwnania znacznie sie zwieksza po wpro-
wadzeniu wielko$ci bezwymiarowych

AP Az

—=Y, —_—=X. 2.25

B = (2.25)
Wdéwczas réwnanie przyjmie postaé

T% =kY -X, (2.26)

gdzie T = £, a = ,‘%’;. W teorii automatyki réwnanie {2.26) opisuje czlony inercyjne o
stalej czasowej T

Obecnie ropztrzymy przyklad gdy w ukladzie pojawiaja sie zaleznoéci nieli-
niowe.

Przykiad 2.3

Rozpatrzmy ukiad hydrauliczny przedstawiony na rys. 2.2. Do zbiornika wplywa i wyplywa
woda i nalezy wyznaczyé dynamike zmian polozenia zwierciadla cieczy, przy czym Fj ozna-
cza pole przekroju otworu odplywowego, F jest polem przekroju zbiornika, a jest wspéiczyn-
nikiem uwzgledniajacym opory przeplywu, a g jest przyspieszeniem ziemskim.

Podobnie jak w poprzednim przypadku zaczniemy od napisania réwnania statycznego
o postac

Quu = Quu » (2.27)
gdzie Qq, i Qyu 5a wartoSciami natezefi przeplywu na wlocie i wylocie zbiornika w stanie
ustalonym. Zgodnie z prawem ciagloéci przeplywu mamy

Qs = F% +Qu, (2.28)

18



2.1 Wprowadzenie

Rys. 2.2. Schemat zbiornika przeplywowego

gdzie h oznacza wysokoéé stupa wody (rys. 2.2) i poziom h, odpowiada stanowi ustalo-
nemu. Zaburzajac stan ustalony mamy

Qi =Qu+AQu,
Qv =Quu+AQu, (2.29)
h =h,+ Ah,

a po podstawieniu do (2.28) i uwzglednieniu (2.27) otrzymujemy:

AQq= F% +AQu , (2.30)

Nastepnym krokiem jest wyrazenie przyrostu AQ,, poprzez przyrost wysokosci Ah.
Poniewaz Q,, wyraza sie réwnaniem

Qv = Foa/2gh , (2.31)

to dakanajmy linearyzacji wokét wysokosci hg rozwijajac wyrazenie (2.31) w szereg Taylora
i biorac z niego tylko pierwszy wyraz:

AQ, = ("’l,?—h")h% Ah = Foa‘/%-Ah : (2.32)
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2. Réwnania rézniczkowe rzedu pierwszego

Ostatecznie réwnanie (2.31) przyjmie postaé

£ [hodan) _ 1
Fal ¢ dt ~ Foa

2_;’.‘lAQ., — Ah, (2.33)

i opisuje ono réwniez czlon inercyjny.

2.2 Réwnania jednorodne i réwnania liniowe

Réwnanie rézniczkowe (2.2) nazywaé bedziemy jednorodnym jesli funkcja f(t, z)
bedzie réwnaniem jednorodnym stopnia zero. Réwnanie (2.3) bedziemy na-
zywaé jednorodnym jesli funkcje P(t,z) i Q(t,x) sa jednorodne o tym samym
stopniu.

Warto przypomnieé, ze funkcje f(t, z) nazywamy jednorodna o stopniu jed-
norodnoéci k, jesli dla wszystkich A > 0 prawdziwa jest nieréwno$é f(At. Azx) =
A*f(t,z). Jako przyklad rozpatrzmy dwie funkcje

t+z 2+ iz
H=— = vz

T t-z’
Pierwsza z nich jest funkcja jednorodna stopnia zero, natomiast druga jest
funkcja jednorodna stopnia jeden.
Okazuje sie, ze réwnania jednorodne mozna sprowadzi¢ do réwnania o zmien-
nych rozdzielonych poprzez podstawienie

(2.34)

z=2zt. (2.35)
W przypadku kiedy w r6wnaniu prawa strona (2.2) jest funkcja typu
alt + blz + ()
t,z) = F(————), 2.36
f(t.) = FEEEEETY, (2.36)

to réwnanie rézniczkowe mozna sprowadzié do jednorodnego poprzez znalezienie
najpierw punktu przeciecia (to,zo) prostych ait + bz +¢; = 0 (i = 1,2) a
nastepnie poprzez wprowadzenie nowych wspéirzednych

t=H+y, r=x0+ 2. (2.37)

W przypadku, gdy proste sa réwnolegle, to a,/a; = b /b, i wtedy dokonu-
jemy podstawienia

at+bhzt+eg==z2. (2.38)
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2.2 Réwnania jednorodne i réwnania liniowe

Istnieja réwniez tzw. réwnania quasi-jednorodne. Funkcje f(¢,z) bedziemy
nazywaé quasi-jednorodna o stopniu k, jesli dla pewnych a i 3 zachodzi réwnosé

FA°t, APx) = AFF(t, =) (2.39)
dla wszystkich A > 0. Wspélczynniki «v i 8 nazywamy waga funkcji, a w przy-
padku rozwazania iloczynu funkcji wagi sie sumuja, np. funkcja 10622 posiada
wage 2a + 383, bo t ma wage o, a x ma wage 3.

Réwnanie (2.2) bedziemy nazywaé quasi-jednorodnym z wagami a i /3, jesli
funkcja f(t, z) jest quasi-jednorodna z wagami « i 5 i o stopniu 3 — a, czyli ze
prawdziwy jest zwiazek

fAt, Mz) = M*f(t,z) . (2.40)

Poprzez podstawienie

z = ztPl® (2.41)

réwnanie quasi-jednorodne daje sie¢ sprowadzi¢ do réwnania o zmiennych roz-
dzielonych.
Rownanie o postaci

% +p(t)x = f(¢t), (2.42)

nazywamy réwnaniem linjowym i istnieje kilka metod prowadzacych do jego
rozwiazania.

Wykorzystujac metode Lagrange’a rozpatrzmy najpierw réwnanie jedno-
rodne

dz
P +p(t)z=0, (2.43)

ktdre daje sie scatkowaé przez rozdzielenie zmiennych prowadzac do wyniku

z = C(t) exp [— / p(t)dt] . (2.44)
Powyzej stala C zalezy od czasu i podstawiajac (2.44) do (2.42) otrzymujemy

ac

= fWex | [p)a], (2.45)

a stad po kolejnym scatkowaniu mamy
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2. Réwnania rézniczkowe rzedu pierwszego

o) =C+ [ ftyexn [ [ pit)at] ., (245)

gdzie C jest dowolna stala. Wobec tego po podstawieniu (2.46) do réwnania
(2.44) i biorac pod uwage warunek poczatkowy z(t9) = zo mamy

2(t) =& "0 1 [ f(r)ekar . (2.47)
Metoda Bernoulliego polega na poszukiwaniu rozwiazania réwnania (2.42)
o postaci
z(t) = u(t)v(t) . (2.48)
Po podstawieniu (2.48) do (2.42) otrzymujemy

du dv
't +p(tlv=f. (2.49)

Jako u(t) weimiemy rozwiazanie réwnania

du
T +p(t)u=0, (2.50)

ktére wyraza sie wzorem

u(t) = exp [- / p(t)dt] : (2.51)
Po podstawieniu (2.51) do (2.49) mamy

—pexp [- f P(t)dt] v+% exp [—- _/ p(t)dt] +pexp [— / p(t)dt] v=f,252)
a po jego rozwiazaniu
v(t) =C+ / F(t)el P | (2.53)

gdzie C jest stala dowolna. Majac okreflone v(t) i u(t) znajdujemy rozwiazanie
wedlug zaleznosci (2.48).

Wreszcie trzecia metoda, ktéra tutaj oméwimy, polega na wykorzystaniu
mnoznika catkujacego. Mnoza obydwie strony réwnania (2.42) przez exp(f p(t)dt]
otrzymujemy

% (e P0t) = (t)el (2.54)
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2.2 Réwnania jednorodne i réwnania liniowe

a po scatkowaniu mamy réwnanie
ze/ PO = © + / Fe)e PO gy (2.55)

ktére jest latwo rozwiazaé ze wzgledu na x(t).
Wszystkie réwnania o postaci

F(z) 52 + F@)p(t) = £(2 (2.56)

daja sie sprowadzié do réwnad liniowych za pomoca podstawienia z = F(z).
Do takich nalezy réwniez réwnanie Bernoulliego

dz

Pz =f@®z",  (n#0,1). (2.57)
W tm ostatnim przypadku bardziej ekomomiczna metoda polega na zastosowa-
niu podstawienia (2.48).

Przykiad 2.4

Dla ukiadu z rys. 2.2 wyznaczyé zaleznos$€ z(t) przy zalozeniu, ze sila zmienia sie harmo-
nicznie AP = P;sinwt. Przyjmujac w (2.24) Az = y otrzymujemy

d k _hgy :
2 T Gy= T sinwt. (2.58)

Zastosujemy tu podstawienie (2.48)

y(t) = u(t)o(t) . (2.59)
Wéwezas z (2.58) otrzymujemy
%u + u%’ + %"" = %sinwt . (2.60)

Niech u = exp(—Xt) bedzie rozwiazaniem réwnania
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2. Béwnania rézniczkowe rzedu pierwszego

to po podstawieniu (2.61) do (2.60) otrzymujemy

P,
u(t) = Tl / e¢tsinwtdt + C = (2.62)
k
ﬁ [_leétcwwt-f- ——/estcoswtdt] +C =
C [ ow
« 2
Lis} —le%tcosut+ k estsinwt — —k—/effsinwtdt +C
c w cw? clw?
P, [ksinwt — cwcoswt ¢, k? k2 N e
oy = D[RR T+ | gmife. @6y
Z powyzszych ré6wnah otrzymujemy
_ p k(~cwcoswt 4 ksinwt) .
v(t) = Pec 1 2wt +C, (2.64)
a zgodnie z (2.59) mamy
ksinwt — t
y(it) =P, R +Ce &, (2.65)

k? + Aw?

W celu wyznaczenia stalej C' uwzglednimy warunki poczatkowe y(0) = 0. Z (2.65)
otrzymujemy

_bPow
k2 + ctw?

i ostatecznie poszukiwane rozwiazanie przyjmie postaé

C=

yit) =P [——k2 :‘Zaw,‘,e—%t ks‘”:’:;;‘fs“"] (2.66)
W stanie ustalonym (tj. przy t — +00) otrzymujemy
y(t) = ﬁ(k sinwt — cw coswt) . (2.67)
Poniewaz
Asin(wt + ¢) = Asinwtcosyp + Acoswtsing (2.68)
gdzie
Acosp =k, Asinp=—-aw , (2.69)

to z (2.69) wynika, ze
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2.2 Réwnania jednorodne i réwnania liniowe

A=VE 132, tgp= -% . (2.70)

Wobec tego rozwiazanie (2.67) moze by¢ przedstawione w postaci

P .
1) = == sn(Wwt + , 2.71
€0 oznacza, ze ukiad wykonuje oscylacje harmoniczne z przesunieciem fazowym wynoszacym
arctg (—$¢) w stosunku do sily wymuszajace;j.

Dla réwnania (2.42), jezeli p(t) nie zalezy od czasu, mozna udowodnié, ze
jesli sita wymuszajaca f(t) jest ograniczona, to wowczas posiada ono tylko jedno
rozwiazanie ograniczone. Natomiast jesli f(¢) jest okresowa, to wéwczas réwniez
rozwigzanie ograniczone jest okresowe.

Jeéli réwnanie (2.3) daje si¢ przedstawié w postaci

v
dv(t,z) = dt + = e —dx = P(t,z)dt + Q(¢t, z)dz , (2.72)
to wéwczas réwnanie (2.3) bedziemy nazywaé réwnaniem rézniczkowym zupel-
nym.
Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to jest

8Q(t,z) _ OP(t =)

e = ot (2.73)

Zgodnie z (2.72) i (2.73) otrzymujemy

v v

3{ = P(t .’L‘) —é; = Q(t, Z) . (274)
Po scatkowaniu pierwszego z réwnaii ukladu mamy

vm@=jpm@a=¢mw+%@y (2.75)
Nastepnie rézniczkujemy (2.75) wzgledem z:

8%(t, x) d@o(x)
Qt,z) = 5 Franl (2.76)

Wyznaczamy funkcje ®y(z), a nastepnie V(t,z).
Ostat.ecznie wszystkie rozwigzania réwnania (2.3) spelniajg réwnanie
V(t, z) = C, gdzie C jest dowolna stala.
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2. Réwnania rézniczkowe rzedu pierwszego

2.3 Uwagi o réwnaniach rézniczkowych uwiklanych ze
wzgledu na pochodna

Niech réwnanie (2.1) nie daje sie rozwiazaé ze wzgledu na dz/dt. Zal6zmy, ze
réwnanie takie daje sie rozwiazaé ze wzgledu na z, czyli

z=F(¢,p), (2.77)

gdzie p = dz/dt jest parametrem wprowadzonym w celu znalezienia rozwiaza-
nia.
Z réwnania (2.77) wynika

8F(t,p) ,, . OF(t,p)
o dt + B dp .

Z (2.78) widat, ze jest ono réwnaniem rézniczkowalnym zupelnie (patrz (2.72)).
Wobec tego

dF(t,p) = dz = pdt = (2.78)

9F(t,p)
Frat
Majac dane P(t,p) i Q(t,p) poszukajmy nowej funkcji ®,(¢,p) = C bedacej
rozwiazaniem réwnania
P(t,p)dt + Q(t.p)dp=0. (2.80)
Jesli otrzymana funkcja daje si¢ przedstawié w postaci ¢ = &(C, p), gdzie C

jest stala, to wéwczas nasze poszukiwane rozwiazanie moze byé przedstawione
w postaci parametrycznej

?f‘%g) y  Qtp)=

P(t,p) = (2.79)

z=F(tp), t=9(C,p). (2.81)
Przyklad 2.5
Znaleié¢ rozwiazanie réwnania
dz 2 1/2 d$ . .
((E) +1) +to- -z =0, (2.82)

Wprowadimy parameter p = % Wéwczas

z=(1+p) +tp. (2.83)
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2.3 Réwnania rézniczkowe uwikiane

Powyzsze réwnanie rézniczkujemy wzgledem t otrzymujac

Zop+t+2 L
Vi+p?) dt’
czyli
p dp _
(t+m) dc—o' (2.84)

co oznacza, ze p=C lub t = _71%"
Wobec tégo mamy dwa rozwiazania

z=Cp+‘/1 +p2, (2.85)

lub

t=— .
1452 (2.88)
{ y=pt+/1+p2.
Aby znalezé zwiazek pomiedzy y i L z réwnai (2.86) mozemy pozby¢ sie parametru p
otrzymujac rozwiazanie y = v1 ~ 2.

Obecnie zajmiemy sie dyskusja warunkéw istnienia i jednoznacznoéci zaga-
dnienia Cauchy’ego.
Rozpatrzymy réwnanie (2.2) przy warunku poczatkowym z(tp) = zq.

Twierdzenie Picarda
Niech funkcja f(t,z) bedzie ciagla na prostokacie

P={(tz), t—t|<a,|z—=x| <8}, a«>0,8>0 (2.87)
i speilnia warunek Lipschitza:

|£(t, 1) = f(t.22)| < Llzi - zo] (2.88)

dla |t — to| < a i 21,z gdzie |z, — xo| < B, |T2 — zo| < B.
Niech M = max)ep | f(t,z)|, h = min(o, B/M). Wéwczas zadanie Cauchy
na przedziale [ty — h;ty + h] posiada jedno rozwiazanie x = ®(t).
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2. Réwnania rézniczkowe rzedu pierwszego

Twierdzenie Peano

Niech funkcja f(t.x) bedzie okreslona i ciagla na prostokacie P, przy czym M
i h sa okreslona tak jak w twierdzeniu Picarda. Wéwczas zagadnienie Cauchy
na przedziale [ty — h,tg + h] posiada przynajmniej jedno rozwiazanie = = ®(t).

Punkt (%, z¢) bedziemy nazywaé jednoznacznym punktem zagadnienia Cau-
chy’ego, jesli przez ten punkt przechodzi dokladnie jedna krzywa catkowa. Jesli
przez taki punkt przechodzi wiecej krzywych catkowych, to bedziemy nazywaé
go niejednoznacznym. Zbidr takich punktéw niejednoznacznych nazwiemy zbio-
rem punktéw osobliwych.

W przypadku réwnai nierozwiazywalnych ze wzgledu na pochodna warunki
dostateczne istnienia i jednoznacznosci rozwiazania zagadnienia Cauchy’ego
okresla nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie
Niech funkcja f(t,x,z), € = %‘ bedzie ciagla ze wzgledu na t i rézniczkowalna

wzgledem x i %, oraz gﬁ(t, x, %) # 0, przy czym punkt (ty, zg, %) znajdujemy

Jjako rozwiazanie réwnania
f(to, 2o, %0) = 0. (2.89)
Wéwrezas istnieje jednozmaczne rozwiazanic x = P(t) zagadnienia Cau-

chy’ego dla réwnania f(t,z,2) = 0, z(to) = T, okreslone w dostatecznie malym
otoczeniu punktu ty, dla ktdrego ®(ty) = .
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Rozdzial 3

Réwnania rézniczkowe wyzszych rzedéw

3.1 Wprowadzenie

Jedli funkcja f(t, 2,2, ...,2™) jest okreflona i ciagta w podzbiorze zbioru R™+?
(n 2 1), to réwnanie

flt.z, ...,z =0 (3.1)

bedziemy nazywaé réwnaniem zwyczajnym n-tego rzedu. Réwnanie to czesto
daje si¢ sprowadzi¢ do postaci

™ = fi(t, =, %,...,2"V) . (3.2)

Zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania (3.2) polega na znalezieniu rozwiaza-
nia z(t) spelniajacego ciag warunkéw poczatkowych

2(to) = 20,  H(to) = #o,..., 2" V(o) = 25D (3.3)

Twierdzenie Peano

Jesli funkcja f, jest ciagla w pewnym obszarze, to dla dowolnego punktu ty, g, <o,

ceey z“,"'l) tego obszaru istnieje rozwiazanie réwnania (3.2) okreslone w pewnym
otoczeniu ty i spelniajace (3.3)

Twierdzenie Cauchy-Picarda

Jedli funkcja f, spelnia warunki twierdzenia Peano i dodatkowo warunki Lip-
schitza ze wzgledu na zmienne z,%,...,z™ ", to dla dowolnych warunkéw
poczatkowych (3.3) istnieje jedno rozwiszanie réwnania (3.2).



3. Réwnania rézniczkowe wyzszych rzeddéw

Niech D bedzie obszarem, w ktérego kazdym punkcie istnieje jedno rozwiazanie
zagadnienia Cauchy’ego. Funkcje

z=9(t,Cy,...,C,) (3.4)
bedziemy nazywaé rozwiazaniem ogélnym réwnania (3.2) jesli:
a) funkcja ¢ posiada pochodna wzgledem ¢ rzedu n;
b) dla dowolnego punktu okre$lonego ciagiem (3.3) uktad réwnari

g = Q(t())Ch“')C‘n)
530 = é(tg,Cl,...,C,.)

zg ) = 8" V(4,Cy,...,C) (3.5)
posiada jednoznaczne rozwiazanie ze wzgledu na state C¥,...,C%;
c) funkcja (¢, CY,...,C?) jest rozwiazaniem (3.2) dla dowolnych statych CY,.. .,
C?, ktdre sa rozwiazaniami réwnania (3.5).
Jesli rozwiazanie ogdlne dane jest w postaci niejawnej
Do(t, z,C,y...,Co) =0, (3.6)
to réwnanie (3.6) nazywamy calka ogdlna réwnania (3.2).
Dowolne rozwiazanie (3.4) dla konkretnych wartosci statych C),. .., C, nazwiemy
rozwiazaniem szczegélnym réwnania (3.2).
Aby na podstawie rozwiazan ogélnych znalezé rozwiazanie szczegélne nalezy,
wykonaé nastepujace kroki:
1. Ze zwiazkéw (3.4) lub (3.6) nalezy otrzymaé ciag réwnan typu (3.5) dla
wyznaczenia stalych Cy, ..., C,;
2. Podstawié wyliczone konkretne wartoéci C?,...,C? do (3.4) lub (3.6), ktére
teraz beda rozwiagzaniem zagadnienia Cauchy’ego.
Moze sie zdarzy¢, ze zwiazki (3.4) lub (3.6) maja postaé
t t(pyclv"'vcn)l
z = =z(p,C,...,C.), 3.7)
to wéwczas (3.7) jest calka ogdlna rozpatrywanego réwnania z parametrem p.
W przypadku réwnania (3.1) ponizsze twierdzenie zapewnia istnienie i jed-
noznacznoéé¢ zagadnienia Cauchy’ego.
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3.2 Réwnania rézniczkowe liniowe

Twierdzenie

Niech funkcja f okreslona przez (3.1) bedzie ciagla i posiada ciagle pochodne
za wigledu na z, %, ...,z™.
Wédwczas dla dowolnego punktu (ty, zg, o, . . . ,a:‘(,")) takiego, ze

. n (i) . n
f(to,zo,:l.'o,. .. ,x((, )) =0, 8z—'(fn)(to,xo,$o, .. .,z‘(, )) #0, (3.8)

istnieje doktadnie jedno rozwiazanie réwnania (3.1) okreslone w okolicy punktu
ty i spelniajace warunki poczatkowe (3.3).

Rozwiazanie ogélne jest rodzing krzywych catkowych na ptaszczyznie (t,x)
o n parametrach C,...,C,.

3.2 Roéwnania rézniczkowe liniowe

Rozwazmy réwnanie niejednorodne liniowe o postaci

Ly) =y + o)y + .+ palt)y = £(1), (3.9)
gdzie L(y) bedziemy nazywaé operatorem liniowym.
Przyjmujac f(t) = 0 otrzymujemy réwnanie linjowe jednorodne:
Ly) =y + pi(t)y™ "V + ...+ pa(t)y = 0. (3.10)

Ponizej podano niektére wlasnoéci operatora L(y), a mianowicie:

L(Cy)=CL(y), L(yi+w)=L(n)+L(y),
LGy + .. + Comttm) = CiL(31) + ... + CnL{ym) - (3.11)

Twierdzenie

Jesli yi, ..., Ym S8 rozwiazaniami réwnania (3.10), to iy = Ciyy + ... + CnlYym
53 takze jego rozwiazaniami przy dowolnych statych C,,...,C,,.

Definicja (funkcji liniowo niezaleznych)

Niech u(¢),...,un(t) beda funkcjami okreslonymi w przedziale a < ¢ < b.
Funkcje uy(t), .. ., um(t) nazywaé bedziemy liniowo zaleznymi w tym przedziale,
jedli istnieja stale o, ..., aq,, nie wszystkie réwne zeru, dla ktérych spetnione
jest réwnanie

gt + ...+ 0nUu, =0 a<t<b. (3.12)
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3. Réwnania rézniczkowe wyzszych rzedéw

Jesli réwnanie (3.12) jest spelnione wtedy i tylko wtedy, gdy oy = ...
am = 0, to funkcje u,, ..., u, nazywamy liniowo niezaleznymi.

Warunek konieczny liniowej zalezno$ci funkcji u,,...,u, otrzymujemy w
sposéb nastepujacy. Niech u,,...,u, beda funkcjami liniowo zaleznymi, czyli
spelniaja (3.12) (m = n). Rézniczkujac (3.12) (n — 1) krotnie mamy:

oul? + . +auP =0, k=1,...,n-1. (3.13)

Uklad réwnad (3.12) i (3.13) jest spelniony przez ay, . .., o, (ktére nie sa wszy-
stkie réwne zeru), wtedy i tylko wtedy, gdy zeruje sie¢ wyznacznik o postaci:

ui, L] Uy
v, ..., u,
W(uy,..., t,) = . =0, a<t<hb. (3.14)
9 o N (o)

Wyznacznik (3.14) nazywamy wyznacznikiem Wroriskiego lub wrotiskianem.

Twierdzenie

Jezeli y,...,y, sa rozwigzaniami réwnania (3.10) i W(y,...,Yn)l=t, = 0, to
W ---»Yn) =0dlaa<t<biy..... Y, Sa rozwiazaniami liniowo zaleznymi
w przedzialea <t < b.

Twierdzenie

Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to aby rozwiazania z, .. ., z, réwna-
nia (3.10) byly liniowo niezalezne jest, zeby w dowolnym punkcie t, bylo
W(z1,.. s 20) ety # 0. Jezeli W(ty) # 0 toi W(t) # 0, a < t < b; jesli
W(te) =0toi W(t) =0.

Twierdzenie

Jedli zy,...,z, sa liniowo niezaleznymi rozwigzaniami réwnania (3.10), to y =
Crz1 + ...+ C,z, jest jego rozwiazaniem ogdluym w obszarze a <t < b, —oc <
y® < o0, k=0,1,...,n—1.

Mozna dowieéé, ze istnieje n takich rozwiazai liniowo niezaleznych. Zbidr
liniowo niezaleznych rozwiazad y,,....y, nazywamy fundamentalnym ukladem
rozwiazan.

Niech y; bedzie rozwiazaniem réwnania (3.9) tj. L(y;) = f(¢), to wprowa-
dzamy nowa zmienng 2
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3.2 Réwnania rézniczkowe liniowe

y=z+y. (3.15)
Podstawiajac (3.15) do (3.9) mamy
Liz+w) = 22 +p®)2""+. . +pz+y™ +p ()0 +...
+ pa(t)n = £(2) . (3.16)
Poniewaz L(y,) = f(t), to
2™ ()2 4 pa(t)z =0, (3.17)

czyli funkcja z spelnia réwnanie jednorodne (3.10) odpowiadajace réwnaniu
niejednorodnemu (3.9). Jesli wiec zy,.. ., 2, jest ukladem fundamentalnym roz-
wiazanh réwnania (3.17), to rozwiazanie ogdlne (3.17) ma postaé z = Cyz;+.. .+
Cnzn, a tym samym rozwiazanie ogélue réwnania (3.9) wyraza sie réGwnaniem

y=Cizi+...+Coza+y; - (3.18)

Rozwiazanie ogblne réwnania (3.9) jest wiec suma rozwiazan: szczegdlnego
réwnania niejednorodnego i ogélnego réwnania jednorodnego.

Jedli dysponujemy ukladem fundamentalnym rozwiazan zi,. .., z, rOwnania
(3.10), to metoda Lagrange’a mozna wyznaczyé rozwiazanie szczegdlne (3.9).

Poszukajmy rozwiazania (3.9) o postaci

y=Ci(t)sy + ...+ Co(t)z, . (3.19)
Rézniczkujac (3.19) mamy
Y=Czn+...+Cozn+Ciz{ +...+Cp2z, . (3.20)
Niech speinione bedzie réwnanie:
Cizi+...+Crza=0. (3.21)
Rézniczkujac (3.20) z uwzglednieniem (3.21) mamy
V=Cz{+...4Cozn +Ci121 + ...+ CL2, . (3.22)
Niech spelnione bedzie réwnanie
Clzi+...+C,z,=0. (3.23)

Roézniczkujac (3.22) po uwzglednieniu (3.23) mamy:
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3. Réwnania rézniczkowe wyzszych rzedéw

yV'=C'+...+Coz)) +Ciz{ +...+ C,z . (3.24)
Niech
Cizi+...+C.z{ =0. (3.25)
Postepujac analogicznie mamy:
y® = Cl(t)zg") + ...+ Ca(1)2P, k=1,...,n-1, (3.26)
)2 + ...+ Cl() =0, k=0,1,...,n—2. (3.27)

Natomiast rézniczkujac (3.26) dla k = n — 1 mamy:

¥ = Ci()” + ...+ Ca)2P + C ()" + .+ CL)) (3.28)
Podstawiajac (3.19), (3.26) i (3.28) do (3.9) mamy:

Ci()L(z) + ... + CaL(z,) + CL()25 " + ...+ CL(1)2"D = £(¢) .(3.29)

Zgodnie 2z zalozeniem jezeli z, jest rozwiazaniem (3.10), to L(z,) = 0 k =
L...,n i mamy

Ci) V4 ...+ CLOLY = (1) (3.30)
Tak otrzymany uktad réwnai (3.27) i (3.30) stanowi uklad réwnag algebraicznych
niejednorodnych z ,n” niewiadomymi Cj(t),...,C,(t).

Poniewaz zgodnie z zalozeniem z,.. ., 2, jest ukladem fundamentalnym wigc
wyznacznik Wroiniskiego W(zy,...,z,) # 0, a zatem mozemy wyznaczyé wspét-
czynniki C(t), k = 1,...,n w powyzszych réwnaniach. Bedg one zaleze¢ od
f(t)) ZYyereyZny zgk)v seey z'(lk).

Zalézmy, ze

Ci(t) = ilt) , k=1,...,n. (3.31)

Po scalkowaniu (3.31) otrzymujemy
T
Cilt) =/ o)t +Cy, k=1,...,n, (3.32)
o

gdzie Ci sa dowolnymi statymi.
Podstawiajac tak wyznaczone wartoéci statych C,(t) do (3.19) mamy

t
y=2z L p(t)dt+...+ z,./t:tp(t)dt +Cizi+ ...+ Crz, . (3.33)




3.2 Réwnania rézniczkowe liniowe

Jest to rozwiazanie ogélne réwnania rézniczkowego niejednorodnego (3.9). Rozwiazanie
szczegblne réwnania jednorodnego otrzymamy przyjmujac C) = Cy = ... =

C, = 0. I tak widaé, seby otrzymaé rozwiazanie ogélne réwnania (3.9) wystar-

czy znaé n liniowo niezaleznych rozwiazad réwnania jednorodnego (3.10).

Mozna wykazad, ze je§li mamy m liniowo niezaleznych rozwigzan réwnania
(3.10) (z1,...,2m), to jego calkowanie sprowadza sie do calkowania réwnania
rzedu n — m.

Jezeli py(t),...,pa(t) sa funkcjami rzeczywistymi i istnieje rozwiazanie ze-
spolone y = u(t) + iv(t), gdzie u(t) i v(t) sa funkcjami rzeczywistymi, to
rézniczkujac to rozwiazanie k razy, podstawiajac do (3.10) i wykorzystujac
wlasno$éé operatora L(y) mamy

L(u) +iL(v) =0. (3.34)
Powyzsze réwnanie spelnione jest wtedy i tylko wtedy, gdy
L(u) =0, L(v)=0. (3.35)
Stad y = u + iv jest rozwiazaniem analizowanego réwnania, gdy u(t) i v(t) sa
réwniez jego rozwiazaniami.
W przypadku réwnanh rézniczkowych jednorodnych o stalych rzeczywistych
wspélczynnikach o postaci
Liy) =y™ + aiy™V+ ...+ an1y + any (3.36)
jego rozwiazanh poszukujemy w postaci funkcji elementarnych
y=et, (3.37)

gdzie A jest pewna stala.
Zgodnie z (3.37) mamy:

yB=xked k=1,...,n. (3.38)
Podstawiajac (3.37) do (3.36) otrzymujemy
L(\) =e*P,(\) =0. (3.39)

Wielomian P,(e®) = A" + ;A" ! + ... + a,1 X + a, bedziemy nazywaé
wielomianem charakterystycznym.
Zgodnie z (3.39) réwnanie charakterystyczne przyjmie postaé




3. Réwnania rézniczkowe wyzszych rzedéw

A"+ 4t a A +a,=0. (3.40)

Pierwiastki réwnania (3.40) nazywamy wartosciami charakterystycznymi.
Zalézmy, ze pierwiastki Ay, ..., A, sa rzeczywiste i rézne miedzy sobg. Wéw-
czas mamy n rozwigzal o postaci

At

Y (3.41)

Utwérzmy wyznacznik Wrotiskiego

e/\lf e eA"t
A,e“'t cae /\,.e“"*
W) = | AeM ... AeM |-

NV
1 1 ... 1
e tdatdalt | )fl '\.2 e ,\'"
Nt L e
Mt tia)e M= A} = A2) oo (A = Am)) (A2 — A ..
Ot = da)-- Ca = ) 70, (3.42)

ze wzgledu na zalozenie, ze pierwiastki sg rézne miedzy soba.
Latwo zauwazyé, ze W(t) — 0, gdy t — oo, jezeli \; <0, k=1,...,n.
Rozwiazanie ogélne réwnania (3.36) ma postaé

y=CreM +... 4+ Cpe™*. (3.43)

Jezeli Ay < 0, k=1,...,n, to kazde rozwiazanie y — 0 przy t — +oo.

Mozna podaé zbiér warunkéw poczatkowych taki, aby rozwiazanie (3.43)
posiadalo wyzej wspomniang wlasno$é.

Rozpatrzmy przypadek, gdy A, - .., A, sa rézne miedzy soba, ale wéréd nich
sg pierwiastki zespolone. Niech A; = a + ib. Poniewa2 wspdlczynniki réwnania
(3.40) sa rzeczywiste, wicc istnieje réwniez pierwiastek A, = a—ib. Rozwiazanie
ogéSlne ma wigc postaé y = u(t) + iv(t), gdzie u(t) i v(t) sa funkcjami rzeczywi-
stymi. Jesli y(to) = u(to) + iv(to) = w0, y®(to) = u¥(to) +iv®(to) = o, k =
1,...,n—1, gdzie yo i ¥ sa reeczywiste, to v(ty) = v/(t) = ... = v(*V(t) =0
i rozwiazanie v(t) = 0.
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3.2 Réwnania rézniczkowe liniowe

Majac dane warunki poczatkowe wyznaczymy poszukiwane stale Cy,...,C,
z réwnaft

% Cie*% 4+ 4 Cette
y((,k) = CidkeMt 4 4 C A eM k=1,...,n—-1. (3.44)

Rozwiazanie (3.43) po podstawieniu wyznaczonych stalych C,, .. ., C, bedzie
rzeczywistym.

Poniewaz rozwiazanie jest na pewno rzeczywiste, to poszukiwanej postaci
rozwigzania réwnania ogdlnego mozna nadaé postaé rzeczywista.

Niech A\; =a +ibi A; = a — ib. Rozpatrzmy

Cie™ + CpeM* = (1e®(cos bt + isinbt) + Cre®(cosbt — isinbt) =
(Cy + Cy)e™ cos bt +i(Cy — Cy)e sinbt =

Cie® cog bt + Cre™ sin bt ,
gdzie C; i C; sa stalymi.
Tak wiec
y = Cie® cosbt + Cre“sinbt + Cye** + ... + CpeMt . (3.45)

Dla rzeczywistych wartoéci warunkéw poczatkowych o, 3y, . . -, y((,"—') rozwiaza-

nie powyzsze jest rzeczywiste, tak wiec i stale C) i C; musza by¢ rzeczywistymi.

Poniewaz eM? = e*(cosbt + isinbt) jest rozwiazaniem, to §, = e cosbt
i 2 = e¥sinbt sa réwniez rozwiazaniami generowanymi poprzez pierwiastki
AM=a+1biA; =a—tbh.

Zalézmy, ze wéréd pierwiastkéw réwnania charakterystycznego jest m-kro-

tny A; = ... = A,,. Wezmy k-ta pochodng po A lewej strony (3.39)
dl: L(e):t) dke'\t "
o =L || = L () - (3.46)

Biorac pod uwage (3.36) i (3.46) mamy:

L(te*) = (#e*)™ 0y (#e4)" 7 + ...+ auy (#e¥) +a, (He¥) (3.47)

Skorzystamy teraz z twierdzenia Leibnitza:
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3. Réwnania rézniczkowe wyzszych rzedéw

Pochodna n-tego rzedu iloczynu dwdch funkcji u(t) ¢ v(t) n-krotnie
rdézniczkowalnych dana jest wzorem

(w)® = w4+ ( 7; ) w4 ( ; ) w4+

n (=D 4 )y S~ ) B, R
( l)u v +uMv Z(k)u v , (3.48)

n-— =0

gdzie: u® =u, v =v.
W oparciu o to twierdzenie zrézniczkujemy poszczegolne skladniki we wzorze
(3.47) i po uporzadkowaniu otrzymujemy:

L(tte) = t*e*P,(A) + C{t* e Pi()) +

CIE2MP/() + ...+ ¥PB() (3.49)
gdzie C,(") sa wspétczynnikami zaleznymi od ki L.
Poniewaz A} = ... = A, to réwnanie charakterystyczne dla takiego pier-

wiastka wielokrotnego posiada wlasnosé
P.(A) =P.(A)=...= P D) =0. (3.50)

Z powyzszego wynika, ze (3.49) jest réwne zerudlak =1,2,... . m—1iA =),
gdzie A jest pierwiastkiem m-krotnym.

Tak wiec niezerowe rozwiazania, dla ktérych L(t*e) = 0 tworza zbiér cMitf,
k=0,1,...,m—1, lub tez mozemy powiedzie¢ inaczej, ze m-krotny pierwiastek
A; generuje m rozwiazan o postaci e*, teM®, ..., t™ et

Jezeli Ay,..., A\ sa réznymi pierwiastkami réwnania charakterystycznego o
krotnoéci odpowiednio m,, ..., m; i innych pierwiastkéw nie ma (tzn. m;+...+
m; = n), to rozwiazanie ogdlne réwnania (3.36) ma postaé

y = P 1(t)e™ + Py 1 (8)e + ... 4 Py ()M (3.51)
gdzie Pp,_1(2), Pm;-1(t), ..., Pm, 1(t) sa wielomianami ze wzgledu na t o odpo-
wiednich stopniach: my —1,m;—1,...,m; — 1.

Zbiér rozwiazan eM* teMt, ... t™~leM* jest liniowo niezalezny (mozna to

sprawdzi¢ liczac wroniskian).

Do tej pory rozpatrywali$my wielokrotne pierwiastki rzeczywiste. Jesli wsréd
pierwiastkéw A, ..., A, jest réwniez krotny pierwiastek zespolony A\, = a + ib,
to réwniez musi istnieé i pierwiastek A; = a — ib o tej samej krotnosci.
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3.2 Réwnania rézniczkowe liniowe

Rozwiazanie ogélne ma réwniez postaé (3.51), gdzie fakt rzeczywistych war-
tosci warunkdw poczatkowych yo,¥g, - -, 3"'1) pozwala wyznaczyé taki zbiér
statych, aby poszukiwane rozwigzanie bylo rzeczywistym.

Niech pierwiastki A = a +ib i A = a — ib beda m-krotnymi. Wéwczas
rozwiazanie posiada skladniki

e . tmleM | oM tek, . tmled | (3.52)

Poniewaz tfe = tfee™ = t*e™(cos bt + i sin bt) jest réwniez rozwiazaniem,
wobec tego cze$é rzeczywista i urojona musza by¢ réwniez rozwiazaniami tego
réwnania. Biorac pod uwage pierwiastek A otrzymujemy rozwiazanie identy-
czne.

W przypadku gdy pierwiastek jest m-krotny i czysto urojony, tj. a =0, to
rozwiazaniami rzeczywistymi sa t* cos bt, t*sinbt, k = 0,1,...,m.

Podsumujmy teraz rozwazania dotyczace pierwiastkéw wielokrotnych réwna-
nia charakterystycznego P,(\) = 0.

Kazdy rzeczywisty m-krotny pierwiastek A generuje rozwiazanie typu (3.52),
natomiast pierwiastek zespolony m-krotny generuje 2m rozwiaza.

Rzeczywistemu pierwiastkowi A o krotnosci ,m” odpowiada rozwiazanie
ogdlne o postaci

m-1
3 Cre™it, (3.53)
k=0

a pierwiastkom zespolonym sprzezonym A i A odpowiada rozwiazanie ogélne o
postaci:

m~1
3 Atke® cos bt + Bit*e™ sin bt | (3.54)
=0

i na koniec pierwiastkom czysto urojonym o postaci A = ib, A = —ib odpowiada

rozwiazanie ogéine

m-1
Z Axtf cosbt + Byt*sinbt | (3.55)
k=0
gdzie Ag, By, C sa stalymi wyznaczonymi poprzez warunki poczatkowe.
Warto podkreslié¢, ze we wszystkich przypadkach rozwiazanie ogélne réwna-
nia (3.36) wyraziliSmy poprzez funkcje elementarne. Opisana wczedniej metoda
Lagrange’a pozwala wyznaczy¢ rozwiazania réwnania niejednorodnego
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3. Réwnania rézniczkowe wyzszych rzedéw

¥ ey .+ awy = £() (3.56)

dla dowolnych ¢.
Przy szczegélnych postaciach sity wymuszajacej f(¢) np.

f(t) = P,(t)e™ cos bt + Q,(t)e™ sin bt , (3.57)

gdzie P.(t) i Q.(t) sa wielomianami stopnia r i s (r > s), rozwiazania szczegdl-
nego réwnania niejednorodnego mozna poszukiwaé o postaci (jesli A = a + ib
nie jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego)

= P!(t)e™ cos bt + Q' (t)e* sinbt , (3.58)

gdzie P/(t) i Q.(t) sa wielomianami stopnia r i 8 z pewnymi wspélczynnikami.
Jesli A = a+1ib jest pierwiastkiem v krotnym réwnania charakterystycznego,
to wéwczas

L = t*P,(t)e* cos bt + Q. (t)e™ sin bt . 3.59
y

Jedli f(t) = P.(t), ti. a = b =0, to y, = Pi(t) jezeli A = 0 nie jest
pierwiastkiem réwnania charakterystycznego, i y, = t“P.(t) jezeli A = 0 jest
pierwiastkiem v-krotnym.

Jesli f(t) = P,(t)e™ (b = 0), to wéwczas y; = P(t)e™ jedli a nie jest picr-
wiastkiem réwnania charakterystycznego, i yy = t*P,(t)e™, jesi A = a jest
pierwiastkiem o krotnosci ».

Jesli f(t) = P.(t) cosbt + Qs(t) sin bt, to y; = P,(t) cos bt + Q,(t) sin bt, jedli
A = ib nie jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego iy = t* P,(t) cos bt+
t¥Q,.(t) sin bt jesli A = ib jest pierwiastkiem o krotnosci v.

3.3 Wybrane przyklady

W nieliniowej dynamice szczegdlnie wazna role odgrywa réwnanie o postaci

‘;’: + ()2 % ARNCIESIOF (3.60)

Opisuje ono drgania ukiadu o jednym stopniu swobody z thimieniem p(t) i
sztywnodcia r(t) zaleznymi od czasu, ktéry jest wymuszany sita f(t).

Mozemy z tego réwnania usunaé czlon z pierwsza pochodna, dokonujac pod-
stawienia:
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T = yexp [/p(t)dt] . (3.61)
Po wprowadzeniu zmiennej (3.61) do (3.60) otrzymujemy
() + [t ~ ) P (6)] = FO exp [ [ p(0)t] . (3.62)

Zgodnie z rozwazaniami poprzedniego paragrafu rozwigzanie ogdlne réwnania
niejednorodnego (3.60) mozna uzyskaé stosujac opisana w tym paragrafie me-
tode Lagrange’'a (wariacji statych). W tym celu wystarczy znaé¢ postaé roz-
wiazania ogdlnego réwnania jednorodnego (f(t) =0).

Niech rozwiazanie ogélne réwnania jednorodnego (3.60) (f(t) = 0) ma po-
staé:

y = Ciz1(t) + Caza(t) , (3.63)
gdzie 2 (t) i z2(t) sa rozwiazaniami liniowo niezaleznymi, a C) i C; sa stalymi.
Korzystajac ze wzoréw (3.21) i (3.30) dla n = 2 mamy:
Gz + (B, = 0,
Ct)a+ Gtz = f(). (3.64)

Uklad réwnaii (3.64) pozwala wyznaczyé C i Cj.
Wyznacznik gléwny W, ktéry jest tez wronskianem, ma postaé:

Zy 2

YO=14 4

#0, (3.65)

poniewaz z; i 2, z zalozenia sa liniowo niezalezne.

0 23

_ f(t) =z —2zf(t)

ci) = w T onzy— 2z
2] 0
o _ 1A B flH)a
aw = Hgp= (3.66)
Calkujac (3.66) mamy

_ 2f(t) dt

Cl(t) - /2125“422-*’010,
_ f(t)z, dt ’
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Ostatecznie rozwiazanie ogélne réwnania (3.60) otrzymujemy po podstawie-
niu (3.67) do (3.63)

z[/ sz(t) dt +z f(t)z, dt

+ Croz1 + Cypzz - 3.68
PR PR Ty AR (.68

Yy=-

Rozwiazanie szczeg6lne réwnania (3.60) otrzymamy po przyjeciu Cjg = Cy =0

o= -—21/ zzf(t) dt +z f(t)21 di (369)

2 -
z12y — 223 212 — 2} 22

W ogdélnym przypadku po podstawieniu znanych rozwiazan z;(t), z3(t) i f(¢t)
otrzymuje si¢ po scatkowaniu skomplikowane wyrazenie na y;.

Niech w réwnaniu (3.62) r(t) i p(t) beda funkcjami okresowymi o okresie T
(czyli r(t + T) = r(t), p(t + T) = p(t)) oraz niech f(t) = 0, czyli réwnanie to
przyjmuje postaé

z"(t) + a(t)z(t) =0, (3.70)

gdzie a(t) = [r2() — p2(¢) — p'(t)]) i a(t + T) = a(t).

Réwnanie (3.70) nazywamy réwnaniem Hilla.

Niech z(t) i z(t) beda dwoma liniowo niezaleznymi rozwiazaniami, czyli
rozwiazanic ogélne réwnania (3.70) ma postaé

r= szl(t) + ngz(t) . (371)

Poniewaz po zastapieniu w réwnaniu (3.70) zmiennej niezaleznej t na t + T
réwnanie to nie ulega zmianie (jest takie samo), a z,(t) i 2;(¢) sa jego rozwiaza-
niami szczegdlnymi, to rozwiazaniami sa réwniez z,(t+T') oraz z;(t+T). Wecale
to nie oznacza, ze z(t) = zi1(t + T) i z(t) = 22(t + T). Poniewaz 2)(t) i 2z,(t)
jest ukladem fundamentalnym to kazde inne rozwiazanie da sie poprzez te dwa
wyrazié.

Wabec tego

Z](t -+ T) = auZ](t) + (1.1222(t) ,
Zg(t + T) = G-g]Z](t) + 02222(t) . (372)

Zalézmy, ze z(t) i 2,(t) sa rzeczywiste, to z;(t+T) i zy(t+T) sa rzeczywiste,
a wiec ayy, ayg, ag;, a sa tez rzeczywiste.
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Podstawiajac w (3.71) ¢t + T zamiast ¢ i uwzgledniajac (3.72) mamy:
z(t+T) = Cizi(t+T)+Con(t+T) =
Ci [anzi(t) + a1222(2)] + Cz [aziz1(2) + an2(t)] =

[Cran + Cran] z1(t) + [Craiz + Cran] 2(t) . (3.73)
Ograniczmy sie do rozwiazan spelniajacych warunek:
z(t+ T) = ox(t), (3.74)

gdzie o jest pewna staly. Rozwiazanie takie nazywamy normalnym.
Biorac pod uwage (3.73) i mnozac (3.71) przez o, a nastepnie poréwnujac
wspétezynniki przy z(t) i z3(t) mamy:
(a.“ — U)C] +Caaq = 0,
(I.)gC] + Cz(a-zz - 0’) = 0 . (375)
Aby stale C} i C; byly rézne od zera musi byé speinione réwnanie

agy — o az)
a2 ap — 0o

=0, (3.76)

co pozwala wyznaczyé warto$é o z réwnania
(7'2 - ((111 + 1122)0' + (011022 -_ 0.12(121) = 0 . (3.77)
Aby rozwiazania z(t) i z;(t) byly linjowo niezalezne wystarczy, aby w do-
wolnym punkcie tg W (z, 22)|1=, # 0. WeZmy
z1(0) 22(0) .
#(0) =z(0)
Jesli warunki poczatkowe wybierzemy tak, aby
zn(0)=1, z(0) =0,
Z(0) =0, %(0)=1, (3.79)
to W(z;,29)l=0 =1 #0.
Mozna zawsze takie warunki uzyskaé droga normalizacji réwna. Réznicz-
kujac (3.72) i przyjmujac ¢ = 0 mamy:
21(T) = anz(0)+az(0)=an-1+apz-0=an,
%(T) a112(0) + apz(0) =ay -0+ ayp-1=ay,,
Zz(T) = 02121(0) + (12222(0) =an-1+axn-0=a;,
Z;(T) = (1.212’1 (0) + aggz;(O) =a - 0 + azg 1= az . (380)
Podstawiajac z(t) i z3(t) do (3.70) mamy:

W(z1, 23)=0 = (3.78)
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3. Réwnania rézniczkowe wyzszych rzedow

2o a(t); 4 _ —a(t), (3.81)
21 22

czyli
22y — 252, =0. (3.82)

Rozdzielajac zmienne i calkujac przez czeéci (3.82) mamy:
212y — nzy =C, (3.83)

gdzie C jest pewna stala.
Podstawiajac do (3.83) t = 0 i biorac pod uwage (3.79) otrzymujemy C = 1.
Podstawiajac do (3.83) zwiazki (3.80) uzyskujemy

anag — Gya9) =1. (3.84)
Po uwzglednieniu (3.84) w (3.77) mamy
at—2me+1=0, (3.85)

gdzie 2m = aj; + az.
Pierwiastkami réwnania (3.85) sa

gla=mtvmi-1. (3.86)

Ze wzgledu na postaé réwnania (3.85) pierwiastki o) i o2 spelniajg zwiazek
o102 = 1.

W przedziale —1 < m < +1 o jest wielko$cia zespolona o module réwnym
1.

Gdy |m| > 1 0| i o, sa rzeczywiste. Dlam = 1 mamy ¢; = 03 = 1, a dla
m = —1 mamy oy =03 = —1.

Z réwnania (3.74) widaé, ze dla ¢ = 1 mamy

z(t+ T) = z(t) , (3.87)

czyli, Zze rozwiazanie normalne jest funkcja okresowa o okresie 7.
Dla ¢ = —1 mamy:

z(t+2T)=-z(t+T) ==z(t), (3.88)
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3.3 Wybrane przykiady

czyli, Zze rozwiazanie jest réwniez okresowe o okresie 27T.

Jezeli ¢ > 1 (dla |m| > 1) to jak wynika 2z (3.74) rozwiazanie wzrasta
nieograniczenie ze wzrostem ¢. Ograniczone rozwiazanie ma miejsce wtedy, gdy
o < 1. Wartoéci ¢ = 11 0 = —1 stanowia granice pomiedzy obszarami z
rozwiazaniami ograniczonymi i nieograniczonymi.

Jeli o jest wielkoscia zespolona, to mozna ja przedstawi¢ w postaci:

012 = exp(+ifT) = (cos BT + isin BT), 0< BT < 2x. (3.89)

Jesli o jest wielkoScia rzeczywista, to mozna ja przedstawi¢ w postaci

012 = exp(+aT), 0<aT <. (3.90)

Zatem ogdlne wyraZenie na o ma postaé

o = exp(uT), (3.91)

gdzie p = a + i nazywa si¢ wykladnikiem charakterystycznym.

Okres T wystepuje przy wykladniku poniewaz warto$é o zalezy od m, a
zgodnie ze (3.86) i (3.80) m zalezy od T.

Priedstawimy rozwiazanie x(t) w postaci iloczynu dwéch funkcji

z(t) = exp(ut)2(t) , (3.92)

gdzie ®(t) jest okresowe, co zostanie wykazane ponizej.
Biorac pod uwage (3.92) prawdziwe jest réwnanie:

z(t+T)=expp(t+T)O(t+T). (3.93)
Zgodnie z (3.74) i (3.91) mamy
z(t + T) = exp uT exp ptd(t) . (3.94)
Poréwnujac stronami (3.93) i (3.94) otrzymujemy
P(t)=d(t+T), (3.95)

tak wiec wykazaliémy, ze ®(t) ma okres 7.

Wyktadnik charakterystyczny, ktéry decyduje o ograniczonosci badz nieo-
graniczonosci rozwiazaunia zalezy tylko od wielkosci wystepujacych w réwnaniu
(3.70), natomiast nie zalezy od warunkéw poczatkowych.

Dla réwnania rzedu drugiego istnieja dwa wykladniki charakterystyczne g,
i py i rozwiazanie ogélne réwnania (3.70) ma postaé:
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3. Rdéwnania réiniczkowe wyziszych rzedéw

z(t) = Ce' (1) + Coe®* By (t) , (3.96)

gdzie &4(t) i P2(t) sa funkcjami okresowymi o okresie T'. Jefli p, jest wykiad-
nikiem charakterystycznym, to e**®,(t) jest rozwiazaniem szczegélnym (3.70).
Obliczmy wrotiskian

i, (£) et (1)
met By () + e (t) et Dy(t) + e“’*@ 2(t)

24(t) Dy(t)
m@1(t) + D1(8)  paDa(t) + 25(2)

e(“l"’lh)‘ (Ql(t)l‘an + @]¢2 —_ ”IQIQz b QIQ;) . (3.97)

w(t)

eo‘l +pz )t

Poniewaz wroriskian W (t) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
D125 + 12 81%; = B P2 + P19, (3.98)

to mozna wysnué¢ wniosek, ze rozwiazania ®,(t) i $,(¢) 53 liniowo niezaleine
wtedy i tylko wtedy, gdy

819, + 1221 D3 # 102 + 1912, (3.99)

Jezeli w réwnaniu (3.60) p(t) = const i r(t) = const, to réwnanie to po-
siada bardzo wazna interpretacje fizyczna. Opisuje ono drgania wielu ukladéw
fizycznych o parametrach stalych i réwnaniu temu zostanie poswiecony jeden z
nastepnych rozdzialéw.

Okazuje si¢, ze istnieja pewne typy réwnai rézniczkowych, ktére daja sie
sprowadzi¢ do réwnania o wspétczynnikach stalych.

Nalezy do nich réwnanie Eulera o postaci

"y e t* YD 4 ta, ity fay=0. (3.100)
Poprzez podstawienie
t=¢", (3.101)
réwnanie to daje sie sprowadzi¢ do réwnania rézniczkowego liniowego o statych
wspOlczynnikach.
Rdéwnanie Lagrange’a o postaci

(at +b)"y™ + ai(at + b)* Y™V 4 . 4 a,i(at + b)Y + any =0 ,(3.102)
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3.3 Wybrane przyklady

daje sie sprowadzi¢ do réwnania rézniczkowego liniowego o stalych wspélczyn-
nikach po wykorzystaniu z zamiany zmiennych

at+b=¢e". (3.103)
Dotyczy to réwniez réwnania Czybyszewa
Q-2+t +ky=0, (3.104)
ktére dzieki podstawieniu
t=cosu, (3.105)
daje sie sprowadzié do réwnania o postaci

dy

2 +Ky=0. (3.1086)
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Rozdzial 4

Wiadomoséci wstepne dotyczace ukladow
dynamicznych

4.1 Pojecia podstawowe

Bardzo czesto sie zdarza, ze rozwiazaniem réwnan rézniczkowych opisujacych
dynamike ukladéw mechanicznych sa trajektorie przedstawiajace ruch drgajacy
modelowanych ukladéw. Niech przyktadowo bedzie to kierunek pionowych prze-
mieszczed y = y(t), gdzie t jest czasem. W ogllnym przypadku jesli y,,ax
bedzie najwiekszym, & yn;, najmniejszym wychyleniem, to przez amplitude
drgan bedziemy rozumieé wielkogé:

1
a= 5 (yumx - ymin) (41)

Generalnie ruch drganiowy uktadu dynamicznego dyskretnego moze byé ru-
chem regularnym lub nieregularnym (chaotycznym). Do klasy ruchéw regu-
larnych zaliczamy ruchy okresowe i quasiokresowe. Pierwsze z nich naleza do
najbardziej powszechnie spotykanych w przyrodzie i w ukladach maszynowych.
Ich cecha charakterystyczna jest to, ze istnieje pewna stala T taka, Ze ruch jest
powtarzalny, tzn. zachodzi réwnosé y(t) = y(t + T) i T nazywamy okresem
drgan. Liczba drgan wykonanych w ciagu 27 sckund nazywamy czesto$cia w,
gdzie:

2

= =2nf, 4.2
" onf (42)
a f jest liczba drgafi w ciagu sekundy i nazywa si¢ czestotliwo$cia drgad.
Szczegdlnym przypadkiem ruchu okresowego jest ruch harmoniczny, tj. ruch
opisany réwnaniem:



4. Wiadomoséci wprowadzajace

y(t) = Acoswt + Bsinwt = acos(wt + o) , (4.3)
gdzie o jest faza poczatkows ruchu i prawdziwe sa nastepujace zwiazki:
-B
a=+VA?+ B?, tgpo=—
A=acosyg, B = —asinyy . (4.4)

Wprowadzone wielkosci zilustrowano na rys.4.1.

Yy

T2

T

Rys. 4.1. Drganie harmoniczne

Inne przykiady ruchéw ustalonych oméwione zostana szczegélowo w kolej-
nych rozdzialach. Nalezy dodaé, ze mozliwe sa ruchy przejsciowe takie, ze
warto$é przecietna ulega ograniczonym lub nieograniczonym zmianom w czasie.

4.2 Podzial ukladéw drgajacych i zjawisk drganiowych

Podzial uktadéw drgajacych zostanie oméwiony na przykladzie drgad ukladu
nieliniowego o jednym stopniu swobody (tzn. posiadajacego jedna mozliwos¢
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4.2 Podzial ukladéw drgajacych

ruchu) i z wymuszeniem opisanym réwnaniem:

mij + S(y) = Q. 9) + P(t) . (4.5)

Réwnanie (4.5) modeluje ruch ukladu nieautonomicznego, bo na uklad dziala
sita wymuszajaca P(t) zalezna od czasu. Dla P(t) = 0 mamy do czynienia
z ukladem autonomicznym, przy czym m. jest masa oscylatora (w dalszych
rozwazaniach m = 1 kg); S(y) jest nieliniowa silq zachowawcza (bo nie zalezy
od g); Q(y, ¥) jest nieliniowa sila niezachowawczsg i taka, ze (y,y) = (0,0) jest
polozeniem réwnowagi.

Jezeli

y=v, (4.6)

to z réwnania (4.5) otrzymujemy

v + S(y)v = Q(y,v)v. (4.7)
Poniewaz
2
=2 ("2) - %(E) (4.8)
oraz
wS) = Bt [ stnidn = 5 [ Strddn = Z(0) (4.9)

gdzie E'i V sa odpowiednio energia kinetyczna i energia potencjalna, to z réwna-
nia (4.7) otrzymujemy

SE+V) =0Q(y,0). (4.10)

Wyrazenie stojace po lewej stronie réwnania (4.10) przedstawia pochodna ener-
gii calkowitej ukladu przypadajaca na jednostke masy. Iloczyn stojacy po pra-
wej stronie réwnania (4.10) jest proporcjonalny do zmian energii catkowitej
wywotanych sila niezachowawcza Q(y,v). W zaleznosci od znaku tego iloczynu
energia jest dostarczana lub odbierana od ukladu.

A. Jedli vQ(y,v) < 0, dla v # 0 na calej ptaszczyZnie (y, v), to uklad poruszajac
si¢ wzduz krzywej y(t), u(t) rozprasza energie i nazywamy go uktadem dy-
sypacyjnym.
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4. Wiadomosci wprowadzajace

B. Jedli vQ(y,v) = 0, dla v # 0 na calej plaszczyznie (y,v), to ukiad taki
nazywamy zachowawczym.

C. Je$li w niektérych obszarach ptaszczyzny (y,v) mamy vQ(y,v) > 0, a w
pozostatych obszarach tej ptaszezyzny vQ@(y,v) < 0, to uktad taki nazywamy
ukiadem samowzbudnym.

Ponadto uklady drgajace mozna podzieli¢ na stacjonarne i niestacjonarne.
Pierwsze z nich charakteryzujg si¢ tym, ze ich parametry nie zmieniajg sie w
czasie. W odréznieniu od nich uklady w ktdérych niektére parametry zaleza
od czasu nazywamy uktadami niestacjonarnymi. Uklady stacjonarne dyskretne
opisane sa réwnaniami rézniczkowymi o stalych wspdlczynnikach, podczas gdy
uklady dyskretne niestacjonarne opisane s3 poprzez réwnania rézniczkowe o
wspdiczynnikach zaleznych od czasu.

Ponizej opisane zostana podstawowe zjawiska drganiowe wystepujace w wy-
zej wymienionych ukladach. Nalezy pamietaé, ze w rzeczywistych ukladach
drgajacych zjawiska drganiowe sa zwykle bardziej ztozone i sa wynikiem naklada-
nia sie drgan podstawowych.

1. Drgania swobodne — pojawiaja sie tylko w ukladach autonomicznych. Zacho-
dza one bez udzialu zewnetrznego Zrédia energii i zewnetrznego wymuszenia
i generowane sa poprzez warunki poczatkowe.

2. Drgania wymuszone — zachodza w ukladach nicautonomicznych ze zmiennym
w czasie wymuszeniem zewnetrznym.

3. Drgania parametryczne — zachodza tylko w ukladach niestacjonarnych i sa
wynikiem zmian w czasie parametréw ukladu

4. Drgania samowzbudne — doplyw energii do ukladu drgajacego jest regulo-
wany poprzez drgania i pochodzi od ukladu niedrgajacego. Pojawiaja sie
one w ukladach niezachowawczych.

Klasyfikacji zjawisk drganiowych mozna réwniez dokonaé w oparciu o cha-
rakter rozwiazait réwnan rézniczkowych opisujacych typowe proste uktady drga-
jace. Podano je ponizej.

1. Drgania okresowe — charakteryzuja sie dokladna powtarzalno$cia ruchu i sa
najczesciej spotykane i najbardziej zbadane. Moga wystepowaé w liniowych
i nieliniowych ukladach, w ukladach stacjonarnych i niestacjonarnych, w
ukladach niezachowawczych (samowzbudnych) i w ukladach nieautonomicz-
nych.
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2. Drgania quasi-okresowe — charakteryzuja si¢ prawie powtarzalnoscia i ich po-
jawienie sie¢ zwiazane jest z istnieniem co najmniej dwéch niewspétmiernych
czestodci. Najczeéciej spotykane sa w ukladach nieautonomicznych, lub au-
tonomicznych o co najmniej dwéch stopniach swobody zar6wno w ukladach
liniowych jak i nieliniowych.

3. Drgania chaotyczne ~ charakteryzujq sie nieregularnosciy i niepowtarzalno-
§cig ruchu. Pojawiaja sie juz w ukladach nielinijowych nieautonomicznych
o jednym stopniu swobody lub w ukiadach autonomicznych nieliniowych
opisanych przez co najmniej uktad trzech réwnan rézniczkowych pierwszego
rzedu.

Poniewaz przedmiotem rozwazan w tej ksigzce s drgania w ukladach zdeter-
minowanych, to drgania stochastyczne przy powyiszych klasyfikacjach zostaty
pominiete.

4.3 Rdéwnania ruchu

Zacznijmy rozwazania od analizy ruchu ciala doskonale sztywnego o masie m i
gléwnych masowych momentach bezwladnosci I, I, I,. Jak wiadomo, dowolne
przemieszczenie ciala doskonale sztywnego jest ekwiwalentne przemieszczeniu
dowolnego punktu tego ciala (bieguna) i obrotu wokél niego. Z drugiej strony,
dowolny obrét takiego ciala wokét dowolnie wybranego nieruchomego punktu
moze by¢ otrzymany w wyniku obrotu dookota pewnej osi przechodzacej przez
ten punkt. Na bazie dwéch wymienionych wyzej twierdzed dowodai sie, ze do-
wolny ruch punktu ciala doskonale twardego mozna uzyskaé jako superpozycje
ruchu postepowego Srodka masy tego ciala i obrotu wzgledem niego. Dyna-
mika takiego ciala opisana jest réwnaniami Eulera. W celu ich wyprowadzenia
rozpatrzmy cialo doskonale sztywne w ukladzie wspéirzednych Cz,y;2;, o odpo-
wiednich gléwnych momentach bezwladno$ci wzdluz osi z;, y;, 2z; i §rodku masy
w punkcie C (rys. 4.2)

Niech cialo po dowolnym przemieszczeniu bedzie w takim polozeniu, ze
osie centralne znajda sie teraz w polozeniu Czyz. Po wprowadzeniu katéw
U, 8 i ¢ mozna wyznaczyé zwiazki pomiedzy punktami ciata przed i po do-
wolnym przemieszczeniu. Kat precesji ¥ okresla obrét wokét osi Cz,. Na-
stepnie uklad Czqy,z, obraca sie o kat nutacji © wokél osi Cxz;. Na koniec
wreszcie trzeci obrét dokonuje sie o kat obrotu wlasnego ¢ wokét osi Czz. We-
ktor wspélrzednych ¥’ = (z,,y1, z1) w uktadzie kartezjariskim Cz,y,z; zwiazany
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.73 zkm
\J‘I’
Y
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(p 9 y2
v
c —> Y1
X1 0 Y
X2 \
X

Rys. 4.2. Schemat sluzacy do wyprowadzenia réwnaf Eulera
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jest z odpowiadajacym mu wektorem r = (z,y,z) w ukladzie kartezjariskim

Czyz poprzez zalezno$é
r=RY, (4.11)
gdzie macierz przejicia R moze byé przedstawiona w postaci
R=R,RgRy, (4.12)

przy czym Ry,) sa okreslone poprzez proste funkcje trygonometryczne tylko
jednego z trzech katéw.

Dla malych obrotéw mozna latwo okresli¢ predkodci i przyspieszenia poszcze-
gblnych punktéw rozwazanego ciata. Predkoéé i przyspieszenie punktu lezacego
w odlegltodci r od punktu C wyrazaja sie wzorami

v = v,+wxr, (4.13)
P = Pctexr+wx(wxr), (4-14)

gdzie : v,, p. sa odpowiednio predkoscia i przyspieszeniem punktu C, w i € sg
wektorami chwilowej predkoéci katowej i chwilowego przyspieszenia katowcego.
Wektor w wyraza sie poprzez katy Eulera wedlug nastepujacych zwiazkéw:

W, = \ilsinesingo+@cosgo,
wy ¥sin© cosp —- Bsing, (4.15)
¥ cos O + .

Wy

Jak juz wspomniano, ruch calego ciala sklada sie z ruchu érodka masy C i
obrotu wokét niego. Ten pierwszy opisany jest poprzez réwnanie Newtona

d’z,
ma ~ T

d*y.

m d;; = F,, (4.16)

gdzie r. = (z,¥., %) i F = (F,,F,, F,) jest wektorem wypadkowym sit dziata-
jacych na érodek masy C.
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Na podstawie twierdzenia o zmianie momentu ilosci ruchu wzgledem srodka
masy otrzymujemy réwnania Eulera

dw,

I, s +(I, - Lww, = M,,

y%‘ + (Ix - Iz)wxwz = My ’ (4'17)
dw

Iz—d—tz + (I, - Lw.wy, = M.,

gdzie M = (M,, M,, M,) jest momentem sit. Energia kinetyczna rozwazanego
ciala moze by¢ wyznaczona z réwnania

1
= §(I,,w;‘: + Iywz + Lo? - 2L wow, — 21, ww, — 2L,ww,) , (4.18)

a jej zmiana zwiazana jest z przemieszczeniem 6r, srodka masy i obrotem 6é¢ i
wyraza si¢ wzorem:

dT = Fér.+ Mép . (4.19)

Rozwazania znacznie si¢ upraszczaja w nastepujacych przypadkach.
Niech ruch rozwazanego ciala odbywa sie w plaszczyZnie. Wéwczas réwnania
dynamiki sa nastepujace:

d’x,

m dt2 = Fz b
d*y,

m¥e = F, (4.20)
d%p

Iz-dF M, .

Inaczej, jesli ruch odbywa sie w plaszezyZnie zy, to charakteryzuja go prze-
mieszczenia wzdtuz kazdej z dwéch prostopadlych osi =,y i obrét wokdt osi pro-
stopadlej do plaszczyzny ruchu. Szczegélonym przypadkiem takiego ruchu moze
by¢ czysty obrét opisany tylko poprzez trzecie réwnanie ukladu (4.20). Jesli
ruch jest postepowy, to réwnanie dynamiki opisuje jedno z dwdéch pierwszych
réwnan ukladu (4.20).

Druga bardzo wazna metoda wyznaczania réwnari ruchu oparta jest na wy-
korzystaniu réwnaf Lagrange’a drugiego rodzaju. Jesli sity dziatajace na uklad
mechaniczny sa niezachowawcze, to réwnania Lagrange’a maja postaé:
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4.3 Réwnania ruchu

d (8T aT

— | =]—-===0; i =1,2,...,n, 421
gdzie T jest energia kinetyczna ukladu, ¢; - wspélrzednymi uogélnionymi, a
Q;(q1,--1qnsq1, - - -, gn) sitami uogdlnionymi.

Réwnania Lagrange’a otrzymuje sie z zasady Hamiltona w formie wariacyj-
nej.

Jedli sily dzialajace na uklad sa zachowawcze to wéwczas réwnanie (4.21)
przyjmuje postaé:

d OT) 8L .
= -= =0, j=12,...,n, 4.22)
dt (8%' 9g; (
gdzie funkcja Lagrange’a L=T -V i V(q,q,,...,q,) jest energia potencjalna
ukiadu.

Wreszcie, w trzecim przypadku, jeSli na uklad dzialaja sily zachowawcze

i niezachowawcze, to celowym jest ich rozdzielenie, co w efekcie prowadzi do
nastepujacej postaci réwnar Lagrange'a:

d (8T\ OL
([ - = —0. y . . 4.2
dt (a«ij) o~ @r  ITLBoon 429

Jesli ponadto energia jest tracona poprzez sily proporcjonalne do predkosei,
tzw. funkcje Rayleighe’a wyrazone poprzez forme kwadratowa w postaci:

n

1 - ..
Fr= 3 > cidige (4.24)

j=lk=1
to réwnanie Lagrange'a drugiego rodzaju przyjmuje postaé

d (8T OFr OL )
() -GE-E-a -l (4.25)

Przykiad 4.1

W oparciu o réwnania Lagrange'a drugiego rodzaju wyprowadzi¢ réwnania ruchu wahadta
przestrzennego przedstawionego na rys. 4.3.

Wspétrzedne uogdinione sa katami ¢ i ¥. Wobec tego energie kinetyczna i potencjalna
wynosza

T = Im{@o)+@sing)],
V = mgl(l —cosep). (4.26)
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Rys. 4.3. Wahadlo przestrzenne z punktowg masg m zawieszona na nierozciagliwej nici
o dhugosci 1.
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4.3 Réwnania ruchu

Zgodnie ze wzorem (4.22) mamy

B—T;-=ml @, -8—1.‘~=mlzsin2‘pu::,

8¢ oY
%g=nuz1/}2sinqpcoscp~—mglsimp, % =0,

co w efekcie prowadzi do nastepujacych réwnad ruchu
. 1 g .
mi%p + mglsing — Emlzzpz sin2¢p =0,
mi?sin? gy =0.
Ostatecznie po przeksztatceniach otrzymujemy:

1.
o+ %sincp— 5¢2sin2¢p=0,
1['Jsin2<p=C,

gdzie C jest stala calkowania.

(4.27)

(4.28)
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Rozdzial 5

Uklady drgajace liniowe

5.1 Uklady o jednym stopniu swobody

5.1.1 Drgania wlasne.

Generalnie rozréznia sie dwa podstawowe rodzaje ukladéw o jednym stopniu
swobody. Cialo sztywne podparte sprezyécie wykonuje ruch prostoliniowy po-
stepowy (rys. 5.1a) lub tez wykonuje ruch obrotowy, a bezmasowe elementy
sprezyste oddzialuja na cialo momentem (rys. 5.1b).

a) b)

Rys. 5.1. Podstawowe modele ukladéw zachowawczych o jednym stopniu swobody: a)
drgania postepowe, b) drgania skretne

Ograniczymy sie w dalszych rozwazaniach do ukladu przedstawionego na



5. Uklady drgajace liniowe

rys. 5.1a (analiza dla ukladu z rys. 5.1b jest podobna). Cialo o masie m jest
podparte na bezmasowe]j sprezynie o stalej k zwanej sztywnoscia uktadu. Role
elementu sprezystego moze spelniaé sprezyna spiralna i wéwczas

Gdt
= 30w’ 6-1)

gdzie G jest modulem sprezystosci podstawowej materialu, D jest srednica
sprezyny, d jest $rednica drutu i n oznacza liczbe zwojéw.

W przypadku, gdy role elementu sprezystego speinia belka wspornikowa, to
wdéwczas

B (5.2)

— . OEmeT

/ N

7 = t ' ]

ﬁ é, \ ’ 7/-‘;?/ 1 WA /4
/

Rys. 5.2. Przyktady rzeczywistych elementéw sprezystych: a) belka wspornikowa, b)
rama

W przypadku, gdy role elementu sprezystego spelnia rama (rys. 5.2b), ktérej
masa jest pomijalnie mala, to wtedy sztywno§¢

96EI 20+ h
k=5t ©3)
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5.1 Uktady o jednym stopniu swobody

a poszczegdlne parametry wystepujace w powyzszym wzorze podane sa na rys.
5.2b.

Uléimy teraz réwnanie ruchu odpowiadajace ukladowi z rys. 5.1a. Ukiad
znajduje sie w polu grawitacyjnym, a wiec jego polozenie réwnowagi okreslone
jest poprzez wielko$¢ ugiecia statycznego

mg

Yt = T. (5.4)

Wychylenie z polozenia réwnowagi spowoduje pojawienie sie sily oporu ky
(y jest wspélrzedna mierzona od polozenia réwnowagi), ktéra jest réwnowazona
przez sile bezwladnoéci B (patrz rys. 5.3). Dokonujac rzutéw wektoréw sil na
o§ pionowa otrzymujemy:

—mj +mg —k(yx +y) =0, (5.5)
co po uwzglednieniu (5.4) prowadzi do otrzymania réwnania drgad

mi + ky =0, (5.6)
ktére sprowadzamy do postaci

i+ oy =0, (5.7)

iap= \/—-,"i: jest czestoscia drgan wiasnych ukladu o jednym stopniu swobody.

Z %
k@st.'-)')
L_J y
L _J L
mg B=-my

Rys. 5.3. Schemat ilustrujacy powstawanie sit w ruchu drgajacym prostoliniowym (1
oznacza tu dlugosé sprezyny bez napigcia wstegpnego)

Nalezy pamietaé o tym, ze réwnanie (5.7) opisuje drgania pewnego ukladu
modelowego, w rzeczywistosci bowiem nie istnieje element sprezysty bezma-
sowy, a ponadto zwykle w ukladzie rzeczywistym wystepuje tlumienie propor-
cjonalne do predkosdci ruchu.
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5. Ukiady drgajace liniowe

Réwnanie (5.7) jest réwnaniem liniowym drugiego rzedu i jego rozwiazanie
ma postaé

y= erf’ (5.8)
co po podstawieniu do (5.7) prowadzi do ré6wnania charakterystycznego
r? +ai =0. (5.9)

Kazdemu z pierwiastkéw (5.9) odpowiada rozwiazanie szczegélne, a ich do-
wolna kombinacja daje rozwiazanie og6lne. Wybierzmy nastepujace kombinacje
rozwiazan szczegSlnych

et 4 giaut

h = ——5  =cos apt, (5.10)

e"dot - e_"dot
Yo = —— —— =sin apt.

Rozwiazanie ogélne przyjmie postaé
y = A cos apt + B sin apt, (5.11)

gdzie A i B sa pewnymi stalymi okre§lonymi przez warunki poczatkowe. Réwna-
nie (5.11) przeksztalcamy dalej do postaci

y = acos(aot — ), (5.12)
gdzie:
o= VATE, tgh= g (5.13)

Parametr a jest amplituda drgan, a kat 8 mierzony w radianach okresla faze
poczatkows drga. ZnajdZmy najkrétszy czas T (ckres), po ktérym ruch sie
powtarza, czyli

y = acos(agt — ) = acos[ag(t + T) — S]. (5.14)
Wobec tego
2x
T= o (5.15)

Jezeli warunki poczatkowe maja postaé
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5.1 Uklady o jednym stopniu swobody

y(to) = wo, ¥(to) = %o, (5.16)
to latwo jest wyznaczyé amplitude drgad i faze poczatkowa:

¢ =%+ (3_:) (5.17)

= o
B = arctg 2%-.

Ruch opisany réwnaniami (5.11) lub (5.12) jest ruchem harmonicznym.

Przykiad 5.1

Dla ukladu przedstawionego na rys. 5.4 okresli¢ czesto$é malych drgadi wlasnych wokét
pionowego polozenia réwnowagi. Przyjaé, ze pret jest sztywny i bezmasowy. Przedstawié
wykreélnie ruch harmoniczny przy warunkach poczatkowych ¢(to) = o, ¢(to) = ¢1. Dane:
k=2000N/ m, 1=05m, m =20 kg.

Mw/vw

| o

V2722

Rys. 5.4. Male drgania wahadla odwréconego

Po wychyleniu wahadta odwréconego z polozenia réwnowagi o maly kat ¢ (sin¢ = ),
rozkladamy sile ciezkoici na dwie skladowe: skladowa dziatajaca wzdluz preta i skladowa
do niej prostopadfa. Nastepnie napiszemy réwnanie réwnowagi momentéw sif wzgledem
punktu O, otrzymujac
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5. Uklady drgajace liniowe

By = —2kl%p + 2imgep, (5.18)
gdzie masowy moment bezwladnosci
B =m(21)? = 4mli.
Wobec tego otrzymujemy
2ki? — 2mgl

4mi?
i czestosé drgan wlasnych wynosi

1k g

=y —=5] =634—.
0 Z(m )

Ruch harmoniczny opisujacy drgania analizowanego uktadu moze byé przedstawiony
wykreéinie jako rzut na kierunek osi ¢ wektora o dlugosci ®p wirujacego z predkoscia

katowa ag (rys. 5.5).

v+ w=0, (5.19)

/"—_\\\ a
’
; A=¢ N
/
3 \
II !
1 ! P
\ ,
\ ’
\ 3
\\\ (p// M

Rys. 5.5. Interpretacja drgaii jako rzutu wektora a wirujacego z czestoscia ap

Z rysunku 5.5 widaé, ze rozwiazanie réwnania ruchu moze by¢ latwo wyznaczone jako
rzut wektora a na o$ pionowa:

¢ = acos(apt — J). (5.20)
Sumujac rzuty wektoréw A i B na o$ pionowa otrzymujemy
o, . -
¢ = Bgcosagt + asm agt. (5.21)

Rozwiazanie to moze byé otrzymane réwniez na drodze bezposredniej, tzn. po zatozeniu
postaci rozwiazania i uwzglednieniu warunkéw poczatkowych.
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5.1 Uklady o jednym stopniu swobody

5.1.2 Drgania swobodne

Jak juz wspomniano, w ukladach rzeczywistych drgajacych wystepuja opory
ruchu, ktére powoduja zanikanie drgad. Czesto sily tlumiace moga byé przy-
blizone sila proporcjonalna do predkosci. Rysunek 5.6 przedstawia bryle o masie
m podparta na sprezysto-plastycznym podlozu. Jesli oddzialywanie podloza na
cialo zastapimy dwoma sitami, tj. sila sprezysta i sila thuniaca (co schema-
tycznie ujmuje rys. 5.6), to réwnanie drgah moze byé wyznaczone w oparciu o
réwnowage sit zaznaczona na rys. 5.7.

m

Rys. 5.6. Model drgaii liniowych swobodnych (k oznacza sztywnosé ukladu, a c jest
wspbiczynnikiem tlumienia wiskotycznego).

N\

ANNNNNNAN

Poniewaz drgania bedziemy mierzy¢ od poloZenia réwnowagi, to réwnanie
drgan ma postaé

myj +cy+ ky = 0. (5.22)
Réwnanie (5.22) przeksztalcamy do postaci

§+ 2hy + ady =0, (5.23)
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5. Ukiady drgajace liniowe

m y§ kYT [cy

y m

% = B=-my

k c

Rys. 5.7. Schemat ilustrujacy réwnowage sil podczas ruchu prostoliniowego z tlumie-
niem wiskotycznym.

gdzie: ap = (k/m)~'/? jest czgstoscia drgan wiasnych, a h = c/(2m) jest jed-
nostkowym wspélczynnikiem tlumienia. Rozwiazaniem szczegSlnym réwnania
(5.23) jest

y= erf’ (5.24)

co po podstawieniu do (5.22) prowadzi do réwnania charakterystycznego o po-
staci

r? +2hr +al =0, (5-25)
z ktdrego wyznaczarny pierwiastki

12 = —h i}, (5.26)
gdzie:

A=yad—hz, ?=-1. (5.27)

Jako rozwiazanie ogélne réwnania drgan tlumionych weZmiemy nastepujaca
kombinacje rozwiazan szczegdlnych
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5.1 Uklady o jednym stopniu swobody

)t rat rit __ arat
z=AT 1T  ge —7 (5.28)
2 2i
co prowadzi do rozwiazania o postaci
y = e ™(Acos At + Bsin At). (5.29)

Chwilowo nieznane stale A i B okreslone sa poprzez warunki poczatkowe
y(0) = yo, #(0) = ¥o i wynosza:

A=y, B= ”°—+X’-‘@ (5.30)

Przebieg takich drgan ilustruje rysunek 5.8.

Bl |\ [T
& ' /\~Jr _______
~ ] yn :tn1> ‘—-..-.?* ___________ Tr
’% : t|| e __j_\_,n./.r I ~———
+ 1 e -
P ST ' Yn-l-l
5|
- T T .

Rys. 5.8. Przebieg drgasi tlumionych ukladu liniowego o jednym stopniu swobody

Drgania tlumione uktadu liniowego posiadaja nastepujace cechy charaktery-
styczne. Maksymalne wychylenia powtarzaja sie w réwnych odstepach czasu T
i wielko$é te, ktéra wynosi

2 2

X Jad-m
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5. Uktady drgajace liniowe

przyjeto nazywal okresem drgan swobodnych tlumionych.

Drugs charakterystyczna wiclkoscia jest logarytmiczny dekrement tlumie-
nia. Jest to logarytm naturalny stosunku bezwzglednych kolejnych wartosci
maksymalnych wychylef, ktéry okazuje sie¢ byé wielkoscia stala, i wynosi

ol _, _lu(t)  _ AT

d=log 1 n|y(tn+§)]_ 2

(5.32)

Wskaznik ten stuzy do oceny tlumienia drgafi. Na plaszczyinie fazowej
przebiegowi pokazanemu na rys. 5.8 odpowiada ruch po spirali, zmierzajacy do
punktu osobliwego, ktdry jest ogniskiem.

W zaleznoséci od wzajemnej relacji dwéch parametréw, h i g, ruch ana-
lizowanego ukladu jest rézny. Jedli A2 > a2, to wéwczas réwnanie charakte-
rystyczne (5.25) pasiada dwa rézne pierwiastki rzeczywiste i ruch nie jest ru-
chem drgajacym, w przeciwiedstwie do zilustrowancgo przypadku dla a2 > A%
Jakosciowy przebieg mozliwych rozwiazan, przedstawiono na rys. 5.9. Jak
widaé, wychylenie y(t) moze mieé co najwyzej jedno miejsce zerowe lub nie
mie¢ ich wdale — w obydwu przypadkach ruch nie jest ruchem drganiowym.
Tlumienie h > ag nazywamy nadkrytyczonym.

Warto jeszcze wspomnie¢ o tlumieniu krytycznym, ktére ma miejsce, gdy
ap = h. Wéwezas rozwiazanie ma charakter przedstawiony na rys. 5.9, a jego
postaé analityczna podana jest nizej:

y(t) = e™(C1 + Ct), (5.33)

gdzie C; i C; sa statymi.
Na plaszczyZnie fazowej punkt réwnowagi w przypadku tlumienia nadkry-
tycznego jest statecznym wezlem.

Przykiad 5.2

Dla ukiadu przedstawionego na rys. 5.10 wyznaczyé czestosé drgafi swobodnych tlumio-
nych, logarytmiczny dekrement tlumienia oraz wspéiczynnik tlumienia krytycznego. Spo-
rzadzi¢ interpretacje geometryczna drgafi. Dane: B = 3 kgm?, E = 20,6 - 10'° N/m?,
I=10"%m l=1m D=05m, c=800Nsm!
Sztywno$¢ sprezyny plaskiej wynosi
3EI

k=5 =3-20,6 10'°.107% = 6180 Nm™. (5.34)

Réwnanie drgan skretnych tarczy ma postaé
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Y 4
You

Yoz \ ¢

Rys. 5.9. Ruch ukladu o jednym stopniu swobody i tlumieniu nadkrytycznym
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Rys. 5.10. Drgania obrotowe swobodne z thumieniem
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5.1 Uktady o jednym stopniu swobody

2 D 2
By +c (g) é+k (?) 0 =0. (5.35)
Réwnanie (5.35) sprowadzamy do postaci
%+ 2h¢ +afep =0, (5.36)

gdzie:

kD?* 6180-0,52
2 = —_— —_ = 7 " -1 ‘-"
o 1B <3 128,755, (3.37)
2 . 2
eD _ 800-0,5 —25=8,33—'.

h = 3~ "853 "~ 3

Poniewaz ag > h, to przewidywane rozwiazanie ma postaé (5.29). Czestosé¢ drgan swo-
bodnych zgodnie ze wzorem (5.37) wynosi

A= /128,75 - 68,80 = 7,745, (5.38)
natomiast logarytmiczny dekrement tlumienia zgodnie ze wzorem (5.32) wynosi

h
6= %— =3,66. (5.39)

Wsp&lezynnik tlumienia krytycznego wyznaczamy z zaleznoéci o = h, co prowadzi do
wartosci

e = 2V Bk =272,3 Nsm™! . (5.40)

Interpretacja geometryczna drgaii swobodnych zostanie wykonana w oparciu o wzory
(5.29), (5.30). Réwnanie ruchu moze byé przedstawione w bardziej wygodnej postaci

y = ae ™ cos(Mt - 3), (5.41)

gdzie:

. h 2 . h
a= \/yg + (g%_yo) . B = arctg gu_;_yg_!!g, {5.42)

a interpretacje geometryczng podano na rys. 5.11.
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J ¢02 + (¢o+h¢o)2‘ et

at

¢+
—r

Rys. 5.11. Interpretacja geometryczna drgaii swobodnych skretnych
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5.1 Uklady o jednym stopniu swobody

5.1.3 Drgania wymuszone bez tlumienia

Obecnie rozpatrzymy drgania ukladéw o jednym stopniu swobody wymusza-
nych harmonicznie bez tlumienia. Model takiego ukladu jest przedstawiony
schematycznie na rys. 5.12.

Rdwnanie ruchu ma postaé

mij + ky = P coswt , (5.43)
a po przeksztalceniu mamy
i+ ody = gcoswt (5.44)

gdzie:

sk P
0y = ;, g= ; . (545)
Rozwiazanie ogélne réwnania rézniczkowego niejednorodnego (5.44) bedzie
suma rozwiazania ogélnego rownania jednorodnego i rozwiazania szczegdlnego
réwnania niejednorodnego. To pierwsze bylo juz dyskutowane w punkcie 3.2 i
teraz zajmiemy sie tylko tym drugim. Przyczyna jest taka, ze w rzeczywistosci
drgania wlasne (czyli rozwiazanie ogélne réwnania rézniczkowego jednorodnego)
zanikaja wskutek istniejacego w ukladzie rzeczywistym tlumienia. W warun-
kach laboratoryjnych obserwuje sie (po pewnym czasie) drgania harmoniczne o
czestosci sity wymuszajacej.
Bedziemy poszukiwaé rozwiazania o postaci

y=acoswt. (5.46)
Po podstawieniu (5.46) do (5.44) otrzymujemy
(a2 —wha=gq. (5.47)
Amplituda drgail wynosi

a= q 5 = st -
adl1-(2)] 1-(2)

gdzie: 4 = {—’ i wielko$é ta oznacza przemieszczenie statyczne sprezyny wywola-
ne dzialaniem sily P. Definiujac wspéiczynnik zwiekszajacy drgan jako a/z
mozemy zbudowaé wykres na podstawie zaleznodci

(5.48)
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\

- F

Pcoswt Y B=-my

y
D e

Rys. 5.12. Model ukiadu o jednym stopniu swobody wykenujacego drgania bez tlumie-
nia i schemat przedstawiajacy réwnowage sil
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<
>

75

/oy

Biblioteka Gléwna P.L. #5000

Rys. 5.13. Wykres wspélczynnika zwiekszajacego drgania dla ukladu bez tlumienia (a)
oraz wykres kata fazowego 8 (b)
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5. Uklady drgajace liniowe

_ 1
=—
1- ()
ktéry jest przedstawiony na rys. 5.13.

Z rys. 5.13 widaé, ze wykres posiada dwie asymptoty. Prosta pionowa prze-
chodzaca przez punkt w/ap oraz prosta pozioma, ktéra pokrywa sie z osia od-
cietych. Dla w = ¢y amplituda drgan roénie do nieskonczonosci, co jest bardzo
niebezpiecznym zjawiskiem. Méwimy wiéwczas o zjawisku rezonansu, a czesto$c
wymuszenia w réwna czestodci drgad wilasnych nazywamy czestoscia rezonan-
sowa. Z rozwazan tych wynikaja pewne wskazania dla konstruktoréw. Nalezy
tak projektowaé urzadzenia mechaniczne modelowane ukladami o jednym stop-
niu swobody, aby w/ap <€ 1 lub w/ap > 1, jesli zalezy nam na minimalizacji
drgai.

Do tej pory rozwazaliémy przypadek drgai ukladu o jednym stopniu swo-
body wymuszanych harmonicznie o stalej amplitudzie. W praktyce inzynierskiej
napotykamy czesto na dwa inne typy wymuszeii. Pierwszym z nich sa drgania
wymuszone kinematyczne. Wtedy ruchy elementéw maszyn lub urzadzeii po-
miarowych przenoszone sg na element sprezysty, ruch ktérego oddziatuje sitowo
na mase ukladu drgajacego. Ujmuje to schematycznie rysunek 5.14.

Réwnanie ruchu ma postaé

a@

Tse

vV =

(5.49)

myj = —ky + ky , (5.50)
a po uwzglednieniu, ze y, = bcoswt otrzymujemy
i+ ady = qcoswt , (5.51)
gdzie:
k kb
2_ K - X0
ag=—, g=—. (5.52)

Wykres rezonansowy moze byé wyznaczony z zaleznosci
-
bl (e}
1- (%)

Zaleznos¢ ta jest analogiczna do przedstawionej na rys. 5.14.

Na koniec oméwimy drgania wymuszone sila od$rodkowa. W problematyke
te wprowadza rysunek 5.15.

Pionowe drgania silnika, czyli ukladu o jednym stopniu swobody, wymuszane
sg sila odsrodkowa, ktéra zrzutowana na of pionowa wynosi
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Tyb=bcosmt
k
A
Y
m

Rys. 5.14. llustracja drgai wymuszanych kinematycznic
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7
i %
_

Rys. 5.15. Drgania ukladu o jednym stopniu swobody wymuszone sila odsrodkowsa

NN
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5.1 Uktady o jednym stopniu swobody

P(t) = m,puw’ coswt . (5.54)
Réwnanie drgan bedzie mialo postaé
Mi + ky = m,pw? coswt , (5.55)

gdzie M jest masa calego silnika, w czestoscia jego obrotéw, a k sztywnoscia
podparcia. Po przeksztalceniu réwnania (5.55) otrzymujemy

§j + ajy = gcoswt (5.56)
gdzie:
k m, pw?
ag = —M— s q= M . (5'57)
Po zalozeniu rozwiazania o postaci (5.46), otrzymujemy
— M _ o
a= —%:ﬁ = 1 ”—E s (558)
)
co prowadzi do nastepujacej zaleznosci rezonansowej
o
Ma|  _« (5.59)
mep| 1-%
0

ktora przedstawiono na rysunku 5.16.

Przyktad 5.3

Pret jednorodny o dlugoéci I = 0,5 m i ciezarze ¢ = 20 N jest zawieszony pionowo,
co przedstawiono na rys. 5.17. Na drugi koniec preta dziala wymuszenie harmoniczne
P(t) = Pycoswt, przy czym Py = 5 N, a czestotliwoéé wymuszenia wynosi f = 2,5 Hz.
Wspélczynnik sztywnoséci kazdej z dwéch podpierajacych sprezyn wynosi k = 4.102 Nm~1.
Obliczyé amplitude katowa diwigni w radianach.

Réwnanie rézniczkowe ruchu obrotowego preta ma postaé:

12
By = —2kztp - G%w + Polcoswt , (5.60)
gdzie B jest masowym momentem bezwladnosci preta, ktéry wynosi
G -
B = -g-?‘- N (061)

81



5. Uklady drgajace liniowe

Rys. 5.16. Wykres rezonansowy dla-drgain wymuszonych silq od$rodkows,
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1721
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~
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Rys. 5.17. Drgania wymuszone preta jednorodnego zawieszonego pionowo
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oraz czestoéé w = 2rf. Réwnanie (5.60) sprowadzamy do réwnania

@+ adp = geoswt ,

gdzie:
2_3g(kB+GlH 3 (5 1)
%="em  -29\¢t1
oraz
__3gPo
=5

Zakladamy rozwiazanie szczegéine réwnania (5.62) o postaci
= $gcoswt
i znajdujemy

39F

@o = g =
3-v! " Gi3g (& +1) - 4m2r

=0,19rad .

Amplituda drga#i preta wynosi 0,19 rad. Drgania odbywaja sie przed rezonansem.

5.1.4 Drgania wymuszone ttumione.

(5.62)

(5.63)

(5.64)

(5.65)

(5.66)

Obecnie rozwazymy najbardzicj ogélny model ukladu o jednym stopniu swo-
body tj. drgania wymuszone sila harmoniczng o stalej amplitudzie ukladu z

tlumieniem wiskotycznym (rys. 5.18).

W oparciu o rysunek 5.18 wyprowadzamy réwnanie drgai

m{j + ¢y + ky = Pcoswt ,
ktére nastepnie przeksztalcamy do postaci
¥+ 2hy + ody = geoswt

gdzie:

(5.67)

5.68)

(5.69)
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\
N

NI
vl |
(t)=Pcoswt y 7 =-my

Pcoswt

Rys. 5.18. Model drgari wymuszonych tlumionych wraz z modelem obliczeniowym
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5. Uktady drgajace liniowe

Podobnie jak i w punkcie poprzednim dotyczacym analizy réwnania (5.44),
rozwiazanie ogdlne réwnania (5.68) jest suma rozwiazania ogélnego réwnania
jednorodnego (byto ono juz dyskutowane) oraz rozwiazania szczegélnego réwna-
nia niejednorodnego. Ze wzgledu na to, ze drgania swobodne, opisane rozwiaza-
niem réwnania jednorodnego sa po pewnym czasic wytlumione, zajmiemy sie
w dalszych rozwazaniach tylko rozwiazaniem szczegdlnym. Bedziemy go poszu-
kiwac w postaci

y = Acoswt+ Bsinwt . (5.70)

Rézniczkujac dwukrotnie (5.70) podstawiajac do (5.68) i przyréwnujac wyraze-
nia stojace przy sinwt i coswt otrzymujemy

(o —w)A + 2hwB = ¢, (5.71)
—2hwA + (o —w?)B =0.

Z powyzszych réwnai wyznaczamy niewiadome A i B, ktdére wynosza

4=Z :: a)h —, (5.72)
1-@)] +4(2)(2)
h ow
ap 0%

“1- .,,)] ra(2)(2)"

Rozwiazanie (5.70) moze byé przedstawione w postaci
y = acos(wt — §) , (5.73)

gdzie, jak tatwo sprawdzié
—VaETE =2 1 , (5.74)

- @7 a2 2

S|
S|e

B = arctg ——=— . (5.75)
1-(2)

8l
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5.1 Uklady o jednym stopniu swobody

Wprowadzajac wielko$é z4 = q/a? oraz pojecie wspdlczynnika zwieksza-
jacego drgania v 2 réwnania (5.74) otrzymujemy

v=— = 1 . (5.76)

T 272 2 2
(- @7 @@

Wspélezynnik v wyraza stosunek najwiekszego przemieszczenia (amplitudy
a) do przemieszczenia statycznego wywolanego dziataniem tej samej sity. Zalez-
no$é¢ v(w/ag) nazywamy wykresem rezonansowym dla uktadu o jednym stopniu
swobody z tlumieniem wiskotycznym. Przedstawia on bezwymiarowe ampli-
tudy drgah przy réwnych stosunkach w/ag dla kolejnych statych wartodei h/aq.
Wykres ten przedstawiono na rys. 5.19.

Z wykresu widaé, ze amplituda drgan jest wrazliwa na thumienie w zakresie
0,5 < w/ag < 1,4 i szczegblnie wrazliwa przy w/ag =~ 1. Po przekroczeniu
tego zakresu gwaltownie spada i przy w — oo, amplituda dazy do zera. W
przeciwietistwie do wykresu rezonansowego bez ttumienia maksimum amplitudy
drgan jest nieznacznie przesuniete w lewo, bo wystepuje ono dla wartosci

2
v _ 1_2<_’f.) . (5.77)

Qg G

Dla bardzo duzego tlumienia (h/ag > 0, 707) wymienione maksima nie istnieja
i amplituda drgai wymuszonych maleje monotonicznie ze wzrostem w/ay.

Kat f jest miara opéinienia fazy drgan wzgledem fazy sily wymuszajacej.
Wykres zaleznoéci f(w/ap) przedstawiono na rys. 5.20.

Jak widaé z rys. 5.20, przy zblizaniu sie do rezonansu (w = «p) opdinienie
w fazie gwaltownie roénie, i to tym gwaltowniej im mniejsze jest tlumienie.
Dla w/ap € 1 oraz w/ap > 1 zmiany fJ sa o wiele mniej wrazliwe na zmiane
tlumienia i odpowiednio wartosci kata opdZnienia fazy drgan sa bliskie albo
zera, albo 180°.

Rozpatrzmy obecnie drgania wymuszone kinematycznie, co schematyczaoie
przedstawiono na rys. 5.21.

Réwnanie drgan w tym przypadku ma postad

mi+cy+hky=ky+cy, (5.78)
a po przeksztalceniu otrzymujemy

§ + 2hy + oly = psinwt + gcoswt , (5.79)
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M g=0‘1
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Rys. 5.19. Wykres rezonansowy w ukiadzie o jednym stopniu swobody z tlumieniem
wiskotycznym.
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5.1 Uklady o jednym stopniu swobody

Rys. 5.20. Wykres opdéZnienia fazy drgan § w funkeji w/ag dla drgan wymuszonych z
tlumieniem

y=bcoswt T

S

k ==c

Rys. 5.21. Model drgas ukladu o jednym stopniu swobody z tlumieniem wiskotycznym
wymuszanych kinematycznie

89



5. Uklady drgajace liniowe

gdzie:
) 2 _k
2h = o g o (5.80)
awb kb
P 1=

Przy rozwiazywaniu powyzszego réwnania postuzymy sie geometryczna in-
terpretacja drgad (mozna je réwniez rozwiazaé w sposéb podany wczesniej).
Zgodnie z obowiazujaca w ukladach liniowych zasada superpozycji, znajdziemy
rozwiazanie (5.79) jako sume rozwiazani wyznaczonych dla kazdego z wymuszen
osobno. Bedziemy wiec mieli

i1 + 2hih + oy, = psinwt (5.81)
oraz
iz + 2Ry + oy, = gsin (wt + %) . (5.82)

Rozwiazanie kazdego z réwnan jest latwo wyznaczyé w oparciu o przepro-
wadzone wczeéniej rozwazania. Maja one postaé

y1 = apsin(wt — By) (5.83)
oraz
Y2 = azsin(wt — B) . (5.84)
Amplitudy a, i a; okres$lone sa zalezno$ciami
Sy o w’; s (5.85)
ay = d (5.86)

\/(a?, — w?) + 4h?w? ’

Katy opéznienia fazowego wynosza

2hw
B = fp = arctg pr R (5.87)
W oparciu o rys. 5.22 obliczamy
y =asin(wt - ), (5.88)
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Rys. 5.22. Interpretacja geometryczna rozwigzania réwnania (5.82)
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gdzie:
4 = al+ al.

a
8 ﬂ:+7=ﬁ1+arctg;f,

a po wykonaniu obliczed otrzymujemy
h? o2
1+ 4;3 o

Ja-2)+5%

ol 8

(5.89)
(5.90)

(5.91)

W oparciu o réwnanie (5.91) sporzadzono wykres rezonansowy przedstawiony

na rys. 5.23.

a
b
5

l
>
=3

o 85 1 @5 2 &

Rys. 5.23. Wykres rezonansowy dla ukladu o jednym stopniu swobody z tlumieniem

wiskotycznym i wymuszeniem kinematycznym

Zasadnicza réznica pomiedzy tym wykresem a wykresem rezonansowym
przedstawionym na rys. 5.19 polega na tym, ze na rys. 5.23 wszystkie krzywe

rezonansowe przecinaja sie dla w/ap = v2 w tym samym punkcie.
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5.1 Uklady o jednym stopniu swobody

Jako ostatni wazny technicznie rodzaj wymuszenia rozpatrzymy drganie wy-
muszone sila odérodkowa. Postuzymy sie tutaj modelem przedstawionym na
rys. 5.15 i dodatkowo przyjmiemy, ze miedzy silnikiem a podlozem znajduje sie
ttumik o ttumieniu wiskotycznym c. Réwnanie ruchu ma postaé

Mij + cij + ky = mywpcoswt , (5.92)
ktére sprowadzamy do standardowej postaci
§+ 2hjy + ady = geoswt , (5.93)
gdzie:
2%h = -, al = f—, g= 02 (5.94)
M M M

Amplituda drgart wymuszonych sita odsrodkowa wynosi

2
_ mwpod o

@= k w2\2 o
JO-5) +a54
W oparciu o zaleznoéé (5.95) sporzadzono wykres rezonansowy przedstawiony
na rys. 5.24.
Cecha charakterystyczna tego wykresu, odrézniajaca go od dwdéch pozo-

statych jest to, ze dla w — oo mamy a = mypuad/k, co odpowiada ugieciu
statycznemu ukladu.

(5.95)

Przykiad 5.4

Cialo o masie m potaczone jest z jednej strony poprzez tlumik z ostoja, a z drugiej jest
wymuszane popizez sprezyne o sztywnosci k, ktérej koniec wykonuje ruch harmoniczny
Y» = beoswt. Czesto$é wymuszenia jest dwa razy wieksza od drgan wlasnych. Obliczyé
maksymalna reakcje w punkcie A. Dane: k =2-102 N/m, ¢ = 3-10% Ns/m, m = 20 kg,
b=2-10"2 m.

Réwnanie rézniczkowe uktadu ma postaé

mi + ¢ + kz = kxy , (5.96)
a po sprowadzeniu do postaci standardowej otrzymujemy
%+ 2h% + odz = qcoswt , (5.97)

gdzie:
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muz' plexe 2k
é
2h=g15
5
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Rys. 5.24. Wykres rezonansowy dla ukladu o jednym stopniu swobody z tlumieniem
wiskotycznym i wymuszeniu kinematycznym




5.1 Uklady o jednym stopniu swobody

"————P
oty ¥ y,=bcoswt

T
),

N

QAN
== o

Rys. 5.25. Schemat analizowanego ukladu

== 2_k =k
2h ) ag=—, 9= (5.98)

Ze wzoru na amplitude drgad (5.74) wynika, ze dla w = 2ap mamy

(5.99)

\/(ao 4ag) + 16h%ad m‘/_,/&us( «)’
Maksymalna reakcja w punkcie A jest rSwna maksymalnej sile thumienia okreflonej wzorem
Py = |e2maxl , (5.100)

co po uwzglednieniu zaleznoéci (5.99) prowadzi do wartoéci

Py =20 ia =3,79N. (5.101)
Maksymalna sifa reakcji w punkcie A wynosi 3,79 N.

5.1.5 Drgania parametryczne

W celu wprowadzenia w problematyke drgan parametrycznych rozpatrzmy male
drganie ukladu przedstawionego na rys. 5.26. W odlegtosci ! od osi obrotu
znajduje sie cialo o masie m zamocowane w bezmasowym pudle za pomoca
dwdch sprezyn (kazda o sztywnodci k).
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.

Rys. 5.26. Drganie parametryczne z wymuszeniem M(t)
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5.1 Uktady o jednym stopniu swobody

Podczas wahan cialo o masie m przemieszcza sie wzdtuz prowadnic i jego
masowy moment bezwladnosci wzgledem punktu 0 ulega zmianie. Przy wypro-
wadzaniu réwnania ruchu skorzystamy z twierdzenia, ze pochodna kretu ukladu
w czasie jest rowna sumie momentéw sit dzialajacych na uklad, czyli

d(Byp) _ ‘
R ZM . (5.102)

Niech ruch masy w prowadnicach bedzie opisany funkcja a sinwt, wéwczas
masowy moment bezwladno$ci wzgledem punktu O wynosi

B =m(l + asinwt)?. (5.103)
Poniewaz lewa strona réwnania (5.102) opisana jest wzorcm
d
&(B“") = Bp+ %?-zp = m(l + asinwt)’p
+ 2m(ly + asinwt)awe coswt . (5.104)

Moment sit pochodzi od sily ciezkosci i od zewnetrznego momentu M(t). Wobec
tego

Y M; = —mg(l + asinwt) sinp + M(t) (5.105)

i po przyjeciu siny = p z réwnania (5.102) otrzymujemy

¢+ P(t)¢ + Q(t)p = R(t) , (5.106)
gdzie:
_ 2awcoswt _ g
P(t) = Ttesmor OO =1Toamer (5.107)
R(t) = M(t)

m(l + asinwt)? ’

Dalej rozwazaé bedziemy réwnanie (5.106). Wprowadzimy nowa zmienna,
y(t) zdefiniowana przez

(t) = y(t) exp [—% / P(r)dr]. (5.108)
1o
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Z réwnania (5.108) otrzymujemy

(- 5Py) exp [—% i P(r)dr] ,
t

1 1}
p = (ii - %Pg’/ - %Py + ZP’y) exp [—EZP(T)dT] . (5.109)

w(t)

co po podstawieniu do réwnania (5.106) prowadzi do usuniecia czlonu z pierwsza
pochodna ¢ i otrzymania réwnania

j+pt)y=r(t), (5.110)
gdzie:

p(t)=Q - %Pz - %P, r(t) = Rexp [-;—/P(‘r)d‘r] . (5-111)
1

Jedli p(t) = p(t+T), gdzie T jest okresem zmian wspéiczynnika p, to réwna-
nie (5.110) nazywaé bedziemy réwnaniem Hilla.

Rozpatrzmy przypadek r(t) = 0. Niech y;(¢) i y2(2) beda rozwiazaniami
réwnania (5.110). Wybieramy rozwiazanie tak, aby spelnialo ono nastepujace
warunki poczatkowe

yl(o) =1, gl(o) =0, (5'112)
wu(©) = 0, ¢w0O)=1.

Jesli y;(t) i ya(t) sa niezaleznymi rozwiazaniami, to réwniez y; (¢ +T) i y2(t+
T) sa niezaleznymi rozwigzaniami. Te ostatnie mozemy wyrazié jako liniowe
kombinacje dwéch pierwszych tj.

n(t+T) = oun(t) +punlt), (5.113)
nit+T) = pan(t) +enwn(t) .

Wéwczas po uwzglednieniu (5.112) mamy

n(T) = ¢, H(T) =12, (5.114)
W) = ¢en, B(T)=vu-

Z réwnania (5.110) otrzymujemy
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n+p)yi =0, Ha+p(t)y=0, (5.115)

a nastepnie mnozac pierwsze réwnanie (5.115) przez —y;, a drugie przez y, i
dodajac do siebie otrzymujemy

fan —he =0, (5.116)
co po scatkowaniu prowadzi do réwnania
h—hp=C. (5.117)

Podstawiajac w miejsce zmiennej niezaleznej 0 i T z réwnania (5.117) otrzy-
mujemy

52(T)wi(T) = 6:(T)3(T) = 52(0)91(0) — 9:(0)y,(0) , (5.118)
co po uwzglednieniu (5.112) i (5.114) prowadzi do réwnania

pupu = pupn =1. (5.119)
Poniewaz
n(t+7T)=pn(t), y(t+7T)=ppn(), (5.120)

to po uwzglednieniu powyzszych réwnoéci w réwnaniu (5.113) otrzymujemy
réwnanie charakterystyczne

fu—Hp ¥ =0, (5.121)
L2 Pr—p

lub w postaci rozwinietej

1 — p(pn + ¢n) + pupu — Ppa =0. (5.122)
Pierwiastki réwnania (5.122) nazywamy multiplikatorami i wynosza one
ma=axval—1, (5.123)
gdzie:
1
a=Z(pn +yn). (5.124)

Obydwa multiplikatory sa albo rzeczywiste albo zespolone sprzezone. Ich
zalezno$é od parametru a przedstawia rys. 5.27.
Z réwnania (5.123) wynika, ze dla dowolnej wartosci & mamy
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Rys. 5.27. Wykres zaleznosci wartodci multiplikatoréw od parametru o
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5.1 Ukiady o jednym stopniu swobody

Birjga = 1. (5.125)

W przedziale [a| < 1 multiplikator u jest wielkoscia zespolona o module réwnym
jednoéci i zapiszemy go w postaci

a2 = exp(:!:i)\,,T) , (5.126)
gdzie 0 < |A| < 1.
W przedziale ja] > 1 mnozniki p s rzeczywiste i moga by¢ przedstawionce
jako
w2 = texp(£AgT) , (5.127)

gdzie A\g przyjmuje wartosci 0 < Aj < oo.

Dlaa=1mamy g, = g = 1, oraz dla a = —1 mamy u, = g, = -1.
Dla p = 1 lub u = —1 rozwiazanie jest okresowe i w pierwszym przypadku ma
postaé

y(t+T)=y(t), (5.128)
natomiast w drugim
y(t+2T) = -yt +T) =y(t), (5.129)

co oznacza odpowiednio rozwiazanie o okresie T' i rozwiazanie o okresie 2T'.
Jedli u > 1 (czyli dla |a] > 1) to rozwiazanie y(t) wzrasta nieograniczenie ze
wzrostem czasu i jest ono niestabilne. Stabilne rozwiazanie pojawia sie dla
# <1, a na granicy miedzy stabilnym i niestabilnym rozwiazaniem pojawia sie
rozwiazanie okresowe (dla |u| = 1, co odpowiada |a| = 1).

Wprowadzajac nowq funkcje ®(¢) taka, ze

y(t) = O(t) exp(At) = &(t) exp(Ag + iA,), (5.130)
obliczamy
yt+T) = O +T)exp(A(t +T)) = y(t) exp(AT) =

d(t) exp(At) exp(AT). (5.131)

Po przyréwnaniu drugiej i ostatniej czesci réwnosc wyrazenia
(5-131) otrzymujemy, ze (¢t + T) = B(t), czyli ze funkcja P(t) jest okresowa o
okresie T'.

Poniewaz funkcja y(—t) jest takze rozwiazaniem, wiec kompletne rozwiaza-
nie réwnania Hilla ma postaé
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() = C1 exp(A)B(t) + Cp exp(=At)B(—t), (5.132)

gdzie C; i C;, sa stalymi okreslonymi przez warunki poczatkowe.

Jak widaé rozwiazanie to jest zawsze niestabilne, jesli tylko A nie jest wielko-
§cia czysto urojona. Dla wartoéci g = 0 i g = i réwnanie (5.132) nie jest
rozwiazaniem réwnania Hilla (stwierdzenie to wynika z analizy réwnania cha-

rakterystycznego).
Dla p = 1(A = 0) rozwiazanie réwnania Hilla ma postaé
y(t) = C101(t) + CatDy(t), (5.133)
natomiast dla y = —1(A = i) rozwiazaniem jest
y(t) = Cy exp(it) @, (t) + Catexp(it)P,(t), (5.134)

przy czym ®(t) = ®,(t + 2T') oraz P,(t) = ®2(t + T). Obydwa rozwiazania
opisane réwnaniami (5.133) i (5.134) sa niestabilne.

Podsumowujac powyisza analize nalezy podkre§lié¢, ze rozwiazania okresowe
pojawiaja sie na granicy utraty statecznosci. Znalezienie rozwiazan okresowych
o okresie T i okresie 2T wyznacza granice utraty statecznoéci (punkty p = a =1
i g =a=-1zrys. 5.27 wyznaczaja granice statecznosci).

Obecnie zajmiemy si¢ dwoma szczegélnymi przypadkami réwnania Hilla.
Najpierw oméwimy tzw. réwnanie Meissnera. Bedziemy dalej rozwazaé réwna-
nie

jg+pt)y=0, (5.135)

przy czym p(t) ma forme przedstawiona na rys. 5.28.
Réwnanie ruchu ma postaé

fata’y,=0, dla0<t-mT<Ti, (5.136)
G+ by=0, dlaTi<t—-mT<T, (5.137)
gdziem =0, 1,2,.... Rozwiazanie ogdlue réwnania (5.136) mozna zapisaé jako
Yo = Ccosat + CPsinat . (5.138)

Wobec tego rozwiazaniem (5.136) jest

[ ¥ ) _ cosat sinat c
Xt = (ga ) - [ —asinat acosat] ( co |- (5.139)
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;

p(t)

azL——q_ e——

b2_ ....... RS Y Y o —— _

Rys. 5.28. Zmiany okresowe wspélczynnika p(t) (réwnanie Meissnera)
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W podobny sposdb otrzymujemy dla réwnania (5.137), ze

3 cosbt sinbt C,f])

= ( (/) ) - [ —bsin bt bcosbt] ( c® ) (5.140)
Dla t = T} mamy warunek

(X0} = (- (5.141)

Niech {y1(t)} oznacza pierwsze rozwiazanie ogdlne przy warunkach poczat-
kowych {©1(0)} = col (1;0). Z réwnania (5.139) otrzymujemy

G- ()
i stad

( o ) - ( 5)- (5.143)
Podstawiajac (5.143) do (5.139) obliczamy

{pu(t)} = ( cosat ) . (5.144)

—asinat
Warunek (5.141) otrzymuje postaé

{p1a(T1)} = {pus(Th)}. (5.145)
Wobec tego z réwnania (5.144) i réwnania (5.140) otrzymujemy

cosali | cosbTy; sinbTy c® (5.146)
—asinaT} |~ | —bsinbTy beosdTi [\ c® J° '
a po rozwiazaniu ktérego mamy

O\ _ 1[ beosbTy —sinbT cosal) (5.147)
C£2) T b| bsinbTy cosbT) —asinaly /- .

Biorac pod uwage réwnanie (5.140) i réwnanie (5.147) znajdujemy

_ cosaTjcosb(t — 1) — § sinaTj sin b(t — T1) .
{on(t)} = ( —beosaTysinb(t — T)) —asinaTycosb(t ~T\) |° (5.148)
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5.1 Ukiady o jeduym stopniu swobody

W podobny sposéb mozemy przeprowadzi¢ operacje dla drugiego niezalezne-
go rozwiazania {(,(t)} z warunkami poczatkowymi {©,(0)} = col (0;1). Otrzy-

mujemy
% sinat
{‘P%(t)} = ( cosaT ) )
_( LsinaTicosb(t — T}) + } cos aTy sinb(t — T})
len(t)} = ( ;} sinaTsinb(t — T1) + cosaTicosb(t — Ty) }° (5.149)

Rozwiazanie na koficu okresu T' moze byé wyrazone poprzez macierz

[@.] = ({£n(D)}, {0(T)}) (5.150)
Z réwnan (5.148), (5.149) oraz (5.124) otrzymujemy

a= % [2 cosaT) cos (T — Th) — (% + 3) sin aT) sin b(T — T,)] . (5.151)

Jak wiadomo z wczeéniejszych rozwazai, na granicy stateczno$ci mamy a =
+1, czyli

2 cosaT) cosb(T - T) — (;— + {-) sinaTy sinb(T ~ T}) = £2. (5.152)
Réwnanie powyzsze zawiera trzy wazne parametry: aT', aT}, b/a. Réwna-
nie (5.152) mozna réwniez traktowaé jako réwnanie powierzchni w tréjwymia-
rowej przestrzeni parametréw, ktora oddziela przestrzen parametréw odpowia-
dajacych rozwiazaniom statecznym i niestatecznym.
Dla uproszczenia dalszej analizy przyjmiemy b = 0. Z réwnania (5.152)
otrzymujemy

2cosal) — (aT — aT)) sinaT) = £2, (5.153)
poniewaz

i 2T =T _ (5.154)

b0 b

Z (5.153) otrzymujemy krzywa bedaca granica utraty statecznosci w ptaszczyz-
nie aT}, aT o postaci

__ 2(cosaTh £1)
- sinal}

aT aTy . (5.155)
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5. Uklady drgajace liniowe

Réwnanie (5.155) spelnione jest dla
aT)=nx, n=1,23... (5.156)

i réwnanie (5.156) wyznacza granice utraty statecznosci. Wyniki powyzszej
analizy wraz zaznaczeniem obszardw stateczno$ci przedstawiono na rys. 5.29.

31r §\ §b ;

Rys. 5.29. Granice statecznosci dla réwnania Meissnera dla przypadku szczegélnegu
b = 0 (obszary stateczne s zakreskowane)

W celu ustalenia, ktére z obszaréw na rys. 5.29 sa stateczne, wybieramy
dowolny punkt z danego obszaru i obliczamy wartoéé a.
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5.1 Uklady o jednym stopniu swobody

Drugim szczegdlnym przypadkiem réwnania Hilla jest rownanie Mathieu o
postaci

g+ (XN +v"cosfit)y =0. (5.157)
Wprowadzajac wielko$ci
A=X/08, y=47/07, (5.158)

obszary niestateczno$ci w plaszczyznie A i vy zostaly wyznaczone dla réwnania
Mathieu po raz pierwszy przez Ince i Strutta (rys. 5.30).

LN\

xu\) .

Prali o

/u",s/ ‘ //

AW\ \ -
/1

Rys. 5.30. Wykres Ince-Strutta — obszary stateczne zostaly zakreskowane

Krzywe graniczne w poblizu osi A mozna wyznaczyé przy pomocy metody
perturbacyjnej.
Szczegélnym przypadkiem réwnania Mathieu (dla v = 0) jest réwnanie
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5. Uktady drgajace liniowe

§+Xy=0. (5.159)

Latwo zauwazyé, ze dla A* < 0 (i A < 0) rozwiazania réwnania (5.159) sa niesta-
teczne. Ciekawym zjawiskiem jest fakt, ze pojawienie si¢ ¥ (czyli wzbudzenia
parametrycznego) powoduje pojawienie si¢ obszaru statecznego. Mozna wiec
wyciagnat wniosek, ze za pomoca wzbudzenia parametrycznego mozna réwniez
stabilizowaé ruch.

W technice bardzo wazna role odgrywa przypadek A > 0. Najbardziej nie-
bezpieczny jest przypadek A = 1/4.

Rozpatrzmy obecnie wplyw liniowego tlumienia na obszary utraty state-
czno$ci. W tym celu dokonajmy analizy réwnania

W+ Paw+ Q(t)w =0. (5.160)
Réwnanie to moze by¢ otrzymane z réwnania (5.106) po przyjeciu w = ¢ i
P(t) = Py = const. Dalej mozemy dokonaé podstawienia w sposéb analogiczny

do (5.108) i nastepnie pozbyé si¢ czlonu z pierwszg pochodna. Postapimy tu
jednak inaczej. Réwnanie (5.160) zapiszemy w postaci

( z ) = [A(#)] ( 'w" ) , (5.161)

gdzie:
[A@®)] = [ _Q(t()’ _ Pi } . (5.162)

Slad macierzy Sp [A(t)] = — P, = const i wedlug Liouville’a mamy
det [B(2,2o)] = det [B(to, o)) exp L]Sp [A(T)] dr] , (5.163)

gdzie &(t) wyprowadzono we wzorze (5.130).
Jedli przyjmiemy

det [B(to + T, tp)] = det [3.], (5.164)
to zgodnie z (5.163) otrzymujemy
det [3.] = det [ Pu 2| _ o-RT (5.165)
Yn ¥n
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5.1 Uklady o jednym stopniu swobody

a stad
PuPn — Prapn = e T, (5.166)
Réwnanie charakterystyczne ma postaé
det ([2,] — p[I]) =0, (5.167)

2z ktdrego otrzymujemy

ma=ax \/02 — (1122 — p12¢m), (5.168)

gdzie:

1
a=3(pu+yn). (5.169)

Uwzgledniajac w (5.168) réwnanie (5.166) otrzymujemy

ma=at/a? —exp(-PT). (5.170)

Z réwnania (5.170) wynika, ze jesli |a] < exp (=3T), to pierwiastki 1, i
sg zespolone sprzezone. Ponadto z (5.170) wynika, ze

-RT
Iml=luzl=exp( 2° ) <1. (5.171)

Z powyzszych rozwazah wynika, ze multiplikatory charakterystyczne leza
wewnatrz okregu jednostkowego plaszczyzny zespolonej Im g, Re p, co przed-
stawia rys. 5.31.

Rozwiazania odpowiadajace y; i p, sa asymptotycznie stabilne.

Drugim przypadkiem do rozpatrzenia jest a nalezace do przedziatu

= 1
e <a| < S [1+e BT (5.172)
W tym przypadku multiplikatory charakterystyczne beda rzeczywiste i beda

one leze¢ wewnatrz okregu jednostkowego.
Wreszcie w ostatnim przypadku tj. dla

lee| > % [1 + e‘P"T] (5.173)
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5. Uklady drgajace liniowe

Imp A
bez thumienia
- <
”

N\ Z thumieniem

Ve
/

/ [ \ Reu

Rys. 5.31. Polozenie multiplikatoréw charakterystycznych w ukladzie parametrycznym
z tlumieniem i bez tlumienia
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5.1 Uklady o jednym stopniu swobody

bezwzgledna warto$é jednego z multiplikator6w przekracza 1, tzn. ze odpowia-
dajace mu rozwiazanie narasta w czasie. Warto dodad, ze w tym przypadku
pomimo istniejacego dodatniego tlumienia, uklad jest niestateczny. Ten wynik
nie moze by¢ otrzymany, gdy w réwnaniu (5.160) Q(t) = Qy = const.

Rozpatrzmy obecnie uogéinione réwnanie Mathieu zawierajace czton z linio-
wym tlumieniem o postaci

§+ P+ (A +4' cos)y=0. (5.174)

Zagadnienie to zostalo w pelni rozwigzane przez Kotowskiego, a wyniki jego
obliczer podane zostaly na rys. 5.32.

Z rysunku widaé, ze ze wzrostem thumienia zwiekszaja si¢ obszary sta-
tecznodci. Ze wzrostem A pojawiaja sie kolejne obszary utraty statecznosci,
ktdre sa coraz wezsze i maja mniejsze znaczenie w technice.

Przykiad 5.5

Wirnik o przekroju prostokatnym b x h i dlugoséci £ obraca sie z predkoscia w. W polowie
jego dlugoéci znajduje sie masa m mogaca wykonywaé ruch tylko w kierunku osi y (patrz
rys. 5.33). Podczas ruchu w tym kierunku na mase dziala sila sprezystosci i tumienia
pochodzaca od dwéch sprezyn i tHumikéw. Zbadaé stateczno$€ ruchu wirnika (mase wirnika
pominac). Dane: m =5 kg, kg = 2- 103 N/m, w =200 rds !, 56=0,005m, £ =1 m,
h=0,01 m, ¢ =100 Nsm™!, E =2,1-10" Nm~2.

Obierzmy ukiad wspéirzednych =, y; sztywno zwiazany z obracajacym sie wirnikiem
(rys. 5.33).

Zwiazek miedzy wspéirzednymi wyrazi sie zaleznodcia:

z = z1 coswt — ¥, sin wt, (5.175)
y = Yy coswt + y; sinwt. (5.176)

Moment bezwladnosci przekroju walu wzgledem osi z wynosi
I = / y*dF., (5.177)
F

co po uwzglednieniu (5.176) prowadzi do réwnania

I. =cos2wt/yde+sin2wt/z"l’dF‘+2sin2wt/z1yldF. (5.178)
F F

Oznaczajac
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5.1 Uklady o jednym stopniu swobody
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Rys. 5.33. Schemat drgai wirnika o przekroju prostokatnym z masa skupiona m w
jego srodku dlugosci
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5. Uklady drgajace liniowe

ERE

Rys. 5.34. Schemat obliczeniowy do rys. 5.33
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5.1 Uklady o jednym stopniu swobody

= / dF, I, = f AdF oraz I, = / ziydF =0, (5.179)
F F

z réwnania (5.178) otrzymujemy

L, + 1, +I,,, — Iy,

L==5 2

cos 2wt. (5.180)

Dla polozenia wirnika okreslonego katem a sztywno$é wynosi

48EI,,

k= =32, (a=0), (5.181)
48E], T
ky =—p% (x=3) (5.182)

Réwnanie drgari ciala o masie m przyjmuje postaé

mﬁ+cﬂ+(ko+k";rk”‘ +k";k"‘ cos2wt)y=0- (5.183)

W celu przeksztalcenia go do réwnania (5.174) podstawiamy

7=t (5.184)
i otrzymujemy
__¢ _ ke knthy _ ez —ky
P = 2wim’ A= ame? T 8ma? T 8mw? (5.185)

Po podstawieniu parametréw liczbowych otrzymujemy

L, = 42:10%m*, [, =1-10""m*
ks, 4233,6 Nm™?,  k,, =1008 Nm™?

oraz Py = 0,00025, A = 0,00578, v = 0,002. Z rys. 5.32 wynika, ze punkt o powyzszych
wspétrzednych znajduje si¢ w obszarze rozwiazai statecznych, zatem ruch wirnika jest w
rozpatrywanym przypadku stateczny.
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5. Uklady liniowe

5.2 Uklady o dwéch stopniach swobody

5.2.1 Drgania wiasne

Podstawowe wtasnoséci drgai ukiadéw o dwéch stopniach swobody rozpatrzone
zostana na przykladzie ukladu przedstawionego na rys. 5.35. Z matematycz-
nego punktu widzenia przedstawiona metoda postgpowania bedzie podobna i
dla innych ukladéw mechanicznych schematycznie przedstawionych na rys. 5.35
b, c.

Dwa ciala z rys. 5.35 a) wykonuja tylko ruchy postepowe, natomiast dwa
dyski przedstwione narys. 5.35 b) o masowych momentach bezwtadnoéci B, i B,
wykonuja tylko drgania skretne, przy czym role sprezyn pracujacych na skreca-
nia odgrywaja bezmasowe cze¢éci waléw o sztywnosciach &, i k. Natomiast belka
podparta na sprezynach o sztywnosciach k, i k; ma mozliwo§é zaréwno ruchu
postepowego jak i obrotu (na rysunku dwie wspélrzedne uogdlnione mierzone
sa wzgledem $rodka masy S).

Réwnanie ruchu ukladu ma postaé:

mE = mg— ki(Tis + o) + k(@20 + 22— 71)

meE; = ag — ko(Trmes + T2 — T1) . (5.186)
Poniewaz

Ty = L’ﬂikl_m%’_)g_ ’ Tgsy = mTiQ ) (5.187)
to réwnania (5.186) prrzyjmuja postaé:

&1+ (af) + al)z1 —al,m = 0,

By — 0Byt +adyzy = 0, (5.188)

gdzie

:1_22 = ap, :1_21 = aj, kln:kz =af) +ad, . (5.189)

Rozwiazan ukladu (5.188) poszukujemy w postaci:

zy = Acos(at + ) , z3 = B cos(at + 3) , (5.190)
co dla niezerowych A i B prowadzi do réwnania charakterystycznego

o — (b + ok, +al)a + adad, = 0. (5.191)
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5. Uklady liniowe

Powyzsze réwnanie czestosci pozwala na wyznaczenie czestosei o) i oy ze
wzoru:

1 1
aiz=zlal +ap +af) + \/ (el + ok +oh)? - ahiad; . (5.192)

Dla kazdej z czestosci obliczamy stosunki okre§lajace postacie ukladu w czasie
drgan odpowiednio z czestodcia o) 1 a;

2 32 a2
_—-—_A = ———1’—-—)\ <0. (5.193
(al) ps 1>0, A, (cx2) o) — ol 2 ( )
Dwie gbwne postacxe drgan opisane sg wzorami:
) = Ajcos(ast+8), 25 = A\ A cos(ant + By)
z(lz) = Azcos{agt + ), a:gz) = A2 Az cos(aat + ) , (5.194)

przy czym okresy drgaf odpowiadajace czesto$ciom a; i az wynosza: T, =
27!‘/(1], Tz = 21I’/C¥2.

Przy pierwszej postaci drgan oba ciala poruszaja si¢ w ta sama strone i w
fazie, natomiast podczas drgafd z drugg postacia gléwna poruszaja si¢ one w
kierunkach przeciwnych (przesuniecie fazowe wynosi 7). Przedstwiono to na
rys. 5.36.

Oczywiscie drgania z gléwnymi postaciami drgarh sa mozliwe, ale musza by¢
one zadane z pewnymi szczeg6lnymi warunkami poczatkowymi. W ogéinym
przypadku drgania sa ich kombinacja liniows i opisane sa réwnaniami:

Ty = (1) + $(2) A COS(Cnt + ﬂl) + A; cos(a; + ﬂz)
T, = (1) + 2:( ) — ’\lAl cos(alt + ﬂ]) + AzAz COS(azt + 32) (5195)

Stale Ay, A;, B, i B; wyznaczane sa z warunkow poczatkowych. Drgania wy-
padkowe (jako wyniki zlozenia dwéch postaci gléwnych) w odréznieniu od nich
nie musza byé okresowe. Zachodzi to wéwczas, gdy czestodci oy /oy # k/l, gdzie
k il sa liczbami naturalnymi.

5.2.2 Drgania swobodne (z ttumieniem)

Rozpatrzmy drgania ukladu z rys. 5.35 b), gdzie dodatkowo uwzgledniono
ttumienie proporcjonalne do predkosci bezwzglednej lub wzglednej (rys. 5.37).

Na powyzszym rysunku wprowadzone zostaly trzy thumiki thumiace drga-
nia skretne. Dwa z nich reprezentuja momenty tlumienia proporcjonalne do
predkoéci bezwzglednych:
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5.2 Ukiady o dwéch stopniach swobody

MY =i, i=12, (5.196)
a trzeci do predkosci katowej wzgledne;j:
My = c(p2 — 1) - (5.197)

Przyjete uproszczenie sil rzeczywistych tlumiacych jako proporcjonalnych do
predkosci (wzglednej lub bezwzglednej) nie zawsze jest jednak mozliwe.
Réwnania ruchu tego ukladu (dla ¢ = 0) maja postaé:

Bipy = —kipi +ka(p2 — 1) —cipr
Byps = —kip2s— 1) — 22 - (5.198)

Rozwiazad szczegdlnych ukladu (5.198) poszukujemy o postaci:

Y= Aerf ’

¢2 = Be', (5.199)
gdzie r jest liczba zespolona. Po podstawieniu (5.199) do (5.198) otrzymujemy

[B|1‘2 +cr + kl + kz] - sz = 0 ,
—sz + [B-,r’ + cyr + kg]B = 0 (5.200)

i réwnanie czesto$ci ma postaé:
(Bir’ +air + ki + k) (Bor® + ear + kg) — K = 0. (5.201)

Mozna spodziew¢ sie, ze dla malego tlumienia pierwiastkami réwnania cha-
rakterystycznego (5.201) sa liczby zespolone parami sprzezone o czedciach rze-
czywistych ujemnych. Gdyby chociaz jeden z nich posiadal cze$é¢ rzeczywista
dodatnia, to drgania by narastaly. Pierwiastki te maja postaé:

T2 = _hli.'.l‘a],
e = —htia, (5.202)

gdzie v i oy s3 czestoéciami drgani wlasnych tego ukladu (drgan bez ttumienia).
Réwniez i w tym przypadku na podstawie réwnaf (5.200) mozna dla kazdego
z pierwiastkéw r; (i = 1,2, 3,4) wyznaczy¢ stosunki A;/B;(r;). Poniewaz kom-
binacje rozwiazaii (5.202) tez sa rozwiazaniami, to mozna wybraé cztery na-
stepujace niezalezne rozwiazania rzeczywiste: e~™*cos a,t, e M*sin i,
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e~ cos apt, e Mt sin ayt. Charakteryzuja one postacie gléwne drgan z tlumie-
niem. Rozwiazania ogélne przyjmuja postac:

¢ = e ™A cosayt + Azsinagt) + e M (A3 cos ant + Agsinagt)
w2 = e MYB,cosat+ B;sina;t) + e " (B; cos azt + B, sin a;t)5.203)

Z warunkéw poczatkowych: ¢;(tg) = i, ¥i(t) = ¥w, wyznaczamy cztery
niewiadome (pozostate cztery znajdujemy z réwnas (5.200)).

Zachecamy Czytelnika do napisania réwnari ruchu dla uktadu z rys. 5.37
dla ¢ # 0, jak réwniez do wykonania obliczen szczegétowych po przyjeciu para-
metrdéw liczbowych.

5.2.3 Drgania wymuszone

Rozpatrzmy nastepujacy problem czesto spotykany w technice. Maszyna wir-
nikowa o masie m, jest usadowiona na konstrukcji podpierajacej o sztywnosci
k;. Wirnik obraca si¢ z pewnym niewywazeniem e, co powoduje powstanie sity
odérodkowej o amplitudzie P, = ew? (gdzie w jest czestoécia obrotéw wirnika)
oddzialujacej na podparcie. W celu zmniejszenia tych oddzialywan stosuje sie
tzw. tlumik dynamiczny, skladajacy sie z masy mg, sztywnoéci k; i tlumie-
nia ¢; tak dobranych, aby realizowaé zerowe lub minimalne amplitudy drgan
podparcia (rys. 5.38).
Réwnania ruchu ukiadu modelowego z rys. 5.38 b) podano ponizej:

mE, = —kizy+ ko(x — 1) + ¢z — ) + P sinwt
"’lq:'t.z = —kz(xz - :L‘)) - c(i‘z - 221) . (5204)

W ukladzie (5.204) pojawiaja sie¢ drgania swobodne oraz drgania wymuszone
okresowe o czestosci wymuszenia w. Poniewaz pierwsze z nich po pewnym czasie
wygasna (wskutek istniejacego ttumienia), to mozna w przypadku analizy drgai
ustalonych ograniczy¢ sie jedynie do rozwiazania szczegilnego:

zy = Asinwt+ B, coswt = aysin(wt + ),
2, = Azsinwt+ Bycoswt = apsin(wt+ ;) . (5.205)

Po podstawieniu (5.205) do (5.204) i przyréwnaniu wyrazéw stojacych przy
sinwt i coswt otrzymujemy uklad czterech réwnaid do wyznaczenia czterech
niewiadomych A;, B; (i = 1,2). Amplitudy drgad a; oraz katy przesunieé
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5. Uklady liniowe

fazowych B; (i = 1,2) na podstawie (5.204) wynosza:

& = A} +B},

B
tgh; = =, i=1,2. (5.206)
A;
Po wyliczeniach otrzymujemy:
== ( (ke = ) 4 cae” )112 (5.207)
= [(kl + kg — mlwz)(kz - mng) - k;‘:]2 + (ng[kl - (m1 + mg)u.v’]’ A
Po wprowadzeniu oznaczen:
ay ay 2 ky 9 ky
v = —=—k, =— a;=—
zq Py my 2 2
éd = Zn_z s Cla = 2maar; h= i (5208)
m, Cir
z réwnania (5.207) otrzymujemy:
) 12
2
1-(£) +282 “

{[-@[- @) -s@)} + o) - () ars]

Krzywe rezonansowe wyznaczone w oparciu o réwnanie (5.208) przedsta-
wiono na rys. 5.39. Z rysunku tego widaé, ze wszystkie krzywe rezonansowe,
niezaleznie od tlumienia, przecinaja si¢ w dwéch punktach S i T. Oznacza to, e
istnieja dwie dyskretne wartoéci czestoéci wymuszeth w (odcigte punktéw S i T°),
dla ktérych amplitudy drgaf pomimo zmian wspélczynnika tlumienia ¢ pozo-
staja bez zmian (zaleca sie Czytelnikowi wyznaczenie rzednych tych punktéw).

Bardzo duze tlumienie (h = co) odpowiada potaczeniu sztywnemu obu mas,
czyli masie m = m; +m, zawieszonej na sprezynie o sztywnosci k) i wymuszanej
harmonicznie i warto$¢ amplitudy drgaf moze rosnaé do nieskoriczonosci.

Whprawdzie istnieje mozliwoéé catkowitego wygaszenia drgan, ale zachodzi to
tylko dla jednej wartoéci czestosci wymuszenia w = aq i dla thamienia c = 0. W
praktyce postepuje sie wiec inaczej. Parametry ukladu dobiera sie w ten sposéb,
aby styczne w punktach S i T byly poziome i aby punkty te miaty jednakowa
rzedna. Aby amplituda nie przekraczala rzednych tych punktéw tlumienie ¢
dobiera si¢ w ten sposéb, aby krzywa rezonansowa osiagala maksimum w jednym
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5.2 Ukiady o dwdch stopniach swobody
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Rys. 5.39. Wykres rezonansowy otrzymany na podstawie r()wnzm)a (5.209) dla stalych

wartodci mg/m; i azfay
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5. Uklady liniowe

z nich. Catkowita eliminacja drgaft w szerokim zakresie zmian czestosci jest
jednak niemozliwa.

Przedstawiona analiza dotyczy drgai ukladéw o dwéch stopniach swobody
z thimieniem. Otrzymane zalezno$ci cobowiazuja réwniez dla ukiadu bez ttumie-
nia, jedli przyja¢ ¢ = 0. W tym przypadku w dwéch punktach odpowiadajacych
czestoéci wymuszenia réwnej czesto$ciom drgad wiasaych, amplituda drgad
dazy do nieskoficzonosci.

Przyktad 5.6

Dla uktadu przedstawionego na rys. 5.40 ulozy€ réwnania matych drga dwéch belek sztyw-
nych o masach m; i mg, polaczonych poprzez sztywnosci k), k3 i tlumienie ¢ i wymuszanych
sila pochodzaca od niewywazonego wirnika silnika 0 masie catkowitej m3. Wirnik posiada
mase myg, niewywazenie ¢ i obraca sie z predkoscia katowa w. Pozostale dane zawiera
rysunek.

Jako wspéirzedne uogdlnione przyjmiemy katy i) i 2 zaznaczone na rysunku. Mo-
menty bezwladnosci B; diwigni wzgledem punktéw obrotu O; (i = 1, 2) wynosza odpowie-
dnio:

m 2 myl?
Bl=—?;—+maa'21 B = ;

(5.210)

Piszac réwnania momentéw sil wzgledem punktéw obrotu O; otrzymujemy (dla matych
drgad):

Bipr = —kia*(¢p1 — 1) — (1 — 2) + Poasinwt
Bxpy = —k1a* (w2 — 1) + kallpy — (g2 — 1), (5.211)

gdzie B jest sita odérodkowa o wartoéci Py = moew?.

5.3 Wprowadzenie do drgai o wielu stopniach swobody

Ogélna teoria drgan ukladéw liniowych bedzie przedstawiona w rozdziale na-
stepnym. W tym podrozdziale przedyskutowane zostana tylko nicktére zaga-
dnienia giéwnie uwypuklajace aspekty spotykane podczas modelowania w tech-
nice. W pewnym sensie metody stosowane przy analizie drgad ukladéw o dwéch
stopniach swobody moga by¢ uogdinione réwniez na ukiady o wielu stopniach
swobody.

Bogactwo i réznorodno$¢ ukladéw o wielu stopniach swobody wystepujacych
w technice uniemozliwia rozpatrzenie wszystkich potencjalnych przypadkéw. Z
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Rys. 5.41. Drgania skretne (2) i postgpowe (b) ukladu o czterech stopniach swobody
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5.3 Wprowadzenie do drgaii o wielu stopniach swobody

punktu widzenia rodzajéw drgaii mozna wyréznié uklady o drganiach skretnych,
postepowych (rys. 5.41 a, b) lub mieszanych tzn. skretnych i postepowych.

Na rys. 5.41 a) pokazane zostaly cztery cienkie tarcze mogace wykonywaé
ruchy obrotowe wzgledem osi watu, ktéry jest niewazki, a jego odcinki spelniaja
role sztywnofci skretnych. Uklady takie moga modelowal maszyny z duza
zmiennoécia momentu napedowego lub momentu oporu, ktéra jest przyczyna
wzbudzenia drgan skretnych np. maszyn elektrycznych, $rub okretowych, walow
korbowych silnikéw i sprezarek. Wprawdzie uktad korbowy np. silnika spalino-
wego jest znacznie bardziej skomplikowany od ukladu z rys. 5.41 a, to jednak
da si¢ zastgpié takim modelem.

Uklady o ruchu postepowym w kierunku poprzecznym do osi walu moga
byé modelowane ukiadami przedstawionymi na rys. 5.41 b. Tarcze lub inne
elementy maszynowe moga byé traktowane jako punkty matrialne, a jeéli ich ru-
chowi postepowemu towarzyszy obrét (uklady mieszane), to nalezy uwzglednié
te dodatkowe stopnie swobody. Dotyczy to zwlaszcza waléw z osadzonymi tar-
czami o duzej $rednicy. '

Rozpatrzmy bardziej szczegélowo uklad z rys. 5.41 a. Przyjmijmy wspélrzed-
ne uoggdlnione jako katy obrotu ¢; (i = 1,2,3,4) i w oparciu o drugs zasade dy-
namiki Newtona dla ruchu obrotowego otrzymujemy réwnania ruchu (moment
M; przyjmujemy jako dodatni, gdy jest on zgodny z zalozonym kierunkiem ;).
Réwnania malych drgad skretnych maja postaé:

B¢, = kilpz—w),

Bypy = —ki(p2 — 1) + ka(ps — ¥2)

Byps = —kay(ps — p2) + ka(ps — 3) , (5.212)
Bipy = —ks(ps—3).

Réwnania (5.212) opisuja drgania wlasne skretne ukladu o czterech stop-
niach swobody. Postepujac analogicznie jak w przypadku dyskutowanym w
podrozdziale 5.2.1 bedziemy poszukiwaé rozwiazad o postaci:

p; = P;cosat , i=1,2,3,4 (5.213)

po podstawieniu do (5.212) otrzymuje sie réwnanie charakterystyczne:

ki - Bia® —k 0 0
k1 k) + ky — Byo? —k, 0 ~
0 —ks ky+ ks — Bya?  —k; | =0- (5214)
0 0 —ks3 k; — Bya?
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5. Uklady liniowe

Z réwnania (5.214) wyznaczamy cztery czesto$ci drgait wlasnych i nastepnie
cztery stosunki amplitud ®;, ktére okreélaja postaé drganh odpowiadajacg zna-
lezionej czestodci. W przypadku walu majacego swobode ruchu obrotowego
jednym z rozwiazan jest &« = 0. W praktyce pierwiastkdw réwnania charakte-
rystycznego poszukujemy za pomocg metod numerycznych.

W podobny sposéb mozemy dokonaé analizy drgad swobodnych z tlumie-
niem wiskotycznym (patrz podrozdziat 5.2.2).

Niech drgania takiego ukladu opisuje réwnanie

028 4 (048 4 (x40} = (o). (5.215)
Rozwiazat (5.215) bedziemy poszukiwaé o postaci
{g(t)} = {A)e", (5.216)

gdzie r jest liczba zespolona, oraz {A} jest wektorem zespolonym. Czesto ze-
spolone wartoéci » nazywamy wykladnikami charakterystycznymi, a wielkosci
+ir - czesto$ciami zespolonymi.

Po podstawieniu (5.216) do (5.215) otrzymujemy réwnanie charakterysty-
czne o postaci:

mur’ +enr +kn mpr? topr+ ke oo mpr? e + kg
2 2 ?
mar® +onr +kn mar®tenr+kan ... mar?+ cor + ko
: : . = 0.(5.217)
Mur? +eur +ky Mur? +cuur + ka2 oo Mgt 4 CanT + kg

Poniewaz wspétczynniki réwnania (5.217) sa rzeczywiste, to wykladniki cha-
rakterystyczne beda rzeczywiste lub zespolone parami sprzezone. Niech

Ty = —h+iag,
Thin = —hk—iak, k=1,2,...,n, (5.218)

gdzie h; jest wspélczynnikiem tlumienia (h; > 0), natomiast c; jest czestoscia
drgani (ax > 0). Przez analogie do rozwazad podrozdzialu 5.2.2 rozwigzan
rzeczywistych ukladu (5.215) mozemy poszukiwaé w nastepujacej formie:

gi(t) = 3 e (uy cos oyt + v sinaut) , (5.219)
=
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5.3 Wprowadzenie do drgar o wielu stopniach swobody

gdzie u; i vy wyznaczamy z warunkéw poczatkowych uwzgledniajac znajomosé
ich odpowiednich stosunkéw. Rozwiazania (5.219) maja charakter drganiowy
jesliax # 0. Dla hy =0 (k = 1,...,n) zagadnienie redukuje sie do analizy drgan
wiasnych. Jedli co najmniej jeden z pierwiastkéw posiada h; > 0, to drgania
narastaja w czasie. Na koniec jesli wszystkie w; = 0, to ruch ukladu nie ma
charakteru drganiowego. Oméwione wyzej mozliwe przypadki przedstawiono
na rys. 5.42.

Imr$

mm .
T iv. P
| .
' ? ‘* Qo 1%
: : i Rer
. i
) X : >
1 '
I . T o
1 -b 'lal o lak

R & 1

-lam

Rys. 5.42. Mozliwe polozenia na plaszczy?Znie zespolonej pierwiastkéw réwnania cha-
rakterystycznego

Przypadek, gdy para pierwiastkdéw przechodzi przez o$ urojona ze zmiang
pewnego wybranego parametru kontrolnego wiaze sie z tzw. bifurkacja Hopfa.
Ostatni przypadek, ktéry tu oméwimy, zwiazany jest z drganiami uktadéw
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5. Drgania liniowe

z tlumieniem i wymuszeniem harmonicznym ukladéw opisanych réwnaniami:

e ¢ (88 4 xi(g) = (Fycosur (5.220)
W tym przypadku rozwigzan mozemy poszukiwal w postaci
{a(t)} = {g.(t)} coswt + {g.(¢)} sinwt (5.221)

co po podstawieniu do (5.220) prowadzi do ukladu réwnai:

(1K1 - w*(M]) {g:} +wICHa:} = {F} ,
—w[CHg:} + (K] - *[M]) {g.} = {0} , - (5222)
stuzacych do wyznaczania poszukiwanych wartoéci {g.} i {g,}-

5.4 Podsumowanie i uwagi

W rozdziale tym w sposéb systematyczny dokonano analizy drgad liniowych
ukladu o jednym stopniu swobody. Omdwione zostaly drgania zachowawcze
i drgania swobodne 2z tlumieniem, nastepnie drgania wymuszone bez tlumie-
nia i z thamieniem, a na koficu drgania parametryczne. Poniewaz tematyce tej
po$wieconych jest wiele podrecznikéw, ksiazek czy skryptéw uczelnianych to
tematyka ta zostala potraktowana w sposéb wybidrczy. Przede wszystkim sta-
rano sie przedstawi¢ w sposéb jasny formalne matematyczne podejécie do tej
problematyki, czesto z towarzyszaca mozliwa interpretacja mechaniczna. Kazdy
podrozdziat zamyka przyklad obliczeniowy z mechaniki, pozwalajacy na glebsze
zrozumienie omawianego zagadnienia i jego interpretacje mechaniczna. Starano
sie ponadto cala problematyke ujaé w sposéb skrétowy jednak uwzgledniajacy
wszystkie jej aspekty. Miedzy innymi zwrécono uwage na interpretacje geome-
tryczna drgad, na stosowanie zasady superpozycji, na wymuszanie dynamiczne
i kinematyczne. W przypadku drgafi parametrycznych w spoéb pogladowy
oméwiono réwnanie Hilla, réwnanie Meissnera i réwnanie Mathieu uzupetnione
dyskusja dotyczaca granic utraty statecznoéci.

W ukladach o dwéch stopniach swobody rozpatrzono drgania wlasne, drga-
nia swobodne z tlumieniem oraz drgania wymuszone. Dodatkowo przedysku-
towane zostaly niektére problemy zwiazane z analiza drgafi ukladéw o wielu
stopniach swobody.
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Rozdzial 6

Uklady réwnan rézniczkowych liniowych —
wprowadzenie do ogdlnej teorii drgan

6.1 Uklady réwnan rézniczkowych jednorodnych — wia-
domosci podstawowe

Rozpatrzmy uklad réwnaid rézniczkowych o postaci

{9} = [Pl{y}, (6.1)
gdzie [P)] jest macierza o wymiarach n x n i wyrazach py;, gdzie k oznacza
numer wiersza, i oznacza numer kolumny, k =1,...,n,i=1,...,n, y jest n-

wymiarowym wektorem, a p;:(t) sa ciagtymi funkcjami w przedziale a <t < b.

Mozna dowie$é, iz uklad (6.1) posiada jedno rozwiazanie ogdlne dla zada-
nych warunkéw poczatkowych: y;(to) = yi, ..., yn(to) = yn, gdzie 37,....35 -
dowolne liczby.

Twierdzenie

Jesli mamy m rozwiazani ukladu (6.1) yi1,.-.,Ysn (pierwszy wskainik ozna-
cza numer rozwigzania, a drugi numer funkcji w tym rozwiazaniu), gdzie k =
1,...,n,toi

yl=zcuyvls I=1,...,n (62)

v=]

Jjest rozwigzaniem przy dowolnych statych C,,...,Cy,.

Koniecznym warunkiem liniowej niezaleznosci rozwiazaii jest aby wyznacz-
nik Wrotskiego



6. Ukiady réwnan rézniczkowych liniowych

Jyu .- Yin
w(t)=| : i [#0. (6.3)
Ynl -+ Ynn

Jesli W) =0, (a £ to < b)i ¢1,---+Yems k = 1,...,n s3 rozwiazaniami
(6.1), to rozwiazania sa liniowo zalezne.

Koniecznym i dostatecznym warunkiem na to, aby rozwiazania yy,. .., Yk,
k =1,...,n byly linijowo niezalezne jest by w dowolnym punkcie ¢, spelniony
by} warunek W(t,) # 0, wéwczas przy tym zalozeniu bedzie zachodzié réwniez
W(t) #0.

Pokazemy, ze uklad (6.1) ma n rozwiazat szczeg6lnych liniowo niezaleznych.
Na podstawie twierdzenia Picarda istnieje rozwiazanie ukladu (6.1) spelniajace
warunek y(t) — yx(to).

Wezmy n rozwiazan y(!),...,y™ i niech kazde z nich spelnia ponizsze wa-
runki poczatkowe:

vi(t) =9) wa(te) =13 ... yalto) =4
1 0 0
y? 0 1 - 0 (6.4)
y 0 0 .. 1
Wrosiskian
10 ...0
01...0
Wi(te) =| . =1. (6.5)
00 ...1

Rozwiazania te beds liniowo niezaleznymi dla a <t < b.

Istnieje nieskoriczenie wiele rozwigzan liniowo niezaleznych, dla ktérych W (t,) #

0.
Zbiér dowolnych liniowo niezaleznych rozwiazat yiy,..., ¥in, K = 1,...,0
nazywamy ukladem fundamentalnym rozwiazai.

Twierdzenie

Jesli rozwiazanie Yy, ..., Yin, kK = 1,...,n 53 liniowo niezalezne, to

yk=Znyyk, k=1,...,n (6.6)
=1
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6.1 Ukiady réwnaid rézniczkowych jednorodnych

jest rozwiazaniem ogdlnym.

Wzér Ostrogradskiego-Liouville'a
Policzmy pochodna wyznacznika Wrodskiego

. w1 oo Y . Yin
wey=>|: ...+ ..o (6.7)

k=1 Y1 --- gnk cor Yna

Podstawiajac fhe, - - . s Yuk do (6.1) mamy

Tie = Paynt ...+ Pkt ...+ De¥ia
: (6.8)
Unk = Petyn1 + -+ PekYnk + - - + Pinlnn -

Uwzgledniajac (6.8) w (6.7) mozna zauwazy¢, ze n-ta kolumna wyraza si¢
sumami (6.8). Otrzymany wyznacznik jest suma n wyznacznikéw, kolumny
ktérych tworza kolejne wyrazy prawych stron (6.8). Wszystkie takie wyznacz-
niki beda réwne zeru bo zawsze dwie kolumny s jednakowe z dokladnoscia do
statych wspdlczynnikéw, przez ktére jedna z nich jest pomnozona. Tylko jeden
z tych wyznacznikéw, a mianowicie, taki gdzie zamiast kolumny %k, ....¥nk
stoi kolumna piyik, - - - » Pre¥ns jest rézny od zera. Wobec tego wartosé takiego
wyznacznika wynosi py. - W(t).

Wracajac do (6.7) mamy

W) = gm(t)w(t) =W(t>ki_lpu(t). (6.9)
Z (6.9) mamy
gg) g () - (6.10)
Catkujac obie strony (6.10) otrzymujemy:
W(t) = Celo Tim Py 50 [ Tapute (6.11)
bo W(to) = C

Otrzymujemy wzdér Ostrogradskiego-Liouville’a, w ktérym wartosé W (t) nie
zalezy od wyboru rozwiazad y1,-.., ¥, K =1,...,n
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6. Uklady réwnatt rézniczkowych liniowych

6.2 Uklady réwnani rézniczkowych niejednorodnych

Rozpatrzmy uklad

n

e =Y Pu()ys + fu(t) = Le(y) + filt) . (6.12)

i=1

Funkcje pii(t) i fi(t) sa ciaglymi w preedziale a < ¢ < bi zgodnie z twierdzeniem
Picarda zapewniaja istnienie rozwigzania zadania Cauchy’ego przy dowolnych
skoriczonych wartosciach warunkéw poczatkowych yi(ta) = yf.

Twierdzenie
Niech § = (#i, - - -, §x) bedzie rozwiazaniem szczegéSlnyin ukiadu (6.12), tj.
y,,=L,,(37)+fk(t) N k= 1,...,1’1. (613)
Rozwiazanie ogéilne ukladu (6.12) ma postaé:
ve = ze(t) + G » k=1,...,n, (6.14)
gdzie: z = (2,(t),...,z,(t)) jest rozwiazaniem ogdlnym ukladu jednorodnego
odpowiadajacego (6.12).
Dowéd
Podstawiajac (6.14) do (6.12) otrzymujemy:
i‘,(t) + g.k(t) = L,,(z) + Lg(g) + fl,(t) , k=1,...,n. (6.15)
Uwzgledniajac (6.13) w (6.12) mamy:
z(t) = Li(2) (6.16)

c.nd
Rozwiazanie szczegdlne ukladu (6.12) mozna wyznaczy¢ metoda Lagrange’a,
jesli tylko mamy uklad fundamentalny rozwiazan ukladu jednorodnego odpo-
wiadajacy ukladowi (6.12).
Zal6zmy, ze dysponujemy ukladem (baza) fundamentalnych rozwiazan o po-
staci

Zity-eey%iny l=1,...,n. (6.17)

Wobec tego rozwiazaniem ogélnym (6.16) jest
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6.3 Uklady réwnat rézniczkowych liniowych o statych wspdlczynnikach

zk=ZC,z.,k. k=1,...,n,
»=1

Rézniczkujac (6.18) i po uwzglednieniu, ze 2, = Li(2) mamy:

ZC,i,k-sz(z), k=1,...,n.

v=1

Poszukajmy rozwiazad (6.12) o postaci

yk=zcu(t)zuk, k=1,...,n,

ve=]

gdzie Cy(¢t),...,Cn(t) sa nieznanymi funkcjami czasu.
Rézniczkujac (6.20) mamy:

gk=zcu(t)+zuk+zcv(t)‘évky k=1,"'an'
v=1 v=1

Podstawiajac (6.21) do (6.12) mamy:

iamm+iamm=mm+mu
v=1

v=1

Poniewaz zgodnie z (6.19) Li(z) = X", C.(t)2.k, to

w=]
iamm=ﬂm.

(6.18)

(6.19)

(6.20)

(6.21)

(6.22)

(6.23)

Poniewaz z1,...,21,, { = 1,...,n jest ukladem fundamentalnym, to wy-
znacznik gléwny ukladu (6.23) jest rézny od zera. Wobec tego z (6.23) znajdu-

jemy

Ck(t) = ‘I)k(t) ,k—‘—-‘ 1,....,‘"-.

(6.24)

6.3 Uklady réwnan rézniczkowych liniowych o stalych

wspélczynnikach

Rozpatrzmy uklad rownand o postaci:

gk=zpkiyi) k=1)"'1n)

(6.25)
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6. Ukiady réwnad rézniczkowych liniowych

gdzie p;; sa stalymi rzeczywistymi.
Bedziemy poszukiwaé rozwiazan o postaci:

Y = age™ k=1,...,n, (6.26)

gdzie a, i X sa stalymi rzeczywistymi.
Po podstawieniu (6.26) do (6.25) otrzymujemy:
(pn — Nay +puast ... +pintn =0
: (6.27)
pmigr1+ cor H(Pan—A)an =0.

Aby istnialo rozwiazanie niezerowe a,,...,a,, to wyznacznik gldwny ukiadu
(6.26) musi byé réwny zeru, czyli

Mmi—A ... Pin
D) = : : =0. (6.28)
Pn1 oo Pnn— ’\

Wobec tego A musi byé waroécia wlasna macierzy

Mm—A ... Pin
P= : : . (6.29)
Pat  +ev Pan—A
Jesli Ag, ..., A, saroznymi miedzy soba i rzeczywistymi pierwiastkami réwna-

nia (6.28), to z réwnari (6.26) mozna wyznaczy¢ stale ay, ..., a,.
Dla takich pierwiastkéw otrzymamy n rozwiazar:

y(l) _ (agl)em, agl)e»\,t, .., a’(‘I) eA.f) ,
y(z) — ( a$2)e¢\zt’ agz)e,\,t, e, as‘z) e*") ,

: (6.30)
y™ = (a(l")e’\"t, ag")e""’, . af"‘)e""*) .

Mozna dowieéé, ze rozwiazania te sa liniowo niezalezne. Rozwiazanie ogéilne
ukladu (6.25) ma postaé

n=3 CaleM, k=1,..,n. (6.31)
v=1
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Uwaga: Jesli A jest pierwiastkiem charakterystycznym wielokrotnym jedno-
rodnego liniowego réwnania n-tego rzedu ze stalymi wspélczynnikami, to mozna
przewidzieé jego postaé rozwigzania.

W przypadku ukladu (6.25) nie mozna tego zrobié. Zalezy to bowiem od
kanonicznej macierzy Jordana odpowiadajacej macierz P.

Jeali yr = u; + ivg jest rozwiazaniem zespolonym uktadu (6.25), to funkcje
rzeczywiste u = (uy,...,u,) i v = (vy,...,v,) sa rozwiazaniami tego ukladu.

Rozpatrzmy uklad n-liniowych réwnan ze stalymi wspélczynnikami, ktéry
w zapisie wektorowym ma postaé:

{9} = (Pl{y}. (6.32)
gdzie
P ... Pm
y= (y1’ ey yn) ) P= . : 3 (633)
Put -+ DPnn
lub inaczej:
Ui = Z YvPui - (6.34)
v=1

Jak wiadomo z algebry istnieje pewna stala nieosobliwva macierz S

S11 ¢ Sip
S=| : : (6.35)
Sl -+ Spn
taka, ze
SPS'=J, J=[Ip(A1),-- -, IPm(Am)] » (6.36)
gdzie Jp jest kanoniczna quasidiagonalna macierza Jordana o postaci:
A
1
Jo(A) = S ; (6.37)

1 A
gdzie Jp jest macierza o wymiarach p x p, tzn. klatka Jordana.
Wartoéci A sa pierwiastkami réwnania
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D(P-A)=0, (6.38)

przy czym wérdd pierwiastkéw A, ..., A, moga byé wielokrotne. Wymiar ma-
cierzy J wynosi py + ... + pm = n (m < n), bo niektére z pierwiastkéw sa
krotne.

Niech
y=z85 (f= fjlz,s,,) . (6.39)
Rézniczkujac (6.39) po uwzglednieniu (6.32) mamy:
y=zS=yP=12zSP, (6.40)
a z tego wynika:
z=zSPS™!. (6.41)

Czyli po uwzglednieniu (6.36) otrzymujemy
t=zJ. (6.42)

Niech A,, i A, beda macierzami o wymiarach ,m” i ,n” i A jest quasi-
diagonalna macierza o wymiarze m + n, tzn. (A = [A,, A,]). Wektor z =
(%1, Tm+n) O Wymiarze m + n mozna przedstawi¢ w postaci z = (z(™, z(»),
gdzie:

2™ = (21,...,2m) , 2™ = (Zmitseers Tonim) - (6.43)
Wobec powyiszego
zA = (z™,2") [An, An] = (2™ A, 27 4,) . (6.44)

Niech u = (uy,...,%n), v = (v1,...,v,) sa wektorami, Q,, oraz R, — macie-
rzami o wymiarach odpowiednio m i n. Utérzmy wektor w = (u,v) i quasidia-
gonalna macierz B = [Q,,, R,,]. Rozpatrzmy uklad réwnai rézniczkowych

Ww=wB, (6.45)
lub inaczej
W = (%,9)[Qum, Ra] = (4Qm, vR,) = (i1, 6) . (6.46)

Z powyzszej réwnoséci otrzymujemy:
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6.3 Uklady réwnat rézniczkowych liniowych o stalych wspéiczynnikach

t=uQ, i vV=vR,. (6.47)
Rozwiazaniem ukladu (6.45) bedzie:
w = (u,v), (6.48)

jak réwniez w = (u,0) i w = (0,v).
Wréémy teraz do ukladu (6.42). Ze wzgledu na postaé macierzy J wektor
x przedstawimy w postaci:

z = (x@),..., zlP)) (6.49)
gdzie z® — wektor o wymiarze p:
2 = (2, ..., 20} . (6.50)
Réwnanie (6.42) mozna zatem przedstawié w postaci:

(2, ...,y = (), ., 2T (), ... T (Am)] =
@), (N, ...,z T, (A)], (6.51)

gdzie wsréd wartoéci whasnych Ay, ..., A, moga byé réwne miedzy soba.
Uklad (6.51) rozbija sie na m podukladéw:

g =z (A), k=1,...,m. (6.52)
Rozwiazaniami ukladu (6.52) sa wektory

T = (z“"),o,...,O) s

T = (O,z(”’),...,O) .
: (6.53)

T = (0,0,...,x(’”")) ,
a réwniez wektor

T = (x("‘), z#) m(”'")) . (6.54)

Kazdy poduklad ukladu (6.52) ma postaé:
) = g J,(N), 2P = (zgﬂ), ., :z:f,”)) ,
P=PreeesPms  A=ALeeesAm. (6.55)

Biorac pod uwage (6.37) réwnania (6.55) maja forme:
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p

TA0 0
1 X0
01 -

(:i:(f), ces :i:f,”)) = (xg"), cees a:f,’)) (6.56)
A
Z réwnoéci miedzy p wspdirzednymi otrzymujemy p réwnaii o postaci:
i = X+, p=pyipm
P = AP+, A=A e
i, = Ad®, 20 (6.57)
a':g’) = AzS’) .
Poszukajmy rozwiazania ukladu (6.57) o postaci:
2 = e . (6.58)
Wobec tego
& =zPA + ¢, . (6.59)
Po uwzglednieniu (6.56) w (6.59) mamy:
e + e = e + up e (6.60)
czyli i = upyy,dlak+1=p.
Natomiast poniewaz
z® =z i ) =y, (6.61)
to
e + u et = AueM, czyli ©,=0. (6.62)
Tak wiec mamy do rozwiazania uklad réwnan o postaci:
U = u
U, = ug
Upy = u, (6.63)
i, = 0.
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Poczynajac od ostatniego réwnania uktadu (6.63) mamy po scatkowaniu:

uy, = C,,
4y = u,=C,, (6.64)

a wobec tego:

Upy = Cpt + Cp_l ,
tp—-l tp—z
u = Cp(p—-—l_)! + Cp_lm—! +...+Ct+C . (6.65)

Wracajac do uktadu (6.18) mamy:

o v 2
= “*e”=(Cfrtl—)'wﬂ(?:z—»*"-*"“"'

tH 3

_T:;F+...+Cgt+02) e

)
,‘,’;2 = u,,_ge (C,, 21 +Cpi 1' + C’,,_g) ,

“-'g;)x = u'p—le‘\t=(cpt+cp—-l)e ’ (666)
:r:S”) = C,e™,

gdzie p = piy.ciyPmy A = Ay Am, 8 O),...,C, sa stalymi okreslonymi
przez warunki poczatkowe. Zatem poszukiwane rozwiazanie ma postaé z(?) =

@0,...a)
Z postaci rozwiazah (6.66) mozna otrzymaé ukiad p-liniowo niezaleznych
rozwigzath ukladu (6.55).
Podstawiajac C; = 1, a pozostale stale Cy = 0, mamy:
mg”) = 1-e,
:z(”) = 0,
© = (1,0,...,0)e*. (6.67)
ﬁf-)l = 0,
m(p) = 0,
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Podstawiajac C, = 1, a pozostale stale réwne zeru, mamy:

xgp) _— teAt,

) = 1.et,

z) = (t,1,...,0,0)e™ .

=0
2P = 0

13
1
Podstawiajac C3 = 1, a pozostale stale réwne zeru, mamy:

z(lP)=ﬁAt

7€
zgﬂ) — teAt,
) _ A
= = 1t :t(")=(ﬁt1 O)e'\t
. ’ 2'7 Pt L ] .
z‘(:’_)l = 0,
¥ = 0,

Podstawiajac C, = 1, a pozostale stale réwne zeru, mamy:

-1

xsﬁ) = z::’T])_!eAt ,

2P = £ x

2 (-2t t-} tr2

: , z#) = , N e

. (p—1)V" (p—2)!
zg, = teM,

xf,") =1,

1 00..0

t 10 ...0

§ t 1 ...0|ex_g
-

(e—1)! 1

(6.68)

(6.69)

(6.71)

Podstawiajac p = py,...,pm Oraz A = Ay,..., A, otrzymamy uklad funda-
mentalny n liniowo niezaleznych rozwiazan dla calego uktadu réwnan (6.53).

Mozna go przedstawié w postaci quasidiagonalnej macierzy:

Z=[ZP1y---rZ0m] -

(6.72)
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Fundamentalny uklad rozwiazai réwnania (6.32) otrzymamy z (6.39)
Y=zS. (6.73)

Wyznaczanik macierzy tréjkatnych typu (6.71) jest réwny iloczynowi wy-
razéw lezacych na gléwnej przekatnej, wobec tego wyznacznik

det (%) = eXim mt | (6.74)
Zgoduie z (6.73) mamy:
D(Y) = D(z) - D(S) = eXia *#D(8) £0 . (6.75)

Jesli wéréd pierwiastkéw Ay, ..., A\ Sa zespolone A = a+1ib, A = a — ib, to
i macierz S bedzie zespolona. Poniewaz macierz P jest macierza rzeczywista,
to zawsze jednemu pierwiastkowi zespolonemu towarzyszy zespolony sprzezony.
Im odpowiadaja jednakowe macierze Z,. Wobec tego, poniewaz ¥ = £§, to
uklad fundamentalny rozwiazas tez bedzie macierza zespolona. Zapiszmy wiersz
rozwigzania w postaci y¢ = ui(t) +ive(t), k=1,...,n, to u = (u;,...,u,) oraz
v = (v},...,v,) beda rozwiazaniami, gdzie u i v sa wektorami rzeczywistymi.
Przy czym jesli yp = x(t)e™, gdzie @i (t) — wielomian, to u = ¢, (t)e* cos bt i
v = ¢ (t)e® sin bt.

Rozwiazanie ogé6lne otrzymamy ze wzoru yr = Yo_,Cuti, k = 1,...,n.
Wartoéci n stalych C, otrzymamy z rzeczywistych warunkéw poczatkowych
U(to) = ¥2, stale te sa takie, ze w efekcie otrzymamy rzeczywiste rozwiazanie.
W rozwiazaniach tych znikng czlony urojone — beda one réwne zeru.

Rozwiazanie ogdlne otrzymaé mozna od razu w postaci analogicznej do
(6.73)

y=zS= (z("‘), ceey z(”"‘)) S, (6.76)

gdzie (), ..., zPm)) — s wektorami bedacymi rozwiazaniami ukladu (6.57)
w postaci (6.57). Kazdy z wektoréw z(#) (k = 1,...,n) zawiera p; stalych
dowolnych c§”*), ceey C’(,f“). Wszystkich ich bedzie n. Mnozac skalarnie wektor
(), ..., 2%)) przez wektory - kolumny macierzy S, otrzymamy sktadowe

wektora y = (¥1,...,¥a)-
Rozpatrzmy uktad

Y=YP, (6.77)
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6. Uklady réwnain rdzniczkowych liniowych

gdzie P jest stala macierza o wymiarze n x n, a Y jest macierza zlozona z n
wierszy bedacych rozwiazaniami.

Jedli Y; jest macierzg fundamentalna rozwiazai, to przy dowolnej stalej ma-
cierzy A

Y = 4Y,, (6.78)

jest tez fundamentalnsa macierzg rozwiazan.
Podstawiajac (6.78) do (6.77) mamy:

AY, = AYiP = A(Y1 - YiP) =0, (6.79)
bo ¥; = Y, P.
Rozwiazaniem (6.77) jest
Y =, (6.80)
i Y jest fundamentalna macierza rozwiazan. Jesli
pP=S§1Js, J = [T (A1) -3 Jon(Am)] s (6.81)
to
-1 -1 2
Y=oty S 1JSt+(S ;St) +.... (6.82)
Poniewaz
(s-1ust)’ = (S"JS’S" Js) £ = (s72s) 8, (6.83)
ogdlnie
(s-1ust)" = (s71m8) ¢, (6.84)
Wobec tego
-1gS)  (ST1J2S)e S S
-1 ~1 —1f nyn
I+ S CO + S GO +...+ STS S 'e’S . (6.85)
1 2! n!
Zgodnie z (6.78) dla A = S rozwiazaniem bedzie
SY =S5 'e’tS =¢"S . (6.86)
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Macierz ¢’'S stanowi fundamentalny uklad rozwiazaf, poniewaz det(e’°S) =
D(S) # 0, co wynika z zalozenia o nieosobliwosci macierzy S.

Rozpatrzmy macierz Z = e’*. Poniewaz J* = [J% (\),...,J% (An)], (mno-
zymy przez siebie k macierzy quasidiagonalnych o jednakowej strukturze)
k k k
B EF-
o K
[e’ *,...e’ ] (6.87)

Z PowYyiszego widaé, ze macierz Z jest quasidiagonalna macierza z elementami
macierzowymi e’»( )‘
Macierz

eJ,,(A)t — e(.l,(o)«n\l,)t = e.l,(o)tﬂl,t A () eAt . (6. 88)

Zauwazmy, 7e

I3
Tooo ...o0]
100 ...0
J(0)={010..0 (6.89)
001

Niech stopieri klatki Jordana p = 4. Obliczmy potege macierzy J£(0), dla
k=0,1,2,3,4

1000 0000
0100 1000
KO =1=1ggq10|> JO=}571 950"
0001 0010
700007700007 [0000O0]
1000[([1000[ {0000

“O = 1o 1o00floro0|[=|{1000]"
looz10f[oo10] [0100]

70 000)[0000] [0000]

70 = |0000ff1000] Joooo
‘ 1o000flo100[ |o00o0]"
lo100/loo1o] [1000)
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0000J[0000] [0000O
oy _ J0000[l1000]|_ o000
5O = 1oo000f{o100[ {0000 (6.90)
1000J[loo10] loooo
Dzicki powyzszemu przykladowi widaé, ze
: 0, jesli vAl+k
O =loal . gide: au={{ L VZITE (6:91)

gdzie ilo§é wierszy I + k = p.

Potegowanie macierzy od k = 0 do & = p — 1 powoduje przesuwanie diago-
nalnej skladajace]j sie z samych jedynek w dél az do wartosci k = p—1, jedynym
wyrazem niezerowym jest a, = 1 (pozostale sa zerami). Potegi macierzy J:(O)
dla k > p daja macierze zerowe.

Zatem
N (Lt ol (1)1
J,0) _ _
el _ }: Pk! — Z JT , (6.92)
k=0 k=0
eM 0 0
teM o ... 0
B _ el _ | Le¥  teM .. 0. (6.93)
r;—'};ﬁe"* ... ;—:;e'\‘ teX oM
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Zgodnie z (6.86) (6.87), fundamentalny uklad réwnaii ma postaé

[e""'(‘\‘)t, el e"""‘(‘\'“)t] S. (6.94)

Réwnanie charakterystyczne (6.28) stopnia n ma n pierwiastkéw (zwanych pier-
wiastkami charakterystycznymi lub wartodciami wlasnymi macierzy P), przy
czym macierz P zostala sprowadzona do postaci quasi-diagonalnej Jordana
przez przeksztalcenie (6.36) z m klatkami Jordana o postaci (6.37). Kazdemu
pierwiastkowi charakterystycznemu A, o krotnosci v, odpowiada jedna lub kilka
kiatek np. "a” klatek Jordana o wymiarach p,(,‘) +...+ pf,") = 4,. Stala a zwana
stopniem degeneracji rozwazanej warto$ci wlasnej A, jest réwna maksymalnej
ilogci liniowo niezaleznych wektoréw wlasnych macierzy P odpowiadajacych A,.
Ogdlnie jest a < 7,. Jezeli stopieni degeneracji pierwiastka charakterystycznego
A; jest réwny jego krotnosci (tzn. a = 7,), to wszystkie klatki Jordana sa
jednoelementowe

= =p=1. (6.95)
Réwnanie charakterystyczne (6.28) ma postaé

D(A) = det(AE — P), (6.96)
natomiast uwzgledniajac P = S~'JS oraz AE = S~'AS otrzymujemy

D()\) = det(S7'JS - §7'AS) =det S™H(JS - AS) =

det[S~!(J — AI)S] = det S~ det(J — A\I)det S =

(det §)~'det(J — IN)det S = det(J — AI) =

= A=) ...(A= )", (6.97)
nt...+pp=n.

il

Jeszcze raz nalezy podkresli¢, ze A4, ..., A, sa wartoSciami wlasnymi macierzy
P odpowiadajacymi réznym klatkom macierzy quasi-diagonalnej Jordana J,
lecz niekoniecznie pierwiastki te musza byé miedzy soba rézne.

Czynniki (A — A¢)* (k = 1,...,m) nazywamy dzielnikami elementarnymi
macierzy P, a liczby naturalne p, (tzn. wymiary (stopnie) klatek Jordana) -
wykladnikami dzielnikéw elementarnych odpowiadajacych pierwiastkowi cha-
rakterystycznemu A; lub czynnikowi A — A,.

Jesli wszystkim warto$ciom wlasnym Ay,..., A, odpowiadaja dzielniki ele-
mentarne stopnia 1 (p; = 1), to macierz Jordana jest macierza czysto diagonalna
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At
J=[ ]=diag(z\l...z\,.), (6.98)
An

przy czym Mi(k = 1,...,n) sa niekoniecznie rézne.
Uktad liniowo niezaleznych rozwiazai Ji(t),..., J.(t) mozna zapisaé w po-
staci

Jj(t) = pj(t)e™* (6.99)

gdzie p;(t) sa wielomianami ze stalymi wspéiczynnikami, w ktérych stopnie
poteg sa mniejsze od krotnosci pierwiastka J;.

Rozwiazania beda zmierzaly przy ¢ — oo do zera wtedy i tylko wtedy, gdy
Re(X;) < 0, j =1,...,n. Wtedy drgania wlasne rozwazanego ukladu (6.1)
beda gasnacymi.

Jesli wéréd pierwiastkéw charakterystycznych Ay,..., A, jest tylko k spel-
niajacych warunek Re();) < 0, j = 1,...,k, to istnieje k-wymiarowa pod-
przestrzen taka, ze drgania wiasne ukladu (6.1), zaczynajace sie w tej podprze-
strzeni, dla ¢ — 400, daza do zera.

Jesli wsiréd pierwiastkéw charakterystycznych A; sq pierwiastki z zerowymi
cze$ciami rzeczywistymi, to mozliwe sa dwa przypadki. Gdy nie ma czysto
urojonych pierwiastk6éw, to uldad (6.1) posiada zbiér polozeni réwnowagi, ktdre
tworza l-wymiarowa podprzestrzef, gdzie l-liczba wszystkich zerowych pier-
wiastkéw wliczajac ich krotnoéé tylko wtedy, gdy tym zerowym pierwiastkom
odpowiadajg dzielniki elementarne proste.

Jesli dodatkowo Re(};), to kazdemu polozeniu réwnowagi odpowiada k-
wymiarowa podprzestrzefi okrelona ruchami ukladu (6.1) (z rozwiazaniami
dazacymi do tych polozeti).

Jesli sa czysto urojone pierwiastki, to wiréd ruchéw wlasnych ukladu (6.1)
istnieja okresowe i prawie okresowe ruchy. Te ostatnie pojawiaja sie, gdy ist-
niejg czysto urojone A, i A; takie, ze 1A i i\; nie sq wspStmierne. Okresowe i
prawie okresowe ruchy wypelniaja s-wymiarows liniowa podprzestrzed, gdzie s
- liczba czysto urojonych pierwiastkéw. Z kazdym okresowym i prawie okreso-
wym ruchem uktadu (6.1), gdy istnieje Re();) < 0, zwiazana jest k- wymiarowa
podprzestrzefi wypelniona przez ruchy, ktére daza do drgan wiasnych uktadu
(6.1).

Przeksztalcenie(6.39) przeprowadza uklad (6.77) w uklad (6.42), gdzie J
okreslone jest przez (6.36), przy czym
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P=S51JS. (6.100)

Pierwiastki charakterystyczne );,...,An okresla sie z réwnania (6.28), ktére
mozna zapisaé w postaci

XM=Y puNT+... 4+ (-1)"det P=0. (6.101)
k=1

Z (6.101) wynika, ze
A+ .+ A=) pu=SP=5(J), (6.102)
k=1

gdzie Sp(J) jest Sladem macierzy lub inaczej suma jej elementéw diagonalnych.
Natomiast

Alreers Ay =det P=detJ. (6.103)
Rozpatrzmy klatke Jordana dla A = a + ib
A 0 O a 0 O bi 0 O
1 X 0 1 a O 0 b O
J(A)=}0 1 Al = |0 1 a]+}j0 0 bi]= (6.104)
1 1
= Jy,(a) +bil, .

Jesli A = ax + bii, to macierz J(A) przyjmuje postaé
JQA) = [Vala1),...,Jpn(am)] + 011, ..., bulp}i = J(a) + Bi, (6.105)
J@) = [Jn(a1),---,Jpnlam)), B=[bl,,...,bnl,,].

Jesli P jest macierza rzeczywista, to pierwiastki zespolone, musza byé¢ pa-
rami sprzezone, dlatego

So(B)y =bipr+ ... + bprn =0. (6.106)
Macierz wyktadnicza wyraza si¢ wzorem
Bt [e""’l“, ey e"'“’?mﬁ] = [e"'“I,Dl s e""'“IPm] =
= [I,(cosbit + isinbit),..., I, (cos byt + isinbyt)] = (6.107)

= [l coshit,... I, cosbnt] +ill, sinbt,..., I, sinb,t].

Poniewaz
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Sp[B] =0, to det (eB‘t) = SPBN — ot — 1 | (6.108)
Podsumujmy w trzech wzorach macierzowych rezultaty tego paragrafu
¥l1=[¥lPl, [¥]=[X](s], (X]=[X]]], (6.109)
gdzie X, Y, J, S sa macierzami. Niech U = e’(* poniewaz
X =t = /@Bt _ JlateBit (6.110)
to
X = UeP* .
Poniewaz U = /(@ to
U = J(a)e’™* = J(a)U . (6.111)
Rozpatrzmy lewa strone réwnania X = XJ,
X =UeP* + UeP*Bi . (6.112)
Prawa strona tej réwnosci
XJ =UeB*J()\) = UeP*(J(a)+ Bi) . (6.113)
Poréwnujac lewa i prawsg strone otrzymujemy
UeP* = UeP*J(a) , (6.114)
czyli
U=UJ(a). (6.115)

Tak wiec zostalo wykazane, ze przeksztalcenie X = Ue®* przeksztalca wektor
U, ktdry jest rozwiazaniem

U=UJ(a), (6.116)
w wektor X, ktéry jest rozwiazaniem
X=XJ. (6.117)

Poniewaz
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Y=XS=Ue, S=UZ(@), (6.118)
gdzie
Z(t) = eP*S . (6.119)

Tak wiec przeksztalcenie (6.118) przeksztalca uktad z rzeczywistymi wspdlczyn-
nikami ¥ = YP w uklad z rzeczywistymi wspéiczynnikami U = UJ(a). Ma-
cierz przeksztalcenia Z(t) jest macierza zespolona, przy czym Z(t) jest macierza
ograniczona, bo e8* jest funkcja wykladnicza macierzy ograniczonej, a S jest
macierzg statych wspélczynnikéw.

Latwo zauwazyé, ze Z~!(t) jest tez macierza ograniczona. Macierz odwrotna
do Z(t) istnieje, bo

det(Z(t)) = dete®* det(S) = det ¢® det(S) #0 . (6.120)

Mozna wykazaé, ze istnieje rzeczywista macierz Z(t), ograniczona razem z
Z-)(t) i przeksztalcajaca uklad o rzeczywistych wspélczynnikach ¥ = YP w
rzeczywisty uktad U = UJ(a) za pomoca przeksztalcenia Y = U Z(t).

Rozpatrzmy teraz uklad (6.12), gdy skladowe wektora {f(t)} sa ciaglymi
funkcjami, okresowymi wzgledem ¢ z okresem T lub tez funkcjami prawie okre-
sowymi.

Podstawowa wlasnoscia ukladu (6.12) jest to, ze jezeli wirdd ruchdéw wias-
nych ukladu (6.1) nie ma drgan ustalonych tego ukladu i polozeri réwnowagi
réznych od zera, to pojawiajg sie drgania okresowe i prawie okresowe odpowie-
dnio do rodzaju wymuszenia. Przy czym innych ruchéw w ukladzie nie ma.

Stacjonarne drgania wiasne nie wystepuja wtedy, gdy pierwiastki charakte-
rystyczne A;, 7 =1,...,n maja rézne od zera czeéci rzeczywiste.

Wiadomo, ze uklad ¥ = Y P moze byé sprowadzony do ukladu U = UJ(a)
za pomoca pewnej rzeczywistej macierzy Z(t, a), przy czym

y = uZ(ta), (6.121)
Ve = Zu,,z.,k, k=1,...,n. (6.122)
=1

Poniewaz Z(t,a) jest macierza ograniczona tj. ograniczone sa wyrazy z, to

y — 0, jesli u — 0, i wektor y jest ograniczony, jesli wektor u jest ograniczony.
Warto przypomnieé, ze J(a) jest rzeczywista czeScia macierzy J(A).
Podstawiajac (6.121) do (6.12) mamy
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@Z +uZ =uZP + f(t),
a stad otrzymujemy
wZ =uZP -uZ + f(t) .
Mnozac prawostronnie powyzsze rownanie przez Z~! mamy
a=u(ZPZ'-Z2Z )+ f(t)Z*.
Jesli f(t) =0, to
1 =uJ(a),
czyli
J@)=2PZ'-227".
Zatem (6.125) mozna zapisat w postaci
= uJ(a) + ¢(t) ,
gdzie
$(t) = ()27 = (d1,---. ¢n) -
Niech

Z1t oo Zn
Z\ta)=| :

Zar oor Zn
Wtedy
$u(t) = Y fo(£)Zu(t),
=1
gdzie
m<3
Za(t) = Y. (af{) sin bt + b7 cos b.,t)
7=1

i a{) oraz b)? sa stalymi rzeczywistymi wspdtczynnikami.

(6.123)

(6.124)

(6.125)

(6.126)

(6.127)

(6.128)

(6.129)

(6.130)

(6.131)

(6.132)

Macierz J(a) jest rzeczywista kanoniczna macierza Jordana o postaci
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J(a) = [Jn(a1),-. ., Jon(am)] - (6.133)
Dlatego odpowiednio do struktury tej macierzy wektor u = [u.‘"'), cee .u(”"')],
gdzie ul?) = [u%’), ,uf,’)], a wektor ¢(t) = [¢(’"), ceey ¢°’""].

Uklad (6.128) mozna zatem zapisaé

[ﬁ("), ces ,12(""‘)] = [u("), cevs u(‘"")] x

X [T (@)oo Jpnlam)] + [692,...,900)]. (6.134)
Uklad (6.134) rozklada sie na m poduktadéw
WP =4 g (a) + ¢¥() , k=1,...,m. (6.135)

Kazdy z powyzszych podukladéw mozna przedstawi¢ w postaci rozwinietej
W) = uParad + 00,
#? = ufatuf +400),

12,(,"_)1 = uff_)la +uf + ("),(t)

) = ulla+gP(2), ~ (6.136)
Poszukajmy rozwiazat o postaci

uW =oPet, k=1,...,p. (6.137)
Otrzymamy réwnanie na v{ w postaci

1')2’) = v¥ +¢P (e, k=1,...,p-1,

WP = gl(t)er. (6.138)

Po scatkowaniu (6.138) mamy
t

v / (v + 4P W) dt, k=1,
b

t
W) = oflet = [(uf) +40(0) e, k=1,....0-1,
to

+
w = et / $P(t)edt . (6.139)
1o
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Z ukladu (6.138) wynika, ze ukiad (6.12) posiada okresowe badZ prawie
okresowe rozwiazanie w zaleznosci od tego, czy funkcja f(t) jest okresowa badz
prawie okresowa, jeéli tylko Re(p) < 0.

Ten przypadek nazywamy nierezonansowym, a uklad jednorodny y = yP,
ktéry nie posiada pierwiastkéw z czedcig rzeczywista zerowa nazywamy niere-
zonansowym.

Przypadek rezonansu ma miejsce wtedy, gdy wéréd wartosci wlasnych Ay, ..,
A, istnieja pierwiastki z zerowymi czesciami rzeczywistymi. W zwiazku z tym
zbiér wymuszefi mozna rozdzieli¢ na dwie rozlaczne klasy. Do pierwszej klasy
zaliczymy wymuszenia powodujace drgania wymuszone stacjonarne, a do dru-
giej — wymuszenia powodujace rezonans (drgania wymuszone niestacjonarne
posiadajace czlony wiekowe lub drgania z nieograniczong amplituda o zlozonym
charakterze).

Niech wymuszenie zewnetrzne f(t) bedzie T-okresowa, wektorowa funkcja t.

Zgodnie z (6.12) mamy

t
y(t) = ey + /ep(“*")f(r)d‘r . (6.140)
0

Z {6.140) wynika, iz koniecznym i dostatecznym warunkiem pojawienia sie T-
okresowego rozwiazania ukladu (6.12) jest spemienie réwnosci y(T) = y(0).
Podstawiajac te réwnos¢ do (6.140) otrzymujemy

T
vo = e Ty + / PT-1) f(7)dr . (6.141)
0

Wobec tego warunek poczatkowy y(0) = yo musi byé taki, aby speiniony byt
algebraiczny uklad réwnai

T
(I~ ePT)yo = / PT-7 f(r)dr . (6.142)

Przy dowolnym wyborze warunku poczatkowego y, uktad (6.142) posiada jedno
rozwiazanie, gdy

det(I —eFT) £0. (6.143)

Z réwnan (6.80) i (6.85) wynika, ze macierz
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T = 571’75 . (6.144)

Poszukajmy pierwiastkéw réwnania

det(ef” —I)=0. (6.145)
Zgodnie z {6.94)

OPT = 571 [ AT | Ino)T, | elmowT] 5 . (6.146)
Zatem

det(S'[e/n T @l eln(m)T)g — I) =
=detS™* ([eJh(*‘)T, elnlT e"’m(*"‘)T] S§-S8I ) =
= det 57 ([T, &m0, eenC)T] — §7571) 8 = (6.147)
= det S~ det ([e"’l QT o dpy )T e"""(*"')T] — S‘IIS) det S = 0.
Wyrazenie to jest réwne zeru, gdy
det ([e?n MIT, TnOaT,__ efmO=IT| _ 1) =0, (6.148)
bo
detS#0, detS'#0, oraz S'IS=1I. (6.149)
Biorac pod uwage (6.112) przy diagonalnej macierzy tréjkatnej
([e.lﬁ(M)T,er,(l\z)T,” .,er...(l\m)T] - I)
bedziemy mieli wyrazy o postaci €7 — 1. Iloczyn ich daje wartosé wy-
znacznika. Zatem wystarczy, ze jeden czynnik w iloczynie jest zerem, aby caty

wyznacznik sie zerowal.
Niech A = a + ib, zatem

e’ = eTedT — e*T(cosbT + isin bT) . (6.150)

Poniewaz e*T — 1 = 0, to @ = 0, natomiast bI' = 2km, czyli b = £ dla
k=0,+1,%2,.... Zatem dla A =bi # @, czyli dla pierwiastkéw charaktery-
stycznych o czesto$ciach nie pokrywajacych sie z czestoSciami harmonicznych
wchodzacych w skiad rozwinieé w szereg Fouriera funkcji f(t) wyznacznik bedzie
rézny od zera.
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Z przypadkiem rezonansu spotykamy sie wtedy, gdy na uklad y = y P dziala
wymuszenie zewnetrzne f(t) i wiréd pierwiastkéw charakterystycznych tego
ukladu sa pierwiastki i%Z. Przypadek nierezonansowy charakteryzuje sie tym,
ze wirdd pierwiastkéw charakterystycznych tego ukladu nie wystepuja pierwia-
sthki :ET: W tym ostatnim przypadku istnieje tylko jedno okresowe rozwiazanie
ukladu (6.12).

Rozwiazanie to ma postaé (zgodnie z (6.140), po podstawieniu (6.142))

T t
y(t) = eP(I — PT) f P £(r)dr + j PT-7) f(r)dr (6.151)

° 0
Rozpatrzmy przypadek, gdy spetnione jest (6.144). Ustalmy warunki, jakie
musi speiniaé funkcja f(t), aby w ukladzie (6.12) pojawily sie drgania okresowe.
Pomndimy obie strony réwnania (6.142) przez macierz e 7. Otrzymujemy

T
(e=PT — Dyo = / e P f(r)dr . (6.152)

Z algebry wiadomo, ze warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby uklad
(6.152) posiadat rozwiazanie jest aby jego prawa strona byla ortogonalna do
wszystkich rozwiazan jednorodnego ukiadu sprzezonego z lewy strong (6.152) o
postaci

(e —I)'zg=0. (6.153)

Jesli z; jest rozwiazaniem (6.153), to

zye P f(r)dr =0. (6.154)

oy

Natomiast funkcja wektorowa
xie Pt = 2(t) , (6.155)
jest rozwiazaniem réwuania

% =—P'z. (6.156)
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6.4 Uklady réwnaii rézniczkowych liniowych o okresowo
zmiennych wspélczynnikach

Niech bedzie dany ukiad
X =XP(t), (6.157)

o macierzy P(t) ciaglej (lub przedzialami ciagtej) na osi (—o00, +00) i okresowej
tzn. P(t+ T) = P(t).

Twierdzenie Floqueta

Dla ukiadu liniowego (6.157) o macierzy okresowej, macierz fundamentalna
X(t), speiniajaca warunek X(0) = I (matrycant) ma postac:

X(t) = ¢(t)e™, (6.158)

gdzie ¢(t) jest nieosobliwa macierza klasy C* i ¢(t) = ¢(t + T), oraz ¢(0) = I,
natomiast A jest macierza stala.

Udowodnimy, 2e macierz X (t + T) jest tez macierza fundamentalna.
Na mocy (6.157) mamy:

%[X(t +T)) = X(t+ T)P(t + T) = X(t + T)P(t) , (6.159)

wobec: tego X (¢ + T') spehnia (6.157), czyli jest macierza fundamentalna.
Wobec powyzszego, jedna wyraza sie przez druga np. poprzez zwiazek
X(t+T)=X@)C, (6.160)
gdzie C jest nieosobliwg macierzs stals.
Podstawiajac do (6.160) ¢ = 0 mamy

X(T)=cC. (6.161)
Zatem
X(t+T)=X(@t)X(T). (6.162)
Macierz X(T') nazywamy macierzg monodromii.
Niech
X(T) =T, (6.163)
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czyli

Linx(T) = A

7o (T)=A.

Wobec tego

X(t) = X(t)e ™Mt = ¢(t)e, (6.164)
gdzie

(t) = X (t)e™ (6.185)
Wobec tego

Pt +T) = X(t+ T)e™ D = X(t + T)e e T . (6.166)

Uwzgledniajac (6.162) w (6.166) mamy

dt+T) = X@)X(T)e M T =
= X(t)ere e AT = X (t)e™ = ¢(t) , (6.167)

czyli zostalo pokazane, ze macierz ¢(t) jest okresows o okresie T
Ponadto prawdziwe sa zwiazki

#(0) = X(0)e ™™ =1 oraz det¢(t) =det X(t)dete ™™ #0.
Macierze
1
A=gX® (6.168)
oraz
P(t) = X(t)e ™, (6.169)

sa ogdlnie biorac zespolone. Warto$ci wlasne A; macierzy A, tzn. pierwiastki
réwnania charakterystycznego

det(A — AE) =0, (6.170)
nazywaja si¢ wykladnikami charakterystycznymi ukladu (6.157).
Rdéwnanie
| X(T) - pI| =0 (6.171)
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nazywamy réwnaniem charakterystycznym ukladu (6.157).
Réwnanie charakterystyczne posiada nastepujace wlasnoéci:

1¢ Nie zalezy ono od wyboru bazy fundamentalnej
Dowéd
Wybierzmy zamiast bazy X (t), baze Y (t}. Wéwczas Y (¢t + T) = Y (t)C,, gdzie
C) jest pewng stalq.
Dlat=0,Y(T)=Cy,bo Y (0) =1.
Poniewaz jedna baze mozna wyrazié przez druga, to :

Y(t) = X(£)C; skad X(t) =Y(1)C;',

gdzie C, jest macierza nieosobliwa.
Z kolei

Yt+T)=X(t+T)Co=X)X(T)C, =Y ()C;' X(2)C,,
a poniewaz Y (t +T) =Y (t)C, to
CI—IX(T)CQ =C.
Obliczmy
ICi—pll = |C3'X(T)C, — pl| = |C(X(T) - pI)C| =
= |CUIX(T) = pIl|Cyl = [(X(T) - pi},
czyli
[Y(T) - pI| = |X(T) - p1l,
co koriczy dowdd.
2° Réwnanie charakterystyczne nie ulegnie zmianie, jesli uklad (6.157) pod-
damy nieosobliwemu liniowemu przeksztalceniu ze wspéiczynnikami okresowymi
o okresie T.
Dowéd
Przeksztalémy (6.157) za pomoca podstawienia
Y(t) = Q)X(t), gdoie Qt)=Q(+T).
Wobec tego X (t) = Q ()Y (t) (z zalozenia det Q(t) # 0). Zatem

YE+T)=Q(t+TX(t+T)=Q(t)X(t+T)=X()C
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i po podstawieniu warunkéw poczatkowych
C(t) = X(T),
a stad
Xt+T)=X@®X(T).
Po uwzglednieniu tego réwnania mamy
Y(t+T) = QUIX(OX(T) = QU@ MY (X(T) = Y () X(T).

Réwnanie charakterystyczne | X (T') — pI| = O jest takie samo jak w ukladzie
wyjéciowym.

Warto podkreslié, ze wykladniki charakterystyczne okresowego ukladu lin-
iowego nie sa identyczne z wykladnikami charakterystycznymi Lapunowa ni-
etrywialnych rozwiazad tego ukladu. Pierwsze z nich sa na ogél liczbami ze-
spolonymi, a drugie liczbami rzeczywistymi, bedacymi cze$ciami rzeczywistymi
pierwszych.

Wartoéci wlasne pj, ( = 1,...,n) macierzy X(T'), czyli pierwiastki charak-
terystyczne (6.170) nazywaja sie multiplikatorami.

Twierdzenie

Dla kaidego multiplikatora (mnoznika) p istnieje nietrywialne rozwigzanie (t)
ukladu okresowego (6.157) spelniajace warunek

2(t+T) = enlt) . (6.172)

Rozwigzania powyisze nazywamy rozwiszaniem normalnym.
Jesli pewne nietrywialne rozwiazanie 1)(t) spelnia warunek (6.172), to liczba
p jest multiplikatorem danego ukladu.

Dowéd
1° Niech n(t) dlat = 0 bedzie wektorem wlasnym macierzy monodromii X (T'),
odpowiadajacym wartoéci wlasnej p. Mamy wiec

X(T)n(0) = pn(0)

n(t) = X(T)n(0) .
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Zatem

n(t+7T)

X(t + T)n(0) = X(t) X (T)n(0) =
= X(t)en(0) = pX ()n(0) = pn(t) ,
czyli warunek (6.172) jest spelniony.
2° Zalézmy, ze pewne nietrywialne rozwiazanie 1(t) = X (t)7(0) speinia warunek
(6.172). Wtedy po podstawieniu ¢t = 0 do (6.172) mamy:
7T} = pn(0) -
Poniewdz
1(t) = X(t)n(0) , to 7(T) = X(T)n(0) .
Wobec tego

X(T)n(0) = pn(0) = n(T) -

Z powyiszego widaé, ze n(0) jest wektorem wlasnym macierzy monodromii
X(T), a liczba p jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego

det[X(T) ~ pIl =0,

co oznacza, ze p jest multiplikatorem.

Z twierdzenia wynika wazny wniosek, ze okresowy uklad liniowy (6.157)
posiada nietrywialne rozwiazanie okresowe o okresie T wtedy i tylko wtedy,
gdy przynajmniej jeden z jego multiplikatoréw p jest réwny 1.

Jedli p = 1, to pewne rozwiazanie #)(¢) # 0 spelnia warunek n(t + T) = n(t),
czyli n(t) jest rozwiazaniem okresowym uktadu (6.157) o okresie T'.

Przyjmijmy p = ¢'T oraz n(t) = e¥4(t).

Korzystajac ze wzoru (6.172) mamy:

S Dg(t + T) = peMg(t) = Te¥g(t)
czyli
¢t +T) =¢(t). (6.173)

Zatem normalne rozwiazanie ukladu okresowego ma postaé 7(t) = e (1),
gdzie ¢(t) = ¢(t + T) oraz A = 7Inp jest wykladnikiem charakterystycznym
danego ukladu.

Jedli istnieje multiplikator p = —1, to odpowiada mu tzw. antyokresowe
rozwiazanie 1 # 0 o postaci
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n(t+T) = —n(t) .
Zatem
Nt +2T) = —n(t + T) =n(t) ,

czyli n(t) jest w tym przypadku rozwiazaniem okresowym o okresie 2T'.

Do tej pory zajmowalisSmy sie przypadkiem, kiedy p = %1, a wiec bylo liczba
rzecrywista.

Jesli p jest liczba zespolona, to mozna ja przedstawi¢ w postaci:

p=re®, (6.174)

gdzie 7 i © oznacza modut i argument liczby zespolonej p. Powyzsza postaé
nazywamy postacia wykladnicza liczby zespolonej.

Logarytmem naturalnym liczby zespolonej p # 0, (Inp) nazywamy liczbe
w speiniajaca réwnosé

ev=p. (6.175)

Kazda liczba zespolona p # 0 ma nieskordczenie wiele logarytméw natural-
nych. Okreslone sa one wzorem:

Inp=Ilnr+6y+2kwi, k=0,%1,%2,..., (6.176)

gdzie r oznacza modul liczby logarytmowanej, za§ Gy- argument gléwny liczby
logarytmowanej 0 < 8y < 27.

Twierdzenie Jerugina

Uklad rézniczkowy liniowy (6.157) jest sprowadzalny wtedy i tylko wtedy, gdy
pewna jego macierz fundamentalna [X (t)] moze byé przestawiona w postaci ilo-
czynu macierzy [L(t)] i funkcji wykladniczej zmiennej niezaleznej t pomnozonej
przez stalg macierz [A), tzn. [X()] = [L(t)])et4.

Twierdzenie

Uklad liniowy o okresowych wspélczynnikach jest sprowadzalny.

Unormowana macierz fundamentalna rozwiazan ukladu okresowego (6.157)
zgodnie z twierdzeniem Floquenta ma postaé:

X(t) = ¢(t)e, (6.177)
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przy czym ¢(t) = ¢(t + T') oraz ¢(t) i ¢(t) sa macierzami ciaglymi i ograniczo-
nymi na osi (—o00, +00).

Zatem ¢(t) jest macierzg L(t) i na mocy twierdzenia Jerugina uktad okre-
sowy (6.157) jest sprowadzalny.

Podstawiajac z = ¢(t), y = X(t)e 'y do réwnania (6.157) mamy

dy
< =M. (6.178)

Wykladniki charakterystyczne A; sa pierwiastkami réwnania charakterystycz-
nego [A — AI| =0.
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Rozdzial 7

Drgania chaotyczne w ukladach o jednym
stopniu swobody

7.1 Wprowadzenie

Rozpatrzmy uklad autonomiczny nieliniowy o jednym stopniu swobody. Niech
jego potok fazowy (zdefiniowany réwnaniem ruchu) po osiagnieciu stanu usta-
lonego znajduje sie w pewnym ograniczonym obszarze tréjwymiarowej prze-
strzeni fazowej. Poniewaz trajektorie tego potoku nie moga sie przecinaé, to
moga by¢é one albo zamkniete albo dazyé¢ do prostego atraktora jakim jest cykl
graniczny lub polozenie réwnowagi.” Jednak w przypadku, gdy na taki uklad
dziala harmoniczna sita wymuszajaca, mozliwa jest taka sytuacja, ze kazda tra-
jektoria potoku fazowego jest niestateczna, ale jednoczesnie ograniczona i nie
jest orbita okresowa, quasiokresowa lub polozeniem réwnowagi (zdegenerowana
orbita). Ponadto uklad posiada taka wlasnosé, ze zadanie warunkéw poczatko-
wych z dowolnie duza, ale skorficzona dokladnoscia nie pozwala na zdetermino-
wane okreslenie jego ruchu. Problematyka ta posiada wymiar wiekszy i siega
zasady Maxa Bohra. Kazdy bowiem stan realny ukladu okreslony jest zawsze z
pewna niedokladnoécia i dlatego powinien byé opisywany nie za pomoca liczb,
lecz rozkladu prawdopodobiefistwa. Mozna wiec oczekiwaé w ukladzie zde-
terminowanym dynamiki typowej dla ukladéw stochastycznych. Ruch taki, w
odréznieniu od ukladéw ze zmiennymi losowymi, nazywamy deterministycznym
chaosem i jego wykrycie dokonalo przelomu w nieliniowej dynamice.

Lorenz nalezy do pierwszych, ktérzy pokazali, ze w ukladzie autonomicznym
trzeciego rzedu pojawia sie chaos. Rozwazal on problem zwiazany z konwekcja
i opisany przez réwnanie rézniczkowe typu Naviera-Stokesa. Stosujac metode
Galerkina zredukowal réwnania wyjsciowe do ukladu réwnad rézniczkowych
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zwyczajnych pierwszego rzedu. Lorenz pokazal numerycznie, ze ich rozwiazania
byly przyciagane do pewnego szczegélnego zbioru w tréjwymiarowe]j przestrzeni
fazowej, zwanego dziwnym atraktorem chaotycznym. Jego definicje podano
nizej.

Definicja 7.1

Podzbiér X przestrzeni fazowej nazywaé bedziemy atraktorem, jesli:

a) X jest inwariantny (niezmienniczy) wzgledem potoku fazowego;

b) istnieje otwarte otoczenie zbioru X i takie, ze trajektorie fazowe biorace w
nim poczatek daza do niego pod dzialaniem potoku fazowego;

¢) zadna cze$é zbioru X nie przedstawia stanu przej$ciowego;

d) zbidr X nie da sie podzielié na dwa rozlaczne podzbiory o powyzszych
wlasno$ciach.

Dziwnym atraktorem nazywamy taki atraktor, ktéry nie sklada sie ze skon-
czonego zbioru punktéw i ktéry nie jest kawatkami rézniczkowalnym. Przypo-
mnijmy, Ze zbiér nazywamy kawaltkami rézniczkowalny, gdy istnieje cze$é krzy-
wej lub powierzchni, wzdluz ktérej jest on rézniczkowalny, lub wreszcie, gdy
jego objetoéé jest ograniczona dwoma zamknietymi powierzchniami rézniczko-
walnymi.

Chaotyczny atraktor charakteryzuje sie tym, ze kazde dwie jego trajektorie
odlegle o dowolnie mala liczbe, eksponencjalnie sig od siebie oddalaja z uplywem
czasu. Zbiér punktéw przestrzeni fazowej, bedacy punktami poczatkowymi tra-
jektorii fazowych, dla ktérych daza one do atraktora, nazywamy obszarem przy-
ciagania tego atraktora.

Poniewaz atraktor jest zbiorem niezmienniczym i ograniczonym posiadaja-
cym wymiar mniejszy niz rozpatrywana przestrzed fazowa, to trajektoria za-
warta w nim jest rekurentna.

Otrzymany przez Lorenza uklad réwnan ma nastepujaca postac:

X = —o(X+Y),
Y = (r—2)X-Y, (7.1)
Z = -bZ+ XY,

gdzie X jest amplituda ruchu wywolanego konwekcja, Y jest réznica tempera-
tur pomiedzy pradami wstepujacymi i zstepujacymi oraz Z oznacza odchylenie
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spadku temperatury od przebiegu liniowego (szczegéltowa analize tego ukladu
i wyprowadzenie réwnani podane sa w pracach [29-32]). Parametry o, r i b
sa bezwymiarowe i wyrazaja kombinacje pewnych stalych fizycznych. Podczas
analizy numerycznej ukladu (7.1) Lorenz zauwazyl, ze dla pewnego zbioru tych
parametréw odpowiedZ ukladu byta szczegdlnie wrazliwa na zmiane warunkéw
poczatkowych, co w efekcie prowadzilo do duzych i nieprzewidywalnych zmian
podczas dtugiego czasu obserwacji. Jednakze daje si¢ zauwazyt, ze trajekto-
ria przy t — oo tworzy pewien dziwny atraktor chaotyczny, zwany atraktorem
Lorenza. Jego projekcje przedstawiono na rys. 7.1.

Rys. 7.1. Atraktor Lorenza dla r = 28,0 =10, b =8/3

Trajektoria ze wzrostem czasu przeskakuje w sposéb stochastyczny (nie-
przewidywalny) pomiedzy dwoma widocznymi na rys. 7.1 cze$ciami atraktora.
Ukiad Lorenza jest juz szeroko opisany w literaturze (patrz np. Sparrow [32],
Argyris i in. [33]). Przyjmijmy w réwnaniach Lorenza ¢ = 10, b = 8/3, nato-
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miast jako parametr kontrolny przyjmiemy r. Dla 0 < r < 1 jedynym atrakto-
rem jest stateczne polozenie réwnowagi Ry (patrz rys. 7.2). Odpowiadajace mu
wartosci wlasne wynosza

8+1
02 = ;f + \/(6+1)’+46(r—1)

oy = -b. (72)

Dla parametru r z rozwazanego przedzialu wszystkie trzy wartosci wlasne o;
posiadaja ujemne czeéci rzeczywiste i polozenie réwnowagi Ry jest statecznym
wezlem. Dla r = 1 otrzymujemy punkt krytyczoy, bo wéwczas o 2> 0. Dalszy
wzrost r powoduje, ze o3 przyjmuje warto$é dodatnia, podczas gdy pozostale
dwie warto$ci wlasne sa ciagle ujemne. We wspomnianym punkcie krytycznym
zachodzi bifurkacja typu widly i pojawiaja sie dwa stateczne potozenia réwno-
wagi R, i R; (poloZenie réwnowagi R, istnieje nadal, chociaz jest niestateczne -
staje sie siodlem). Nowe galezie réwnowagi we wspéirzednych {X,Y, Z} posia-
daja wartoéci {:l:ﬁr -1), :i:‘/b(r ~1), (r—1)}. Odpowiadajace im réwnanie
charakterystyczne posiada postad

>+ o+ b+1)+0(6+7)b+26b(r—1)=0. (7.3)

Jak mozna sprawdzié dla r < 1, 346 polozenia réwnowagi R, i R, sg weztami
statecznymi (wszystkie o; sa rzeczywiste i ujemne). Dla r = 1,346 nastepuje
bifurkacja, w wyniku ktérej dwie z wartosci wlasnych pokrywaja sie, a nastepnie
przy dalszym wzroécie r ulegaja rozszczepieniu w kierunku pionowym (odbywa
sie to symetrycznie na obu galeziach réwnowagi) tworzac dwie wartoéci zespo-
lone sprzezone o ujemnej czesci rzeczywistej. Wezel po bifurkacji przeszedt w
stateczne ognisko. Dalej rozwazmy zachowanie ukladu dla 1,346 < r < 13,926.
Jak juz wspomniano $rodkowe polozenie réwnowagi jest siodlem, ktérego nie-
stateczna rozmaito$é jest przyciagana przez dwa symetrycznie polozone sta-
teczne ogniska. Numeryczna analiza pokazuje, Ze stateczna rozmaitosé siodla
tworzy powierzchnie, ktéra ulega skreceniu i rozprzestrzenia sie wokét dwdch
niestatecznych galezi siodla obejmujac R; i R;. Po ,zakrecie” wokél polozen
réwnowagi R, i Ry powierzchnia wyznaczona przez potok rozmaito$ci statecznej
siodla zmierza znowu w kierunku $rodkowego polozenia réwnowagi. Réznica
polega teraz na tym, ze po takim skreceniu powierzchnia ktéra byla na dole
znajduje sie teraz na gérze (wykazuje to analogie do wstegi Mobiusa). Zgodnie
z twierdzeniem Cauchy’ego o jednoznacznosci, trajektorie fazowe nie moga sie
przecinaé i jedynym mozliwym kompromisem jest taki ruch potoku lezacego
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na dolnej powierzchni, ze dazy on do jednego z wyréznionych polozeit R, i R,.
Zakladajac, ze bedzie to R;, to wéwczas trajektorie nalezace do drugiej strony
powierzchni beda dazyé do R,;. Do takich wnioskéw prowadza obserwacje nu-
meryczne polegajace na réwnoczesnym $ledzeniu wielu punktéw poczatkowych
i przy czasie t — oo (patrz Argyris et. al. [33]).

Dla wartoéci parametru r = 13,926 zachodzi znowu bifurkacja. Wokét
punktéw R; i R, powstaja cykle graniczne utworzone przez niestateczna rozma-
ito$é siodlowa, ktére sa niestateczne i dla tej wartosci krytycznej r przechodza
one przez §rodkowe polozenie réwnowagi ;. Sa to tzw. orbity homokliniczne
przedstawione linia przerywana na rys. 7.2 i dodatkowo na rys. 7.3.

Z dalszym wzrostem r amplitudy ruchéw okresowych zaczynaja maleé i
orbity te nie zawieraja juz punktu Srodkowego polozenia réwnowagi. Trajekto-
rie fazowe na zewnatrz tych orbit sa odpychane od powstalych orbit okresowych
niestatecznych i zaczynaja przeskakiwaé w taki sposéb, ze te biorace poczatek
np. przy R, przeskakuja w okolice R; i odwrotnie. Odpowiada to pewnej global-
nej bifurkacji. Okazuje sie, ze teraz w nowej sytuacji potok fazowy utworzony
przez stateczna rozmaitosé nie jest w stanie calkowicie spelni¢ warunku ruchu
opisanego wczesniej dla r < 13,926.

Dalszy wzrost parametru r powoduje malenie amplitud niestatecznych orbit
okresowych wzdluz galezi parabol. W punkcie krytycznym r = 24,7 poprzez
subkrytyczna bifurkacje Hopfa zaczynaja one znikaé, a towarzyszy temu zmiana
statecznosci polozen réwnowagi R; i R,, ktdre staja sie teraz ogniskami niesta-
tecznymi (w punkcie krytycznym dla kazdego z polozed réwnowagi R, i R,
jedna warto$¢ wlasna jest ujemna, a dwie pozostale sa sprzezone czysto uro-
jone). Ostatecznie chaotyczna wedréwka trajektorii fazowych wokdl punktu
siodlowego zwigzana jest z istnieniem dwéch innych polozefi réwnowagi typu
niestatecznych ognisk. Punkt krytyczny ukladu Lorenza, po przekroczenin
ktdérego pojawia sie chaos, odpowiada zniknieciu dwéch niestatecznych orbit
okresowych.

Drugim bardzo waznym dziwnym atraktorem chaotycznym jest tzw. atrak-
tor japoiiski, wykryty przez Uede [34] w oscylatorze o réwnaniu

&+ ck + 2° = Pcost. (7.4)

Typowy przebieg czasowy dla ¢ = 0,05 i P = 7,5 zostat przedstawiony na
rys. 7.4. Wida¢ z niego, ze wprawdzie daje si¢ zauwazyé pewna jakosciowa po-
wtarzalno$é struktury na tym przebiegu, to generalnie ruch nie jest ani ruchem
okresowym ani quasiokresowym i jest nieprzewidywalny w dlugim okresie czasu.
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Rys. 7.2. Wykres bifurkacyjny prowadzacy do pojawienia si¢ atraktora Lorenza
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Rys. 7.3. Przykladowe przebiegi orbit homoklinicznych wychodzacych z polozenia
réwnowagi typu siodlo
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Rys. 7.4. Przebieg czasowy otrzymany z réwnania (7.4) po scalkowaniu numerycznym

Tylko doktadnie te same warunki poczatkowe gwarantuja powtarzalno$¢ ru-
chu, co praktycznie jest niemozliwe. Niewielka réznica w zadaniu warunkdéw
poczatkowych, powoduje wykladnicza rozbiezno$é trajektorii fazowych star-
tujacych z bardzo niewiele odbiegajacych od siebie warunkéw poczatkowych.

Prowadzi to w efekcie do chaotycznej dynamiki oscylatora opisanego réwna-
niem (7.4). Ponadto, obserwujac stroboskopowa plaszczyzne fazowa (z,z) w
punktach czasowych odleglych o 27 otrzymamy specyficzna strukture przed-
stawiona na rys. 7.5. Struktura taka jest wynikiem wielokrotnego procesu roz-
ciagania i sklada nia przestrzeni fazowej. Proces ten przypomina walkowanie
ciasta, nastepnie jego skladanie i znowu walkowanie itd. Transformacja taka
bywa nazywana transformacjs piekarza.

7.2 Identyfikacja atraktoréw chaotycznych

Ruchy chaotyczne stanowig obecnie nicodlaczna cze$é nieliniowej dynamiki.
Moga sie one pojawiaé nie tylko jako efekt symulacji cyfrowej réwnan réznicz-
kowych nieliniowych dla pewnych szczegdlnych parametréw, ale pojawiaja sie
réwniez w realnych obiektach fizycznych, w tym réwniez mechanicznych [35-40].
Zachodzi wiec naturalne pytanie, jakie narzedzia stuza do diagnozy, czy uklad
jest ukladem ruchu regularnym lub chaotycznym. W przypadku analizy atrak-
toréw chaotycznych pojawia sie kolejne pytanie; na jakiej podstawie mozemy
takie dziwne atraktory chaotyczne klasyfikowaé? Problematyce tej poswiecony
jest niniejszy rozdzial.
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Rys. 7.5. Dziwny atraktor Uedy na plaszczyinie fazowej (&, )
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7.2.1 Mapy Poincaré
Rozpatrzmy uklad réwnan rézniczkowych

{z} = {X{=}}, (7.5)

okreélonych na rozmaitoéci M, ktéra tworzy jego przestrzen fazowa. Rozwazmy
potok fazowy g(t, {z}) = g*({z}) taki, ze generuje on pole wektorowe {X({z})}
okre§lone na rozmaitoéci M:

) t({=z}) — $*{= d

(X () = tim U= SN _ 2 (), (7.6)
I odwrotnie, jedli pole wektorowe [X({z})] jest okre§lone na rozmaito$ci M,

to wyznacza ono potok g* okreSlony przez (7.6) (patrz Chillingworth [41]).
Orbite potoku stanowi podzbiér punktéw

v={{K}eM; {K}=g'({z}); te R}, (7.7)

gdzie {z} jest wartodcia stals, a t zmienna. Orbita jest krzywa lezaca na rozma-
itosci M i jest trajektoria ukladu (7.5). Jesli (7.5) posiada rozwiazanie okresowe
o okresie T, to ¢**T({z}) = g*({z}), t € R! i orbita (7.7) jest zamknieta. Orbi-
tami potoku ¢* sa krzywe catkowe pola wektorowego [X({z})].

Rozpatrzmy krzywa zamknieta potoku fazowego g'. Wybierzmy dowolny
punkt { K} nalezacy do tej krzywej i niech S przecina ja transwersalnie w tym
punkcie (rys. 7.6).

Mapa powstaje z orbit potoku fazowego g* w sposéb nastepujacy. WeZmy
punkt {z} € S i oznaczmy przez v orbite potoku g* przechodzaca przez {z}.
Oznaczmy pierwsze przeciecie orbity v* z S przez P({z}). P({z}) jest wartoscia
mapy Poincaré w punkcie {z}. Wiasno$é mapy Poincaré (tzn. czy P({z}) jest
odwzorowaniem zwezZajacym czy rozszerzajacym) determinuje zachowanie sie
orbit bliskich v i analiza ich zachowania pozwala stwierdzié, czy - jest zbiorem
przyciagajacym czy odpychajacym. Punkt {K} jest punktem stalym mapy
Poincaré i istnieje jednoznaczny zwiazek pomiedzy stalymi punktami mapy i
zamknietymi orbitami potoku g*. Niech 4 bedzie orbita zamknieta potoku ¢!
i niech istnieje T > 0 takie, ze ¢*T({K}) = ¢'({K}) dla wszystkich ¢t € R'.
Wéwcezas T jest okresem orbity . Niech S bedzie transwersalng powierzchnig
tnaca v w punkcie {K} € 4. Odwzorowanie Poincaré jest to taka mapa P
przeksztalcajaca Wy — W, gdzie Wy i W) sa otwartymi otoczeniami punktu
{K}eS,
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{x}

P({x})
v
Rys. 7.6. Tworzenie map Poincaré
P({z})) = ¢ *P({z}) = g (+({=}), {=}), (7.8)

gdzie 7 : Wp — R!, 7({K}) = T i T jest takie, ze dlat € (0,7({z})), ({z}) ¢ S
(patrz rys. 7.6). Warunek 7({K}) = T powoduje, ze P({ K}) = {K}, poniewaz
P({K}) = ¢ "D({K}) = ¢"({K}) = ¢°({K}) = {K}. Obecnosé funkeji v w
(7.8) wyraza fakt, ze dla {z} € S i {z} € {K} punkt gT({z}) lezy albo przed
albo za powierzchnia S.

Rozpatrzmy teraz aplikacyjne wlasno$ci mapy Poincaré (patrz Moon [42]).
Rozwazmy ruch w ukladzie dwuwymiarowym na plaszczyZnie fazowej. Obser-
wacje takiego ruchu mozna prowadzié dla pewnych dyskretnych wartoéci czasu.
Wtedy ruch reprezentowany jest przez zbiér punktéw na plaszczyinie fazowej.
Jedli z, = z(¢,) i yn = y(t,.), to zbiér punktéw na plaszczyinie fazowej repre-
zentuje dwuwymiarowq mape

T, = fl(zﬂ’yn) s
YUn = f?(xnv yu) . (7.9)

Rozwazmy ruch ukladu o jednym stopniu swobody z sila wymuszajaca po-
siadajaca okres T. Wéwczas pojawia sie naturalna regula wyznaczania punktéw
mapy poprzez przyjecie t, = nT + t,. Jezeli ruch jest czysto okresowy o okre-
sie T, to na mapie otrzymujemy jeden punkt. Ruch z trzecia subharmoniczna
jest zbiorem trzech punktéw (powiadamy wéwczas, ze mapa posiada trzy stale
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punkty). W przypadku wystepowania w ukladzie dwéch niewspéimiernych
czestoéci (ruchy quasiokresowe) punkty mapy uktadaja sie w krzywe zamkniete.
Pozostale bardziej skomplikowane zbiory punktéw mapy moga by¢ interpreto-
wane jako ruchy nieregularne (chaotyczne).

7.2.2 Wykladniki Lapunowa

Do oceny zbieznoéci lub rozbieznoéci trajektorii potoku fazowego stuza wyklad-

niki Lapunowa (patrz Oseledec [43], Benettin, Galgani i Strelcyn [44], Shimada

i Nagashima [45]) i sa waznym narzedziem stuzacym do wykrywania chaosu.

Dodatnie wartosci wykladnikéw $wiadcza o rozbieznosci orbit i chaosie.
Wiyktadnik Lapunowa zdefininjemy w oparciu o réwnanie

X = Jim sup % In [E(E)] - (7.10)

gdzie {£(t)} jest trajektoria fazowa i t oznacza czas.

Tak zdefiniowany wykladnik charakteryzuje eksponencjalna rozbieznosé lub
zbieznoéé trajektorii otaczajacych trajektorie badana.

Dla ukladéw o wymiarze wickszym od jednego istnieje zbidr albo spektrum
wykladnikéw Lapunowa z ktérych kazdy charakteryzuje orbitalna rozbieznosé
w pewnym kierunku Na przyklad tréjwymiarowa przestrzen fazowa atraktora
Lorenza posiada trzy wykladniki Lapunowa, z ktérych kazdy opisuje zacho-
wanie si¢ pewnych wybranych dwéch sasiednich trajektorii. Ogélnie istnieje
tyle wykladnikéw Lapunowa, jaki jest wymiar przestrzeni fazowej. Wszystkie
dziwne atraktory w tréjwymiarowej przestrzeni fazowej posiadaja ten sam typ
spektrum (+,0, —): dodatni wykladnik §wiadczy o chaosie, wykladnik zerowy
opisuje wolniejszy od eksponencjonalnego ruch wzdluz trajektorii, a ujemny
wykladnik $wiadczy o istnieniu w przestrzeni fazowej regularnego atraktora. W
tréjwymiarowych ukladach dysypatywnych jedynymi mozliwymi typami spek-
trum sa: (+,0, —) - dziwny atraktor; (0,0, —) - dwuwymiarowy torus; (0, —. —)
- cykl graniczny; (—,—,—) - punkt réwnowagi. Schematycznie przedstawiono
to na rys. 7.7.

Juz w ukladach czterowymiarowych moga si¢ pojawic¢ trzy rodzaje dziwnych
atraktor6w chaotycznych o nastepujacych typach spektrum: (+,+,0, —),
(+,0,—,-) i (+,0,0,-).

Rozwazmy uklad dynamiczny w n-wymiarowej przestrzeni fazowej i prze-
SledZzmy ewolucje n nieskorficzenie malych otoczen kulistych kazdego z n wa-
runkéw poczatkowych. Ze wzgledu na deformacje potoku, deformacji ulegaja
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A

a) b) c) d)

Rys. 7.7. Atraktory i odpowiadajace im spektra wykladnikéw Lapunowa: a) poloZenic
réwnowagi {—, —, —}; b) orbita okresowa {0, -, —}; c) orbita quasiokresowa {0,0, —};
d) atraktor chaotyczny {+,0, -}

po pewnym czasie kule i przyjmuja ksztalty elipsoid. Wezmy pod uwage jedna,
z kul i zalézmy, ze jej $rodek zwiazany jest z warunkiem poczatkowym. Sro-
dek kuli porusza sie wzdluz trajektorii wyznaczonej przez zadany warunek po-
czatkowy, podczas gdy punkty z wnetrza kuli naleza do sasiednich trajektorii.
Poniewaz jeden z wykladnikéw Lapunowa rosnie eksponencjalnie, to objetosé
kuli eksponencjalnie szybko maleje. Te dwa procesy powoduja, ze ksztalt kuli
ulega deformacjom polegajacym na rozciaganiu, zwijaniu i skrecaniu, co pro-
wadzi do bardzo skomplikowanej struktury.

Mozna dowieéé, ze suma wykladnikéw Lapunowa charakteryzuje rozbiezno$¢
przestrzeni fazowej i ze dla ukladéw dysypatywnych warto$é ta jest ujemna
(Wolf [46]). Benettin et. al. [44] oraz Shimada, Nagashima (45] przedstawili
metode wyznaczania wykladnikéw Lapunowa dla ukladu réwnai rézniczkowych
nieliniowych polegajaca na jednoczesnym rozwiazywaniu dodatkowego ukladu
réwnan rézniczkowych liniowych powstalych w wyniku linearyzacji wokdl prze-
mieszczajacego sie punktu wzdiuz badanej trajektorii.

Opis wyznaczania wykladnikéw Lapunowa w przypadku analizy ruchu za po
moca map dyskretnych jak np. mapa Hénona podaje Wolf [46]. Wolfi in. [47]
opisuja sposéb wyznaczania wykladnikéw dysponujac danymi wyznaczonymi
eksperymentalnie (patrz réwniez Abraham, Gollub i Swinney [48], gdzie podano
bogaty zestaw literatury dotyczacy tej tematyki).

Schemat obliczert numerycznych prowadzacych do wyznaczenia wykladni-
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kéw Lapunowa bazuje na nastepujacym rozumowaniu.

Jefli rozpatrzymy dwie trajektorie fazowe odlegle w chwili £, 0 mala wartosé
wy, tj. trajektorie niezaburzons wyznacza wektor {z;}, podczas gdy trajek-
toria zaburzona zdeterminowana jest przez warunek poczatkowy {zq} + {wo}-

Réwnanie zlinearyzowane ruchu zaburzonego przyjmie postaé
BB _ 4 t@m e} (7.11)

gdzie macierz [A] powstaje po linearyzacji prawej strony ukladu réwnan réznicz-
kowych pierwszego rzedu.

Jesli zdefiniujemy wskainik $redniej wykladniczej zbieznoéci takich dwdch
trajektorii wedlug réwnania

A({zo}, {w}) = lim = "Iﬁ”(tﬁ“ (7.12)

to okazuje sie, ze A ok:reslone powyzszym wzorem istnieje i posiada skoficzona
warto$é. Istnieje n kierunkéw ghdwnych {€;} wyznaczajacych wektor {w} i
takich, ze zwiazane sa one z n wykladnikami charakterystycznymi Lapunowa
zdefiniowanymi ponizej:

A({zo}) = AM({zo}. {es}), i=1,...,n. (7.13)

Najwiekszy wykladnik Lapunowa okre$la rozbiezno$é dwéch trajektorii dla
prawie wszystkich zaburzef {uy}.

Suma wszystkich wykladnikéw Lapunowa wyznacza zmiane objetosci pro-
stopadlo$cianu o wymiarze n znajdujacego sie w chwili poczatkowej w punkcie
{zo}

A({ze}) + - -. + A({z0}) = Ao({z(}) , (7.14)
gdzie Aq jest wartodcig Srednig wskaZnika zmiany objetosci potoku fazowego.
Najczedciej spotykane w ukladach fizycznych uklady zwane dysypatywnymi,
charakteryzuje zmniejszanie sie objetosci potoku fazowego ze wzrostem czasu.
Ukiad autonomiczny nazywaé bedziemy dysypatywnym, jesli jego rozwiazania
s, nieskoiiczenie przedluzalne w czasie oraz jesli poczynajac od pewnej chwili
czasowej znajdujg sic w pewnej kuli, ktérej juz nie opuszcza. Mozna pokazad, ze
wskaznik zmiany objetodci A({z}) jest dla ukladéw nieliniowych wielkoscia lo-
kalna, jest réwny dywergencji pola wektorowego i moze byé dodatni lub ujemny.
W ukiadach dysypatywnych potok fazowy zmniejsza swa objeto$¢, wobec tego
frednia wartoéé wskaZnika Ay, musi byé ujemna dla wszystkich warunkéw po-
czatkowych {xp} i wobec tego z réwnania (7.14) wynika, ze dla ukladéw dysy-
patywnych suma wszystkich wykladnikéw Lapunowa jest ujemna.
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7.2.3 Wymiar ulamkowy

Wymiar atraktora jest wygodna miars wskazujaca na liczbe stopni swobody
punktu lezacego na tym atraktorze. Klasyczne atraktory posiadaja wymiary
catkowite i tak np. punkt réwnowagi posiada wymiar zero, orbita okresowa
posiada wymiar 1, a orbita quasiokresowa posiada wymiar 2. Dziwny atrak-
tor chaotyczny nie pokrywa jednak w sposéb gesty rozmaitosci o wymiarze
catkowitym w przestrzeni fazowej. Reprezentuje on twér bardziej zlozony niz
orbita quasiokresowa, a jednoczesnie wymiar jego musi by¢é mniejszy od wy-
miaru odpowiadajacemu atraktorowi przestrzennemu, ktéry jest réwny liczbic
3. Mozna wiec oczekiwaé, ze atraktor chaotyczny posiada wymiar utamkowy
2 < d < 3. Posiada on ponadto wlasnoéci zbioru Cantora. Konstrukcje takiego
zbioru (fraktalu) opisano ponizej. Wezmy odcinek o dlugosci 1 i ususimy z niego
cze$é érodkowa o diugodci 1/3. W podobny sposéb postapimy z dwoma pozo-
stalymi odcinkami. Kontynuujac w podobny sposéb dalsza konstrukcje (patrz
rys. 7.8) przy ilodci operacji dazacej do nieskoficzonosci w efekcie otrzymujemy
zbiér punktéw granicznych o dlugosci zero.

Rys. 7.8. Ilustracja procesu tworzenia zbioru Cantora

W celu geometrycznej ilustracji pojecia wymiaru atraktora pokryjmy ba-
dany zbiér w przestrzeni R" za pomoca n-wymiarowych szeécianéw o boku
€ i obliczmy ich minimalna liczbe N(e) potrzebna do pokrycia calego zbioru.
Liczba takich szecianéw konieczna do pokrycia d-wymiarowego zbioru jest w
przyblizeniu (dla malych &) proporcjonalna do 1/e4. Moina latwo zauwazy¢,
ze dla punktu, linii i powierzchni ich liczba jest proporcjonalna do 1/¢% 1/¢! i
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1/¢?, skad automatycznie otrzymujemy ich wymiary.
Wymiar utamkowy podzbioru n-wymiarowej przestrzeni fazowej definiujemy
jako

d = lim 2N ()

limg 7y - (7.15)

Dla ukladu Lorenza wymiar ten wynosi d = 2,06. Procedura obliczeniowa
przeprowadzona wedlug wzoru (7.15) jest jednak klopotliwa w bezposrednim
uzyciu. Grassberger i Procaccia [49] zaproponowali inna metode oparta na
uzyciu funkcji korelacji C(r). JeSli {z;} reprezentuje wektor w przestrzeni fa-
zowej w chwili czasu ¢, to dla zbioru N prébek (N ~ 10* + 10*) konstrunjemy
kule o promieniach r lezace w kazdym punkcie z; i zliczamy punkty nalezace
do kazdej z tych kul. Funkcje korelacji definiujemy jako

Clr) = 3z S X H (= llss = 1), (7.16)
i

gdzie H(s) = 1 dla s > 0i H(s) = 0 dla s < 0. Grassberger i Procaccia
pokazali, ze

lim C(r)=r, (7.17)
skad otrzymujemy

d = lim InC(r) .
r~0 Inr

(7.18)

Funkcja korelacji C(r) jest miara prawdopodobienstwa, ze dwa punkty atrak-
tora znajduja si¢ w odleglosci nie wiekszej niz r. Pomiedzy wprowadzonym
wczeéniej pojeciem wykladnikéw charakterystycznych, a pojeciem wymiaru u-
lamkowego istnieje zwiazek

i A
= i=]
[Am +1]

d=m (7.19)

gdzie m jest najwiekszym indeksem dla ktérego i A20jesli Ay > A > N>
i=1
. W
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7.2.4 Widmo czestosci i funkcja autokorelacji

Analiza widma czestoéci nalezy do najbardziej popularnych narzedzi stosowa-
nych w pracy inzynierskiej. Widmo takie moze by¢ otrzymane na drodze symu-
lacji numerycznej przy uzyciu szybkiego przeksztalcenia Fouriera (FFT), lub tez
otrzymuje si¢ je na ekranie analizatora widma podczas analizy realnego obiektu
w warunkach laboratoryjnych.

Transformacja danego przebiegu z dziedziny czasu w dziedzine czestosci
moze by¢ opisana wzorem

4T 2

2 / z(t)e “*dt| .
-T

Pw) = o7

5 (7.20)

Wszystkie atraktory regularne posiadaja widmo czestosci dyskretne. W od-
réznieniu od nich, dziwne atraktory chaotyczne charakteryzuja si¢ ,,rozmytym”
widmem czesto$ci.

Inng metoda testujaca chaotyczno$é trajektorii jest funkcja korelacji prze-
biegu z(t) o postaci

1 T
K(r) = Jim = / 2(t + T)a(t) dt . (7:21)

Funkcja ta w przypadku, gdy badany sygnal jest okresowy jest réwniez okre-
sowa. Dla trajektorii chaotycznej K(7) — 0, jesli 7 — oo.

7.2.5 Uwagi ogélne

Podsumowujac rozwazania tego podrozdzialu nalezy podkreéli¢, ze aby do-
konaé peinej identyfikacji dziwnego atraktora chaotycznego nalezy wykorzy-
stywaé mozliwie wiele réznych testéw numerycznych pozwalajacych uzyskiwacd
przebiegi czasowe, portrety fazowe (projekcje atraktora na wybrane osie wspét-
rzednych), widma czestoéci, funkcje autokorelacji, wykladniki Lapunowa czy
wymiary ulamkowe.

W tabeli 7.1 zestawiono wymienione wyzej charakterystyki dla czterech pod-
stawowych atraktoréw, jakimi sa: polozenie réwnowagi, orbita okresowa, orbita
quasiokresowa oraz dziwny atraktor chaotyczny.

Niech wymiar ukladu odpowiada liczbie opisujacych go réwnaii rézniczko-
wych pierwszego rzedu. Uklad jednowymiarowy dysypatywny opisany jest tylko
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7.3 Metoda Mielnikowa

jedna zmiennga z(t), ktéra przy ¢ — oo dazy do polozenia réwnowagi statecz-
nej, ktére jest weztem statecznym. Wykladnik charakterystyczny jest wowczas
mniejszy od zera, bo z zalozenia o dysypatywnosci wynika Ag < 0.

Uktady dwuwymiarowe odpowiadaja autonomicznym ukiadom o jednym
stopniu swobody, czyli opisanym réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym dru-
giego rzedu. Atraktorami mozliwymi do pojawienia si¢ w takich ukladach sa
polozenia réwnowagi i orbity okresowe. Jesli zalozymy, ze uklad jest dysypa-
tywny, to zgodnie ze wzorem (7.14) mamy

A=A+ <0. (7.22)

Jesli oba wyktadniki charakterystyczne sa ujemne, to atraktorem jest asymp-
totycznie stateczne (w sensie Lapunowa) polozenie réwnowagi. Jesli \; = 0 i
Az < 0, to atraktorem jest asymptotycznie stateczna w (sensie Lapunowa) orbita
okresowa.

Wreszcie przypadek uktadéw dysypatywnych tréjwymiarowych wprowadza
jakosciowe nowe elementy. Zgodnie z zalozeniami o dysypatywnosci suma wy-
kladnikéw charakterystyczoych

A+ +2A<0. (7.23)

Takie uklady generalnie posiadaja cztery topologicznie rézne atraktory (Ru-
dowski [50]). Jesli Ay > A2 > A3 i A; < 0, to wéwczas atraktorem jest asympto-
ytcznie stateczne potozenie réwnowagi. Jesli A1 > A2 > A3i A; =0, to wéwczas
atraktorem jest asymptotycznie stateczna orbita okresowa. Jesli A} = Ay = 0
i A3 < 0, to wéwczas atraktorem jest stateczna orbita quasiokresowa. I wre-
szcie jeSli Ay > 0, Ay = 0, A3 < 0i [A3] > A, to potok fazowy, pomimo ze
jeden z wykladnikéw charakterystycznych jest dodatni zmniejsza swa objetosc
ze wzgledu na dysypatywno$é ukladu i trajektorie powracaja w okolice swych
poczatkowych obszaréw tworzac w efekcie specyficzny atraktor, zwany dziwnym
atraktorem chaotycznym.

7.3 Metoda Mielnikowa

Podstawowe zalozenia tej metody podane zostaly przez Mielnikowa [51). Ostat-
nio Chow, Hale i Mallet-Paret [52] stosujac inne podejcie otrzymali podobne
rezultaty. Holmes i Marsden [53] stosowali ja z powodzeniem do pewnych
nieskoriczenie wymiarowych potokéw generowanych przez czastkowe réwnania
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rézniczkowe i do autonomicznych uktadéw Hamiltona o wielu stopniach swo-
body. Podstawowsa idea tej metody jest wykorzystanie rozwiazania catkowalnego
niezaburzonego ukladu réwnaii do rozwiazania ukladu zaburzonego. Rozwazmy
uklad

& = f(z) +eg(z,t), =z== ( ’; ) € R?, (7.24)
gdzie:
n=(12). @-(23). (7.25)

sq funkcjami dostatecznie gladkimi i ograniczonymi oraz g posiada okres T
ze wzgledu na t. Zakladamy, ze uklad niezaburzony jest hamiltonowskim z
fHi=2 f = 2 Uklad niehamiltonowski rozwazany byl przez Mielnikowa
[51] i Holmesa [54].

Rys. 7.9. Rodzina rozwiazah okresowych z punktem siodlowym po

Generalnym zalozeniem tej metody jest to, ze uklad (7.24) posiada punkt
hiperboliczny (siodlowy) py z homokliniczna orbita T® = {g°(t)|t € R} taki, ze
tligoqo = py. Zalézmy dalej, ze wewnatrz I'° znajduje si¢ rodzina rozwiazan
okresowych I'* = {¢*(t)|la € (—1,0), t € [0,To]}, gdzie T, jest okresem orbity
¢(t) oraz d'h_lgq"(t) =¢'t) i J—l;n—ll ¢*(t) = ¢! jest punktem eliptycznym lub

centrum (rys. 7.9).
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Zalézmy, ze mapa Poincaré posiada punkt hiperboliczny staly P. Z twier-
dzenia o centralnej rozmaitosci wynika, ze w otoczeniu U(P) istnieja lokalnie
gladkie rozmaitoéci Wi, (P), Wik (P) styczne do E* i E" (gladkosé lokalna roz-
maitoéci nie oznacza ich gladkosci globalnej - rys. 7.10).

Rys. 7.10. Lokalnie gladkie rozmaitosci w otoczeniu punktu hiperbolicznego P

Homoklinicznym punktem ¢ do hiperbolicznego siodlowego punktu P na-
zywaé bedziemy punkt nalezacy jednoczeénie do rozmaitoséci statecznej i nie-
statecznej punktu siodlowego (¢ € W"(p) N W*(p)). Okazuje sie, ze istnienie
jednego punktu przeciecia W"(p) i W*(p) powoduje, ze istnieje ich nieskoriczenic
wiele (patrz Palis [55]). Prawdziwe sa réwniez twierdzenia:

Twierdzenie 7.1

Dla e dostatecznie matych uklad réwnat (7.24) posiada jedna hiperboliczna
okresowg orbite 7, (t) = po + O(e). Odpowiednio mapa Poincaré posiada jeden
punkt hiperboliczny siodlowy pf = pp + O(e).
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Twierdzenie 7.2

Lokaluie stateczne i niestateczne rozmaitosci Wi, (v,), Wi (1) orbity okresowej
zaburzonej sa bliskie do niezaburzonej. Co wiecej, orbity ¢:(t,tp) i q*(t, 1) lezace
na rozmaitoéciach W<(y,.) i W*(v,) moga byé przedstawione w postaci:

g(tt) = ¢°(t—to) +egi(t. o) + O(¢?) , t € (to, ),
Q(t,te) = ¢°(t—to) + eql(t, to) + O(?) , t € (—00, to), (7.26)

przy czym ¢{(n) sa rozwiazaniami nastepujacych rownai rézniczkowych:
gi®(t,t) = Df [°(t — to)] 4 (¢, t0) + 9 [¢°(t — t0). ¢] - (7.27)
Odleglo$¢ rozmaitosci W»(pl) i W*(pf*) dla t = to w punkcie ¢°(0) wynosi

d(to) = qZ(to) — g:(t0) . (7.28)

gdzie: g75)(to) = q?()(to,0) i sa to punkty na rozmaitoSciach Wn(pk) i W*(pl)
lezace w poblizu p® i na normalnej do T przechodzacej przez punkt g(0)
(rys. 7.11).

Odleglo$é¢ ta wyraza sie wzorem

fgo) N [an(ta) — gi(fo)]
1 [9(0)]|

plizy czym przyjeto, ze aNb = a by — azhy i f N (g} — ¢f) jest rzutem ¢} — ¢f na
I
Funkcja Mielnikowa jest zdefiniowana nastepujaco:

d(to) =€ + O(e%) , (7.29)

M(to) = [ flaolt — )N g [ — o), 8] dt (7.30)

i jest dobra miarg rozdzielczoéci rozmaitosci w punkcie ¢°(0).

Twierdzenie 7.3

Jesli M(t,) posiada proste zera, to dla dostatecznie matych e rozmaitosci W*(ph)
i W*(pl) przecinajg si¢ poprzecznie. Jesli M(t5) # 0, to W™(p2) nW=(ph) =0,
gdzie @ oznacza zbidr pusty.

188



7.3 Metoda Mielnikowa

qo(0)+€ qin(to)

f [q(0)]
W s(P etO)

qo(0)+€ qun(to) flqe(0)]

Rys. 7.11. Ilustracja graficzna metody Mielnikowa
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Dowody podanych wyzej twierdzei mozna znalezé u Guckenheimera i Hol-
mesa [56] oraz Greenspana i Holmesa [57].

Istnienie orbit homoklinicznych obserwowanych przy uzyciu map Poincaré
dla réznych ukladéw dynamicznych pociaga za soba istnienie zbioréw w ksztalcie
podkowy Smale’a (patrz Greenspan i Holmes [57]). Podkowa Smale’a stanowi
zbiér policzalny nieskonficzenie wielu orbit okresowych niestatecznych i zbidr
niepoliczalny orbit okresowych statecznych. Istnienie takich podkéw powoduje
duza wrazliwoéé na warunki poczatkowe.

Moon, Cusumano i Holmes [58] na przykladzie wahadla pokazuja, ze obe-
cnoéé orbit homoklinicznych powoduje powstanie podkowy Smale’a i chaosu.

7.4 Drogi prowadzace do drgan chaotycznych

7.4.1 Wprowadzenie

Istnieje wiele r6znorodnych ukladéw dynamicznych nieliniowych, wystepujacych
w réznych dziedzinach nauki takich jak mechanika, chemia czy fizyka. Wiele z
nich wykazuje dla pewnych parametréw chaotyczna dynamike. Nasuwa sie wo-
bec tego pytanie czy bez wzgledu na réznorodnosc takich ukiadéw dynamicz-
nych istnieja pewne uniwersalne drogi prowadzace do pojawienia si¢ ruchdéw
chaotycznych. W tym podrozdziale dokonano takiej klasyfikacji w oparciu o
ogélny przeglad literatury i prace Swinneya [59]. Warto uczulié¢ tu jednak Czy-
telnika na to, ze przeglad ten ma charakter niepelny i otwarty. Wiaze sie to
z faktem, ze wiele problemdéw chaotycznej dynamiki nie jest jeszcze w pelni
wyjasnionych i wiele pytai ciagle pozostaje jeszcze otwartych (Abraham i in.
[48]). Dotyczy to na przyklad przejscia od ruchu prawieokresowego z dwiema
czestodciami do chaosu. Okazuje sie, ze ma ono charakter uniwersalny tylko przy
pewnych szczegSlnych warunkach realizacji tego procesu przejécia (Ostlund i in.
[60], Feigenbaum i in. [61], Aronson i in. [62]).

7.4.2 Proces nieciagly

Pomeau-Manneville [63] oraz Hirsch i in. [64] analizuja przejécie do chaosu przy
zmianie pewnego parametru bifurkacyjnego R. Przy R < R; pojawia si¢ ruch
okresowy, natomiast dla R niewiele wigkszych od R, istnieja dlugic przedzialy
okresowego ruchu ukladu poprzedzielane krétkimi zaktéceniami. Ze wzrostem
R odleglo$¢ pomiedzy kolejnymi zakléceniami maleje, obserwacja ruchu regu-
larnego staje sie¢ coraz trudniejsza, az w koricu niemozliwa. Przyklady takiego
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przejécia do chaosu podane sa w pracach Pomeau i in. [65], Jeffries-Perez [66],
Bergé i in. [67).

7.4.3 Prawieokresowosé, okresowosé, chaos

W niektérych ukladach ze wzrostem pewnych wybranych parametréw bifurka-
cyjnych nastepuje przejscie od ruchu prawie okresowego do okresowego i na-
stepnie do chaosu. Przejicie takie analizowane bylo przez Glassa-Pereza (70]
czy Steena-Davisa [69].

7.4.4 Okresowosé, prawieokresowosé, chaos

Mozliwo$é takiego przejécia pokazali najpierw Ruelle i Takens [70]. Natomiast
Swinney i Gollub [59] podali przyktad uktadu fizycznego, w ktérym ten mecha-
nizm przejécia sie¢ pojawia. Wedlug schematu Ruella-Takensa (patrz réwniez
Newhouse, Ruelle, Takens [71]) jesli uklad przechodzi od ruchu prawie okreso-
wego z dwiema czestoéciami do ruchu prawie okresowego z trzema niewspSimier-
nymi czestodciami, to w rezultacie potok moze by¢ niestateczny w tym sensie,
ze dowolnie male perturbacje moga doprowadzi¢ do powstania dziwnego atrak-
tora. Nalezy jednak podkre§lié, ze ta prawidlowo$é nie zawszc jest stuszna.
Grebogi, Ott i Yorke [72] badali uklad dynamiczny na tréjwymiarowym torusie
i okazalo sie, ze o ile duze perturbacje czasami powoduja powstanie chaosu,
to jesli amplituda zaburzeni jest mala zachodzi to bardzo rzadko i tylko przy
pewnych specjalnie wybranych parametrach.

Inne alternatywne teoretyczne diagramy przejécia od ruchu prawie okreso-
wego do chaosu zostaly przedstawione ostatnio przez Randa i in. [75] i Shenkera
[74]).

7.4.5 Bifurkacje prowadzace do dwojenia okresu

Teoretyczne podstawy przejécia do chaosu poprzez dwojenie okresu podane
zostaly przez Feigenbauma [75], Colleta-Eckmana (76] i Lanforda [77]. Ten
pierwszy pokazal, ze je§li przy zmianie pewnego parametru 6 nastepuja kolejne
bifurkacje, to jesli przez A, oznaczymy warto$é parametru, dla ktdérego okres
podwaja sie, to §, = y o= i wartosé 6,, dazy do pewnej uniwersalnej stalej.
Takie przejécie obserwowane bylo w ukladach rzeczywistych podczas konwek-
cji Reyleigha-Benarda (Giglio i in. [78], Gollub i Benson [79], Libchaber i in.
[80]), w nieliniowych oscylatorach elektrycznych (Linsay [81], Testa i in. [82]),
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w ukladach akustyki (Lauteborn-Cramer [83]), czy podczas reakcji Belousova -
Zhabotinskiego (Simoyi i in. [84]).

7.4.6 Proces typu U

Jednowymiarowe mapy z pojedynczym ekstremum wykazuja pewne uniwer-
salne wlasnoéci dynamiczne w funkcji parametru bifurkacyjnego. Oprécz ko-
lejnego procesu podwajania okresu (przy czym w kazdym nowo powstalym
okresie wystepuje tylko jedna oscylacja) mozliwe sq réwniez stany okresowe
z k-oscylacjami w ciagu okresu i kazdy k-ty cykl ulega kolejnemu podwajaniu
okresu az do nieskoriczonoéci (patrz Collet i Eckmann [76], czy Guckenheimer
(85)).

7.4.7 Proces przemienny typu: ruch okresowy — chaos

Tego typu proces obserwowalny byl w reakcji Belousova-Zhabotinskiego (Roux-
Swinney [86]). Proces taki moze zachodzi¢ réwniez w ukladach mechanicznych
podczas drgan, jak wahadla (P’Humiers i in. [87]), czy w oscylatorze van der
Pola (Levi [88]). Roux i in. [89] podaje przyklad jednowymiarowej mapy, gdzie
jest obserwowalny taki proces. Charakteryzuje si¢ on tym, ze: a) jest skoficzony
w pewnym zakresie zmian parametréw, b) stany okresowe sg proste, c} ruchy
chaotyczne wystepuja lacznie z ruchami okresowymi, d) kazdy rezim chaotyczny
moze zawieraé¢ wiele podprzedzialéw, ktére sg okresowe.

7.4.8 Zjawisko kryzysu

Grebogi i Ott [90] dokonali analizy i zilustrowali przykladami pojawianie sie
naglych jakoéciowych zmian w chaotycznej dynamice ukladu przy zmianie pa-
rametru bifurkacyjnego. Pokazano, ze takie zmiany moga powstawaé w wyniku
kolizji niestatecznej orbity okresowej i istniejacego chaotycznego atraktoru. Ko-
lizje te okre§lono mianem kryzysu. Zjawiska towarzyszace kryzysowi powoduja
nagle zmiany rozmiaréw chaotycznych atraktoréw lub tez ich gwaltowne poja-
wianie sie¢ albo znikanie.

7.5 Podsumowanie i uwagi koiicowe

Niniejszy rozdzial uwypukla i ilustruje najwainiejsze cechy dynamiki chaotycz-
nej. Na przykladzie ukladu Lorenza przeprowadzono do$é szczegélowa analize
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zjawisk towarzyszacych lub poprzedzajacych ruch chaotyczny w jednym z naj-
starszych i najprostszych ukladéw mechanicznych. Oméwione zostaly réwniez
metody numeryczne shizace do testowania chaosu takie jak mapy Poincaré,
wykladniki Lapunowa, wymiary utamkowe, widmo czestosci, funkcje autoko-
relacji i metoda Mielnikowa. Przedyskutowano réwniez gléwne analizowane
dotad drogi prowadzace do ruchéw chaotycznych. Ze wzgledu na stosunkowo
skrétowe oméwienie problematyki dotyczacej ruchéw chaotycznych rozdzial ten
zostal uzupeliony w bogata literature, co z pewnoscia pozwoli Czytelnikowi na
glebsze zapoznanie sie z poruszonym zagadnieniem.
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Rozdzial 8

Wstep do teorii katastrof

8.1 Wprowadzenie

Przedmiotem zainteresowath teorii katastrof jest jakosciowa analiza wplywu pa-
rametréw ukladu na rozwiazania réwnanl rézniczkowych opisujacych ich dyna-
mike [93]. Je$li parametry tego ukiadu moga w sposéb istotny (jakosciowy)
wplywaé na wlasnosci rozwiazania, to bedziemy nazywaé je paramertami kon-
trolnymi. Rozwazania w tym rozdziale ograniczymy do autonomicznych ukla-
déw dynamicznych

dz;
dt

gdzie {x} jest wektorem stanu ukiadu, a A zbiorem parametréw kontrolnych
(dalej zakladaé bedziemy k < n). Dla uktadéw zachowawczych istnieje mozli-
woé¢ znacznego uproszczenia rozwazafh. Wéwczas prawe strony (8.1) moga byé
zadane w postaci potencjalu

v
F v Fi(x,A), (82)

i dla takich ukladéw réwnanie (8.1) przyjmie postaé

= Fy(x,A), x € R", AR}, (8.1)

& =VyV, (8.3)

gdzie Vx = %.

Kolejnym uproszczeniem jest prowadzenie analizy tylko zmian jako$ciowych
polozeni réwnowagi ukladu (8.3) i wéwczas zagadnienie redukuje si¢ do analizy
ukladé6w réwnan algebraicznych
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ViV(x,A) =0. (8.4)

Uklady réwnan (8.4) moga nie mieé zadnego rozwiazania, moga mieé jedno
lub moga mieé ich kilka. Zalezy to od rodzaju potencjalu i od wartosci para-
metréw A; € A.

Rozpatrzmy typowy potencjal V(x) przedstawiony na rys. 8.1.

Av(x)

: Co ! [
—> - |l rrie >j>-> <

Xl XZ X3 X4 XS X

Y

Rys. 8.1. Przyklad potencjalu V(x) z zaznaczeniam statecznodci polozeri réwnowagi

Dla dowolnego punktu hiperpowierzchni V(x) zachodzi zwiazek VV # 0.
Punkty krytyczne, w ktérych VV = 0 spotyka sie bardzo rzadko (na rys. 8.1
jest ich pie€). Jednak wlasnie one maja bardzo duze znaczenie, bo oddziclaja
obszary o jako$ciowo odmieniennym przebiegu V(x) w ich otoczeniu. Widaé
to wyraZnie na przykladzie ukladu jednowymiarowego z rysunku, przy czym
polozenia z,, z; i x3 odpowiadaja atraktorom, natomiast , i =4 sa siodlami.

Bardziej zlozona sytuacja powstaje w przypadku x € R?. Odpowiada to
sytuacji spotykanej na terenach pofaldowanych (gérskich). Krajobraz gérski
charakteryzuje sie szczytami, dolinami, §ciezkami prowadzacymi po szczytach
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itd. Ta analogia znajduje zastosowanie w teorii ukladéw dynamicznoych (rys.
8.2).

Zamiast rysowania skomplikowanych ksztaltéw powierzchni zagadnienie zna-
cznie sie upraszcza, je$li zaznaczymy na schemacie tylko istotne punkty i mozliwe
szlaki. Na rysunku jest ich cztery i oznaczono je malymi literami a, b, c, d.
Koétkami oznaczono dna jezior lezacych w dolinach zwanych réwniez basenami
przyciagania (lokalne minima), do ktérych prowadza szlaki za szczytéw ozna-
czonych krzyzykami (lokalne maksima). Kétka z krzyzykami w $rodku oznaczja
przelecze (lokalne siodla). Dodatkowo schemat ten moze byé uzupetniony o
wykresy warstwic otrzymane w wyniku przecieé powierzchni V' (x;, ;) = const
réwnolegltymi plaszczyznami [93). Kierunki strzalek w danym punkcie okresla
sie na podstawie analizy stateczno$ci w rozwazanym punkcie, tj. lokalnej linea-
ryzacji w oparciu o macierz [V};]. Diagonalizacja tej macierzy pozwala okresli¢
kierunki osi gtbwnych (np. kierunek, w ktérym nalezy sie poruszaé, aby osiagnaé
maksimum lub minimum). Warto$ci wlasne odpowiadaja wielkoSci wartosci
sity dzialajacej w tym punkcie w kierunku gléwnym okreélonym przez odpo-
wiadajacy danej warto$ci wlasnej wektor wlasny (zaznacza sie to strzalka, a
dlugoéé strzalki jest proporcjonalna do wartosci sity).

Jedli wyobrazimy sobie teraz teren gérzysty w duzym zmniejszeniu i wy-
konamy np. jego model z plasteliny oraz napelmimy go woda, to bedzie ona
gromadzié sie na dnach dolin. Minima, ktére beda wode przyciagaé, nazywaé
bedziemy atraktorami (przyciagaczami). Kazdy z atraktoréw znajduje sie w
niecce zwanej basenem przyciagania. Linie siodel i szczyty oddzielaja od siebie
baseny przyciagania.

Rozpatrzmy rodzine potencjaléw V(x, A) i niech dla pewnego zbioru para-
metréw kontrolnych A° funkcja V(x, A°) posiada tylko punkty krytyczne izo-
lowane tj. rozwiazania xo réwnania (8.4). Zbadajmy zmiane poloZenia tych
punktédw towarzyszace zmianom parametréw kontrolnych. W tym celu roz-
patrzmy rozwiniecie funkcji V(x, A) w szereg Taylora wokét punktu xq, A°.
Jednak w celu uproszczenia dalszych rozwazait po przyjecin xo € R? i A° € R?,
otrzymujemy

14
V(z1, T3 A1, A2) = V(z19, Z20, AL, A)) + (=1 — xlo)%‘*‘
ov w8V
(2 ﬂ:zo)(.,)x2 + (N )‘1)'3T2 + (X2 /\z)m + (8.5)
1 &V 1 . o OV
E(zl — Zy0)(Z2 ~ :I:zo)——(.hm%2 + 5(1\1 =A)(A2 = A3) EIWON +

197



8. Wstep do teorii katastrof

N
!

Rys. 8.2. Interpretacja potencjalu V(z, z2) w jezyku teorii ukladéw dynamicznych
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ov
0
20) Gzatng
v av
— — 0 ————— ——
(zl fcm)()\z A?) 8&']8A2 + (32 :1:20) (Al l)az aA

+ (23 — 220) (A2 —

1%
— — o e ———
(z1 — z10)(A1 = X)) 3210

gdzie pochodne obliczne sa w punkcie xy, A° oraz pozostale wyrazy szeregu
zostaly pominiete.
Zalézmy, ze zbiér parametréw zostal nieco zmieniony

A=A°+6A°, (8.6)

i postaramy si¢ okresli¢ jak ta zmiana wplynela na polozenie réwnowagi xq.

W polozeniach réwnowagi (patrz rozdziat 7.3) V. =01 8V/0z; =0 (i = 1. 2),
wobec tego rézniczkujac (8.5) i ograniczajac sie tylko do czlonéw liniowych
otrzymujemy

ov v 0 v o v

5m ~ @ Tmlg gt (a-A )a,\ gz, T (e )‘2)3,\ Bz O
(8.7)

ov 32 0 *v 0 2%

‘aTz‘; = (I] Zlo) + (Al A )a,\ oz, + (Az /\2)6A 52, =0.

Jesli wprowadzamy znaczne zmiany parametréw A; i Ay, to odpowiada im
zmiana polozeni r6wnowagi. Nowe polozenia réwnowagi moga by¢ znalezione z
réwnati (8.7)

8.2 Katastrofy elementarne

8.2.1 Katastrofa typu A;

Niech x € R!'i A C R!, wéwczas mamy do czynienia tylko z jednym kontrolnym
parametrem. Katastrofe te okresla sie nastepujacym réwnaniem

F(z,2) = % Sz, (8.8)

Rézniczkujac kolejno (8.8) otrzymujemy

24+A=0, 2z=0. (8.9)
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Z (8.9) widaé, ze punkt krytyczny o stopniu degeneracji dwa posiada wspélrzed-
ne £ = A = (0. Wobec tego punkt o wartosci parametru krytycznego A = 0
bedzie rozdzielat dwa jakosciowo rézne przebiegi funkcji F(z,A). Wystarczy
wigc wzial dowolna warto§é parametru A # 0 i sporzadzi¢ dwa wykresy, aby
wyrobié sobie poglad na mozliwe, jako§ciowo rézne, przebiegi tej funkcji. Przed-
stawiono je na rys. 8.3.

FAYrY
7

//// x

Rys. 8.3. Przyklad katastrofy typu As;. Krzywa A = 0 jest krzywa rozdzielajaca
obszary z dwoma punktami krytycznymi do obszaréw z jednym punktem krytycznym

8.2.2 Katastrofa typu A;

Zalezy ona od dwdéch parametréw kontrolnych i jest opisana funkcja

1 1
F(z, A\, X)) = 234 + 5/\12?2 + Aoz . (8.10)
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Katastrofa ta charakteryzuje sie istnieniem punktu krytycznego o stopniu de-
generacji jeden, dwa i trzy. Odpowiada to kolejnemu rézniczkowaniu (8.10):

2+l +A = 0, (8.11)
3ZE2+A] = 0, (812)
6z = 0. (8.13)

Okre§lmy parametry odpowiadajace parametrowi krytycznemu o stopniu
degeneracji trzy. Z (8.13) otrzymujemy z = 0, z (8.12) otrzymujemy A\ =01iz
(8.11) otrzymujemy Ay = 0.

W podobny sposéb okreélimy parametry odpowiadajace punktowi krytycz-
nemu o stopniu degeneracji dwa. Z (8.12) i (8.11) otrzymujemy:

A =-32, =2z (8.14)

Réwnania (8.14) moga byé interpretowane w ten sposéb, ze dla dowolnie wy-
branego punktu z; pozwalaja wyznaczyé parametry A; (i = 1,2) tak, aby =,
posiadalo stopieti degeneracji réwny dwa. W plaszczyZnie parametréw (A;, Az)
réwnanie odpowiadajace zbiorom takich punktéw (punkt taki traktowany jest
jako parametr kontrolny) ma postaé:

3 2
QRO

Podsumowujac, w plaszczyZnie parametréw (;, A;) mamy jeden punkt (0, 0)
o stopniu degeneracji trzy i punkty o stopniu degeneracji dwa lezace na krzywej
(8.15). Przedstawiono to na rys. 8.4.

Krzywa okreslona réwnaniem (8.15) rozdziela obszar plaszczyzny (A, Az)
na dwa podobszary. Obszarowi zakreskowanemu odpowiadaja funkcje F(z)
z trzema punktami krytycznymi, a obszarowi niezakreskowanemu - z jednym
punktem krytycznym. Podobnie jak i dla przypadku przedstawionego na rys.
8.3, aby zorientowat sie w charakterze przebiegu funkcji F(z) w obydwu wyréz-
nionych obszarach wystarczy wzia¢ dowolny punkt z tego obszaru i narysowaé
wykres funkcji, ktéry bedzie jakoSciowo podobny i dla innych punktéw tego
obszaru.

8.2.3 Katastrofa typu A,

Katastrofe te charakteryzuje réwnanie:
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Al

A
F(x) F(x)

A2

K(x)

Rys. 8.4. Przyldad katastrofy typu A3 z zaznaczeniem krzywej rozdzielajacej. Na
wykresie zaznaczono réwnieZ typowe przebiegi F(z)
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1 1
F(:L‘, A1 Az, /\3) = gzs + %A]Zs + 5/\2$2 + A3z - (8.16)

Dla tej funkcji istnieja réwniez punkty krytyczne o stopniu degeneracji cztery.
Rézniczkujac kolejno (8.16) otrzymujemy:

2+ NP+ +2; = 0, (8.17)
422+ 22z + X = 0, (8.18)
62+ = 0, (8.19)

z = 0. (8.20)

Okre$lmy najpierw polozenie i parametry odpowiadajace punktowi krytycz-
nemu o stopniu degeneracji cztery. Z (8.19) biorac pod uwage (8.20) otrzymu-
jemy A\ = 0, a dalej z réwnan (8.18) i (8.17) A2 = A3 = 0. Wobec funkcja
F(z,0,0,0) posiada punkt krytyczny o stopniu degeneracji cztery dla z = 0.

Rozpatrzmy teraz krzywe bedace zbiorem punktéw krytycznych o stopnin
degeneracji trzy. Z réwnat (8.19), (8.18) i (8.17) otrzymujemy:

A = —627, (8.21)
Ay =  82%, (8.22)
Ay = -3z, (8.23)

Z kolei z réwnari (8.18) i (8.17) mozna wyznaczy¢ powierzchnie (A, Az, A3)
odpowiadajaca punktom krytyczonym o stopniu degeneracji dwa:

A = —428—-2\z,
Ay = —8z*+ 2P (8.24)

Jak widaé z powyzszego réwnania Az i A3 sa funkcjami x i A;. Przykladowy
ksztalt powierzchni odpowiadajacych (8.24) przedstawiono na rys. 8.5.

Szczegilowo metode wyznaczania przedstwionych na rysunku 11.5 powierz-
chni oraz jakos$ciowy charakter przebiegu krzywych F(z) podano w pracy [93].
Powierzchnie rozdzielajace pozwalaja na wyrdznienie trzech przestrzeni A, B,
C, ktdére charakteryzuja jakosciowo rézne przebiegi funkcji F(x).

W celu okre§lenia charakteru przebiegéw funkcji F(x) wystarczy rozpa-
trzeé trzy reprezentatywne punkty nalezace do obszaréw A, B i C i lezace w
plaszczyinie (A3, ;). Wobec tego z réwnania (8.17) otrzymujemy nastepujace
pierwiastki:

0=+ [-(Al /2) £/ n/2) - /\3] " (8.25)
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Rys. 8.5. Powierzchnie rozdzielajace dla katastrofy typu Ay i rézne jakosciowo przebiegi
F(z) odpowiadajace réznym punktom obszaru (A1, Az, A3) (93]
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Jesli Ay > 0, to wéwczas mamy dwa przypadki: a) jesli A3 < 0, to istnieja
dwa pierwiastki; b) je§li A3 > 0, to nie ma pirwiastka rzeczywistego. Jesli
A < 0, to wéwczas mamy trzy przypadki: a) jesli A3 < 0. to istnieja dwa
pierwiastki rzeczywiste; b) jesli 0 < A3 < (X,/2)? to istnieja cztery pierwiastki
rzeczywiste; c) jesli A3 > (\;/2)?, to nie istnieja pierwiastki rzeczywiste.

Przeprowadzajac tego typu analize bardziej szczegblowo otrzymujemy cha-
rakterystyczne przebiegi funkcji przedstawione na rys. 8.5 b.

8.2.4 Katastrofa typu D,,

Funkcja opisujaca te katastrofe rozszerza katastrofe typu A, o dodatkowa zmien-
ng y i ma postac:

1
F(z,y, A1, 22, \3) = z’y + 5‘!/3 +M(y® - 7) + A2z + Agy (8.26)
Punkty krytyczne tej funkcji obliczmy rézniczkujac ja wzgledem x i y i otrzy-
myjac:
2zy —2zA; + Ay = 0, (8.27)
2+ +23y+2 = 0. (8.28)
Réwnania te pozwalaja na okre$lenie punktéw krytycznych w funkcji para-
metréw Ay, A3 i Ag.
Na podstawie réwnain (8.27) i (8.28) mozemy wyznaczy¢ macierz decydujaca
o statecznosci rozwiazania z, y.

W tym celu rozpatrzmy rozwiazanie zaburzone z + éz, y + 6y i po podsta-
wieniu do wyzej wymienionych réwnan otrzymujemy:

y— A x bz | _
[ z‘ y+A,]{6y}_°' (8.29)

Jesli wszystkie elementy macierzy wystepujacej w (8.29) sa réwne zeru, to
wdwczas punkty krytyczne posiadaja stopien zdegenerowania cztery. Otrzymu-
jemy wowczas:

z=y=A=0. (8.30)
Nastepnie z réwnan (8.28) i (8.29) otrzymujemy:
A=2=0. (8.31)
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Wobec tego dla wartoéci parametréw (A;, Az, As) réwnych (0, 0,0) funkcja
2,, 13
F(z,y) =2’y + 3y (8.32)

posiada punkt krytyczny (0,0) o stopniu degeneracji cztery.
Punkty krytyczne o stopniu degeneracji dwa lub trzy otrzymuje sie¢ wowczas,
jesli wyznacznik macierzy decydujacej o statecznosdci przyréwnamy do zera:

-zt =2} (8.33)

Zbiér takich punktéw krytycznych tworzy hiperbole. Czytelnika zainteresowa-
nego dalsza szczegSlowa analiza katastrofy typu D4 odsytamy do pracy [93].

Powierzchnie oddzielajace jakoéciowo rézne przebiegi funkcji (8.26) przed-
stawiono na rys. 8.6.

Rys. 8.6. Powierzchnie oddzielajace (bifurkacyjne) dla katastrofy typu D. 4

Obszar parametréw (A, Az, A3) zostaje podzielony na cztery obszary o ja-
kosciowo réznym przebiegu funkcji F(z). Okazuje sie ([93)]), ze aby okresli¢ te
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8.2 Katastrofy elementarne

jakoéciowo rézne zachowania wystarczy wybraé odpowiednie punkty lezace na
prostej A; = 1, A\; = 0. Réwnania (8.27) i (8.28) przyjmuja wtedy postac:

z(y—-1) = 0, (8.34)

2+ +2y+A = 0. (8.35)

Z pierwszego z dwdch powyzszych réwnail wynika, ze wspélrzedne takich pun-

ktéw krytycznych wynosza z = 0 lub y = 1. Dla z = 0 z réwnania (8.35)
znajdujemy:

y=-1xy1-2, (8.36)

i wtedy istnieje para rozwiazan, jesli tylko A3 < 1. Z kolei dla y = 1 z réwnania
(8.35) wynika:

z=+-(3+2X;), (8.37)

czyli para rozwiazai rzeczywistych istnieje tylko dla A3 < —3.

Jeéli znalefliémy polozenie punktéw krytycznych, to ich stateczno$é mozemy
okreéli¢ w oparciu o macierz w réwnaniu (8.29). Dla punktu z = 0, y =
—1 + /1 = X3 macierz decydujaca o statecznosci wynosi:

_ly-1 ©
[F]—[ 0 y+1]’ (8.38)
a jej wartoéci wlasne obliczone z réwnania
(v-1)-0ollly+1)-0]=0 (8.39)

wynoszg 0y =y — 11 0y = y+1 i gléwne kierunki pokrywaja sie z osiami x i y,
bo macierz jest diagonalna.

W podobny sposéb mozna dokonaé analizy statecznosci punktéw krytycz-
uych y = 1, z = +/—(3+Xs). W tym przypadku jednak aby okresli¢ kie-
runki gléwne nalezy dokonaé diagonalizacji macierzy decydujacej o statecznoéci.
Pelng analize tego rodzaju katastrofy przeprowadzono w pracy [93].

8.2.5 Katastrofa typu D_,

Jest to katastrofa o réwnaniu podobnym do rozwazanej w poprzednim rozdziale
(D44), przy czym przy drugim i czwartym czlonie wielomianu znak jest zmie-
niony. Opisuje je réwnanie:
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8. Wstep do teorii katastrof

1
F(z, 9, M, 22, 5) = 2y — 29° + i (y” — 2°) + doz + Aoy - (8.40)
Punkty krytyczoe znajdujemy z réwnan:

2zy+20z+X; = 0, (8.41)
22—y +20y+2; = 0. (8.42)

Macierz decydujaca o statecznos$ci otrzymana w oparciu o dwa powyzsze réwna-
nia ma postaé:

1Yy + Al T

[F] = [ z g+ | (8.43)
Jesli wszystkie elementy powyzszej macierzy sa zerami, to stopien degenera-

cji analizowanego punktu krytycznego wynosi cztery. Zachodzi to wéwczas, gdy

z =y = A =0, a dodatkowo z réwnan (8.41) i (8.42) znajdujemy A, = A3 = 0.
A zatem dla wartosci parametréw (Aq, Az, Aa) = (0,0, 0) funkcja

FWJ)=ﬁy—%f, (8.44)
posiada w punkcie (z,y) = (0, 0) stopieri degeneracji réwny cztery. Jesli jedna
z wartosci wlasnych macierzy (8.43) jest réwna zeru, to wéwczas punkty kry-
tyczne posiadaja stopiefi degeneacji dwa lub trzy. Zbiér takich punktéw otrzy-
mujemy przyréwnujac wyznacznik macierzy (8.43) do zera, otrzymujac réwna-
nie okregu:

2t +y? =22, (8.45)

Jesli promieft tego okregu jest réwny zeru, to punkt krytyczny posiada sto-
piefi degeneracji réwny cztery. Natomist jesli A; # 0, to punkt krytyczny
posiada stopiefi degeneracji dwa lub trzy. Przyjmijmy do dalszych rozwazai
punkty z,y jako parametry. Wéwczas réwnanie (8.45) parametryzuje A (x,y).
Z réwnai (8.41) i (8.42) znajdujemy:

Ar = —2zy — 2A1(E,y)$ ’
A = -2t -2\(z,y)y. (8.46)

Olkazuje sie [93], ze dla A; > 0 po wprowadzeniu nowych zmiennych

z = A\;sin@, y=—XAcosé,
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mozna okreslié, w jaki sposéb zbiér punktéw okregu parametryzuje krzywa
rozdzielajaca (A2, A3). Z (8.46) otrzymujemy:

53=sin20-—2six19, ﬁ=cos29-+-2cos9. (8.47)
At At
Wzajemne zaleznoséci pomiedzy krzywymi (8.45) i (8.46) przedstawia rys. 8.7.
Pelny obraz plaszczyzn rozdzielajacych rézne zachowanie jakosciowe dla roz-
patrywanej katastrofy przedstwiono na rys. 8.8.

8.3 Przyklady katastrof w ukladach mechanicznych

Przyklad 8.1

Rozpatrzmy ukiad mechaniczny skiadajacy sie z dwSch bezmasowych ‘belek tworzacych kat
wo z pionem i obciazonych sila P (rys. 8.9). Belki traktowane sa jako ciala sprezyste.
Ukiad jest symetryczny i skiadowe sit wzdluz osi pretéw wynosza:
P

W= —o (8.48)

gdzie a jest katem odpowiadajacym sile P. Dla P =0 kat a = ag.
Zgodnie ze schematem z rys. 8.9 b otrzymujemy:

sina(lp — Al) = sin aglp , a=l[lsinag , (8.49)

a z réwnait tych znajdujemy skrécenie Al kazdego z pretéw:

Al=— 2| (8.50)
sinag sina

Zgodnie z prawem Hooka sila normalna w precie wynosi:

Al i
N =EF— =EF (1 - s‘,“a") . (8.51)
lo sina
Teraz na podstawie rys. 8.9 b i wprowadzajac zmienna = otrzymujemy:
1 1 x
tga tgap a (8.52)
Korzystajac ze znanych zwiazkéw trygonometrycznych mamy:
1 1
L Ra
sina = ——=—, COS QX = e (8.53)
1 1
T+gm Vitem
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Cnd
Il

0 x

~n
S

T~

Rys. 8.7. Zaleinoé¢ pomigdzy zbiorami punktéw krytycznych o stopniu degeneracji
dwa lub trzy [93]
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Rys. 8.8. Powierzchnie rozdzielajace dla katastrofy typu D_; [93]
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Rys. 8.9. Uklad dwéch podatnych belek obciazonych sila P (a) i schemat geometrii
ukladu (b)
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8.3 Przykiady katastrof w ukladach mechanicznych

Z réwnai (8.48), (8.51), (8.52) i (8.53) po przeksztaiceniach otrzymujemy:

x 1
1- -tzao)
@ [\ﬁs’ao + (1~ Ztgar)’

Punkty przeciecia z osia z funkcji P(z) obliczone na podstawie (8.54) maja odciete:

P =2EF ( ~ cosag] . (8.54)

2
zp=0, zm= tg—Zo- . (8.55)

= T

tgag

Typowy przebieg P(z) przedstawiono na rys. 8.10.

My

Rys. 8.10. Przebieg funkcji (8.64) z zaznaczeniem miejsc zerowych i ekstreméw

Niech sifa P roénie stopniowo poczynajac od zera. Odpowiada temu wzrost przemie-
szczenia z a2 do osiagniecia maksimum M. Wartos€ sily odpowiadajaca punktowi A jest
wartoécia krytyczna, jej dalszy wzrost nie spowoduje stopniowego wzrostu z, a nastapi , ka-
tastrofa™. Tej samej wartoéci P, odpowiada odcieta punktu K3 i ukiad w sposéb gwattowny
przeskoczy do nowego polozenia o wychyleniu 2 znacznie wiekszym. Dalszym stopniowym
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8. Wstep do teorii katastrof

wzrostom obciazenia P az do +o0o bedzie towarzyszyé stopniowy wzrost przemieszczenia
z. Przeéledimy teraz, jakie zjawiska beda towarzyszy& zmniejszaniu sily P poczynajac od
P = +00. Ze zmniejszaniem stopniowym P bedzie male¢ wychylenie z, przy czym tym
razem przekroczenie wartoéci P) nie spowoduje gwaltownego skoku przemieszczenia z. Dla
sity P = 0 uklad jest w polozeniu réwnowagi zr. Oznacza to, ze jesli uktad obciazaé sita P
od polozenia réwnowagi z = 0 do wartosci P > P, to po odjeciu obciazenia uklad nie wréci
do stanu wyjéciowego réwnowagi, bo jego polozenie bedzie okreslone odcieta z = zy; # 0.
Aby dalej nastepowalo zmniejszanie sie wychylenia z poczynajac od punktu zpy, sita P
musi byé mniejsza od zera, co oznacza, ze musimy zmienié jej zwrot, a wiec zgodnie z
rys. 8.9 zwrot P musi byé tym razem skierowany do géry. Ze wzrostem P wychylenie z
zmniejsza sie, a w momencie osiagniecia wartoéci P, (punkt minimum M;) nastepuje znowu
»katastrofa”. Uklad gwaltownie przeskakuje do géry, az za pierwotna warto$€ = = 0, czyli
znajduje sie w polozeniu ujemnym okreslonym odcieta punktu K. Dalszy wzrost sity P
spowoduje monotoniczny bezwzgledny wzrost przemieszczenia z. Zmiejszanie obciazenia
powoduje zmniejszanie bezwzgledne) wartosci wychylenia i dla P = 0°uklad osiaga £ = 0.

Warto zauwazyé, ze jak dotad nie byta wykorzystywana cze$¢ kizywej P(z) pomiedzy
punktami M; i M2, zaznaczona na rys. 8.10 linia przerywana. Odpowiada ono polozeniom
P(z) niestatecznym, a wigc nierealizowanym fizycznie. Teoretycznie istnieje nawet potozenie
réwnowagi dla P = 0 okre$lone odcieta zy, ale jest ono réwniez niestateczne. Aby prze-
konaé sie o tym okre$lmy wartoé¢ energii potencjalnej V zalezna od zmian z przyjmujac
wartoé€ sily P jako stala. Energia potencjalna pochodzaca od odksztalcern pretéw wynosi:

N2,

VI =AIN = EF - (8.56)

Uwzgledniajac (8.51), (8.52) i (8.53) w (8.56) otrzymujemy:
z 2|

Vi = EFly |1 ~ cos a1/ tg 2ag + (1 - ;tgao) . (8.57)
Energia potencjalna V; odpowiadajaca sile skupionej P wynosi:

Vo=—-Pz, (8.58)
i wobec tego catkowita energia potencjalna ukfadu wynosi:

12
V=W+Va=EF| [l—cmao\/tgzao-i. (l—ztgao) } - Px. (8.59)

Poszukujac ekstreméw energii nalezy 8V /8z przyréwnaé do zera, uzyskujac tym samym
wartoéci = odpowiadajace tym minimom. Otrzymujemy wéwczas dla ustalone) P zwiazek
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Rys. 8.11. Wykres P(z) i V(z) z uwzglednieniem ekstreméw dla ustalonej (dowolnie
przyjetej) sily P*. Polozeniu 2 odpowiada niestateczne polozenie réwnowagi
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P(x) opisany réwnaniem (8.54). Obierajac dowolna wartosé sity P* (rys. 8.11) mamy wiec
odpowiadajace jej trzy mozliwe wartoéci przemieszczenia =z, 23 i 3.

Aby okresli¢ rodzaj polozenia réwnowagi w punktach z; (3 = 1,2,3) nalezy obliczy¢
8%V/8z? w tych punktach. Oznacza to, ze nalezy okreéli€ pierwsze pochodne funkcji P(z)
w tych punktach, co latwo jest zrobi¢ w oparciu o wykres P(x) (widaé, ze punktom galezi
krzywej M; M, odpowiada tg < 0, co oznacza niestatecznoéé tego punktu).

Na koniec warto dodaé, ze polozenie réwnowagi niestateczne jest nierealizowane fizycz-
nie. Dowolnie male wychylenie kulki 2 spowoduje (w zaleznoéci od kierunku wychylenia)
przejécie jej do polozenia z; lub z3 o nizszej energii potencjalnej. Wiaze sie to wiec z utrata
energii. W ukiadzie rzeczywistym energia ta przeksztalca sie w energie kinetyczng - przejéciu
z polozenia réwnowagi niestatecznej do polozenia réwnowagi statecznej towarzysza drgania.

Przykiad 8.2

Sida P przylozona jest do pionowej belki, posiadajacej w punkcie przylozenia przesuwna
podpore mogaca przemieszczaé sie bez tarcia po pionowej $cianie (rys. 8.12). Do dru-
giego kofica pretu przymocowana jest sprezyna o sztywnosci k znajdujaca sie w obudowie
uniemotliwiajacej jej wyboczenie,

W poprzednim przykfadzie katastrofy mialy miejsce tylko dla pewnych dyskretnych
wartoéci sit. Ten przykiad pokaze, ze s réwniez ukiady mechaniczne umozliwiajace kata-
strofy dla dowolnych wartoéci st w ich pewnym przedziale P, < P < P,. Zwiekszajac sile
P koniec preta nie ulega przemieszczeniu. Jednak jesli sita P osiagnie wartoéé

Pi=kK, (8.60)

to polozenie réwnowagi ukiadu przestaje by¢ stateczne i uklad skokowo przechodzi do no-
wego polozenia réwnowagi i pret zajmuje pionowe potozenie réwnowagi. Oprécz wymie-
nionych dwéch potozed réwnowagi jest réwniez nieskoriczenie wiele polozen réwnowagi
niestateczaych dla 0 < P < P, i konfigurecje jednego z nich przedstawiono schematycznie
na rys. 8.13.

Zwiekszajac sie stopniowo, po przekroczeniu wartoéci P, mozna realizowaé dalej pio-
nowe przemieszczanie preta, ale pofozenia te beda niestateczne. Drugim mozliwym poloze-
niem (statecznym) jest polozenie poziome preta. Zwiekszanie w tym potozeniu sity P nie
zmienia konfigurecji ukladu. Dla P < P, (np. P3) mozliwe sa trzy potozenia ukladu — dwa
stateczne i jedno niestateczne. To ostatnie jest punktem nalezacym do elipsy o réwnaniu:

()« ()= e

Aby przeéledzi¢ mozliwa katastrofe ukiadu weimy dowolne polozenie preta odpowia-
dajace rys. 8.13 a, czyli dl2 0 < P, < P,. Realizuje sie to np. przez przylozenie poziomej
sity. Jesli wskutek tej sily przemieszczenie obliczone z (8.61) wynosi:
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Rys. 8.12. Schemat badanego ukladu
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Rys. 8.13. Polozenie preta niestateczne (a) oraz krzywa zaleznoéci P(z) (b), gdzie
poloZenia niestateczne zaznaczono kétkami
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z < L1-(R/P.), (8.62)

to pret powrdci do polozenia réwnowagi. Jesli znak nieréwnosci (8.62) sie zmieni, to pret
przyjmie nowe poziome polozenie.
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Rozdzial 9

Metody numeryczne globalnej analizy drgan

9.1 Wprowadzenie do metod numerycznych

Dynamika ukladéw opisanych réwnaniami rézniczkowymi rzedu drugiego moze
by¢ sprowadzona do analizy ukladéw opisanych réwnaniami rzedu pierwszego
o postaci

dy; .

7‘%= Aty aun),  i=1,...,N, (9.1)
przy warunkach poczatkowych

¥i(to) = yio - (9.2)

Numeryczne catkowanie réwnarni (9.1) polega na zastapieniu rézniczek przez
przyrosty Ay oraz At i jesli sa one odpowiednio dobrze dobrane (male), to
wdéwczas otrzymane réwnania algebraiczne dobrze aproksymuja wyjscipwe row-
nania rézniczkowe.

9.1.1 Metoda Runge-Kutty

Schemat tej metody opisuja réwnania

Yn+l = Yn + k2 + O(ha) ’ (93)

gdzie:

kl hf(tvu yn) )

1 1
k2 = hf (tn + 'ih) Yn+ '2'k1) ) (9.4)



9. Metody numeryczne globalnej analizy drgain

i h jest krokiem (przyrostem) zmiennej niezaleznej ¢, a metoda oparta na
powyzszym schemacie nazywana jest metoda Runge - Kutty rzedu drugiego.
Obecnie klasyczna metoda stosowana przy catkowaniu réwnan rézniczkowych i
bardziej dokladns jest metoda oparta na schemacie metody Runge-Kutty czwar-
tego rzedw:

kl = hf(tm yn) ’

h ky
k’l hf (tn+'2_$yﬁ+ 2) 3

2 2
k4 = hf(tn +h)yn +k3) 1
ky k2 ks ks 5
O ile metoda rzedu drugiego daje doktadno$é¢ do O(h?), to metoda czwartego
rzedu poprawia doktadno$é do O(h®). Jednym z istotnych probleméw tej me-
tody jest okreélenie bledu obliczefi A i znalezienie zwiazku A(k). Jeéli krok h,
powoduje powstanie bledu A, wobec tego inny krok hy powoduje powstanie
innego bledu Ay, ktéry moze byé oszacowany za pomoca wzoru

. |Be
ho—hx-&;

h k
ks = hf(tn+-,yn+—2) ,

0.2

(9.6)

Powyzsze réwnanie moze by¢ wykorzystywane na dwa sposoby. Jesli |A| >
|Agl, to na podstawie (9.6) mozna dobraé inny krok h,, aby blad nie byl zbyt
duzy. Jeéli |A)| < |Ay|, to na podstawie (9.6) mozZna oszacowaé zwiekszenie
kroku obliczen.

W praktyce uzywa si¢ bardziej subtelnego réwnania:

[ SmI&PR, Ay > A
ho - { Shl|%|0.25’ AO < Al , (9'7)

przy czym S jest liczba kilka procent mniejsza niz jedno$é. Obecnie uzywa sie
zmodyfikowanej metody Runge-Kutta z adaptacyjna kontrola kroku catkowania.

9.1.2 Zmodyfikowana metoda punktu srodkowego
Aby wyznaczyé zmienna niezalezna y(t) do punktu ¢ + H dobieramy krok h,
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h= (9.8)

3|k

Metoda wymaga n + 1 przeksztalced prawej strony réwnan (9.1) wedhug
wzoréw:

2 = y(t) 3
n = a+hf(ts), (9.9)
Zptl = Zm-y+2hf({t+mh,zm), m=12,...,n—-1,
1
yt+H) = y, = ~2-[z,,+z,._1+hf(t+H, z)] -

Wspélrzedna z jest érednia aproksymacja wartosci funkcji, natomiast y, jest
koficowa aproksymacja do y(t + H). Generalnie metoda ta ,przegrywa” w
zastosowaniach ze zmodyfikowna metoda Runge-Kutty z adaptacyjna kontrola
kroku catkowania.

9.1.3 ° Metoda Bulirscha-Stoera

Metoda ta pozwala osiagnaé najwyzsza dokladnosé, jesli rozwiazaniami anali-
zowanych réwnai sg gladkie funkcje.

Najpierw, jako jedng z trzech gléwnych idei tej metody, oméwimy ekstra-
polacje Richardsone’a. Zaklada sie analityczna funkcje bedaca rozwiazaniem
i testowana jest ona dla réznych krokéw h, z ktérych zaden nie daje zadanej
dokladnosci. Jeéli wiemy wystarczajaco duzo o formie poszukiwanej funkcji, to
w rezultacie znajdujemy jej postac dla h = 0. Nastepnym krokiem jest ekstra-
polacja funkcji wielomianami. Wreszcie trzecia idea polega na wyborze takich
funkeji, ktére daja bledy rzedu h®. Wszystkie wymienione wyzej elementy znane
s3 pod nazwa metody Bulirscha-Stoera.

9.1.4 Calkowanie ukladéw zachowawczych

W tym przypadku nie ma potrzeby sprowadzania réwnan do rzedu pierwszego.
Opisana wyzej metoda umozliwia otrzymanie bardzo efektywnych rezultatéw
dla réwnan typu:

i = f(t, Z) s :B(tu) =Ty, i(to) =2 . (910)
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Stoermer jako pierwszy zaproponawal , nadal popularna metode polegajaca na
nastepujacej formule:

1
T, = zo+h [Zo + Ehf(to,ﬁo)] )
Too) — 2T + Ty = hEf(to + kh, i), k=12,....m—1,

Zm = M+lhf(to+H,zm), (9.11)

h 2
gdzie
h =

zn = Ylto+H). (9.12)

H
;1

9.1.5 Sztywne uklady réwnai

Jesli w ukladach réwnari rézniczkowych zmienna niezalezna zmienia sie wedlug
réznych skal wplywajac na wartoéci zmiennej zaleznej, to takie uklady réwnan
nazywamy sztywnymi. Rozpatrzmy nastepujacy uklad réwnan [120):

z = 998z + 1998y,

gy = -—999z — 1999y, (9.13)
z warunkami poczatkowymi

z(0)=1, y(0)=0. (9.14)
Wprowadzajac transformacje

T = 2u—v,

y = —-u+tv, (9.15)
otrzymujemy rozwiazanie o postaci:

T = 2% 1000

y = —e "4 100, (9.16)

Obecnoéé czlonéw e 1% wymaga kroku h < 1073, aby metoda byta sta-
bilna. Obecnie istnieja trzy zasadnicze metody prowadzace do rozwiazania
sztywnych ukladéw réwnan rézniczkowych:

a) Zmodyfikowane metody Runge-Kutty (np. metoda Rosenbrocka).
b) Zmodyfikowana metoda Bulirscha-Stoera.
c) Metoda predykcyjno-korekcyjna oparta na metodzie Geara.

224



9.1 Wprowadzenie do metod numerycznych

9.1.6 Metoda Rosenbrocka

Metoda ta polega na poszukiwaniu rozwiazania o postaci

Yo +h)=yo+ Z cik; , (9-17)

i=1

gdzie poprawki k; sa znalezione poprzez rozwiazanie s liniowych réwnai o po-
staci

-1

i-1
(I—’Yhf)k, = hf (yo+Za,~jk,-) +hfz7‘1k7 , i = 1,...,8 . (918)
j=1 j=1

Wspétczynniki v, c;, oy; i v;; sa pewnymi stalymi niezaleznymi od rodzaju
problemu. Jesli ¥ = 4;; = 0, to metoda redukuje sic do metody Runge - Kutta.
Réwnania (9.18) pozwalaja na rekurencyjne wyznaczenie kj, ko, .. . .

Kluczowym algorytmem potrzebnym przy calkowaniu sztywnego uktadu
réwnai jest metoda oparta na automatycznym doborze kroku catkowania. Na
podstawie (9.19) szacuje sie dwie wartosci y, jedna rzeczywista i druga szacun-
kows y* z réznymi wspélczynnikami ¢},i = 1,2,...,s", gdzie s* < s, ale dla
takich samych k;. Réznica y — y* pozwala na oszacowanie bledu, ktéry dalej
jest uzywany do kontroli kroku. W celu redukcji mnozenia wystepujacego po
prawej stronie (9.18) wprowadzamy wielko$¢

i-1

g =) vakerk; . (9.19)
=1

Réwnania przyjmuja postaé:

(—yih - f) g = flyd),

I c
(;f,— - f) g2 = f(yo+oaneg)+ 2;1,g1 ,
1 C +c
——f)gs = f(yo+aug: +eng) + Sngr T Cunga s {9.20)
Yh h
I C +c +c
(;ﬁ; - f') g = f(Yo+ aug: + ol + angs) + —2 4;g2 383
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9.1.7 Metoda predykcyjno-korekcyjna wielokrokowa i wielowarto-
$ciowa

Przy okazji omawiania tej metody nalezy podkreslié, ze jeszcze kilka lat temu
uwazano ja za najbardziej efektywna. Okazuje sie, ze do obliczen o bardzo wy-
sokiej dokladnoéci zaleca sie raczej metode Bulirscha-Stoera. Dla zapewnienia
obliczed o ,,éredniej” dokladnosci stuza metody adaptacyjne typu Runge-Kutty.
Metoda korekcyjno-predykcyjna sytuuje si¢ raczej posrodku stosowanych me-
tod, ale w przypadku wymaganej bardzo wysokiej dokladno$ci caltkowanie ty-
powych réwnai rézniczkowych o skomplikowanych prawych stronach zdecydo-
wanie dominuje.
Metoda wielokrokowa zastosowana do przykladowego réwnania

v =Ffty, (9.21)

to okreélenie rozwiazania od ¢, do t polega na caltkowaniu

y(t) =y + f f(t,y)dt . (9.22)
tn

O ile w metodach jednokrokowych Runge-Kutty lub Bulirscha-Stoera warto-
$ci Yn41 W punkcie t,., zalezaly tylko od t,, to w metodzie wielokrokowej
aproksymuje si¢ funkcje f(¢,y) wielomianami przechodzacymi przez punkty
tustai,... i réwniez t.4 (jesli jest to mozliwe). W punkcie t = &, (9.22)
ma postacd:

Yns1 = Yn + (Bt + BiY, + Baypy + Baynp + ..., (9.23)

gdzie y, zalezy od f(ta,y.). W celu rozwiazania (9.23) stosuje si¢ dwie me-
tody: iteracje funkcyjng i metode Newtona. Pierwsza z nich polega na po-
czatkowym wyborze y.+1 (predyktor), wstawieniu go do réwnai (9.23), aby
otrzymaé poprawiona (korektor) warto$é yn.; i dalej postepowaé w sposib
podobny. Najbardziej efektywne metody predykcyjno-korekcyjne oparte sa na
algorytmie Adamsa-Bashfortha-Moultona, ktéry wyréznia sie duza stabilnoscia.
Jedli znamy informacje w punktach ¢, 5,t,_1,%,, to pozwalaja one na uzyska-
nie informacji w punkcie t,,; (jest to metoda predykcyjna oparta na schemacie
Bashfortha-Moultona)

h
Yn+1l = Yn + E(23y:' - 16!/;—1 + 5'.‘/:.—2) + 0("4) . (9.24)
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Korekcje przeprowadza sie¢ w oparciu o réwnanie

Ynt1 =Yn+ 1—};(511:.“ +8yp — Y1) + O(RY) . (9.25)
Metody wielokrokowe, pomimo wielu zalet posiadajg nastepujace wady:
a) ustalenie efektywnych krokéw w metodzie jest dosyé trudne;
b) punkt startu i kofica metody jest trudny do ustalenia.

Obydwa wyzej wymienione mankamenty moga by¢ usuniete przy uzyciu
metody wielowartosciowej. W metodzie tej korzysta sie z rozwinie¢ w szereg
Taylora w punkcie ¢,. Rozwazmy idee tej metody na przykladzie danych

Yn
hy,
Ya=| w2 |, 9.26
gy;: (9.26)
Vn
gdzie h = ¢,y — t,. W oparciu o (9.26) rozwigzanie w punkcie y(t) moze byé
aproksymowane réwnaniem

(t - tn)z " (t - tﬂ)3 "
2 yu 6 yn *
Podstawiajac do réwnania (9.27) t = t,,;; mozemy obliczyé y,,1. Nastepnie
rézniczkujac (9.27) t = t,;, mozna otrzymaé y , i kolejno ¥/ ,, y¥,,. W
efekcie otrzymujemy aproksymacije y;,, ,, przy czym
Yo = Ayn, (9.28)

gdzie macierz A ma postaé

y(t) =ya+(t—t)y, + (9.27)

1111
0123
A=|001 3 (9.29)
0001
Ostatecznie otrzymujemy
Ynt1 = Ypy t+ar, (9.30)

gdzie r jest wektorem stalych liczb. Wspédlczynnik « okre§lamy z réwnania
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Int1 = ftnt1, Yns1) (9.31)
Biorac pod uwage (9.26), drugie z réwnaf (9.30) ma postaé

hifni1 = hypiq +are (9.32)
i biorac pod uwage (9.32) otrzymujemy

=1, a = hf(tei1, Ynt1) — BY%4 - (9.33)

Pozostale warto$ci r; wybieramy dowolne.

Metody numeryczne sa obecnie powszechnie stosowane w obliczeniach nau-
kowych i inZynierskich. Z koniecznosci bardzo skrétowy ich opis zostal dokonany
w oparciu o prace [112-120].

9.2 Systematyczna numeryczna analiza drgan

Na podstawie rozwazafi poprzednich rozdzialéw mozna wyciagnaé¢ wniosek, ze
drgania ukladéw liniowych sa w bardzo duzym stopniu poznane i zbadane. W
przypadku ukladéw dynamicznych nieliniowych (zwlaszcza silnie nieliniowych)
bardzo rzadko udaje si¢ choéby jakosciowo przewidzieé zachowanie ukladu.
Ogodlnie rzecz biorac w ukladach takich daje sie wyréznié polozenia réwno-
wagi stateczne lub niestateczne, rozwiazania okresowe lub quasiokresowe sta-
teczne lub niestateczne lub tez rozwiazania chaotyczne (byly one przedmiotem
rozwazail rozdzialu 7). Ustalenie dla jakich parametréw uktadu (i zbioréw wa-
runkéw poczatkowych) istniejg poszczegdlne, wyzej wymienione, rozwiazania
(a moze byé ich kilka lub mogg one na siebie oddzialywal) jest w uktadach o
wielu stopniach swobody praktycznie niemozliwe. Pojawia sie wiec inna kom-
promisowa metoda analizy takich ukladéw. Je$li wymiar rozwazanego ukladu
wynosi 2n (n oznacza liczbe stopni swobody) i nie jest duzy oraz w uktadzie
nieliniowoéci sa mate lub teZ drgania sa male, to istnieje mozliwos$¢ zastosowania
analitycznych metod przyblizonych do co najmniej jako$ciowej oceny dynamiki
ukladu. Metody te czesto podparte rachunkiem symboliczoym przy uzyciu
komputera (takich jak Medyna, Reduce, Mathematica itd) stanowié¢ moga do-
bre przyblizenie (punkt startu) dla metod numerycznych. Te ostatnie chociaz
réwniez nalezg do metod przyblizonych, daja przy obecnym ich rozwoju tak
wysokie dokladnoéci obliczen, ze ich rozwiazania sa zblizone do rzeczywistych.

Zalézmy, ze znamy polozenia réwnowagi (rozwigzania osobliwe) analizowa-
nego ukladu réwnain
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{3} = F{d}, (9-34)
okreSlone réwnaniem
F(qg)=0. (9.35)

Zalézmy réwniez, ze pierwiastkéw ukladu réwnan algebraicznych nielinio-
wych jest kilka. Zaburzajac znalezione rozwiazania rozpatrujemy réwnania
rézniczkowe liniowe opisujace zachowanie sie tych zaburzeii. W oparciu o teorie
réwnati rézniczkowych linjowych o stalych wspélczynnikach mozemy okreslié,
czy zaburzenia te narastaja w czasie, czy maleja w czasie. Prowadzi to do
okreélenia statecznoéci analizowanych polozenn réwnowagi. Niech przy zmianie
pewnego parametru uktadu (dla jego wartoéci krytycznej) para pierwiastkéw
zespolonych sprzezonych znajdzie si¢ na osi urojonej, a przy dalszej zmianie
tego parametru przetnie te o i czesci rzeczywiste tych pierwiastkéw stang sie
dodatnie. Wéwczas mamy do czynienia z bifurkacja Hopfa, rozwiazanie traci
statecznodé i odgalezia sie od niego rozwiazanie okresowe. Wobec tego istnieja
teraz dwa rozwiazania: niestateczne polozenie réwnowagi i rozwiazanie okre-
sowe. Obydwa mozna §ledzi¢ dalej ze zmiana parametru kontrolnego. Aby
§ledzi¢ zachowanie tego drugiego, musimy przede wszystkim okreflié jego sta-
tecznodé. Postepujemy w sposéb podobny jak w przypadku analizy statecznoéci
polozen réwnowagi, tzn. rozwiazania te zaburzamy i rozpatrujemy réwnania za-
burzeri. Réwnania zaburzeri sa wprawdzie opisane réwnaniami rézniczkowymi
liniowymi, ale o okresowych wspéiczynnikach. Takie réwnania byty juz doklad-
nie analizowane w rozdziale 6, gdzie podano jak okreélaé ich statecznosé. Od
nich réwniez (przy dalszej zmianie parametru kontrolnego) moga odgalezia¢
sie nowe rozwiszania okresowe, o okresach wigkszych lub mniejszych od okresu
analizowanego rozwiazania. Rodzaj ich bifurkacji wiaze sie z rodzajem przejscia
mnoznika charakterystycznego przez okrag jednostkowy plaszczyzny zespolonej.
Istnieje tu réwniez mozliwoéé pojawienia sie ruchu quasiokresowego lub chao-
tycznego. Mozliwoéci powstawania chaosu byly juz szczegétowo dyskutowane w
rozdziale 7. Orbity quasiokresowe powstaja wowczas, gdy w ukladzie istnieja
czestosci niewspShnierne.

W przypadku orbit okresowych zagadnienie ich systematycznego §ledzenia
upraszcza sie bardzo po zastosowaniu odwzorowania punktowego, tzw. map
Poincaré. Zamiast $ledzié cala orbite wystarczy obserwowaé jeden jej punkt,
tzn. jedli zmienna niezalezng jest czas t, to w punktach t, = ¢, + kT, gdzie
T jest okresem analizowanego rozwiazania, k jest kolejna liczba naturalna, a ¢,
oznacza czas poczatkowy. O ile w przypadku ukladéw nieautonomicznych okres
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rozwiazania okresowego jest znany (jest on réwny okresowi sity wymuszjacej),
to w ukladach autonomicznych podlega on wyznaczeniu za pomoca jednej z
metod numerycznych, np. metody strzelania.

9.3 Metody numeryczne stosowane przy systematycznej
analizie drgan

Aby okreslié rozwiazania réwnai (9.34), musimy mieé zadane warunki po-
czatkowe {g(to)} = {g}, tzw. wektor stanu. Po numerycznym catkowaniu
réwnan ruchu (wykorzystujac jedna z metod opisanych w 9.1) w czasie réwnym
przyblizonemu (lub dokladnemu) okresowi Ty, znajdujemy inny wektor stanu
{9(To)}, ktéry zalezy od punktu startu, czyli {g}. Zamiast obserwowaé caly
przebieg od ¢y do T, wystarczy ograniczy¢ sie do analizy tylko dwdch punktéw
(wektoréw stanu) odpowiadajacym tym odcietym. Przedstawiono to schema-
tycznie na rys. 9.1, dlan =1.

W przypadku rozwiazania okresowego o okresie T oba wektory musialyby
spelniaé warunek

{gHTo, {®}) — {2} = {0} . (9.36)

Réwnanie powyzsze stuzy do numerycznego okreslenia {g} przy pomocy me-
tody Newtona. Stosujac metode Newtona rozwijamy w szereg Taylora wokdt
k-tego przyblizenia rozwiazania {q((,")} i ograniczamy sie w rozwinieciu tylko
do czlonéw liniowych. Po przyréwnaniu tego rozwiniecia do zera otrzymujemy
réwnanie liniowe do wyznaczenia poprawki Aqé"). Jakobian metody Newtona
okre§jony jest wzorem

= Ao 1w, (9.37)

gdzie [{] jest macierza jednostkowa. Po zakoriczeniu iteracji Newtona bierzemy
otrzymana w ostatnim kroku tej metody macierz [N}, ktdrej wartosci wlasne sa
charakterystycznymi multiplikatorami. One okre$laja stateczno$¢ i bifurkacje
analizowanej orbity. Opisana metoda nosi nazwe metody strzelania (shooting).

Drugim konkurencyjnym sposobem jest metoda podana przez Urabe i Rei-
tera [121] i oparta na algorytmie Galerkina.

Jak wiadomo w oparciu o szereg Fouriera mozemy przyblizaé kazde z roz-
wiazan T-okresowych
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punkty stale

Rys. 9.1. Zmiana wektora stanu w czasie na przykladzie ukladu o jednym stopniu
swobody
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K
y:=a+ Y a, coskwt + a,, sinmut , (9.38)
k=1

gdzie K jest najwyzsza harmoniczng tego szeregu, a podstawowa czestoécia jest
w. Zalozone rozwiazanie rézniczkujemy dwukrotnie i podstawiamy do uktadu
réwnat rézniczkowych rzedu drugiego opisujacych dynamike takich ukladéw.
Réwnania te, w ktérych wszystkie wielko$ci stojace po lewej stronie ze wzgledu
na skoriczony szereg (9.38) nie sa tozsamo$ciowo spelnione, a po prawej ich
stronie, pojawi si¢ niezerowy wektor r, ktéry spelnia réwnanie:

r(ag, a,, a;,,t) = r(ag,a., a,,,t + 7). (9.39)

Jesli liczba K jest wystarczajaco duza, to r = 0. Reszte r rozwijamy réwniez
w szereg Fouriera:

K
r=so+ Y5, coskwt + s, sinkwt (9.40)
=

przy czym r = 0 implikuje 8y = s, = 8,, = 0, co prowadzi do réwnai:
1 (T
T‘/o r(a01 ackl ag,, t)dt =0 )
2 (T
T_/o r(ag, a,, a,,,t) cosnwtdt =0,

T
%./o r(ao, a,, a,,, t) sinnwtdt =0, (9.41)
k,n=123,..,K.

Wprowadzajac wektory

2) -
s=1s. |, a=|a, |, (9.42)
Ss as,

réwnania (9.41) przyjmuja postaé
s(a) =0, (9.43)

i moga by¢ rozwiazane przy uzyciu iteracyjnej metody Newtona.
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W praktyce wykorzystuje sie przy obliczaniu s metode szybkiej transfor-
macji Fouriera (FFT) [122, 123]. Po wybraniu punktu startu jako wektora a
obliczamy kolejno:

K

vk = Y (kwag, coskwt — kwa,, sinkwt) , (9.44)
k=1
X

¥k = 3 (—k’wzaq‘ cos kwt — k%w?a,, sin kwt) i (9.45)
k=1

Metoda odwrotna (FFT)~! pozwala na znalezienie (9.44) i (9.45) w dys-
kretnych punktach czasu, a po wstawieniu do réwnai ruchu otrzymujemy r i
co za tym idzie réwniez réwnanie (9.43).

Jesli wezmiemy dowolng funkcje F(t), to jest ona identyczna z funkcja dys-
kretna otrzymana przy uzyciu (FFT) tylko wtedy gdy:

a) jest okresowa i ograniczona;

b) ilo§¢ punktéw prébkowania musi byé dwukrotnie wicksza od najwyzszej
czestosci szeregu.

Szybkie przeksztalcenie Fouriera jest szczegélnie ekonomiczne, gdy liczba
prébek N

Nesr =2M > 4K . (9.46)

Blad szacowany jest poprzez norme

Nerr/2 12
A= ( Yy $ +53..»> . (9.47)
n=k+1
Stateczno$¢ znalezionego rozwiazania yj, okreéla si¢ na podstawie réwnar
zaburzen, ktére sa liniowe ze wzgledu na zaburzenie 6y o wspélczynnikach
zaleznych od y,y i moga by¢ przedstawione w postaci

. _(6y
i=S(t)z, 2= ( ay) . (9.48)
Po podstawieniu rozwiazania y, do (9.48) i otrzymaniu macierzy S = S(t;),

te = kT/Nrpr,k € {0,1,2,..., Nppr}. Macierz przejécia [N] moze by¢ znale-
ziona w oparciu o numeryczne .catkowanie w czasie jednego okresu. Metoda ta
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wymaga dodatkowo uzycia interpolacji i czesto jest klopotliwa w uzyciu przy
duzym wymiarze analizowanych réwnan rézniczkowych. Inna metoda oparta
jest na schemacie zaproponowanym w pracy [124]. Algorytm ten sklada sie z
nastepujacych elementéw:

N(©) = I,
N(kAf) = SAIN((k—-1)At) ,
N(T) = N, (9.49)
gdzie
ot =5 Lapary . (9.50)
=P
Przykiad 9.1

Jako przyktad systematycznej analizy numerycznej rozpatrzmy drgania ludzkich strun gloso-
wych. Tematyce tej poswiecono rozdzial w pracy [125] i tutaj zagadnienie to przedstawione
bedzie bardzo skrétowo. Ludzkie pluca wytwarzaja ci$nienie powietrza powodujace otwarcie
krtani. Wskutek bezwiadnosci struny glosowe otwieraja sie | potem wlasnosci sprezyste tych
strun powodujg ich przymykanie. Strumiest powietrza opuszcza krtan i zjawisku temu towa-
rzyszy efekt ssania Bernoulliego. Nastepnie wymieniony cykl powtarza sie. Strune glosowa
zamodelowano jako nieliniowy oscylator b dwéch stopniach swobody i masie punktowej
sprezyScie podpartej (rys. 9.2).

Masa punktowa moze poruszaé sie w kierunku z i y. W celu opisania zjawiska zblizania
sie strun (nie moga si¢ one zetknaé), dodatkowo wprowadzono podparcie o wspdlczynniku
tlumienia ¢, i sztywnobci k.. Sztywnos$€ k; jest tak dobrana, ze przy zblizaniu sie do
poczatku przyjetego ukladu wspélrzednych sita w sprezynie roénie do nieskoiiczonosci. Pluca
i tchawica zamodelowana zostata jako zbiornik o sztywnych éciankach, a wlasnosci podatne
pluc zostaly uwzglednione poprzez modyfikacje parametréw powietrza.

Poniewaz ci$nienie pochodzace z pluc generuje takie same sily dzialajace na struny
glosowe, ktére poruszaja sie symetrycznie (bez obrotu), to do dakszych rozwazai, ze wzgledu
na wspomnian3 symetrie, wystarczy ograniczy¢ sie do analizy drgafi tylko jednej ze stron. W
przypadku rozwazai zjawisk patologicznych tj. zmian prowadzacych do zaburzenia symetrii
ruchu, ilo$¢ réwnan opisujacych dynamike zjawiska dwukrotnie wzrasta.

Réwnanie ruchu struny glosowej w formie bezwymiarowej opisuja réwnania [125):

X +CX + {Kx + Kp|[(X — Xo0)® + Y |}(X - Xo) — K., Y
- K, X°(1-C.X)=EP,

V 4+ CY + {Kx + Kp[(X — Xo)? + Y?)}Y — K5, (X - Xo) = EP,
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napigta struna

SASIANN LN

y
j Dk.pk.V, Mk,)L
FTTVITTIIIT X TTTI277777777A
pa'pa q

Rys. 9.2. Model struny glosowej [125]
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(z-1)P%, dlaz>1;

.5
0, daz<1. (9.51)

P=Q—{

W powyzszych réwnaniach C odpowiada tlumiacym wiasnoéciom strun glosowych (<
1), K, jest pionowa sztywnoscia struny glosowej K, € (0.7,0.9)), K = 1, K, jest szty-
wnoécia sprzegajaca ruch dwéch giéwnych kierunkéw (K, € (0.3,0.5)), K jest sztywnoscia
typu Duffinga (< 1), K jest sztywnoscia typu hiperbolicznego (< 0.1), s = 4,¢, jest
tlumieniem (< 1), Xo jest wspéirzedna polozenia réwnowagi struny glosowej, E jest ére-
dnia powierzchnia struny glosowej (E € (0.1,10.0)) oraz Q jest wydatkiem strumienia
powietrza (Q € (0.0, 100.0)).

Uklad réwnan (9.51) jest ukladem autonomicznym i silnie nieliniowym (sztywnym), bo
jesli X jest w poblizu poczatku ukladu wspéirzednych, to male zmiany tej wspéirzednej
powoduja bardzo duze zmiany siy w czionie réwnania odpowiadajacego sztywnosci typu
hiperbolicznego. Rozwazmy najpierw potozenie réwnowagi ukladu (9.51) - otrzymujemy je
po przyjeciu zmiennych zaleznych od czasu jako réwnych zeru. Jako state przyjmujemy
parametry: K, = 0.9,K;, = 0.3, Kp = 0.001, K, = 0.001,¢c; = 0.5,E = 1. Rezultat
obliczen podano na rys 9.3. Linia gruba ciagta w plaszczyznach (Xq, Q), (Yo, Q). (Do, Q)
zaznaczono polozenie réwnowagi. Nie zmieniaja sie one ze zmiana wspétczynnika tlumienia
C, ale ulega zmianie ich stateczno$é. Granica utraty stateczno$ci odpowiadaja dwie krzywe
ciagle lezace w plaszczyZnie (C, Q).

Oznaczmy wartoéci wlasne odpowiadajace wybranemu polozeniu réwnowagi jako A2 =
8 £ iwy, A34 = 62 * dwy (mozna udowodnié, Zze pigta wartosé whasna jest rzeczywista
i ujemna). Jegli 6; = 0(i = 1,2), to dla ustalonego ¢ ze wzrostem lub zmniejszaniem
parametru kontrolnego Q zachodzi bifurkacja Hopfa (na rysunku zaznaczono to poziomymi
strzatkami). Punkty przeciecia tych krzywych odpowiadaja jednoczesnemu pojawieniu sie
orbit okresowych o czestosciach podstawowych w; i wa i jesli sa one niewspéimierne, to
pojawi sie ruch quasiokresowy.

Przykiad systematycznej analizy numerycznej obejmujacej ruch regularny przedstawiono
dla ukladu o nastepujacych parametrach [125): K, = 0.3, Kp == 0.001, K; = 0.001, D, =
0.5,K;y, =03, Xo = E = 04,Q = 7.0. Obliczeit dokonano przy uzyciu metody strzelania,
a ich rezultaty przedstawiono na rys. 9.4,

Jako parametr kontrolny przyjeto wspéiczynnik tlumienia ¢. Jego zmniejszanie powo-
duje pojawienie sie bifurkacji Hopfa, w wyniku ktérej rodzi sie nowe rozwiazanie okresowe
(jest to przyklad drgari samowzbudnych). Niewielkie dalsze zmniejszanie ¢ powoduje, ze
amplituda drgai roénie wzdluz galezi a (warto dodaé, ze wspomniane wyzej potozenie
réwnowagi staje sie potem niestateczne - na rysunku zaznaczono to linia przerywana). W
punkcie PD1 nastepuje kolejna bifurkacja (jeden z mnoznikéw charakterystycznych prze-
cina okrag jednostkowy przechodzac przez punkt -1) i powstaje nowe rozwiazanie okresowe
subharmoniczne o okresie dwa razy wiekszym niz poprzednie. Rozwiazanie to jest dalej
§ledzone wzdiuz galezi c i w punkcie Q traci ono stateczno$é. Jak pokazuje symulacja
numeryczna [125] w okolicy tego punktu pojawia sie rozwiazanie quasiokresowe. GalaZ a,
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Rys. 9.3. Polozenia réwnowagi i ich statecznodé
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Rys. 9.4. Portret bifurkacyjny ludzkich strun glosowych [125]
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9.3 Metody numeryczne przy systematycznej analizie drgaid

po przekroczeniu punktu PD1 staje si¢ niestateczne, chociaz w pewnych zakresach zmian ¢
istnieje rozwiazanie okresowe stateczne (odcinek krzywej pomiedzy punktami PD2 i PD3).
Interesujacym przykladem bifurkacji jest punkt H2, od ktérego odgalezia sie rozwiazanie
okresowe, ktére jest niestateczne.

1S.0 -T T T

10.0

5.0

8o

Rys. 9.5. Drgania okresowe strun glosowych dla ¢ = 0.16

Dla kazdego z punktéw nalezacych do krzywej bifurkacyjnej mozna sporzadzié portrety
fazowe lub przebiegi czasowe badanej orbity okresowej. Na przykiad na rys. 9.5 podano
takie przebiegi czasowe dla c = 0.16.

Podczas obliczer okres zostat znormalizowany do 27, i wobec tego, z rys. 9.5 widaé,
Ze jest to rozwiazanie subharmoniczne stateczne nalezace do galezi c. Widoczne jest ostrze
przebiegu X w poblizu polozenia réwnowagi, co jest zgodne z wczeéniejszymi przewidywa-
niami. Przy tej okazji warto podkreslié, ze w tym przypadku uzyta metoda strzelania jest
bardziej efektywna w poréwnaniu z metoda Urabe - Reitera, poniewaz nalezatoby uwzglednié¢
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9. Metody numeryczne globalnej analizy drgai

wiele harmonicznych, aby dobrze aproksymowaé tego typu zjawisko, co znacznie wydluza
obliczenia. Dla metody strzelania nie ma to wiekszego znaczenia.
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