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ZAMIAST WSTEPU

Dark side of the moon — najstynniejsza ptyta rockowa. Utwory grupy
Pink Floyd sktadajace si¢ w monumentalny, przenikajacy szczeroscig album
od 30 lat tacza pokolenia dzieci i rodzicow, wspolnie stuchajacych muzyki.
Zainspirowany tekstami, o$mielitem si¢ strawestowaé tytul pityty tak, by
zacheci¢ nie tylko fanow muzyki do spotkania z matematyka.

Matematyka i muzyka to moje dwie pasje. Wydaje si¢, ze przenikajg si¢
wzajemnie, s3 obecne w kazdej, codziennej chwili zycia. Wyznaczaja rytm
i tempo naszych dziatan, sumujg do$wiadczenia, analizuja sukcesy, a czasami
mnozg porazki.

Ksigzka, ktorg Czytelniku trzymasz w reku, zawiera kilkanascie przyktadow
obecno$ci matematyki w naszym zyciu codziennym. Kazdy rozdzial poprze-
dzony jest fragmentem utworow z Dark side of the moon, ktore szczeg6lnie
pasujg do poruszanych tematéw. Serdecznie zapraszam do lektury, a na poczatek
proponuje¢ kilka krotkich matematycznych wycieczek w  kraing alfabetu,
liczb, historii i absurdu. Mam nadzieje, ze opowiastki te zacheca Ci¢ do
laskawszego spojrzenia na matematyke.

1. Alfabetyczny spis liczb

Ponizej wypisuje, w pewnym porzadku, liczby naturalne nie wigksze od stu.

40, 44, 42, 49, 41, 48, 45, 47, 46, 43, 14, 4, 2, 20, 24, 22, 29, 21, 28, 25, 27,
26, 23,12, 9, 90, 94, 92, 99, 91, 98, 95, 97, 96, 93, 19, 10, 1, 11, 8, 80, 84, 82,
89, 81, 88, 85, 87, 86, 83, 18, 5, 50, 54, 52, 59, 51, 58, 55, 57, 56, 53, 15, 7, 70,
74,72,79,71,78,75, 77,76, 73, 17, 16, 6, 60, 64, 62, 69, 61, 68, 65, 67, 66, 63,
100, 3, 30, 34, 32, 39, 31, 38, 35, 37, 36, 33, 13

Po krotkiej analizie listy mozna doj$¢ do wniosku, Zze kryterium wyboru,
ktore zadecydowato o takiej kolejnosci liczb byt alfabet. Liczby sg utozone
w kolejnosci alfabetycznej. Pierwsza liczbg na liscie jest 40 (czterdziesci), zas
ostatnig jest 13 (trzynascie). Zauwazmy, ze pierwsza z liczb jednocyfrowych
wypisywanych w kolejnosci alfabetycznej jest 4 (cztery), za$ ostatnig 3 (trzy).

Kilka uwag, ktore warto poczyni¢ w zwigzku ze spisem.
Otoz:

a) Liczby o najmniejszej liczbie liter to 2 i 100 (po 3);

b) Liczba o najwigkszej liczbie liter to 99 (24 litery);



¢) Najmniejsza liczba wypowiedziana jedng sylabg to 2,
najwicksza to 100;

d) Najmniejsza liczba wypowiedziana dwiema sylabami to 1,
najwigksza to 10;

e) Najmniejsza liczba wypowiedziana trzema sylabami to 12,
najwigksza to 60;

f) Najmniejsza liczba wypowiedziana czterema sylabami to 11,
najwigksza to 90;

g) Najmniejsza liczba wypowiedziana pigcioma sylabami to 21,
najwicksza to 96;

h) Najmniejsza liczba wypowiedziana szescioma sylabami to 71,
najwigksza to 99;

i) Nie ma liczb wypowiadanych z uzyciem wigkszej liczby sylab niz 6.

Zauwazmy, ze pomijajac liczbe 1, ilo$¢ sylab potrzebna na wypowiedzenie
danej liczby jest zawsze mniejsza od wartosci tej liczby. Prowadzi to do
nastepujacego wniosku:

Bioragc dowolng liczbe naturalng n, liczac sylaby potrzebne na jej
wypowiedzenie i powtarzajgc operacje, dojdziemy zawsze do petli sktadajacej
sigz21i 1.

Na przyklad startujac z liczbg 997 (dziewigéset dziewigédziesigt siedem),
otrzymamy ciag:

997 (dziewieéset dziewiecdziesiat siedem — 9 sylab), 9 (dziewieé — 2 sylaby),
2 (dwa — 1 sylaba), 1 (jeden — 2 sylaby) 2, 1, 2,... Zatem otrzymujemy ciag:
997, 9, (2, 1).

Gdy zaczniemy z liczba np. 19715, otrzymamy ciag: 19715, 13, 3, (1, 2).
Liczba 223 generuje natomiast ciag: 223, 6, 1, 2, (1, 2). 666 wyznacza natomiast:
666, 6, 1, 2, (1, 2).

Z podobnych powodow, jesli powyzsze operacje powtorzymy dla liczby liter,
zamiast sylab, potrzebnych na zapisanie danej liczy, to otrzymamy ciag
konczacy si¢ petla (5, 4, 6). Zobaczmy:

997 generuje ciag: 997, 33, 15, 10, 8, 5, 4, 6, (5, 4, 6)
19715 daje: 19715, 40, 11, 10, 8, 5, 4, 6, (5, 4, 6)
223 daje 223, 21, 11, 10, 8, 5, 4, 6, (5, 4, 6)

666 wyznacza 666, 26, 16, 10, 8, 5, 6, 4, (5, 4, 6)

Gdy jezyk polski zamienimy na angielski, wowczas lista alfabetyczna liczb
naturalnych nie wigkszych od 100 bedzie wyglada¢ nastepujaco:

8, 18, 80, 85, 84, 89, 81, 87, 86, 83, 82, 11, 50, 58, 55, 54, 59, 51, 57, 56, 53,
52,5, 15, 4, 14, 40, 48, 45, 44, 49, 41, 47, 46, 43, 42, 100, 9, 19, 90, 19, 98, 95,
94, 99, 91, 97, 96, 93,92, 1, 7, 17, 70, 78, 75, 74, 79, 71, 74, 76, 73, 72, 6, 16,
60, 68, 65, 64, 69, 61, 67, 66, 63, 62, 10, 13, 30, 38, 35, 34, 39, 31, 37, 36, 33,
32, 3,12, 20, 28, 25, 24, 29, 21, 27, 26, 23, 22, 2.



Jedyna liczba, ktéra zarowno w spisie polskim, jak i angielskim znajduje sie
na tej samej pozycji jest 3. Zachecam do podobnych ,badan” nad spisem
angielskim.

Zauwazmy ponadto, ze w jezyku angielskim cigg liter wyznaczajacych
liczby zawsze konczy sie liczba 4. Wyjasnienie jest bardzo proste. Oznaczajac
przez L(n) liczbe liter potrzebnych na wypowiedzenie danej liczby naturalnej
w jezyku angielskim, otrzymamy:

L(1) =3, L(2) =3, L(3)=5L#4) =4iL(n) <ndlan>4. Zatem ciag liter
wyznaczajacych liczby konczy sie liczba 4.

999 generuje: 999, 22, 9, 4, (4)

19715 daje: 19715, 35, 10, 3, 5, 4, (4)

223 wyznacza: 223, 15,7, 5, 4, (4)

666 daje: 666, 18, 9, 4, (4)

Czytelnik poliglota moze z tatwoscia zaobserwowac podobne petle pojawiajace
si¢ W innych jezykach. Kolejng cickawostkg zwigzang z alfabetycznym
spisem liczb naturalnych jest nastgpujaca obserwacja: Wypisujac kolejno liczby
naturalne, uzywajac ich zapisu w jezyku angielskim, pierwsze a pojawiloby si¢
dopiero przy liczbie 1000 (thousand)!

2. Klub z selekcja

Stoimy przed eleganckim klubem, obserwujac wchodzacych klientow.
Osoba przeprowadzajaca selekcje podaje kazdemu pewng liczbg, po czym
oczekuje odpowiedzi. Jezeli jest ona zgodna z ustalonym kodem, to wowczas
selekcjoner pozwala klientowi na wejscie do Klubu. W przeciwnym wypadku
selekcjoner dzigkuje Klientowi za fatyge i zamyka przed nim drzwi klubu.
Z zainteresowaniem obserwujemy kolejnych wchodzacych do Kklubu gosci.
Pierwszy z nich na liczbe ,,9” podang przez selekcjonera odpowiedziat ,,8”,
kolejny na ,,11” podat odpowiedz ,,10”, nastepni na ,,7” i ,,5” poprawnie podali
odpowiedzi ,,6” i ,,4”. Pewni naszej przenikliwosci ustawiamy si¢ w kolejce i na
podang liczbe ,,8” odpowiadamy ,,7”. Ku naszemu zdumieniu, nie wpuszczono
nas, podczas gdy osoba stojaca przed nami na ,,6” odpowiedziata ,,5” i zostata
z usmiechem zaproszona do wejscia. By jeszcze bardziej poczu¢ si¢ zdezorientowa-
nym okazuje si¢, ze na ,,3” poprawna odpowiedzig jest ,.4” a nie ,,2”. Zastanawiamy
si¢, jaka reguta postuguje si¢ selekcjoner.

Oczywiscie majagc na uwadze poprzedni fragment rozdzialu poswigcony
alfabetycznemu spisowi liczb oraz rozwazaniom dotyczacym ilosci sylab i liter
potrzebnych na wyrazenie Kolejnych liczb, zauwazamy, ze regula jest liczba
liter potrzebnych na wyrazenie danej liczby.

9 — (dziewig¢) daje 8, 11 — (jedenascie) daje 10. Natomiast poprawnag
odpowiedzig na 3 — (trzy) jest 4.



3. Liczby najwieksze

Zaproponujmy nastepujaca zabawe:

Liczymy litery potrzebne na opisanie kolejnych liczb naturalnych. Zamiast 2
(dwa) mozemy na przyktad powiedzie¢: Najmniejsza liczba pierwsza. Wowczas
wyrazimy 2 (dwa) przez 7 sylab. Trojk¢ mozemy wyrazi¢ jako: liczba, ktora
wyglgda jak prawa potowa osemki cigtej wzdiuz. W tym wypadku wyrazamy 3
przez 19 sylab.

Zastanowmy si¢ nad znalezieniem najwickszej liczby wypowiedzianej przez
16 sylab.

Ot6z po chwili namystu dojdziemy do wniosku, ze:

Najwicksza liczba wypowiedziana przez 16 sylab to: Najwigksza liczba
wypowiedziana przez 16 sylab, gdyz zdanie to ma doktadnie 16 sylab i opisuje
najwickszg liczbe wypowiedziang przez 16 sylab.

Z kolei, szukamy najwigkszej liczby wypowiedzianej przez mniej niz 90 sylab.
I tu spotyka nas niespodzianka. Zdanie: Najwigksza liczba wypowiedziana
przez mniej niz 90 sylab, ma 19 sylab, czyli ono samo opisuje te liczbe. Zatem
proponujemy, aby kandydatem na najwigksza liczbe wypowiedziang przez mniej
niz 19 sylab byla wtasnie najwicksza liczba wypowiedziana przez mniej niz
90 sylab. | tutaj czeka nas petne zaskoczenie:

Chociazby zdanie: Najwigksza liczba wypowiedziana przez mniej niz 90 sylab
powigkszona o 10, ma rowniez mniej niz 90 sylab i opisuje liczbe wigksza
od najwickszej wypowiedzianej przez mniej niz 90 sylab. Zatem... taka liczba
nie istnieje.

4. Znikajaca siodemka

Proszg spojrze¢ na nastepujacy ciag liczb: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9.
Na pierwszy rzut oka wydaje si¢, ze nie ma w nim 7. Po wnikliwej analizie
kolejnych wyrazéw tego ciggu dochodzimy do wniosku, ze w ciggu tym nie
wystepuje 7. Przepisujac kilkanascie razy ten ciag, caly czas nie zauwazamy
obecnosci 7 w tym ciggu. Wydaje sig, ze 7 nie ma w tym ciagu.

Ale na mito$¢ Boska dlaczego?!
5. Liczby ciekawe

Kazdy z nas ma jakie§ ulubione liczby naturalne. Liczby te sg z nami
zwigzane poprzez pewne zdarzenia z naszego zycCia, zatem sg niewatpliwie
liczbami ciekawymi. Zaldézmy, ze wszyscy nasi znajomi wypisuja SWoje
ulubione liczby naturalne, a nastepnie konstruujemy sume tych zbiorow.
Powstanie zbior liczb ciekawych, ktory jest podzbiorem zbioru liczb naturalnych.
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Kazdy podzbiér zbioru liczb naturalnych posiada element najmniejszy.
Zatem mozemy znalez¢ najmniejszy element w zbiorze liczb ciekawych.
Odejmujac od niego jeden, otrzymamy najwicksza catkowita liczbe nieciekawag.
| to juz jest naprawde ciekawe!

6. Never odd or even

Zdanie powyzsze jest sensowne i poprawne. Zachowuje identyczny ksztalt
czytane zaréwno od poczatku, jak i od konca. Zdania takie nazywamy
palindromami. Kolejne przyktady takich zdan w jezyku angielskim to:

Devil Lived

Madam I’'m Adam

Najbardziej znani polscy tworcy palindroméw to Stanistaw Baranczak, Jozef
Godzic i Tadeusz Morawski.

Najbardziej znane polskie palindromy to pochodzacy z XIX w. nieznanego
autorstwa:

Kobyta ma maty bok

I co idioci (Jozef Godzic)

Ada gota mato gada (Tadeusz Morawski)

I lali masoni wydrom w mordy wino, sami lali (Stanistaw Baranczak)

Takze liczba 112211 przedstawia takg samg warto$¢, gdy zapiszemy ja
w odwrotnej kolejnosci. Liczby o tej whasno$ci, podobnie jak zdania, réwniez
nazywamy palindromami.

Zauwazmy, ze kazdy palindrom o parzystej liczbie cyfr:

Ayp_110""1+a,, 510272 + ...+ a,10% + a,10 + a, jest podzielny przez 11.
Rzeczywiscie suma:

Qo =y +az + -+ a2~ dop-1= 0, gdyz ag = azp-1,a1 = dzp_2,a; =
Ayn_3 itd,

co zgodnie z cechg podzielnosci przez 11 wskazuje, ze liczba:
Ayp-1102""14+q,, 510272 + ... 4+ a,10% + a,10 + a, jest wielokrotnoscig 11.

Zauwazmy, ze palindromow liczbowych jest nieskonczenie wiele.

Chociazby kwadrat kazdej liczby typu 10"+ 1 dla n = 0, 1, 2... jest
palindromem typu 100...00000..001.

Oprocz tego zauwazmy, ze palindromy mozemy tworzy¢ dokonujac
nastepujacych mnozen:

11-11 =121, 111-111 = 123321, 1111-1111 = 1234321,
11111-11111 = 123454321, 111111- 111111 = 12345654321 itp.
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Gdy wezmiemy pod uwage liczbe naturalng N, to jesli sama nie jest palindromem,
mozemy skonstruowac z liczby N palindrom, Uzywajac nastepujacego algorytmu:
Odwracamy kolejnos¢ cyfr w liczbie N, tworzagc w ten sposob liczbe N.
Dodajemy je do siebie. Jesli suma jest palindromem, to operacj¢ przerywamy.
W przypadku gdy S = N + N nie jest palindromem, powtarzamy czynnosci dla
N=S.

Przyktadowo:

49 + 94 = 143, 143 + 341 = 484 (potrzebne byly 2 sumowania)

86 + 68 = 154, 154 + 451 = 605, 605 + 506 = 1111 (potrzebne byty 3 sumowania)
69 + 96 = 165, 165 + 561 = 726, 726 + 627 = 1353, 1353 + 3531 = 4884
(4 sumowania).

Dla liczb 98 i 89 palindrom uzyskujemy dopiero po wykonaniu 24 sum.
Otrzymamy palindrom to 8813200023188.

Liczba 739 produkuje palindrom 5233333325 po wykonaniu 17 sum.

Procedura ta, stosowana do liczby 196, po przeszto dwu milionach dodawan
wciaz nie dawata palindromu. W 2006 roku ogloszono, ze po prawie 750 milionach
dodawan otrzymano liczb¢ z przeszto 300 milionami cyfr wcigz niebedaca
palindromem.

Oprocz liczby 196 znane sg jeszcze 295, 394, 493, 592, 689, 691, 788, 790, 879,
887, ktére dotychczas, po wielomilionowych dodawaniach nie daty palindromu.
Kwestia, czy procedura ta zawsze skonczy si¢ palindromem pozostaje wcigz
otwarta.

W literaturze matematycznej to zagadnienie nazywamy Hipotezg 196.

7. Zabawa z kalendarzem

Ten trick jest konsekwencja prostej obserwacji dotyczacej uktadu zapisu dni
miesigca na kazdym $ciennym kalendarzu. Prosimy ochotnika o zakreslenie
w dowolnym miesigcu kwadratu sktadajacego si¢ z 16 dat.

Po wykonaniu tej czynno$ci bedzie mial przed soba tablice zlozona
z nastepujacych liczb:

X XxX+1 | x+2 | x+3
X+7 | Xx+8 [ x+9 | x+10
X+14 | x+15 | x+16 | x+17
X+21 | X+22 | x+23 | x+24

Nastepnie prosimy go o wybranie dowolnego dnia miesigca (zapisanie liczby
oznaczajacej ten dzien na osobnej kartce), skreslenie dat znajdujacych si¢ w tym
wierszu i1 kolumnie gdzie znajduje si¢ wybrana data. Dalej wybiera inny dzien
sposrod nieskreslonych (zapisuje rowniez te liczbg) i jak poprzednio skresla caty
wiersz i kolumne, w ktorej znajduje sie kolejna wybrana przez niego data.
Operacj¢ powtarza jeszcze raz. Po wybraniu trzech dni 1 skreSleniu
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odpowiednich kolumn i wierszy pomagamy mu zauwazyC, ze pozostaje tylko
jeden dzien nieskreslony w catym kwadracie. Prosimy o zapisanie na kartce tej
jedynej nieskre$lonej daty. Ostatecznie prosimy ochotnika o obliczenie sumy
czterech liczb znajdujacych si¢ na kartce.

Ku jego zdumieniu okaze si¢, ze suma ta zostata juz dawno przez nas napisana
na osobnej kartce, ktora caty czas lezala na stole.

Tajemnica tej sztuczki jest bardzo prosta. Wybierajac w opisany sposob daty
z kalendarza, dostajemy ciag czterech wartosci pochodzacych z réznych kolumn
i wierszy macierzy.

Za kazdym razem suma tych wartosci réwna si¢ sumie liczb z glownej
przekatnej, czyli 4x + 48.

W praktyce, aby pozna¢ sumg, wystarczy krotki rzut oka na wybrany kwadrat
dat, by doda¢ do siebie skrajne warto$ci (X oraz x + 24), a potem pomnozy¢
wynik przez 2.

8. Orly i reszki

Przedstawi¢ obecnie bardzo prosta, ale jakze zdumiewajaca sztuczke
Z monetami.

Na stole znajduje si¢ 12 monet. 5 z nich jest odwroconych reszka ku gorze,
a pozostale 7 jest zwrdcone ortami ku gorze. Wykonawca twierdzi, ze
z zawigzanymi oczami podzieli zbiér monet na dwa zbiory, takie ze w kazdym
z nich bedzie taka sama liczba monet zwrdconych reszkami ku gorze.
Oczywiscie wykonawca nie zna poczatkowego uktadu monet na stole.
Sztuczke przeprowadzamy w sposob nastepujacy:
Podchodzimy do stotu i rozdzielamy monety na dwa zbiory tak, aby w jednym
bylo 7, a w drugim 5 elementow. Nastgpnie monety w mniejszym zbiorze
odwracamy na stron¢ przeciwnag.
Przesledzmy, co jest efektem takiego dziatania.
Niech w zbiorze 7 monet znajdowalo si¢ k-reszek, wowczas w zbiorze
5-elementowym znajdowa¢ sie¢ musiato 5-k reszek (czyli k-ortéw). Przewracajac
na strong przeciwng monety w mniejszym zbiorze, otrzymamy w nim: 5-k ortow
I k-reszek.

Cel zostat osiagnigty!
9. Liczba demoniczna

Apokalipsa wedlug §w. Jana w czesci poswigconej losom Kosciota zawiera
fragment dotyczacy Falszywego Proroka — Bestii, ktorej nazwa ukryta jest
w nastepujacych stowach:

Tu jest potrzebna mqgdrosé, Kto ma rozum niech liczbg Bestii policzy, liczba to
bowiem czlowieka. A liczba jeqo: szeséset szesédziesigt szesé.
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Zatem liczba 666 symbolizuje diabta, ktory wciela si¢ w cztowieka opisanego
w jaki§ sposob ta liczba. Liczbe t¢ w kulturze masowej zdecydowanie
spopularyzowat film Omen z 1976 roku. Horror ten opowiada o adoptowanym
dziecku, ktoére okazuje si¢ potomkiem szatana. Nie§wiadomi rodzice wychowuja
chtopca, nie zwracajac uwagi na jego niezwykte zdolnosci. Damien — bo takie
byto imi¢ chlopca, mial na glowie wyrazng blizng w ksztalcie liczby 666.
Podczas pracy nad filmem realizatorow prze§ladowaty nieszczgscia: scenarzysta
zostat porazony przez piorun, hotel gdzie mieszkata ekipa zostat uszkodzony
przez bombe podiozong przez IRA, Gregory Peck — grajacy gtéwna role w ostatniej
chwili przesunat swoj wylot z planu filmowego i nie odleciat samolotem, ktory si¢
doszczetnie rozbit w chwili startu. Przez wiele lat Omen w $wiatowym rankingu
kina, prowadzonym przez najwigkszy serwis filmowy IMDB, byl notowany na
miejscu 666. Remake filmu Omen, powstaty w roku 2006, miat swojg premiere 6.06.
Od lat eksperci od numerologii starajg si¢ odszyfrowac osobe zakletg w liczbie
666. Najpopularniejsze teorie wskazuja, ze Bestig jest Neron, gdyz przypisujac
literom tworzacym stowa: NERON CAESAR warto$ci numeryczne dostaniemy
sume 666.
Uzywajac roznych formut numerologicznych, udato si¢ przypisa¢ wartos¢ 666
nastepujacym osobom i zjawiskom: Adolf Hitler, Marcin Luter, Jozef Stalin,
Saddam Husajn, Napoleon, papiestwo, internet, faszyzm i wielu innym.
Chciatbym przedstawi¢ w tym miejscu kilka algebraicznych ciekawostek
dotyczacych tej niezwyktej liczby.

1) Otoz w zapisie rzymskim 666 wyglada nastepujaco: DCLXVI.
Zawiera wszystkie znaki oznaczajgce liczby ponizej 1000 ustawione
w porzadku malejacym:
D (500), C (100), L (50), X (10), V (5), I (2).

2) 666 jest 36. liczbg trojkgtng. Liczby trojkatne T, sa postaci:
Tn — n(n+1)

liczb naturalnych. Zatem 666 jest sumg kolejnych 36 liczb naturalnych:
666 =1+ 2 + 3 +...+ 35 + 36. Przy okazji, 666 jest sumg liczb z kota
klasycznej ruletki.

3) 666 jest repdigitem, czyli liczbg sktadajacg si¢ z powtarzajgcych si¢ cyfr.
Repdigit to skrot od repeated digit. 666 to najwicksza liczba trojkatna,
ktora jest repdigitem.

4) 666 jest 52. apokaliptyczng potegg. Tak méwimy na kazda liczbe
naturalng n, dla ktorej potega 2™ ma w swym zapisie dziesigtnym trzy
powtarzajace si¢ cyfry 6.

Pierwsza apokaliptyczna potega jest 157.

5) 666 jest 140. kolejna liczbg praktyczng. Liczba praktyczna to taka liczba
naturalna, dla ktorej wszystkie liczby naturalne mniejsze od niej dajg si¢
zapisac jako suma dzielnikow tej liczby.

. Oznacza to, ze liczba trojkatna T;, jest sumg kolejnych n
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6)

7)

8)

9)

Przyktadowo: 16 jest liczba praktyczna, jej podzielnikami sa 1, 2, 4, 8,
16. Mamy réwniez: 3 =1+2,5=4+1,6=4+2,7=4+2+1,
9=8+110=8+2,11=8+2+1,12=8+4,13=8+4+1,
14=8+4+2,15=8+4+2+1.
666 mozna zapisa¢ w SposoOb nastepujacy:
666=134+23+33+43+53+63+53+43+33+23+13

666 = 36 — 26 + 1°

666=6+6+6+ 6>+ 6%+ 63
666 jest rowniez suma kwadratéw pierwszych siedmiu liczb pierwszych:
666 =2%+32 452+ 724+ 112+ 132+ 17% =
=4+9+4+254+49+ 121+ 169 + 289

Suma cyfr 666 wynosi 18. Suma cyfr rozktadu tej liczby na czynniki
pierwsze rowniez wynosi 18. Rzeczywiscie: 666 =2-3-3-37;
2+ 343+ 347 =18. Liczby o takiej wlasnosci nazywamy liczbami
Smitha.
666 jest 34. elementem ciggu liczb Smitha.
Pojecie liczb Smitha wprowadzit do literatury matematycznej w 2004
roku Albert Wilansky, ktory zauwazyl, ze numer telefonu jego szwagra
Harolda Smitha 493 7775, po roztozeniu na czynniki pierwsze
4937775 =3-5-5- 65837 posiada wlasnos¢, ze suma cyfr numeru
telefonu jest taka sama jak suma cyfr czynnikoéw pierwszych tej liczby:
4+9+3+7+7+7+5=42=3+5+5+6+5+8+3+7
Dwie kolejne palindromiczne liczby pierwsze: 313 oraz 353 sumuja si¢
do 666.

10) Niestrudzeni badacze wtasnosci tej liczby odkryli, ze sumy cyfr liczb:

666*7 oraz 666°! s jednakowe i wynoszg jakzeby inaczej 666.

11) Kolejng charakterystyczng wilasnoscig tej liczby jest sumowalnos¢

szeScianow cyfr jej kwadratu i cyfr szeScianu.

Otoz: 6662 = 443556,6663 = 295408296

Dalej: 43 +43+33+53+53+63+2+9+5+4+0+8+2+
9+ 6 =666

12) Gdy pomigdzy cyfry 123456789 wstawimy odpowiednio znaki +, to

mozemy skonstruowac liczbe 666 dwoma sposobami:
1+2+3+4+567+89=123+456+ 78 +9 =666

Jesli odwrocimy kolejno$¢ cyfr, otrzymamy 666 tylko w jeden sposob.
Mianowicie:
9+87+6+543 + 21 = 666

13) Liczby: 216, 630, 666 stanowia jedna z trdjek Pitagorejskich, co oznacza, ze:

216% + 630% = 6662
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Mozna t¢ rownos¢ zapisaé inaczej, jako:
(6:6-6)%+ (666 —6-6)% = 6662
Dla mnie liczba 666 zawsze bgdzie kojarzyta si¢ z ponizszym trickiem.

Konstruujemy planszg z zapisang na niej liczbg 666. Ogonek pierwszej szostki
sktada si¢ z 7 punktow, drugiej szdstki z odmiu, a ostatniej szdstki z dziewigciu
punktow. Brzuszek kazdej szostki sktada sie z 20 elementéw. W brzuszku
kazdej szostki wyr6zniamy jeden element. Jesli czesci sktadowe szostek sa dla
przyktadu punktami, niech ten element bedzie oznaczony kotkiem. W pierwszej
szostce jest to siodmy element na prawo poczawszy od potaczenia ogonka
z brzuszkiem, w drugiej jest to 6smy, a w trzeciej dziewiaty element po prawej
stronie liczony od potaczenia ogonka z brzuszkiem.

Prosimy dowolna osobg o pomyslenie dowolnych trzech liczb catkowitych tak
by pierwsza byta wicksza od 7, druga od 8, a trzecia od 9.

Prosimy o odliczenie tylu elementéw kazdej z szdstek ile wynosi pomyslana
liczba, zaczynajac od konca ogonka i poruszajac si¢ po brzuszku przeciwnie do
ruchu wskazoéwek zegara. Gdy dojdziemy do ostatniego elementu prosimy
o kolejne odliczenie tylu elementow ile wynosita pomyslana liczba. Poruszamy
si¢ tym razem zgodnie z ruchem wskazowek zegara, liczac od elementu, na
ktorym skonczylismy i nie wychodzimy poza brzuszek.

Za kazdym razem liczenie zakonczy si¢ na wyr6znionym elemencie.
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Ostatnia zabawa zwigzana z 666 przebiega w sposob nastgpujacy:

Oznajmiamy, ze kazdy z nas, by¢ moze nieswiadomie, ale kryje w sobie
element demoniczny i jest zwigzany z diabelska liczba. Prosimy osoby, ktore
chcg wziaé udzialt w zabawie o pomyslenie ulubionej liczby trzycyfrowej (moze
by¢ zwigzana z datg urodzenia danej osoby) N — niebedacej palindromem (tzn.
nie typu aba) i wykonanie nastepujacych czynnosci:

a) odwrdcenie kolejnosci cyfr w tej liczbie tak by powstata liczba M,

b) od wigkszej z nich odjecie mniejszej, czyliM —N =SalboN-M =S,

C) W otrzymanej sumie S odwrdcenie cyfr. W ten sposob powstaje liczba Z,

d) obliczeniesumy S +Z = A,

e) dodanie do siebie cyfr A. W ten sposdb powstaje B,

f) pomnozenie B przez 2 i do wyniku dodanie 1; otrzymujemy C,

g) wykonanie mnozenia BC.

Wynik ostatniego dziatania zawsze bgdzie rowny 666!

Zanim wytlumaczymy dziatanie tego tricku przesledzmy jak dziata na
konkretnych przyktadach.

Bierzemy liczbe 578:

a) 875

b) 875-578=297=S

c) 7192=Z7

d) 792+297=1089=A

e) 1+0+8+9=18=8B

fy 2.18+1=37=C

g) 18-37 =666
Bierzemy 123:

a) 321

b) 321-123=198=S
c) 891=Z

d) 891 +198=1089=A
e) 1+0+8+9=18=8B
f) 2-18+1=37=C
g) 18-37 =666

Sekretem powodzenia tej sztuczki jest fakt, ze liczba A zawsze bedzie rowna

1089. Suma jej cyfr wynosi 18. Nastepnie 18- (218 + 1) = 1837 = 666.

Udowodnijmy zatem kluczowy fragment sztuczki.

Niech wybrang liczbg bedzie abc czyli 100a + 10b + c. Liczba powstata przez

przestawienie cyfr to: cba czyli 100c + 10b + a. Bez zmniejszenia ogdlnosci

zagadnienia zat6zmy, ze a > C.

Mamy zatem: 100a + 10b + ¢ — 100c — 10b —a = 99a — 99¢ =

9a+a—-—a—99c—-c+c=100a—-100c—a+c =

=100(a—c)—a+c=100a—c—1)+90+ 10— (a —c¢)

boa>c.
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Nastepnie:

100[10 —(a—¢)]+90+a—c—1+100(a—c—1) +90+ 10 —
(a—c)=100-9+ 180+ 9 = 1089!

Liczba 1089 jest rowniez niezwykle cickawa. Gdy odwrdocimy kolejnos¢ cyfr

otrzymamy liczbg 9801, ktora daje si¢ zapisa¢ jako 9 - 1089, czyli jest wielo-

krotnosécia oryginalnej liczby. 1089 jest najmniejsza liczbg o tej wiasnosci.

Kolejng liczbg jest 2178, dla ktorej 8712 = 4 - 2178. Uwaga! 2178 = 2 - 1089!

Zauwazmy, jeszcze, Ze:

1089-1 = 1089
1089-2 = 2178
1089 -3 = 3267
1089 -4 = 4356
1089 -5 = 5445
1089 -6 = 6534
10897 = 7623
1089 -8 = 8712
oraz jak pamigtamy: 1089 -9 = 9801

Zauwazmy, ze wyniki pierwszego i ostatniego iloczynu sg swoimi lustrzanymi
odbiciami. To samo mozna zaobserwowa¢ dla wyniku mnozenia drugiego
i przedostatniego, trzeciego i trzeciego od konca itd.

10. System binarny
Kolejny drobiazg z kategorii ciekawych zastosowan matematyki w realiach

spotkania towarzyskiego wykorzystuje zapis binarny liczb naturalnych.
Rekwizytami sa 4 karty z wypisanymi na nich nastgpujacymi liczbami.

1) 8 [9 [10] 11
12 |13 |14 | 15
2) 4[5 |6 |7
121314 |15
3) 2 [3 16 |7
10 | 11 | 14 | 15
4) 113 [5 |7
9111315
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Prosimy ochotnika o wybranie jednej sposrdd tych, ktore sg przedstawione na
kartach i wskazanie, na ktorych kartach si¢ znajduje. Po otrzymaniu tej
informacji dodajemy do siebie lewe gorne wartosci tych kart, na ktorych
pojawila si¢ pomyslana przez ochotnika liczba i podajemy wynik.

Gdy pomyslano np. 7; dostajemy informacje, ze znajduje si¢ ona na kartach: 2, 3,
4. Dodajac lewe gorne wartosci: 4 + 2 + 1 otrzymujemy wynik: 7.

Zauwazmy, ze kazda liczba naturalna z przedziatu [1, 15] daje si¢ zapisaé
w systemie binarnym jako a,a,aza, gdzie wartosci a; € {0,1} i =1, 2, 3, 4.
Otrzymujac informacje, na ktorych kartach umieszczona jest wybrana liczba,
wiemy, gdzie wystepuja jedynki w jej zapisie binarnym.
Dla7mamy:0:8+1-4+1-2+1-1=7czyli1-22+1-21+1:2°=7,

11. Koniec $wiata jest blisko

Obecnie na $wiecie zyje ponad 7 miliardow ludzi. Problemem zaludnienia
naszej planety zajmuje si¢ Population Reference Bureau (PRB) z siedziba
w Waszyngtonie. Liczbe mieszkancéw Ziemi zaczeto szacowaé, przyjmujac za
poczatkowa date rok 50000 p.n.e., gdyz wtedy na naszej planecie pojawit si¢
Homo Sapiens. Wedlug danych PRB Ziemi¢ dotychczas zamieszkiwato okoto
107 miliardéw ludzi. Zatem na kazda zyjaca obecnie osob¢ przypada powyzej
15 zmartych.

Gdyby kazdej urodzonej na Ziemi osobie przyporzadkowac liczbe zwigzang
z kolejnoscia jej narodzin to obecnie zyjacy mieliby numery porzadkowe okoto
107 miliardow. Gdyby ludzkos¢ rozwijata si¢ w takim tempie jak dotychczas,
nasze numery porzadkowe bylyby raczej mate w porownaniu z numerami tych,
ktorzy jeszcze nadejda.

Pokazemy jednak, Zze nasze numery porzadkowe sg na dosy¢ wysokich
pozycjach, co jak nam si¢ uda dowie$¢, wskazuje na wczesniejsze nadejscie
konca $wiata niz bysmy sie spodziewali.

Najpierw chwila dygresji.

Wyobrazmy sobie dwie loterie. Mafa loteria z dziesigcioma losami i Duza
loteria, gdzie jest 1000 loséw. Losy w kazdej loterii wygladaja identycznie, sg
matymi karteczkami z numerem. Wybieramy w sposoéb dowolny jedna z loterii
i kupujemy jeden los. Powiedzmy, ze przypada nam los z numerem 7.
Obliczymy prawdopodobienstwo, ze los ten pochodzi z Matej loterii.

Niech M — oznacza zdarzenie, ze mamy do czynienia z loterig Mafg, natomiast
przez D oznaczymy zdarzenie, ze mamy do czynienia z loterig Duzg.

1
Mamy: p(M) =p(D) = .
Prawdopodobienstwo wylosowania numeru 7 z Malej loterii wynosi:

1
p(7/M) = 10
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Prawdopodobienstwo wylosowania numeru 7 z Duzej loterii wynosi:
(7/D) = —
P(7/D) = 1500

Ostatecznie obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia, Zze los pochodzi z loterii
Maltej, wiedzac ze jest to los z numerem 7.
Dostajemy:
P(MN7) P(7/M) - P(M) _

P(7) ~ P(7/M)-P(M)+P(7/D)-P(D)

0.1-0.5

0.05
= 01-05+0001-05 00505 990099

p(M/7) =

Zatem majac w reku los z numerem 7, jest wielce prawdopodobne, ze pochodzi
on z loterii Malej.

Zajmiemy si¢ obecnie zagadnieniem rychtego nadejscia Konca Swiata.

Mamy dwie koncepcje Dnia Zagtady.

Pierwsza — dosy¢ pesymistyczna, ze koniec $wiata jest bliski. Szacuje si¢, ze
okoto 2075 roku liczba ludnosci przekroczy 9.5 miliarda. Wedlug niektorych
prognoz Ziemia nie przetrwa takiego przeludnienia. Liczba oséb zyjacych
na Ziemi do tego czasu, liczac od daty poczatkowej (50000 p.n.e.), wzrosnie
do 110 miliardow.

Druga koncepcja Konca Swiata jest lagodniejsza. Szacuje sig, ze przed
nadej$ciem Dnia Zagtady liczba osob zyjacych kiedykolwiek na Ziemi osiagnie
wartos¢ okoto 10 bilionéw (10000 miliardow).

Obecnie, przez analogie z loteriami Malg — Koniec Swiata jest bliski i Duzg
— Koniec Swiata jest odlegly, my, Zyjacy obecnie mamy przyporzadkowane
liczby o wartosci okoto 107 miliardow. Zatem z ogromnym prawdopodobienstwem
(przeszto 99%) pochodzimy z loterii Malej. Zatem Koniec Swiata jest bardzo bliski.

12. Czy mozna przewidzie¢ we $nie $mier¢ bliskiej osoby

Wedlug psychologéw przecigtny czlowiek kazdej nocy $ni 5 réznych snow,
a zapami¢tuje Srednio co dziesigty z nich. W Polsce zyje obecnie 38.5 miliona
ludzi, z czego 85% to osoby powyzej 15 lat. Zatem osoby niebedace
dzie¢mi $nig w roku: 0.85 - 38500000 -5 - 365 = 59723125000 snéw. Liczba
zapamigtanych snow przez dorostych Polakow wynosi w roku 5972312500
(prawie 6 miliardow snow). Z drugiej strony socjolodzy twierdza, ze dorosta
osoba zna $rednio okoto 150 innych o0sob (rodzina, znajomi, kontakty z pracy).

Oznacza, to, ze dorosli Polacy, w liczbie 0.85 - 38500000 = 31025000 os6b,

tworzg sie¢ 31025000 -% = 2326875000 (okoto 2.3 miliarda) osobistych
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znajomos$ci pomigdzy soba. OczywisScie, w snach przewijaja si¢ znajomi,
rodzina, osoby z ktorymi jesteSmy zwigzani. Zauwazmy, ze sie¢ powigzan
sennych jest gestsza od sieci znajomos$ci. Wynika to chociazby z faktu, ze jesli
osoba A $ni 0 osobie B to wcale nie oznacza to, ze B $ni o osobie A. Z kolei sie¢
znajomosci jest symetryczna, tzn. zaktada sig, ze osoby A i1 B znajg si¢ wzajemnie.
Zatem sie¢ polaczen sennych wielokrotnie pokrywa sie¢ powigzan
interpersonalnych. Niektore potaczenia wystepuja wiecej niz raz.

Obecnie w Polsce wspotczynnik zgonow wynosi 0.01, co oznacza okoto

385000 zgonow rocznie. Osoby te w sieci znajomosci tworza podsiec

0385000 - = = 28875000 polaczeniach.

Jest zatem niezaprzeczalne stwierdzenie, ze ws$rdd prawie 6 miliardow
rocznie zapamigtanych snéw znajda si¢ sny o niektorych z 385 tysiecy osob,
ktore w danym roku umrg. Jak wida¢ z porownania liczb powigzan sennych,
zdarzenie takie musi zaj$¢ wielokrotnie.

Dlatego trudno jest naprawde dziwi¢ si¢, ze kto§ wysnil, czy przewidzial,
$mier¢ bliskiej osoby. Takie zdarzenia musza mie¢ miejsce 1 nie sg niczym
nadzwyczajnym, tylko konsekwencja chociazby tzw. zasady szufladkowej
Dirichleta (sie¢ snéw pokrywa wielokrotnie sie¢ znajomosci, a w szczegdlnosci
podsie¢ wytworzong przez osoby zmarte).

13. Jozef Ignacy Kraszewski

Jozef Ignacy Kraszewski (1812-1887) pozostaje najptodniejszym polskim
pisarzem. W jego dorobku znajdujemy 232 powiesci, liczne felietony, zbiory
wierszy i opowiadania. Za swe dokonania zostal wpisany do Ksiggi rekordow
Guinnessa jako tworca o najwigkszym dorobku literackim. Ostatnio zostat
zdetronizowany przez brazylijskiego pisarza powiesci brukowych Ryoki Inoue.
Inoue opublikowat do 2013 roku ponad 1080 ksigzek.

Jaki mamy powdd, aby przypomina¢ Kraszewskiego w ksigzce poswigconej
zastosowaniom matematyki. Otoz Kraszewski jest polskim odpowiednikiem
Szekspira w wersji stynnego twierdzenia o malpach przy klawiaturze. Rezultat,
o ktorym za chwile napiszemy zawdzigczamy francuskiemu matematykowi

Emilowi Borelowi (1871-1956). Borel zajmowal si¢ teoria miary i prawdo-
podobienstwem. Bedac w sile wieku poSlubil 17-letnia cérke swojego kolegi,
réwniez matematyka. Kolejnym z malo znanych faktéw jego biografii
jest zamilowanie do hazardu i proby opisania matematycznego modelu gry
w pokera podejmowane w latach 1936-1938.

W 1913 roku Borel sformutowat twierdzenie o tzw. nieskonczonej malpie.
Gdyby matpa wystarczajaco dlugo siedziata przy klawiaturze maszyny do pisania,
uderzajac w klawisze to ,,prawie na pewno” w ciggu znakow, ktory powstanie w ten

22



sposob znajdziemy dowolny z gory wybrany tekst. Jako przyktad Borel podat
zbior dziet Szekspira.

My postaramy si¢ wykazac¢, ze gdy siedzaca przy klawiaturze komputera matpa
wystarczajaco dlugo stukac¢ bedzie w klawisze, to w powstalym ciggu znakow
pojawi si¢ tekst wszystkich dziet Jozefa Ignacego Kraszewskiego.

Wprowadzmy zatem odpowiednie oznaczenia i przystagpmy do pracy. Na
klawiaturze niech dostgpnych bedzie K znakow. Oczywiscie, prawdo-
podobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze znak o numerze j, pokryje si¢
ze znakiem stojacym na j-tej pozycji w ciaggu znakow dziet Kraszewskiego
Wynosi % Wszystkie dzieta Kraszewskiego tworza cigg znakéw Kr. Znaki, ktore

powstaja dzieki malpie podzielmy na kawatki Krl, Kr2, Kr3,... Kazdy z nich
niech sktada si¢ z Kr znakdéw. Prawdopodobienstwo, ze cigg Krl pokryje sie

Kr

z ciagiem znakéw wszystkich dziet Kraszewskiego wynosi: (E)

Prawdopodobienstwo, ze ciag znakow Krl, nie pokryje si¢ z ciggiem znakoéw
T

odpowiadajacym dzielom Kraszewskiego wynosi: 1 — (%) .

WezZmy obecnie pod uwage Z kolejnych ciggéw znakéw Krl, Kr2, Kr3,..., KrZ

powstalych przez naciskanie klawiszy komputera przez malpe. Znaki te

powstaja w sposob niezalezny.

Zatem prawdopodobienstwo, ze w tancuchu Z kolejnych ciggow Krl, Kr2,

Kr3, ..., KrZ Zaden z nich nie bedzie odpowiadal dzietom Kraszewskiego

' <1 ) (%)Kr>z

Prawdopodobienstwo, ze cho¢ jeden z ciagéw Krl, Kr2, Kr3,..., KrZ pokryje sie
z dzietami Kraszewskiego wynosi:

1\ KT\ 2
()
(-G
Zaktadajac, ze malpa siedzi przy klawiaturze, produkujac znaki wystarczajaco
dlugo to mozemy zatozy¢, ze ciag znakoéw dazy do nieskoniczono$ci i wobec
tego, mamy:

Prawdopodobienstwo, ze cho¢ jeden z ciagow Krl, Kr2, Kr3, ... , KrZ pokryje
si¢ z dzietami Kraszewskiego wynosi:

1 Kr Z
im(1- (1)) )
Z >0 K
7 uwagi na fakt, ze K > 1, powyzsza granica wynosi 1.

Aby uwiarygodni¢ nasze obliczenia przyjmijmy, ze $rednio ksigzka sktada si¢
z 360000 znakow (tak przyjmujg wydawnictwa). Zatem zawarto$¢ wszystkich
dziet Kraszewskiego to w uproszczeniu cigg 200 - 360000 = 7,2 - 107 znakow.
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Przyjmijmy dalej, ze na klawiaturze jest okoto 40 znakéw do wyboru.
Witedy KK™ = 4072107 ~ 101152107 7 elementarnej teorii prawdopodobiefi-
stwa pamigtamy, ze W przypadku schematu Bernoulliego (n — niezaleznych prob,
p — prawdopodobienstwo pojedynczego sukcesu) $rednia liczba prob, jakie

. ., . . . . .1
nalezy przeprowadzi¢ do pojawienia si¢ pierwszego sukcesu wynosi p Zatem

nalezy wystuka¢ KX" = 407210 fafcuchéw ciggéw znakoéw aby pojawil sie
pierwszy ciag odpowiadajacy dzielom Kraszewskiego. Odbedzie si¢ to po
wystukaniu Kr - KX = 7,2 - 107 - 10115210"= 7 2 . 1115200007 znak 4y,

Niech malpa wystukuje okoto 1000 znakéw na sekunde. Wowczas spodziewane
dzieto Kraszewskiego stworzone przez malpe nastapi po: 7,2 - 10115200004
sekundach od chwili rozpoczecia eksperymentu. Na rok sktadajg 60 - 60 - 24 -
36531536000 ~ 107> sekundy.

Zatem pierwsze kompletny zbior dziet Kraszewskiego powstanie po
7,2 - 101151999965 [atach. Jak wiadomo przyjmuje sic wiek Ziemi na 4,6 - 107
lat. Zatem otrzymamy dzieta Kraszewskiego w skonczonym czasie, tylko
zapewne do tego momentu i malp zabraknie, i komputer si¢ zepsuje.

Na zakofczenie, nie badzmy w stosunku do malpy juz tak wymagajacy.
Zastandbwmy si¢ jak dlugo czekalibySmy do chwili pojawienia si¢ stowa
MATEMATYKA — wypisanego przez malpe. W tym przypadku
KK" = 401° ~ 106, Nastgpnie Kr-KX" =10-10% = 10'7. Zaktadajac raz
jeszcze, ze Szybkopiszaca malpa stawia 1000 znakéw na sekunde, stowo
MATEMATYKA pojawi sie na ekranie komputera po 10* sekundach, czyli
po 10%5 latach. Bedziemy czekaé niewiele krocej od wieku Ziemi.

Niech te rozwazania z pogranicza absurdu i matematyki rekreacyjnej beda
dobrym pretekstem do zwrdcenia uwagi Czytelnika na czasami nie calkiem
powazny charakter poruszanych w tej ksigzce tematow.

Uzywajac jezyka Matematyki, mamy przywilej opisania pewnych zjawisk
tak, by wygladaty na duzo grozniejsze i powazniejsze niz sg w rzeczywistosci.
Z drugiej strony o zagadnieniach bardzo zlozonych i wazkich mozna pisac
w sposob nieskomplikowany i oby zrozumialy. W tym tkwi niedoceniana potgga
Matematyki. Dzigki niej mozemy zrozumie¢ wiele zjawisk otaczajacego nas
Swiata. Jednocze$nie, jak nie bardzo wiemy co powiedzie¢ na dany temat,
woOwczas manipulujac wzorami i uzywajac zargonu symboli matematycznych
mozemy z tatwoscig zamaskowaé swoja ignorancje. Zard6wno tego pierwszego,
jak i drugiego wykorzystania Matematyki zycze zyczliwym Czytelnikom
i zostawiam pod rozwage, czy Autor tej ksigzeczki wie, 0 czym pisze, czy tylko
starannie tuszuje swoje niekompetencje w gaszczu aksjomatow, lematow
i twierdzen.

Dalsze rozdzialy tej ksigzki poswigcone begdg niektorym aspektom
codziennego funkcjonowania Wyzszej Uczelni — egzaminy, sesja, wizyty
w dziekanacie. Przyjrze si¢ rowniez réznym sposobom wyboru dziekandéw
i, osmielony, w dalszym rozdziale opisze historie pewnych konklawe.
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Troche z osobistych pobudek zajmg si¢ réwniez obecno$cia Matematyki
w sadzie — jak bardzo bledne wnioski mozna wyciaga¢ z zeznan przy braku
znajomosci elementarnych praw Matematyki. Aby ztagodzi¢ wydzwigk tych
rozwazan, porusz¢ temat praw Murphy’ego, ktore przekonuja nas, ze jesli
istnieje nawet male prawdopodobienstwo, iz co$ si¢ nie uda, to z pewnoscia si¢
nie uda. Sprobuje wyjasni¢ ich dziatanie z punktu widzenia teorii prawdo-
podobienstwa. Zajmg si¢ rowniez problemem konfliktow partnerskich.

Aby nie psu¢ humoru Czytelnikom opisem potyczek rodzinnych, wrocg do
czasOw dziecinstwa, kiedy caly otaczajacy nas $wiat byl zyczliwy, lata i zimy
byly niezapomniane, a przyjaznie wyjatkowe.

Na zakonczenie skoro nic tak nie przekonuje do Matematyki jak udane
przyklady i zastosowania, przedstawi¢ jak wykorzysta¢ wiedzg matematyczng w
sztuczkach magicznych. Opisze, wraz z wyjasnieniem ich dziatania, pewne
towarzyskie gry i zabawy, ktore zawieraja w sobie elementy matematyki. Sa
latwe w zastosowaniu i szczerze zachecam do stosowania ich w praktyce.

Jestem pracownikiem Centrum Nauczania Matematyki i Fizyki Politechniki
Lodzkiej, zwigzanym z miedzywydziatowym Centrum Ksztatcenia Migedzynaro-
dowego, zatem w pewnych okoliczno$ciach, dla zwigkszenia dramaturgii
zdarzen, wprowadzg do swoich opowiesci rzeczywiste miejsca, studentow
1 postaci z zycia akademickiego.

Na zakonczenie wstepu, aby wprowadzi¢ Czytelnika w nastroj odpowiadajacy
intencjom autora tej ksigzeczki, prosz¢ przyjrze¢ si¢ tym zdaniom:

1) Matematyka jest pickna.

2) Oba zdania sg fatszywe.

Zdanie drugie jest albo prawdziwe albo falszywe.

a) Jesli jest prawdziwe, to obydwa zdania sg falszywe. W szczegdlnosci
drugie zdanie tez jest falszywe, co powoduje, ze zdanie pierwsze musi
by¢ prawdziwe. Zatem Matematyka jest pigkna.

b) Jesli zdanie drugie jest falszywe, to natychmiast dostaniemy, ze jest to
mozliwe wowczas, gdy pierwsze zdanie jest prawdziwe.

Zatem:
Matematyka jest pigkna.

Zycze udanej lektury.

Dzigkuje za pomoc i liczne cenne uwagi Dyrektorowi Centrum Nauczania
Matematyki i Fizyki Politechniki £.odzkiej, doc. dr. Andrzejowi Justowi.
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All that is now

All that is gone

All that's to come

and everything under the sun is in tune

but the sun is eclipsed by the moon.

"There is no dark side of the moon really. Matter of fact it's all dark."

R. Waters

EGZAMINY, ZALICZENIA, CODZIENNOSC DZIEKANATU

Rozdzial ten poswigcam studentom IFE Politechniki L.odzkie;j.
1. Nagla Smier¢

Sesja na uczelni wyzszej oznacza czas egzamindéw i zaliczen. Oznacza to
rowniez intensywne spekulacje nad efektywng formg podejscia do nauki, czy
strategii zdawania egzaminu. Niestety wszystkie, nawet najbardziej akrobatyczne,
taktyki na nic si¢ zdaja przy zasadzie ,,naglej Smierci” stosowanej czasami przez
egzaminatorow. Egzamin tego typu polega na dobraniu studentdow w pary.
Zadaja sobie wzajemnie pytania. Jezeli kazdy z nich poprawnie odpowie albo
kazdy poda zta odpowiedz, zadaja sobie kolejne. Egzamin trwa do chwili, gdy
jeden z nich poda poprawna odpowiedz, drugi za$ udzieli ztej odpowiedzi.
Zwycigzca otrzymuje pozytywna ocene o wadze zaleznej od ilosci poprawnych
odpowiedzi jakich udzielit. Ten typ egzaminu jest odporny na wszelkie taktyki
i jest impregnowany od manipulacji. Tylko student ,,kamikaze” moze wptynaé
na pozytywna oceng, ale nie swoja tylko przeciwnika.

Z punktu widzenia wyktadowcy system ten ma jednak jedng wade. Nie
wiadomo ile rund pytan odbedzie si¢ do chwili zadania decydujacego ,,ztotego
pytania”.

Spiesze z pomoca, cho¢ robie to z mieszanymi uczuciami, gdyz ta forma
egzaminowania przypomina troch¢ wystepy gladiatorow, z bezdusznym
nauczycielem zastepujagcym widownie Kolosseum.

Zatézmy, ze w egzaminie bierze udziat dwoch studentow X i Y.
Prawdopodobienstwo zadania takiego pytania przez X, na ktore Y nie poda
poprawnej odpowiedzi wynosi x € (0,1). Prawdopodobienstwo zadania przez Y
takiego pytania, na ktore X nie odpowie poprawnie wynosi y € (0,1). Zatem
prawdopodobienstwo zdania egzaminu przez X w pierwszej rundzie wynosi
P1(A) = x(1 — y). Natomiast prawdopodobiefistwo zdania egzaminu przez Y
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w pierwszej rundzie wynosi P1(B) = (1 — x)y.Prawdopodobienstwo nierozstrzy-
gnigcia egzaminu w pierwszej rundzie wynosi P(R) = xy + (1 —x)(1 — y).

Zdanie egzaminu przez X po n rundach jest dane przez:
-1
Pr(X) = (xy + 1 =01 -»)" x(1-y)
Zdanie egzaminu przez Y po n rundach wynosi:
Pr(Y) = (xy + (1 - 01 -)" y(1 - 2)

Zatem prawdopodobienstwo zdania egzaminu przez X wynosi:
POX) = ) Pr(X)
n=1

= (v + A -01-)""x1 -
n=1

_ x(1-y)
1-xy—-(1-x)1-y)

Zdanie egzaminu przez Y opisane jest prawdopodobienstwem:

P(Y) = Z Pn(Y)
n=1

= Z(xy +(1-x)(1- }’))n_l}’(l —X)

=n=1 y(1—x)
1-xy—-(1-x)1-y)

Prawdopodobienstwo zakonczenia egzaminu po n-tej rundzie wynosi:

Pn(R) = Pn(X) + Pn(Y) =
=(y+1A-01-»)"y1-x
+(y+A=-00-»)" 21 -y)
=(y+ A -00-»)""A-xy— (1 -2 -y)

Najwazniejsze, z punktu widzenia nauczyciela, jest przewidzenie $redniej ilosci
rund do zakonczenia egzaminu.
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Liczac warto$¢ srednig, otrzymamy:

SR=x2,nPn(R) = (1 —xy — (1 = x)(1 = ) Tnern(xy + (1 —0)(A =)' =
=(1-xy—-(1-x)(1-y)

(11—xy— 1-0-y)

T l-xy—-(1-201-y)

Przyktadowo, gdy x = 1/2, y = 1/3, to prawdopodobienstwo zdania egzaminu
przez X wynosi 2/3, przez Y 1/3. Srednia ilo$é rund SR = 2.

Gdy x = 3/5, y = 4/5, mamy P(X) = 3/11, P(Y) = 8/11. Srednia liczba rund
SR =25/11.

Zauwazmy jeszcze, ze gdy warto$ci X, y sg bliskie 1 (przypadek bardzo
zdolnych studentéw), ewentualnie gdy wartosci x, y sa bliskie zeru (przypadek
bardzo stabych), to wowczas $rednia liczba rund potrzebnych na rozstrzygnigcie
egzaminu rosnie. Juz przy x =y = 0.99 (x =y = 0.01) mamy SR = 50. Tutaj
dopatrywalbym si¢ szansy na zmeczenie wyktadowcy.

W przypadku egzaminu sudden death jedynag szansg jest chyba by¢ ostatnim
nieparzystym, ktory nie ma partnera do pojedynku na pytania. Ale jak sobie
wypracowac takie szczescie?

A co jesli wowczas czeka go klasyczny sparring z wyktadowcg?

2. Dylemat wykladowcy

Egzamin testowy, w ktorym zamiast rozwigzywac poszczegdlne zadania,
wskazujemy poprawng odpowiedz, zawsze niesie ze soba niebezpieczenstwo, ze
kto$ kto nie zna zupetnie przedmiotu, po prostu zgadujac, otrzyma wystarczajaca
do zaliczenia liczb¢ punktow. Czy w takich przypadkach wyktadowca jest
bezradny? Czy mozna jako$ oszacowa¢ prawdopodobienstwo, ze student, ktory
zdal egzamin, rzeczywiscie posiada wystarczajaca wiedze i umiejetnosci z tego
przedmiotu?

Oznaczmy przez p € (0,1) prawdopodobienstwo, ze student biorgcy udziat
w egzaminie jest kompletnym ignorantem z tego przedmiotu i zda si¢ na los —
bedzie zgadywatl poprawne odpowiedzi. Egzamin sktada si¢ z n pytan testowych.
Jesli student nie bedzie zgadywacé, to prawdopodobienstwo udzielenia przez
niego poprawnej odpowiedzi na poszczegélne pytania wynosi u € (0,1). Jesli
bedzie zgadywac, to rowniez istnieje dodatnie prawdopodobienstwo b € (0,1),
zwane hutem szczgscia, ze udzieli on poprawnej odpowiedzi na poszczegdlne
pytania. Mamy nadzieje, ze u > b, gdyz w przeciwnym przypadku zachwiatoby
to systemem edukacji.

Wiadomo, Ze student na egzaminie udzielit poprawnej odpowiedzi na k pytan.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze nie bluffowat i nie zgadywat odpowiedzi?
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Oznaczmy przez:

Z — zdarzenie, ze student zgaduje odpowiedzi,

NZ — student pracuje nad kazdym pytaniem i zgodnie ze swojg wiedzg zakresla
wlasciwe odpowiedzi,

K — student odpowiedzial poprawnie na k pytan.

Wowczas:

P(K) =
P(K/NZ)P(NZ) + P(K/Z)P(Z) = (J)u*(1 —w)" ¥ (1 —p) + ()b*(1 —b)"*p

oraz zadane prawdopodobienstwo liczymy jako:
P(K/NZ)P(NZ)
P(NZ/K) = 209 =
_ (Dut(1 "1 - p) _
C(Muk@ - wrk —p) + ()b - b)nkp
w1 -w A -p)
T uF(1—wm k(1 —p) + b(1 - b)*Fp

Przyktadowo, gdy: p=0.3,n=20,k=10,u=0.7,b=0.25t0 P(NZ/10) = 0.87.
Zmieniajgc warto$¢ b na 0.5, mamy: P(NZ/10) = 0.3.

Jak wida¢ z punktu widzenia wyktadowcy, aby si¢ zabezpieczy¢ przed pokusa
zgadywania, nalezy zwigkszy¢ liczbe mozliwych odpowiedzi na pytanie.
Zauwazmy jeszcze, ze wykladowca moze polepszyé swoje samopoczucie,
zwigkszajac liczbe pytan, bo:

1-pu" 1-p

(1-pu™+pb™ __ . v (b\"
1-p+(2)

P(NZ/N) =

W zwigzku z tym, Ze u > b dla duzych wartosci n, mamy P(NZ/N) = 1.
Oczywiscie oznacza to, ze jesli przy duzej liczbie pytan ktos odpowiedziat na
wszystkie pytania poprawnie, to z pewnoscig zna przedmiot i nie zgadywat
odpowiedzi.

Obliczmy jeszcze prawdopodobienstwo nastepujacego zdarzenia:
Student poprawnie odpowiedzial na k pytan. Jakie sg szanse, ze za kazdym
razem po prostu decydowat sie na losowe wybieranie poprawnej odpowiedzi.
Chcemy zatem wyliczy¢:

P(ZnK) P(K/Z)P(Z) _ bk(1 — b)) *p
P(K) ~ P(K)  uk(1—uw)" k(1 -p)+bk(1-b)nkp

Wyktadowca bedzie spokojny jesli P(NZ/K) > P(Z/K). Warunek ten sprowadza
si¢ do nierdéwnosci:

P(Z/K) =
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(u(l — b))k S _P (1 — b)”
b(1—u) 1-p\l—u
Dlap=0.3,n=20,k=10,u=0.7, b=0.25 warunek ten jest spetniony.

Na egzaminach testowych z matematyki przeprowadzanych w Centrum
Ksztatcenia Migdzynarodowego Politechniki £.6dzkiej mozna zatem spodziewac
si¢ egzaminow skladajacych si¢ z 20 pytan. Do kazdego pytania pasuje
jedna z czterech odpowiedzi. Doswiadczenie lat poprzednich pozwolito na
oszacowanie, ze niestety az do 30% studentow przychodzi na egzamin tylko
z zamiarem zobaczenia pytan. Zadania natomiast sg tak sformulowane, by na
70% z nich odpowiedzi byly klarowne dla kazdego chodzacego na wyktady.

3. Strategia zdawania egzaminu

Wyobrazmy sobie, ze jako studenci, jesteSmy na egzaminie pisemnym
1 wlasnie dostali§my do reki zestaw zadan egzaminacyjnych. Mamy przed soba
kartke z n zadaniami. Jak mamy postepowaé, aby wykorzystujac optymalnie
przeznaczony dla nas czas, rozwiagzac¢ najwigkszg liczbe zadan.

Rozwigzywanie kazdego zadanie jest podzielone na dwa etapy.

Etap pierwszy to ,,skanowanie” problemu. Wczytujemy si¢ w tres¢ i zasta-
nawiamy nad sposobami jego rozwigzania. Oceniamy ile czasu begdzie nam
potrzebne do pracy nad zadaniem.

Etap drugi to praca wtasciwa. Woéwczas dokonujemy obliczen, formutujemy
whnioski, zapisujemy odpowiedzi.

Czas skanowania oznaczmy przez S, czas pracy wlasciwej przez W.

Zatoézmy, ze zarowno S, jak i W sa nieujemnymi zmiennymi losowymi
o $rednich wartosciach E(S) =s, E(W) =w.

Strategia zdawania egzaminu moze by¢ opisana w sposob nastgpujacy. Podczas
skanowania zadania oceniamy ile wynosi¢ bedzie czas pracy W wtasciwej nad
tym zadaniem. Gdy czas ten przekracza z gory ustalang warto$¢ T — nazywanej
czasem strategii, to przerywamy rozwigzywanie i przystepujemy do zmagan
z kolejnym zadaniem. Naszym celem bedzie znalezienie optymalnej wartosci T,
ktora pozwoli na rozwigzanie maksymalnej liczby zadan.

Zauwazmy, ze przy matej wartosci 7, wiele problemoéw bedzie zeskanowanych,
a liczba calkowicie rozwigzanych bedzie niewielka. Przy duzej wartosci 7,
nie wyrobimy si¢ w czasie, by dotrze¢ do niektérych zadan, zatem liczba
ukonczonych zadan réwniez bedzie daleka od optymalne;.

Sprobujmy dokona¢ analizy modelu pracy studenta podczas egzaminu.
Niech zmienna losowa W posiada gestos¢ g(x) okre$long dla x € (0, ). Niech t
bedzie czasem strategii.
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Woéwecezas prawdopodobienstwo rozwiazania zadania po skanowaniu wynosi:

T

pe = [ gGax

0

Warto$¢ $rednia pracy wiasciwej nad zadaniem wynosi (pamigtajmy o tym, ze
narzucamy warunek o nieprzekroczeniu warto$ci czasu strategii):

[T xg(x)dx

Jo X910X

T
Jo 9G)dx
W przypadku gdy mamy do czynienia z n zadaniami, oczekiwana wartosc¢

rozwiazanych zadan wynosi np;. Sredni czas poswigcony na skanowanie i prace
wlasciwa przy n zadaniach wynosi:

w, = E(W|W < 1) =

ns + np;wy

Zatem czas poswigcony na jedno zadanie daje si¢ wyrazi¢ wzorem:

£ ns +np;w, S+ fOT xg(x)dx
T = =
np; fOTg(x)dx

Niech G(x) = foxg(t)dt, wowczas G jest dodatnia i rosnaca oraz G'(x) = g(x)
Niech H(t) = for G (x)dx, wowczas H jest dodatnig, rosngcg funkcja.
Catkujac fOT xg(x)dx, otrzymamy:

T

fxg(x)dx =1G(1) — H(7)

0
Zatem:

o) = ns +npw, s+ fOTxg(x)dx _s+16G(x) —H(r) LS H(7)
Bl np; B fOT g(x)dx B G(7) - G(7)

Poszukujemy takiej wartosci 7, dla ktorej funkcja f osigga minimum.

1g(MG6() — g(@)(s + fy xg()dx) _19(x) — g(f ()

f@= G@))? 6@
_90C-f@) _
- G(7) B
s—H(T) s—H(t
_ g(1) <T - (T T o )) _ 9(1)- ( GEIT() )) _ g(@)(s —H(1))
C) G (1) (G(1))?
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Wiemy, ze funkcja H jest ciagla, rosnaca oraz lim,_,., H(t) = oo, lim,_,+ H(t) = 0.
Dla dowolnej wartosci ¢ € (0. ) istnieje doktadnie jeden argument t, taki ze
H(ty) =c.

Zatem mozna znalez¢ doktadnie jedng wartos$¢ T, taka ze H(ty) = s, dla ktorej
f'(ty) =0. Z uwagi na monotoniczno$¢ funkcji H(t) wnioskujemy, ze
w punkcie 7y, f* zmienia znak z ujemnego na dodatni.

Zauwazmy jeszcze, ze dla H(ty) = s mamy f(zy) = 1o, czyli 7, jest punktem
statym funkcji f.

Pokazali$my, wobec powyzszego, ze istnieje jedyna taka wartosé¢ t,, dla
ktorej funkcja f(7) osigga globalne minimum. Wtedy czas poswigcony na
rozwigzanie pojedynczego zadania bedzie najkrotszy.

Zajmiemy si¢ obecnie konkretnymi przyktadami:

Model | (proponowany przez B. Chana (1984))

Zat6zmy, ze zmienne losowe S, W maja rozklad wykladniczy. Wtedy
gestosci rozktadu prawdopodobienstw tych zmiennych zapiszemy odpowiednio,

jako s(x) = ae~%* g(x) = fe B*. Mamy wowczas s = %, w = %oraz

we =EWIW <7) = forg(x)dx - forﬁe—ﬁxdx Bl E

forxg(x)dx _ fg/xﬁe‘ﬁ"dx 1 BrePT
1- 1—e Bt

Funkcja f ma posta¢:

f@=

ns +np,w, S+ forxg(x)dx 1 ( 1 ) N 1 . pre Pt

np, forg(x)dx Ca\l—eFT) B 1—eFr
Jak wiemy, poszukiwana warto$¢ 7, jest punktem statym funkcji f. Zatem
przeksztatcajac rownanie:

1 1 1 pre bt
e Y P i)
a\l—e F) B 1—eFr
dostaniemy warunek:
1 1 e P*

a B B

Dla danych wartosci @, f rownanie moze by¢ rozwigzane numerycznie.
Woweczas:

To

Pr, = f g(x)dx =1—e P
0
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oraz

To

fo‘fo xg(x)dx _ 1 (1 B B.[Oe—ﬁ‘ro>

“ewar B\ T-e

Czas przewidywany na rozwigzanie n zadan wynosi:

1
n-a+npfowfo

Za$ oczekiwana liczba rozwigzanych zadan to: npy, .
Czas rozwigzania jednego zadania wyniesie:

S 1 1 1 1 Broe Fro
Fe) = 5w, =2 (i=em) * 5 (1 1o

To

Model Il (Proponowany przez O’Briana (1984))
Zakladamy obecnie, ze zmienne losowe S oraz W majg rozklady
odpowiednio rowne:

s(x) =x? xe™®  g(x) = B2xe Fx,
. 2 2

Mamy wowczas: s = W= 3 oraz
forxg(x)dx fg/xzﬂze‘ﬁxdx
forg(x)dx - forx[?ze—ﬁxdx

2 ﬁsz -pt
=Z.(1=

B ( 2(1—Tﬁe_w—e_ﬁr)>

Funkcja f ma postac:

w,=EWI|W <1) =

@) ns + np;w; S+ forxg(x)dx 2 212 x BeF"
T) = = = —
np; fOTg(x)dx B a(l—tpe ™ —e=hT)

Szukajac punktu stalego funkcji f, przeksztalcajac rownanie, otrzymujemy:

—2+ 2 — 12 o e FT
B a(l—1Be"B —e~hT)
. —Br
Dostajemy warunek: 7 + e F7 + zeT = % + 2

Dla danych wartosci , f rOwnanie rozwigzujemy numerycznie.
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Na zakonczenie podamy przyktady ilustrujace nasze rozwazania. Egzamin
koncowy z matematyki w Centrum Ksztalcenia Miedzynarodowego sktada sie
z 20 krotkich zadan. Trwa 60 minut. Egzamin bedzie zdany, po poprawnym
odpowiedzeniu na 10 pytan. Wiemy, ze $redni czas pracy nad zadaniem wynosi 6.
Opracujmy optymalna strategic w tym przypadku. Analize modelu I przesta-
wiamy w tabeli.

é % T, | Liczba odpowiedzi | Liczba zadan skanowanych
1 5 3.534 | 16.96 33.52
1.77 | 423 | 4561 | 13.16 20
2 4 4.793 | 125 17.94
3 3 5.524 | 10.86 12.90
4 2 5.895 | 10.16 10.74

Jak widzimy, w przypadku modelu | optymalnym wyborem (przy tescie
godzinnym, sktadajacym si¢ z 20 zadan) jest wybranie czasu strategii 4.561.
Zatem, podczas skanowania trwajacego 1.77 min, Szacujemy czas pracy
wlasciwej nad zadaniem. Jesli okaze sie¢, ze czas pracy wilasciwej przekroczy
4.561 min, przechodzimy do nast¢pnego zadania.

Dla modelu II sytuacja wyglada nastepujaco:

é [l; To Liczba odpowiedzi | Liczba zadan skanowanych
1 5 4,367 | 13.73 26.37

1.4 |46 | 4.855 | 12.36 20

2 4 5.358 | 11.2 14.96

3 3 5.818 | 10.3 11.48

4 2 5.980 | 10.0 10.21

Jak widzimy, w przypadku modelu Il optymalnym wyborem (przy tescie
godzinnym, sktadajacym si¢ z 20 zadan) jest wybranie czasu strategii 4.855.
Zatem, najpierw przez 1.4 min skanujemy problem. Jesli zdecydujemy, ze czas pra-
cy wlasciwej nad zadaniem przekroczy 4.855 min, przechodzimy do nastgpnego
zadania.

4. Egzamin ostatniej szansy

Egzaminy z teorii prawdopodobienstwa zawsze byty polem do popisu dla
kreatywnych wyktadowcow. Jeden z moich kolegdéw, gdy byl juz zmgczony
stuchaniem niepewnych i bzdurnych odpowiedzi na proste pytanie, proponowat
zadanie ostatniej szansy. Zapisywal na dwoch kartkach dwie rozne liczby
z przedziatu (0,1). Prosit studenta o wskazanie jednej kartki i odczytywat liczbe
zapisang na niej. Zadaniem studenta bylo wskazanie czy ta liczba jest mniejsza
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czy wigksza od drugiej. Gdy studentowi udawato si¢ odpowiedzie¢ poprawnie,
wychodzit z egzaminu z oceng dostateczng.
Zastanowimy sig¢, czy student ma wigksze szanse niz 50/50, aby zgadngc
poprawnie, z jaka liczba ma do czynienia.
Wydaje sig, ze jest to typowa zgadywanka z 50% szansg na zwycigstwo. Sprobuje
Czytelnika przekonac, ze mozna zwigkszy¢ szanse na poprawna odpowiedz.
Ot6z zanim przystapimy do wskazania ktorego$ z numeréw, wybieramy sobie
pewna liczbg z przedziatu (0,1), ktorg bedziemy nazywaé progiem. Ze wzgledu
na liczbe mozliwo$ci zaktadamy, ze prog nie pokrywa si¢ z zadng z zapisanych
liczb.
Umoéwmy si¢, dla utatwienia, ze liczby na kartkach oznaczamy przez A, B.
Nastgpnie prosimy o wskazanie liczby z kartki A. Znajac liczbe A, zakladamy,
ze liczba progowa znajduje si¢ pomi¢dzy liczbami A oraz B.
Jesli A jest mniejsza od progu obstawiamy, ze A jest mniejsza od B. Jesli A jest
wieksza od progu to obstawiamy, ze A jest rowniez wigksza od B.
Przy takiej strategii mamy szanse wigksze niz 50% na udzielenie poprawnej
odpowiedzi!
Prawda, ze taktyka jest mato przekonujaca? Sprobujmy jednak uwiarygodnié
sposob jej dzialania.
W momencie, gdy poznajemy liczbe A, moze zaj$¢ jeden z trzech przypadkow:
1) progjest wigkszy od A oraz B,
2) prog jest mniejszy od A i B,
3) prog jest pomiedzy A i B.
Uda nam si¢ wygra¢ w przypadku 1), gdy A jest mniejszg liczba, a w przypadku
2), gdy A jest wicksza z nich. Nasze zalozenie, ze prog jest pomig¢dzy liczbami
A i B jest nieprawdziwe. Zatem, w obydwu zdarzeniach szanse na zwycigstwo
wynoszg rzeczywiscie 50%.
Natomiast w przypadku 3) zawsze podajemy prawidtowa odpowiedz.
Oznacza to, Ze ostatecznie szanse na zwycigstwo mamy wigksze niz 50%.
Faktycznie, niech P oznacza zdarzenie polegajgce na podaniu poprawnej
odpowiedzi, a Z — zdarzenie oznaczajace, ze prog lezy pomiedzy A i B. Niech

P(2) =p.

Woéwczas:
_ _ 1 1+p 1
P(P)=P(P/Z)-P(Z)+P(P/Z)-P(Z) = 1-p+§-(1—p) =T>§

W praktyce najlepiej pozwoli¢, aby prog wybierany byl w sposob losowy,
chociazby przez generator liczb losowych.

Na zakonczenie opowiesci przypusé¢my, ze wybrano dwie liczby: 0.345 oraz 0.455.
Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze prog bedzie pochodzi¢ z tego przedzialu wynosi:

0.455-0.345=10.11

Oznacza to, ze w tym przypadku szanse na podanie poprawnej odpowiedzi

“‘;'“ = 0.555.

Wynosza:
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5. Egzamin z matematyki

W latach 80. XX wieku na Politechnice Lodzkiej pewien profesor uwielbiat
organizowaé ustne egzaminy z udzialem jednocze$nie wszystkich studentow
z wybranej grupy. Oznaczalo to, ze studenci zamiast pojedynczo wchodzi¢ do
gabinetu, byli proszeni calg grupg. W przestronnym pokoju wszyscy siadali
wkoto fotela profesora. Gdy wszyscy zajeli miejsca, profesor nabijal fajke
1 zwracat si¢ z pytaniem do osoby siedzacej po jego lewej albo prawej stronie.
Oczywiscie to jedno pytanie wystarczato, by oceni¢ warto$¢ osoby odpowia-
dajacej. Po wpisaniu oceny do indeksu, lub czgéciej po wyrzuceniu studenta za
drzwi z komentarzem, ze niepotrzebnie marnuje cenny czas, ktory moze
poswieci¢ na palenie fajki, profesor znow losowo zwracal si¢ do osoby po
swojej lewej albo prawej stronie. Spogladajac na kigbek dymu i kreslac reka
fantazyjne wzory w gestej juz atmosferze pokoju, pytat: A powiedz, czy domknigta
liniowa podprzestrzen przestrzeni Banacha sama jest przestrzeniq Banacha czy
moze kogos zupetnie innego?

Latami zastanawiali$my si¢ jak usig§¢ w krggu, aby by¢ ostatnim, ktoérego
zapyta. CzuliSmy si¢ jak owce sttoczone wokot wyglodniatego wilka. Same
uwigzane, bez szansy na ucieczke, mogac liczy¢ tylko na swoja inteligencije
(mocno przesadzony pomyst) lub znudzenie wilka. Jednym stowem, warto byto
by¢ ostatnim, ktorego zapyta, bo moze si¢ znudzi albo fajka si¢ skonczy,
a wtedy traci humor i zadaje standardowe pytania.

Po latach probuje rozwigzac ten problem dla ewentualnego wykorzystania przez
przyszte pokolenia.

W przypadku, gdy do pokoju wchodza dwie osoby, prawdopodobienstwo,
ze kazda z nich bedzie druga, ktorg zapyta, wynosi oczywiscie Y.

Wyobrazmy sobie zatem, ze w egzaminie uczestnicza trzy osoby: 1, 2, 3. Zajmuja
miejsca, jak pokazano na rysunku.

2
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Oznaczmy przez p;,i = 1, 2,3 prawdopodobienstwa zdarzen, ze osoba kolejno
oznaczona przez 1, 2, 3 bedzie jako ostatnia zapytana przez profesora.

Mamy: p; +p, + p3 = 1.

Jesli profesor najpierw spyta osobe 1, model egzaminu bedzie podobny do
przypadku, w ktorym najpierw pyta osobg 3.

Z uwagi na to, ze profesor z prawdopodobienstwem Y kieruje si¢ w lewo lub

W prawo mamy:
1 1

p2 = §P1 + 5293

Biorgc pod uwagg symetri¢ wnioskujemy réwniez, ze:

D3 =DP1

Rozwiazujac uktad réwnan:
P1+p2+p3r =1

_1 +1
P2—2P1 2P3
P3 =P1

otrzymujemy: p; = p, =p3 = %

Niewiarygodne!

Zobaczmy, co si¢ dzieje przy wigkszej liczbie studentow.
Mamy wowczas:

P1+p2tpsttpn=1

Z uwagi na symetri¢ zagadnienia mamy:
Pk = Pn+1-k
oraz

1 1
Pr = 5 Pr-1 + 5 Pr+1

Rozwigzujgc rekurencje drugiego stopnia z rOwnaniem charakterystycznym:
x2—=2x+1=0

dostaniemy: p, = A + Bk; majac na uwadze, 7€ pyx = Pp+1-k, Wnioskujemy,
ze B = 0. Natomiast warunek: p; + p, + p3 + -+ + p, = 1 pozwala stwierdzic,
. 1
e P = ;
7 zalem stwierdzamy, ze w gabinecie wszyscy mamy takie same, marne szanse.
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6. Zasada Pareto

Do trudnego egzaminu przystepuja dwie osoby: Adam i Ewa.

Adam przygotowuje si¢, korzystajac z notatek zawierajacych catos¢
wyktadoéw. Uwaza, ze potrzebuje tygodnia, aby opanowaé¢ caly materiat. Ewa
natomiast zrobita sobie notatki tylko z kilku wyktadéw i postanowita uczy¢ sie
tylko jeden dzien przed egzaminem. Adam otrzymat stabg trojke, a Ewa wypadta
tak rewelacyjnie, ze wyktadowca zaproponowat jej nawet dodatkowe pytanie, by
ewentualnie podnies¢ ocene z czworki na piatke. Ewa nie skorzystata z tej szansy.

Réznica miedzy przygotowaniami studentow polegata na tym, ze Adam nie
wiedziat czego powinien si¢ nauczy¢ i proébowat opanowaé, z marnym skutkiem,
catos¢ materialu. Natomiast Ewa $wiadomie wybrata tylko kluczowe czgsci
wyktadu, ktére wedlug niej powinny pojawic si¢ na egzaminie. Adam poswigcit
na przygotowania caty tydzien, otrzymujac staba ocene koncowa, a Ewa uczyla
si¢ tylko jeden dzien, z duzo lepszymi efektami.

Ewa postgpowata zgodnie z tzw. zasadg Pareto, ktéra w przypadku przygotowan
do egzaminu glosi, ze 20% materiatu zajmuje 80% pytan na egzaminie.

Vilfredo Federico Damaso Pareto (1848-1923) byl wloskim ekonomistai Socjo-
logiem. Uznany jako tworca teorii dobrobytu, byl czlowiekiem konfliktowym,
zlosliwym i wybuchowym. Uwazano, Ze bylo to skutkiem wstrzasu, jakiego
doznal, gdy opuscila go Zona razem z ich mlodym shuzacym. Od tego czasu
cierpial na bezsennos$¢, a uczuciem obdarzal koty, ktére przygarnial i otaczal
sie nimi w ilo§ciach hurtowych.

Pareto w jednej ze swych prac wykazal, ze utamek spoleczenstwa, o dochodzie
nie mniejszym od pewnej wartosci x, daje si¢ zapisa¢ zaleznoscia:

C

EL

X
dla pewnych statych C oraz oc > 1.
Prowadzac prace nad strukturg i dystrybucja dobr materialnych, odkryt, ze 80%
majatku Wtoch jest w posiadaniu 20% ludnosci.
Uogolniajac, ogromny procent majatku catego kraju jest zwykle w posiadaniu
niewielkiego utamka spoteczenstwa.
Zasada ta doczekata si¢ wielu uogdlnien w opisie zjawisk spotecznych,
ekonomicznych, gospodarczych itp.
W tym miejscu sprobujemy stworzy¢ matematyczny model i opisaé¢ narzedzia
potrzebne do wyprowadzenia tego pasjonujacego wyniku.
Zauwazmy najpierw, ze:

-1
—x+1

fa —d Cx—o<+1 _ Ca=+1 ~1 gdy C=

x% —x+1 lg oc—1
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Zatem:
fO) = S gdyx > aoraz f(x) = 0,gdy x <a

dla ustalonego a > 0 jest funkcja gestosci prawdopodobienstwa. Oznaczmy
x—1

D= m .
2—x

Wartos¢ przecigtna tego rozktadu wynosi: E(x) = D ZTZ oile x> 2.

Okazuje sie¢, ze wiele zjawisk podlega takiemu rozktadowi. Rozktad o funkcji

gestosci prawdopodobienstwa f(x) nazywamy rozktadem Pareto. Oto kilka
przyktadow:

1. Czgstotliwo$¢ wystepowania stow w danym jezyku
W dowolnym tekscie czgstotliwo$¢ wystgpowania danego stowa jest
odwrotnie proporcjonalna do jego pozycji na liScie stow najczgsciej
uzywanych w danym jezyku.
Jest to prawo sformutowane przez Zipfa, ktory przeprowadzil analize
lingwistyczng Moby Dicka Hermana Melvilla. George Zipf (1902-1950) byt
amerykanskim lingwista i filologiem. Zajmowal si¢ analiza statystyczna
jezyka.
Najczesciej uzywanymi stowami w tekstach angielskich sa, w kolejnosci: the,
of, and, a oraz to.
W tym przypadku oczywiscie a =11 otrzymano: « = 2.2.
Stowa of, a, to zajmuja odpowiednio, pozycje druga, czwarta i piata na liscie
rankingowej najczesciej spotykanych stow, natomiast w tekécie of wystepuje
cztery razy czgsciej niz a i 6.5 raza czesciej niz to.

2. Indeks cytowan artykutow naukowych
Indeks cytowan podlega rozktadowi Pareto przy a = 100, « = 3. Oznacza to,
ze az 9 razy czgsciej cytowana jest praca z pierwszej pozycji listy w po-
réwnaniu z druga. Z kolei pozycja 10 jest 1.33 razy czesciej cytowana od pozycji
11. Pozycja 100 z kolei jest cytowana 1.03 raza czgéciej niz pozycja 101.

3. Sprzedaz ksigzek
Na rynku ksiegarskim w USA w latach 1900-1965, 633 ksigzki osiggaly
status bestsellerow, sprzedajac si¢ w ilosci powyzej 2 milindw egzemplarzy.
Najczesciej kupowana pozycjg byl poradnik wychowawczy dr. Spocka.
Parametry tego rozktadu to a = 2000000, < = 3.51.

4. Korzystanie z numerdw telefonicznych

Analizowano rozmowy telefoniczne 51 miliona abonentow sieci AT&T
wykonane w ciggu jednego powszedniego dnia. Najbardziej oblegany numer
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byl wybierany 375746 razy. Ograniczono si¢ do numerdw, ktore byty
wybierane co najmniej 10 razy. Otrzymano a = 10, « = 2.2.

Czgstotliwos$¢ pojawiania si¢ trzgsien ziemi pomigdzy 1910 a 1992 rokiem,
zarejestrowanych przez Berkeley Earthquake Catalog

Ograniczono si¢ tylko do wstrzagsow sejsmicznych powyzej 3.8 w skali
Richtera, czyli takich, ktore sa nieodczuwalne jeszcze przez ludzi, a juz
rejestrowane przez sejsmograf, uzyskano a = 3.8, o« = 3.04.

Nasilenie wojen
Zbadano 119 konfliktéw zbrojnych miejsce w latach 1816-1980. Zdefiniowano

nasilenie wojny jako %- 10000, gdzie a — liczba ofiar poniesionych przez

wszystkie kraje konfliktu, b — liczba ludnosci tych krajow. Przyktadowo,
nasilenie I wojny $wiatowej wynosi 141.5, nasilenie Il wojny $wiatowej
wynosi 106.3. Najgorsza pod wzgledem ofiar byta wojna pomiedzy
Paragwajem i Boliwig (1932-1935), ze wskaznikiem nasilenia 382.4.
Ograniczono si¢ do konfliktow, w ktorych zginely co najmniej 3 0soby
na 10000 wsrod stron biorgcych w nim udziat. Zatem a = 3, otrzymano
x=1.38.

Majetnos¢ najbogatszych

Wedlug magazynu Forbes najbogatszym obywatelem USA jest William
Gates. Jego majatek szacowany byl na 46 miliardow dolarow. Przyjeto
a = 600 milinébw, uzyskano « = 2.16.

Wystepowanie nazwisk

Badania przeprowadzone w USA i Japonii potwierdzity, ze czestotliwo$é
wystgpowania nazwisk rowniez podlega rozktadowi Pareto. W USA
przebadano pod wzgledem czgstotliwo$ci wystgpowania 89000 nazwisk.
Przyjeto a = 10000, uzyskano o« = 1.94.

Populacje miast
Badania te réwniez dotyczyly populacji USA. Brano pod uwagg miasta
powyzej 40000 mieszkancow. Otrzymano « = 2.3.

Rozktad Pareto jest wykorzystywany rowniez w opisie procesu przesyltania
danych przez Internet, gdyz jak wiadomo jest ,,duzo matych plikéw i matlo
duzych plikdw” oraz Czas pracy mikroprocesorow, bo wykonuja one ,,duzo
krotkich obliczen i mato dtugich”.
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Zajmiemy sie obecnie kilkoma wlasno$ciami rozktadu Pareto.
oo 2—x .
Wartos¢ przecigtna wynosi: E(x) = fa xf(x)dx =D iTz oile x> 2.

Jezeli b jest dowolna liczba 0 < b <1 mozemy wyliczy¢ taka wartos¢
argumentu x;, dla ktorego:

Otrzymamy: x, = a - b1«
1
Przyktadowo: x1 = a2«-1
2

Biorgc pod uwage na przyklad rozklad majatku najbogatszych, mozemy
interpretowac x; /, jako warto$¢ majatku, ktora rozdziela bogatych na potowy:
bogatych i najbogatszych. Oczywiscie wartos¢ majatku bedaca w posiadaniu
tych najbogatszych jest wigksza od wartosci majatku bogatych.

Utamek catkowitego majatku, ktory jest w posiadaniu najbogatszych mozemy
wyrazi¢ wzorem:

f:/z xf(x)dx ~ (xl/z)z—oc _ e
faoo xf(x)dx \a B

Zaktadajac, ze «< > 2.
W tym konkretnym przypadku, majac do czynienia z wartoscig < = 2.1
otrzymujemy:

—(x=2)

27«1 =270091 % 091

Zatem 91% catego majatku bogatych ludzi w USA jest w posiadaniu potowy
z tych najbogatszych. Potowa bogatych posiada 91% catego majatku bogatych.
Ogodlniej, jak wiadomo: ulamek b spoteczenstwa o tej wlasnosci, ze majatek
kazdego z tej grupy przewyzsza warto$¢ majatku xj,, jest zwigzany z rozktadem
dobr ludnosci nastgpujaca relacja:

r x—1 dx r
f—a‘““ == ff(x)dx =b
Xb Xb

Z kolei procent majatku bedacego w posiadaniu tej czgsci spoteczenstwa
mozemy wyrazi¢ jako:
2—x

f;: xf (x)dx ~ (x_b)
faooxf(x)dx_ a
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Wykorzystujac fakt, ze:
1
Xp = a- b1«
Otrzymamy:

2—x -2

fxOfo(x)dx _ (x_b) — pai
Iy xfdx Nal
gdzie0O<b< 1.

Ostatni utamek przedstawia procent spoteczenstwa, w ktorego rekach spoczywa
utamek b majatku danego kraju.
x—2

Funkcje P(b) = b=-1 nazwano funkcjg Lorentza.

Zauwazmy, ze P(0.2) = 0.8.

Oznacza to, ze okoto 80% dobr kraju jest w posiadaniu 20% najbogatszej czesci
spoteczenstwa! To jest geneza stynnej zasady 80/20.

W przypadku korzystania z sieci internetowej, gdzie mamy do czynienia
z parametrem a = 2.4, otrzymamy P(0,2) = 0,64. Oznacza to, Ze najpopu-
larniejsze 20% stron uzyskuje okoto 64% wszystkich odwiedzin uzytkownikow
Internetu.

W lingwistyce gdzie, jak wiadomo, czgstotliwos¢ uzywania stow podlega rozkta-
dowi Pareto, przy a = 2,2 dostaniemy P(0,2) = 0,76. Zatem 20% najczesSciej
uzywanych stow pozwala na wyrazenie 76% wszelkich konwersacji.

7. Poegzaminach

Po udanej sesji siedzialem z kolega w pubie i snuliSmy plany na najblizsze
wolne dni. Studenci majg tydzien przerwy, my wyktadowcy tez mozemy troche
korzysta¢ z wolnosci. Pomimo ze w praktyce mamy do dyspozycji tylko trzy
wolne dni, to w miare uptywu czasu i kolejnych zamowien widzieli$my si¢ juz
oczami wyobrazni na Karaibach, a w drodze powrotnej mieliSmy jeszcze zamiar
odwiedzi¢ Lwow, jako mekke polskiej szkoty matematyczne;.

Nadszedt jednak czas powrotu do domu. Kolega byl mniej przezorny
i przyjechat na spotkanie samochodem. Woéwczas okazalo sig, ze pub ten oferuje
ustuge odwozenia do domu klientéw ich wlasnymi samochodami. Kelnerzy
posiadaja prawa jazdy, sa ubezpieczeni i za niewielkg optata chetnie prowadza
auta klientow. Kolega zaczal sie wahaé, przekonujac, ze wlasnie styszat
w wiadomosciach, ze pijani kierowcy powodujg 25% wypadkéw. Jak stusznie
wobec tego zauwazyt, trzezwi kierowcy sa odpowiedzialni za 75% wypadkow.
Uparcie zatem twierdzil, ze woli sam prowadzi¢ samochod niz oddaé ster
trzezwemu kelnerowi. Kelner ustyszawszy argumenty kolegi polecit mu poprosic
o przystuge José Feliciano lub Stevie Wondera, bo nie notowano w statystykach
wypadkow samochodowych spowodowanych przez niewidomych kierowcow.
Uwaga ta, aczkolwiek rzucona na boku i raczej zto$liwie, spowodowata, ze
kolega ustapit i dat si¢ odwiez¢é.
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Zobaczmy, czy w tym przypadku matematyka i teoria prawdopodobienstwa
przyczynityby si¢ do zmiany jego zdania.

Niech W oznacza wypadek, T to trzezwy kierowca, za§ NT — nietrzezwy
kierujacy pojazdem.

Wedlug danych policji 96% kierujacych jest trzezwych. Szacuje sig, ze ryzyko
spowodowania lub uczestnictwa w wypadku drogowym jest w miar¢ state
i wynosi 0.8%.

Wobec tego prawdopodobienstwo spowodowania wypadku przez trzezwego
kierujacego pojazdem wynosi:

PWNT)
P(W/T) = —p -

_P(T/W)-P(W) 0.75-0.008 _

= B(T) =—o9g = 0-00625

Prawdopodobienstwo spowodowania wypadku przez pijanego kierowce wynosi:

P(W N NT)
P ==5ry =
_P(NT/W)-P(W) 0.25-0.008 _ 0.05

- P(NT) 004 7

Prawdopodobienstwo spowodowania wypadku przez nietrzezwego kierowce jest
osmiokrotnie wigksze od prawdopodobienstwa spowodowania wypadku przez
trzezwego kierujacego pojazdem!

8. Spotkania w pubie

Srednio dwa razy w tygodniu przychodzimy z kolega do pubu, by w zaciszu
tego niezwyklego miejsca odpoczac¢ po dniu pracy i porozmawiaé o kolejnych
wyktadach. Wybieramy zadania i uktadamy problemy, ktére maja si¢ pojawi¢ na
najblizszych kolokwiach. Czgsto spotykamy tam rowniez studentow naszego
Wydziatu. Od pewnego czasu obserwujemy pewng parg, ktorag spotykamy
w pubie. Po dokonaniu obliczen stwierdziliSmy, ze w 75% przypadkow zawsze
para ta jest obecna, kiedy my jestesmy w tym pubie.

Zaczelismy sig wowcezas dos¢ dtugo sprzeczaé. Czy fakt, ze spotykamy tg pare
w 75% przypadkoéw upowaznia nas do stwierdzenia, ze przychodza oni czesciej
do pubu niz my, rzadziej, czy tez trudno na tej podstawie powiedzie¢ cokolwiek
o czestotliwo$cei ich wizyt.

Par¢ spotykang oznaczymy przez A, kolega wraz ze mng stanowimy par¢ B.
Para B przychodzi do pubu b razy w tygodniu, para A przychodzi do pubu
a razy. Zauwazmy, ze w przypadku a + b > 7 pewne jest, ze cho¢ raz
w tygodniu si¢ spotkajg. Zatozmy zatem, ze a + b < 7. Para B moze przyjs¢ do
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pubu b razy na (]) mozliwosci, z ktérych (%) pozwala na ominiecie spotkania
Z parg A. Zatem prawdopodobienstwo spotkania si¢ par wynosi:

7_
(9
7
(5)
Tabelka ponizej przedstawia prawdopodobienstwa spotkania si¢ par dla danych
warto$ci a oraz b.

1

ab|0]1 2 3 4 5 6 7
0 |0]O0 0 0 0 0 0 0
1 [0 |17 |27 3/7 4/7 5/7 6/7 |1
2 | 0]2/7|11/21 | 5/7 6/7 2021 |1 1
3 |0]3/7]|5/7 31/35 1 34/35 | 1 1 1
4 | 0|4/7]|6/7 34/35 | 1 1 1 1
5 |0]5/7]2021]|1 1 1 1 1
6 |0]6/7]1 1 1 1 1 1
7 |0]1 1 1 1 1 1 1

Stanowiac z kolega par¢ B i wiedzac z doswiadczenia, ze par¢ A spotykamy na
75%, mozemy $mialo stwierdzi¢, ze para A przychodzi czgsciej do pubu niz my.
Zauwazmy bowiem, ze przy wartosciach a = 2, b = 2 prawdopodobienstwo
spotkania wynosi % ~ 0.52, dla a = 3, b = 2 mamy juzgz 0.71, natomiast

dla a =4, b = 2 prawdopodobienstwo spotkania wynosi g ~ 0.86. Zatem para A
przychodzi do pubu od trzech do czterech razy w tygodniu.

9. Pokretni studenci

Trzech studentéw A, B, C spotkato si¢, by przedyskutowa¢ swoje wrazenia

Z mijajacej sesji. Podczas dhugiej biesiady potracili tak pewno$¢ siebie, ze
mozemy juz tylko zatozy¢, ze cokolwiek by twierdzili, nie mijajg si¢ z prawda
z prawdopodobienstwem 1/3.
Konczace spotkanie bylo wiadomo, ze A zaprzeczyt B zapewniajacemu, ze C
ktamie.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze C mowit prawde?
Oznaczmy przez C zdarzenie: C mowi prawde,
za$ przez A zdarzenie: A przeczy B twierdzgcemu, ze C kiamie.
P(CNA)

P(A)
Zauwazmy, ze zdarzenie A mozemy zapisac jako: 4 potwierdza, ze B twierdzi,
ze C mowi prawde.

Naszym zadaniem jest wyznaczenie P(C/A) =
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Woéwczas zdarzenie C N A interpretujemy jako: C mowi prawde i A potwierdza,
ze B twierdzi, ze C mowi prawde.

Stworzmy tabelke przedstawiajaca wszystkie mozliwe kombinacje prawdo-
mownosci A, B, C:

o|o| x|~

| T| o~
x| oo~
o|x|o|w
A O |R|@
x| x|o|~
N R|R|®

A
B
C

gdzie: P oznacza prawdg, K — klamstwo. Kazde P niezaleznie pojawia si¢
z prawdopodobienstwem 1/3, za§ K z prawdopodobienstwem 2/3.

Zastanowmy si¢ nad wartoscig P(C N A). Oczywiscie C musi moéwic¢ prawde.
Zdarzenie to zachodzi w przypadku 1 (gdy wszyscy mowig prawde). Jednakze
zdarzenie to zajdzie rowniez w przypadku podwojnego przeczenia, tzn. wtedy

gdy zaréwno A i B beda ktama¢. Jest to przypadek nr 5.
111,22 1_5
Zatem P(CNA) =P(1) + P(5) = Szt isI=2

Zastano6wmy si¢ obecnie nad warto$cig P(A).
Oczywiscie, zdarzenie A zachodzi w przypadku nr 1. Dalej na zasadzie
podwojnego przeczenia, A zachodzi¢ bedzie jeszcze w przypadkach: 5, 6, 7.

11 1 2 2 1 13
Ostatecznie P(C/A) = 204 = 5 — (3846,
P(4) 13

Zatem kombinacja przektaman i prawd osob A,B,C daje szans¢ okoto 38.5%
na to, ze C méwi prawdg. Przypomnijmy, ze C méwi prawde z prawdo-
podobienstwem 1/3, zatem te informacje, pochodzace od jego raczej niewia-
rygodnych przyjaciot, jakby zwickszyty jego ,,prawdomoéwnosé”.

10. Roztargnienie

Centrum Ksztalcenia Migdzynarodowego Politechniki L.odzkiej stynie z zajec
prowadzonych w jezyku angielskim i kurséw przedmiotow miekkich, takich jak:
Team Building i Communication Skills. Przedmioty te prowadzone sa przez
urocze i pelne wdzigku panie, ktore sa bardzo roztargnione. Oto6z jedna z pan
pewnego dnia po trzech spotkaniach ze studentami w trzech réznych salach
zorientowala si¢, ze nie posiada torebki. Obliczmy prawdopodobienstwo pozo-
stawienia torebki w kazdej z trzech sal. Z poprzednich doswiadczen wynika, ze
prawdopodobienstwo pozostawienia torebki w sali, podczas zajec¢, wynosi Y.
Niech zdarzenia S;, S5, S5 oznaczajg kolejno pozostawienie torebki w sali 1, 2, 3,
oraz S = S;US,US; oznacza prawdopodobienstwo pozostawia torebki,
w ktorejkolwiek z sal.
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Otrzymujemy:

1 3.1 3 3 1 9

P(S1) = ,P(S) =5 =316, P(S3) =31 ;=
P(S) =t b=
T4 16 64 64

Zatem prawdopodobienstwo pozostawienia torebki w sali S; Wynosi:

P(snS1) _ P(S1) _ 16 _ 0.4324
P(S) P(s) 37

P($1/8) =

Prawdopodobienstwo pozostawienia torebki w sali S, Wynosi:

__P(SNS3) _ P(Sp) 12 _ . .
P(S,/S) = S P a7 0.3243 i ostatecznie
_ P(SnS3) _ P(S3) _ 9 _
P(S3/S) = e S 0.2432.

Czy to ma jakie$ praktyczne znaczenie? Nie wiem, ale tak jak z interesujgcymi
liczbami, samo zagadnienie jest ciekawe.

11. Kolejka przed dziekanatem

Sroda jest dniem wyjatkowym w Centrum Ksztalcenia Miedzynarodowego
Politechniki L.6dzkiej. Na pietrze, gdzie znajduje si¢ sekretariat, panuje btoga
cisza, ktdrg od czasu do czasu przerywa delikatne stukanie palcow o klawiature.
Wchodzac na pigtro, czujesz si¢ jak na tgce latem; wylapujesz te dzwigki
1 wytrawnym uchem badacza amatora starasz si¢ zidentyfikowaé ich
pochodzenie. Czy to pani Asia delikatnie muska klawiature, czy pani Ewa
odwaznie wystukuje kolejne ogloszenie dziekana.

W $rode bowiem dziekanat jest zamkniety dla studentéw. Najazd oczekujacych
na obstuge gosci odbywa si¢ w kazdym innym dniu tygodnia.

W tym miejscu zajmiemy si¢ tzw. teorig kolejek. Z matematycznego punktu
widzenia zajmiemy si¢ fenomenem kolejki, czasu oczekiwania, $redniej liczby
0sob w kolejce itd.

Tworca matematycznego modelu kolejki (nie pociagu!) byl Agner Erlang
(1878-1929). Pracujac w Kopenhaskiej Kompanii Telefonicznej, zajmowal
si¢ badaniem procentu rozméw, ktore oczekuja na polaczenie ze wzgledu na
blokade linii przez inne rozmowy. Wykorzystujac elementarne narzedzia
rachunku prawdopodobienstwa, wykazal, ze polaczenia telefoniczne podlegaja
rozkladowi Poissona. Calkowicie oddany swej pracy, pozostal do konca
zycia kawalerem. Dziecinstwo spedzal w towarzystwie starszego brata,
ogromnie pracowitego, lecz mniej zdolnego. Brat wi¢kszo$¢ dnia siedzial
przy biurku otoczony ksiazkami. Agner godzinami, siedzac naprzeciw niego,
nauczyl si¢ plynnie czyta¢ ksiazki odwrocone do géry nogami. Juz jako
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dorosly ceniony naukowiec nie zwracal uwagi, w jaki sposéb trzyma ksiazke
czy artykul, ktory czytal.

Wracajac do naszego zagadnienia musimy najpierw wprowadzi¢ odpowiednie
zatozenia i umowic si¢ co do oznaczen.

Ot6z w dziekanacie mamy do czynienia z kolejka typu FIFO (first in, first out).
O obstudze decyduje kolejno$¢ zgloszen. Jesli klient A pojawit sie w kolejce
przed klientem B, to A bedzie obstuzony wczesniej od B. Zauwazmy, ze ten
proces obstugi, nie jest tak oczywisty w réznego rodzaju kolejkach.

Chociazby na izbie przyje¢ w szpitalu, poza kolejnoscia (wczesniej) przyjmo-
wani sa pacjenci przywiezieni przez karetki z wypadku lub reprezentujacy
cigzszy stan zdrowia niz pozostali oczekujacy. Na lotnisku przy ,.bramce” do
wejscia do samolotu czgsto nie decyduje pozycja pasazera W Kolejce tylko jego
status, rodzaj biletu, wiek czy numer rzedu fotela w samolocie.

Zaktadamy, na razie dla prostoty problemu, ze w dziekanacie jest obecna jedna

pani sekretarka, ktora Srednio jest w stanie obstuzy¢ u = -~ studentéw na minutg.

Z drugiej strony studenci w kolejce pojawiaja si¢ srednio w liczbie A os6b na
godzine.

Postaramy si¢ odpowiedzie¢ na nastgpujace pytania:

1) Jaki procent czasu pracy zajmuje pani sekretarce obstuga studentow?

2) Tle wynosi prawdopodobienstwo zdarzenia, ze w systemie znajduje si¢
doktadnie n studentow? (przez system rozumiemy zbidr osob czekaja-
cych i obstugiwanych)

3) Ile $rednio 0sdb przebywa w systemie?

4) Jaki jest $redni czas oczekiwania w kolejce?

5) Jesli wiadomo, ze studenci sg raczej zniecierpliwieni i nie s3 w stanie
tolerowa¢ stania w kolejce dluzej niz q minut, jakie jest prawdo-
podobienstwo, ze akurat co najmniej tyle czasu po§wiecg na przebywanie
w systemie?

Oczywiscie mamy:
K

A =— (k 0s6b na minute),
50 ( 3]

1

z = M (tyle minut wynosza przerwy pomig¢dzy pojawieniem si¢ nowych osob
w systemie),

1
4 = — (tyle 0s6b na minute jest obstugiwanych przez pania sekretarke),

m

1

— = m (tyle minut pani sekretarka obstuguje $rednio przecietnego studenta).
Y7,
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Cze$¢ czasu pracy, ktory pani sekretarka poswieca na obstuge studentdw wynosi

zatem: A-— . Czg$¢ czasu pracy, ktora moze poswigci¢ na inne czynnosci,
Y7

niezwigzane z zajmowaniem si¢ studentami wynosi: (1— % j .
Tu juz mamy odpowiedz na pierwsze pytanie:
Pani sekretarka jest wolna od obstugi studentow przez (1— % j Swojego czasu.

Oznaczmy przez p,, prawdopodobienstwo zdarzenia, ze w systemie znajduje si¢
n studentow.

Zauwazmy rowniez, ze P, =1——. Pusty system oznacza, ze pani sekretarka

jest wolna.

Prawdopodobienstwo pojawienia si¢ nowej osoby w systemie podczas krotkiego
przedziatu czasowego At wynosi A -At.

Prawdopodobienstwo opuszczenia systemu przez studenta w przedziale czaso-
wym (t,t+At) o dtugosci At wynosi 0, gdy system jest pusty w czasie t.
Wynosi - At, gdy w systemie znajduje si¢ co najmniej jedna osoba.

Z drugiej strony, prawdopodobienstwo zdarzenia, ze w przedziale czasowym
o dlugosci At system bedzie pusty jest sumg prawdopodobienstw zdarzen:
system byt pusty 1 pozostal pusty przez ten czas lub w systemie byta jedna osoba
w czasie t 1 zostala obstuzona.

Zatem:

A
Po = Pol—A-At)+ puAt — p, = Po,

Nastgpnie prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na obecno$ci jednej
osoby w systemie mozemy obliczy¢ jako sume prawdopodobienstw zdarzen:
a) W systemie jest obecna jedna osoba w czasie At i nikt nie przybywa oraz
nikt nie zostaje w tym czasie obstuzony,
b) system jest pusty i jedna osoba przybyta,
C) W systemie byly dwie osoby i w miedzyczasie jedna zostata obstuzona.

Oznacza to, ze:

A+ A
P, = Py(L— At — pAL)+ Py AAL + P, At — p, = T” P~ p,

y7i
Nastgpnie prawdopodobienstwo zdarzenia polegajgcego na obecnosci dwoch
0s6b w systemie mozemy obliczy¢ jako sume prawdopodobienstw zdarzen:
a) W systemie sg obecne dwie osoby w czasie At i nikt nie przybywa oraz
nikt nie zostaje w tym czasie obstuzony,
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b) w systemie jest jedna osoba i jedna osoba przybywa,
C) W systemie byly trzy osoby i w migdzyczasie jedna zostata obstuzona.

Oznacza to, ze:

A+ A
P, = P,(1— AAt— tAt)+ P AAL + pypiAt — p, :Tﬂ o= Py

Postepujac analogicznie, otrzymamy:

A+ A
Phe2= £ Prsi— Py
u u

_ A
P1=— P
U
A
Po =1-—
)7
Rozwiazujac réwnanie rekurencji, dostaniemy ogolnie:
n
A
p,=A+B| —
y7]
Natomiast ciag spelniajacy warunki poczatkowe wyglada nastepujaco:
n
H—A( A
Pp="—
H \H

Zatem prawdopodobienstwo zdarzenia, polegajacego na obecnosci n 0sob

W systemie wynosi:
—a(2Y
=244
H O\ H

Obecnie przystagpimy do wyznaczenia Sredniej liczby o0sdb obecnych
w systemie:

) 2\ 2
L=S"np, =445 2| =2
Zo“ Pr 7 21: [u]

H—A

Jak wiadomo bowiem:

k=1

« X
D kx S

Wobec powyzszego $rednia liczba 0séb przebywajacych w systemie wynosi:

L=

u—A
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Sredni czas spedzony w kolejce: Ave, —_—
uo (u=Au

ime
Prawdopodobienistwo, ze student spedzi w kolejce wigeej niz q = - — minut
WYnosi:

2P =1-py =P = P,

k=r+1
Obecnie wyobrazimy sobie, dla przykladu, ze pani sekretarka po§wieca $rednio
3 minuty na obstuge studenta. Przez godzing $rednio 18 studentéw odwiedza

dziekanat.
Podstawiajac, mamy: A = 18/60 = 0.3, pu = 1/3 i dalej otrzymujemy:

1) pani sekretarka bgdzie wolna przez 10% swojego czasu,
2) 1. (in)

Pn=17"\1 )
3) liczba 0sob w systemie L =9,

4) $redni czas spedzony w kolejce Ave =27 minut.

Dodajmy jeszcze, ze w przypadku, gdy liczba sekretarek jest wieksza,
powiedzmy s > 1, to do zagadnienia podchodzimy w sposob analogiczny. Jedyna
roéznica polega na tym, ze w powstalym systemie m zastgpujemy przez m/s.

Na zakonczenie, wro¢my na Politechnike. Po wykonaniu niezbednego wywiadu
ustalitem, Ze dwie panie pomagajace studentom Centrum Ksztatcenia
Migdzynarodowego przetrwaé studia, poswigcaja Srednio 6 minut na rozmowe
z interesantem. Srednio 19 studentéw na godzing pojawia sie w dziekanacie, aby
zostawi¢ podania, zmieni¢ wybor przedmiotéw, podbi¢ legitymacje, przeprosic,
poprosi¢ lub zwyczajnie si¢ poradzi¢. Dane te pozwalaja na stwierdzenie,
ze A =19/60 =0.3, u = 1/3, i dalej otrzymujemy:

a) kazda z pan bedzie wolna od spotkan ze studentami przez 1-57/60 =
0.05 = 5% swego czasu,

D) pn=n(2),

€) $rednia liczba 0s6b w systemie wynosi 19,
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d) sredni czas spedzony w kolejce to 57 minut.
Szacuje si¢, ze przecigtny student wytrzymuje w kolejce tyle czasu,
ile zajmuje mu wypicie piwa w pubie, czyli okoto 20-21 minut.
Prawdopodobienstwo, Ze spgdzi w kolejce co najmniej tyle czasu wynosi

6 6 n

1 z =1 21 (19> = 0.698 ~ 70%

Pn = 20 \20) ~ PO F AN
n=0 n=0

Wydaje si¢ zatem, ze tlumy codziennie spotykane przed dziekanatem
spowodowane sg raczej rozterkami studentow zwigzanymi z dylematem: czy
czekal, czy raczej iS¢ na piwo. A jesli i§¢ na piwo, to moze z kim$ z kolejki.
Z drugiej strony, jezeli kto$ z kolejki pdjdzie na piwo, to mozna zajaé jego
miejsce. Zatem moze jeszcze trochg postac. Z kolei takie stanie jest nudne,
skoro mozna i§¢ na piwo. I tak mija czas, a liczba studentow przed drzwiami
dziekanatu wcale si¢ nie zmniejsza.

12. Graduation ceremony

Zgodnie z dlugowieczna tradycja akademicka rokrocznie tuz przed Swietami
Bozego Narodzenia w Centrum Ksztatcenia Miedzynarodowego jest urzadzana
ceremonia wreczania dyploméw absolwentom studiow 1 i II stopnia, ktérzy
w mijajacym roku szczesliwie napisali prace dyplomowe i obronili tezy swych
dyploméw przed komisja egzaminacyjna. Wszyscy absolwenci w tym dniu maja
togi (wypozyczane) i czapki akademickie. Po glownej uroczysto$ci nastgpuje
wyrzucenie czapek. Kazdy student podrzuca swoja czapke w gescie radosci
ukonczenia studiow. Nastepnie czapki sg zabierane na pamiatke do rodzinnych
archiwow. Zastanowimy si¢ nad nastgpujacym zagadnieniem. lle srednio czapek
po podniesieniu z ziemi trafia do swoich prawowitych wiascicieli?

To znaczy kazdy z n studentéw podrzuca swojg czapke, jak upadng na ziemig,
sa zbierane przez studentow. Kazdy podnosi jedna czapke. Ile $rednio czapek,
po podniesieniu, trafi do swoich wiascicieli?

Zadanie okazuje si¢ jest niezwykle proste. Niech zmienna losowa X przyjmie
warto$¢ rowng liczbie studentow, ktorzy podniesli swoje czapki.

X =l + I+ ...+ 1, gdzie:

= {O, jesli student k — ty nie podnidst swojej czapki
““1 1, jesli student k — ty podni6st swoja czapke

Oczywiscie prawdopodobienstwo, ze student k-ty podniesie swoja czapke
Wynosi %
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Obliczamy obecnie:

EX)=E[l;+ L+ -+ 1,]=E()+ E()+-+E(, =

n

1 n 1 n
YT S O
n k=0 n n

k=1

Niewazne, czy dany rok akademicki obfitowat w duza liczbg absolwentoéw, czy
nie. Niewazne, czy studenci po ceremonii podrzucaja czapki w CKM
Politechniki L.6dzkiej, czy podrzucaja je wiwatujacy studenci na Uniwersytecie
Warszawskim — to i tak, niezaleznie od liczby studentow, $rednia liczba czapek,
ktore wroca do swoich wilascicieli wynosi 1.

Rozdziat ten zawieral opis kilku zdarzen, typowych dla kultury akademickie;.
Mam nadzieje, ze udato mi si¢ pokazac¢, ze nawet tak prozaiczne sytuacje, jak:
oczekiwanie w kolejce w dziekanacie, zdawanie egzaminu, réznego rodzaju
system odpytywania, rozmowy w pubie majg w sobie slad matematyki. Obecnos¢
matematyki dodaje tym zdarzeniom kolorytu, gtebi i powoduje, ze patrzymy na
nie inaczej w poréwnaniu z nudnymi lekcjami algebry i analizy. W kazdym
przedmiocie kryje si¢ pierwiastek zastosowan praktycznych, tylko nie zawsze
potrafimy czy chcemy to dostrzec.
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And if the band you're in starts playing different tunes
I'll see you on the dark side of the moon

R. Waters

WYBIERAMY DZIEKANA

Dziekan wyzszej uczelni kieruje dziatalnoscig wydziatu. Jest przetozonym
wszystkich pracownikéw wydziatu 1 opiekunem studentow. Nazwa dziekan
wywodzi si¢ taciny. Decanus to osoba zarzadzajaca dziesigcioma. W Kosciele
rzymsko-katolickim dziekan stojacy na czele dekanatu ma pod swoja opieka
parafie (zwykle jest ich okoto dziesigciu, stad nazwa).

Dziekan wyzszej uczelni jest wybierany przez kolegium elektorow.

Glosowanie jest tajne. Lista kandydatow jest utozona w porzadku alfabetycznym.
Z listy kandydatow wyborcy jednoznacznie wyrdzniaja jedng osobe. Jezeli
w glosowaniu zaden z kandydatow nie uzyska wymaganych co najmniej 50%
glosow, to, wedlug procedury podanej w statucie uczelni, skresla si¢ z listy
kandydatéw z najmniejszg liczba glosow 1 powtarza procedure.
Ten sposob wytaniania dziekana jednoznacznie wylania zwycigzce w turze
kolejnych glosowan. Tryb glosowania jest $Sci§le okreslony w statucie uczelni
i nie dopuszcza zadnych odstgpstw i interpretacji. Glosowanie w taki sposob
wymaga podjecia jednoznacznej decyzji i wskazania, za kazdym razem, tej
najlepszej, jedynej osoby przewyzszajacej swymi kompetencjami i umiejetno-
sciami wszystkich pozostatych. Gdy kandydaci, w ocenie elektoréw, nie r6znig
si¢ tak bardzo swymi umieje¢tnosciami, trudno jest wskaza¢ tego jedynego
najlepszego.

A przeciez mozna, zamiast wskazywac tylko jednego kandydata, ulozy¢ liste
kandydatéw wedtug preferencji glosujacego, powiedzmy, w kolejnosci od naj-
lepszego do najgorszego. Wowczas elektorzy sa zwolnieni z trudnego wyboru
wskazywania jednego kandydata i zgodnie z sumieniem podaja po prostu swoja
liste preferencji.

Po przeprowadzonym glosowaniu, nastgpuje liczenie glosow 1 wygrywa
najlepszy.

Z przeprowadzonej argumentacji wynika, ze lista preferencji jest sposobem
glosowania, tatwiejszym i niezmuszajacym elektorow do podejmowania trudnych
wyborow.

Dlaczego zatem tak rzadko wybiera si¢ podczas elekcji rodzaj glosowania oparty
na liscie preferencji? Glosowanie takie, przeciez daje wigkszy komfort elektorom
1 pozwala na postgpowanie zgodnie z przekonaniami i sumieniem.
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Okazuje sig, ze wszystko rozbija si¢ o sposdb liczenia glosow.

Zajmijmy si¢ kilkoma przyktadami. Pokazemy jak roézne metody liczenia
glosow, kazda majaca swoich zwolennikow i szeroko rozpowszechniona, moga
wptyna¢ na ostateczny wynik.

Dla uproszczenia zatdozmy, ze w glosowaniu bierze udzial siedem osob. Do
wyboréw staje pigciu kandydatow: A, B, C, D, E. Wyborcy glosujg na liste
preferencji. Pierwszy na liscie jest najbardziej preferowany, dalej w porzadku
malejacym wypisuja kandydatow o coraz mniejszym poparciu.

Listy wybordéw sa nastepujace:

Wyborca 1 |Wyborca 2 | Wyborca 3 | Wyborca 4 | Wyborca 5 | Wyborca 6 | Wyborca 7
A A A C C B E
B D D B D C C
C B B D B D D
D E E E A A B
E C C A E E A
1. Ordynacja wigkszo$ciowa

2.
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W tej ordynacji zwycigzcg jest ten kandydat, ktory najczesciej pojawial sie
na pierwszym migjscu list preferencji wyborcéw. Zatem, w tym przypadku
zwyciezca wybordw zostanie kandydat A.

Uzywajac ordynacji wigkszosciowej, kandydat A zostanie wyloniony jako
zwyciezca.

Metoda Bordy

Wybdr kazdego z glosujacych jest lista n preferencji. Kandydaci,
przypominamy, sa uszeregowani w porzadku malejgcego poparcia. Metoda
Bordy polega na przyporzadkowaniu kazdemu kandydatowi punktow,
zgodnie z pozycja jaka zajmuje na kartach wyborczych. Za ostatnie miejsce
przypisujemy 0 punktow, za przedostatnie 1 punkt, itd. Za pozycje na
pierwszym miejscu na liScie kandydat otrzymuje n — 1 punktow. Wygrywa
ten kandydat, ktory zdobedzie najwigkszg liczbe punktéw, po zsumowaniu
wszystkich punktow z kart wyborczych.

W przypadku naszego gtosowaniu otrzymujemy:

Suma punktéw kandydata A: 4+4-+4+0+1+1+0 = 14
Suma punktéw kandydata B: 3+2+2+3+2+4+1 = 17
Suma punktoéw kandydata C: 2+0+0+4+4+3+3 = 16
Suma punktoéw kandydata D: 1+3+3+2+3+2+2 =16
Suma punktéw kandydata E: 0+1+1+1+0+0+4 = 7

Zwycigzca zostaje wtedy kandydat B.




Jean Charles Borda (1733-1799) byl francuskim fizykiem i matema-
tykiem, Zastynal wprowadzeniem nazwy metr dla jednostki dlugosci.
Nazwa pochodzi od greckiego slowa metron — mierzy¢.

Metody tej uzywa si¢ w Stowenii w wyborach parlamentarnych. W corocznym
konkursie Eurowizji, na najlepsza piosenke krajow cztonkowskich, poszczegdlne
delegacje glosuja, przyznajac punkty utworom wedtug kryterium Bordy.

3. Metoda Condorceta
Zwyciezca wyboréw wedhug kryterium Condorceta jest ten kandydat, ktory
w bezposrednim starciu z wszystkimi pozostalymi jest wyzej na listach
preferencji wyborczych niz jego kontrkandydaci. Inaczej mowiac, jest lepszy
w bezposrednich starciach od wszystkich pozostatych.
Zauwazmy, ze Wynik pojedynku A:B wynosi 3:4. Kandydat A jest bardziej
preferowany od B u wyborcow 1, 2, 3. Natomiast wyborcy 4, 5, 6, 7 wolg B
niz A. Zatem A nie moze by¢ zwyciezca, gdyz przegrywa chociazby z kan-
dydatem B. Pojedynek B:E daje wynik 6:1. Eliminuje to kandydata E,
natomiast B moze pozosta¢ w grze.
Starcie B:C konczy si¢ wynikiem 4:3. Zatem C nie moze by¢ zwycigzca.
Z kolei pojedynek D:B skonczyt si¢ wynikiem 4:3, co eliminuje z gry
kandydata B. Jedynym pozostalym w grze jest kandydat D.
Z kolei jednak pojedynek C:D daje wynik 5:2. Zatem D nie moze by¢
ZWYCiezca.
Zatem, liczac glosy metoda Condorceta, nie wylonimy w tym glosowaniu
zwyciezcy. Nalezy powtorzy¢ glosowanie.

Nicolas de Condorcet (1743-1794) byl francuski filozofem i matematykiem.
Znany jako zZarliwy zwolennik réwnouprawnienia kobiet, wystepowal
réwniez za zniesieniem niewolnictwa. Apelowal o powszechng edukacje
poprzez zniesienie oplat za szkoly. Zonaty z przeszlo dwadzie$cia lat
mlodsza od siebie Sophie de Grouchy, ktéra byla uwazana za
najpiekniejszg kobiete Francji drugiej polowy XVIII wieku.

Jak wida¢ z powyzszego przyktadu mankamentem tej metody jest fakt,
ze nie zawsze daje si¢ wyloni¢ zwyciezce. Powtarzane wybory sklaniajg
do zmiany preferencji i zawigzywania koalicji wyborczych.

4. Metoda Hare’a
Metoda ta polega na eliminacji kandydatéw otrzymujacych najmniejsze
poparcie. Usuwamy tego kandydata, lub kandydatow, ktorzy najrzadziej
pojawiaja si¢ na czele list preferencji. W ten sposob otrzymujemy listy
preferencji pomniejszone o jedng lub wigcej pozycji i powtarzamy procedure.

Aby wyloni¢ zwyciezce zgodnie z opisem, usuwamy kandydata D, ktéry
najmniej razy pojawia si¢ na czele list preferencji (Faktycznie D ani razu nie
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pojawia si¢ na czele list). Otrzymujemy wowczas

okrojone listy, ktore

wygladaja nastepujaco:
Wyhborca 1| Wyborca2 |Wyborca3 |Wyborca4 |Wyborca5 |Wyborca6 |Wyborca 7
A A A C C B E
B B B B B C C
C E E E A A B
E C C A E E A

Obecnie usuwamy z list preferencji kandydatow B oraz E, gdyz oni
ex-aequo pojawiaja si¢ najrzadziej na czele list.
Otrzymujemy nowe listy:

Wyborca 1 |Wyborca 2 |Wyborca 3 |Wyborca4 |Wyborca5 |Wyborca6 |Wyborca 7
A A A C C C C
C C C A A A A

Obecnie usuwamy kandydata A, pozostawiajac C jako zwycigzce wyborow.
Ten system wyborczy obowigzuje na przyklad w Brazylii w wyborach
partyjnych. Po raz pierwszy wybory metoda Hare'a przeprowadzono
w 1870 roku w USA na Uniwersytecie Harvadra w wyborach witadz
wydzialow. Od 1909 roku nieprzerwanie jest uzywany w Tasmanii
w wyborach parlamentarnych.

Thomas Hare (1806-1891) byl prawnikiem brytyjskim, ktory przez cale
swoje zycie zawodowe pracowal nad reforma brytyjskiego systemu
wyborczego.

Procedura Coombsa

Ten system jest podobny do metody Hare'a. Kolejno eliminujemy
kandydatéw, ktorzy najczesciej pojawiaja sie na ostatnich miejscach list
preferenciji.

Jako pierwszy zostaje usunicty kandydat E, ktory 3 razy pojawil si¢ na
ostatnim miejscu. Nowe listy preferencji beda wyglada¢ nastgpujaco:

Wyborcal |Wyborca2 |Wyborca3 |Wyborca4 |Wyborca5 |Wyborca6 |Wyborca7
A A A C C B C
B D D B D C D
C B B D B D B
D C C A A A A
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Nastegpnie usuwamy kandydata A, otrzymujac:

Wyborca 1 |Wyborca 2 |Wyborca 3 |Wyborca 4 |Wyborca 5 |Wyborca 6 |Wyborca 7
B D D C C B C
C B B B D C D
D C C D B D B

Teraz zegnamy si¢ z D:

Wyborca 1 |Wyborca 2 |Wyborca 3 |Wyborca 4 |Wyborca 5 |Wyborca 6 |Wyborca 7

B

B B C C B C

C

C C B B C B

Jak widzimy zwyci¢zcg zostanie kandydat B.

Clyde Hamilton Coombs (1912-1988) byl pionierem zastosowan
matematyki w opracowaniu testow psychologicznych.

Metoda Copelanda

W metodzie tej, podobnie jak w przypadku procedury Condorceta, oblicza-
my wyniki bezposrednich star¢ migdzy wszystkimi parami kandydatow.
Nastepnie dla kazdego kandydata obliczamy réznice pomiedzy liczba
zwyciestw i porazek (win-loss record). Kandydat o najwigkszej roznicy
(o ile istnieje) zostaje zwyciezca.

W naszym przypadku tabela bezposrednich staré wraz ze wspdtczynnikami
win-loss jest nastepujaca:

A B C D E Winn-loss
X 3434|3452 |1-3=-2
4:3 | X 43 (134|6:1|31=2
43134 | X 5:2143|31=2
4314325 X 6:1|31=2
25116 |34|16 | X 0-4=-4

mog|O|m| >

Metoda Copelanda nie wytoni zwyciezcy. Zauwazmy tylko, ze
wspotczynnik win-loss dla zwycigzcy wylonionego metoda Condorceta
wynosi n — 1 (przy n kandydatach). Oczywiscie zwyci¢zca wybrany metoda
Condorceta jest jednoczesnie zwyciezcg wedlug metody Copelanda.
Z drugiej strony zwyci¢zca wyloniony metoda Copelanda nie zawsze jest
jednoczesnie zwycigzca wedtug procedury Condorceta.

A.H. Copeland (1898-1970) byl matematykiem i miedzy innymi twérca
tzw. stalej Copelanda. Jest to nieskonczony ulamek dziesietny
0,23571113171923... Ulamek ten budujemy przez dopisywanie kolejnych
liczb pierwszych: 2, 3, 5, 7, 11, 13... W 1946 roku Copeland wykazal, ze
jest to liczba normalna, tzn. kazda cyfra wystepuje w niej z réwna
czestotliwoscia.
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7.
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Wybdr wiekszosci

Kandydatom przypisujemy pozycje, jakie zajmowali na listach preferenciji.
Otrzymujemy nastepujacy zbior danych:

A 1,1,1,54,4,5
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Naste;pme obliczamy mediang dla kazdego ciagu danych:
A:4,B:3,C:2,D:3,E: 4

Kandydat o najmniejszej medianie wygrywa.

W naszym przypadku zwyciezca zostaje kandydat C.

Uwaga: Jesli liczba pozycji w ciagu pozycji zajmowanych przy kandydata
jest parzysta, powiedzmy 2n, to jako median¢ przyjmujemy element stojacy
na pozycji n + 1. Jesli liczba pozycji w ciagu pozycji zajmowanych przy
kandydata jest nieparzysta, powiedzmy 2n + 1, to jako mediang przyjmu-
jemy element stojacy na pozycji n.

W przypadku gdy dwoch lub wigcej kandydatow osiggnie najnizsze
mediany (nazwijmy je k), to postepujemy w sposob nastepujacy. Usuwamy
z listy pozycji kandydatow po jednym elemencie k i liczymy mediany po raz
kolejny.

Przyktadowo niech listy pozycji kandydatéw X oraz Y sa nastgpujace:
X:1,1,2,2,3,4,Y:1,2,2,2,3,5.

Mediany X oraz Y wynoszg 2. Usuwamy po jednej dwojce z list i mamy:
X:1,1,2,3,4,Y:1,2,2,3,5.

Znowu mediany wynoszg 2, zatem usuwamy z list po kolejnej dwdjce,
otrzymujac:

X:1,1,3,4;,Y:1,2,3,4.

Teraz wspdlne mediany wynoszg 3, czyli usuwamy trojke z kazdego ciagu:

Teraz:

X:1,1,4,Y:1,2,5.

Wygrywa kandydat X, gdyz jego mediana (1) jest obecnie mniejsza od
mediany kandydata Y (2).

System ten, opracowany w 2007 roku byt uzywany w trakcie prawyborow
prezydenckich we Francji w 2008 roku.



8. Metoda ciaggu par z ustalonym porzadkiem
Metoda ta jest oparta na pojedynku na glosy pomigdzy parami kandydatow,
dla z gory ustalonego porzadku.
Powiedzmy, ze dla naszych kandydatow z gory ustalonym porzadkiem
bedzie:
A /B,C D, E.
Procedure liczenia glosow rozpoczyna badanie zwycigzcy pojedynku na
glosy A:B.
(Badamy, kto z nich byt wigcej razy powyzej drugiego miejsca na listach
preferencji). Wiemy, ze wynik pojedynku A:B wynosi 3:4.
Na placu boju zostaje B i obliczamy wynik starcia B:C. Ten z kolei wynosi
4:3. Zatem eliminujemy C i dalej przechodzimy do starcia B:D, ktore konczy
si¢ wynikiem 3:4. To powoduje, ze B wypada z gry i pozostaje D, ktory
zmierzy si¢ z E. Ten pojedynek konczy si¢ wynikiem 6:1. Zatem E odpada
i zwycigzca zostaje D.

Ta metoda jest krytykowana ze wzgledu na mozliwos¢ manipulacji
wynikami przez ustalenie porzadku wzajemnych star¢ kandydatéw w parach.
Aby zilustrowaé przyktadem to zagrozenie, przyjrzyjmy si¢ trzem listom
preferencji oddanych na czterech kandydatow:

Wyborca 1 | Wyborca 2 | Wyborca 3

O|0|m| >
O|m|>0
> 0O|O|m

Wyniki wzajemnych star¢ podaje tabela:

A |B C D
X 2211221
12| X | 21130
21112 | X 1:2
1:2103]121 | X

gjoO|m| >

Gdy ustalimy porzadek C, D, B, A, mamy:
Z pojedynku C:D pozostaje D. Z pojedynku D:B zostaje B. Na koncu B:A daje
wynik 1:2. A zostaje zwyciezca.
Gdy ustalimy porzadek A, C, D, B, to wowczas C eliminuje A, D eliminuje
C i B wygrywa z D, stajac si¢ zwycigzca wyborow.
Gdy ustalimy porzadek B, D, A, C, to wtedy B wygrywa z D, A wygrywa
z B i Cwygrywa z A, stajac si¢ ostatecznym zwyciezca.
Przy porzadku A, B, C, D zwycigzcg zostanie D.
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Jak widzimy zastosowanie roznych metod procedur wyborczych doprowadzito
do wylonienia czterech ré6znych zwycigezcoéw, a dwukrotnie nalezatoby wybory
powtorzyc¢, jako ze wynik byl nierozstrzygajacy.

Pojawia si¢ natychmiast naturalne pytanie. Ktéra z tych procedur jest
najbardziej sprawiedliwa i wiarygodnie oddaje wole wigkszosci wyborcow?
Wiadomo, ze decyzje grupowe powinny podlegaé pigciu podstawowym
zasadom.

1. Glosowanie w sposob wykluczajacy losowo$¢ ma wytoni¢ decyzje grupy
glosujacych, tzw. Uniwersalnosé.

2. W glosowaniu mozliwe jest osiagnigcie kazdego wyniku, tzw. Suwerennosc¢.

3. Gdy dowolny wyborca zmieni preferencje i podniesie range ktorego$
z kandydatow, to ostateczny wynik uzyskany przez tego kandydata, dzigki
decyzji tego wyborcy, nie moze ulec pogorszeniu, tzw. Monotonicznosc.

4. Wynik glosowania nie moze zaleze¢ od gtosow wybranych osob, tzw. Brak
Dyktatury.

5. Jesli zostanie ustalone, ze np. kandydat A ma by¢ przed kandydatem B, to
zadne pozycje innych kandydatoéw nie mogg zmieni¢ relacji A i B, tzw.
Niezaleznosc¢ nieistotnych alternatyw.

Oczywiscie warunki te sg intuicyjnie proste, zrozumiale i akceptowalne. Jednakze
jak wykazat w 1950 roku Kenneth Arrow sg one wewnetrznie sprzeczne. Nie
istnieje procedura wyborcza, ktéra w sprawiedliwy sposob oddataby wole
wigkszosci. Spelnienie wszystkich warunkow jednocze$nie jest niemozliwe.

Twierdzenie Arrowa o tej niemoznosci bylo czescia jego pracy doktorskiej.
Kenneth Arrow (1921-) jest laureatem nagrody Nobla z ekonomii. Jest jak
do tej pory najmlodsza osoba wyrézniona ta nagroda. W chwili ogloszenia
mial 51 lat.

Jak widzimy zatem, nie istnieje uniwersalna procedura wyborcza, ktora
w pelni zagwarantowataby, ze wola wigkszos$ci zostanie spetniona. Moze wobec
tego zdamy si¢ na Slepy los? Zatdézmy, ze mamy siedmiu elektorow, ktérzy
sposrod siebie chca wybra¢ dziekana. Kazdy oddaje jeden glos, moze nawet
zagtosowa¢ na siebie. Obliczymy prawdopodobienstwo wybrania dziekana
w sytuacji, gdy kazdy z elektorow oddaje gtos w sposob losowy.
Aby dziekan zostal wybrany, musi otrzymaé cztery, pie¢, sze§¢ albo siedem
glosow.
Aby otrzymaé siedem glosow, kazdy z elektorow musi zaglosowaé na tego
jednego kandydata. Jest zatem tylko jedna mozliwo$¢ otrzymania siedmiu gtosow.
Aby otrzymac szes¢ gltosow, jeden z siedmiu elektoréw nie bedzie glosowaé na
zwyciezcg. Ma do wyboru sze$ciu innych. Liczba mozliwosci otrzymania
sze$ciu gtosdw wynosi zatem: 7 - 6 = 42.
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Aby otrzymaé pie¢ gloséw, potrzeba i wystarcza, aby dwoch elektorow nie
glosowato na zwyciezce. Moga glosowaé na kazdego z szeSciu pozostatych.

Dwojke elektoréw niegtosujacych na zwycigezce mozemy wybra¢ na (Z) Sp0oso-
bow. Oznacza to, ze pig¢ glosdbw mozna otrzymac na (;) *6-6=21-6-6 =756.
Aby otrzymaé cztery glosy, potrzeba i wystarcza, aby trzech elektorow nie
glosowato na zwyciezce. Moga gltosowaé na kazdego z szeSciu pozostatych.
Trojke elektorow niegtosujacych na dziekana elektora mozemy wybraé na (;)
sposobow. Oznacza to, ze cztery glosy mozna otrzymac¢ na (;) ‘6:6:6=
35:6-6-6 =7560.

Zatem prawdopodobienstwo, ze ktory$ z grona elektorow zostanie wybrany na
dziekana, gdy glosowanie przebiega w sposob losowy, Wynosi:

7+ (1 + 42 + 756 + 7560)
77

= 0,07105

Mamy okolo 7% na wybranie dziekana w ten sposob. Trudno si¢ zdecydowaé
czy zda¢ si¢ na Slepy los, czy podejrzewac manipulacje zwigzane z procedurami
wyborczymi list preferencyjnych.

Jednak, patrzac na liczbe 7105, az przechodza ciarki po plecach. 7105 to
apokaliptyczna potega. Tak nazywamy liczbe n, o wlasnosci, ze 2w swym
zapisie dziesietnym zawiera kolejne cyfry 666.

Jest to rowniez tzw. liczba wstretna, czyli zawierajaca nieparzysta liczbe
jedynek, gdy jest zapisana w systemie binarnym.

Jest to liczba uboga. Mowimy, ze liczba naturalna n jest uboga, jesli suma jej
dzielnikéw mniejszych od niej jest rowniez mniejsza od tej liczby.

Chetnych namawiam do zweryfikowania poprawnos$ci obliczen dotyczacych
wyboru dziekana, podczas przypadkowego oddawania gloséw, przy zatozeniu,
ze nikt nie moze glosowac na siebie.

Uwazam, ze wowczas prawdopodobienstwo, ze ktorys z grona elektorow zostanie
wybrany, wynosi:

7(6+6-5-6+(5)-5-5-6)
67

= 0.06091

Z prawdopodobienstwem okoto 6% mozna w ten sposob wybra¢ dziekana.

6091 to rowniez apokaliptyczna potega i zarazem liczba wstretna oraz uboga.
Wraz z liczba 6131 tworzy par¢ liczb blizniaczych. Liczby blizniacze to
liczby pierwsze, ktorych réznica wynosi 2. Najpopularniejsze zawieszki do
bransoletek Swarovskiego oznaczone sg symbolem 6091. To jednoczesnie liczba
szczesliwa dla tego, kto moze przez nastgpng kadencje kierowa¢ wydziatem.
Zresztg jak mowit Jozef Stalin: Niewazne kto i jak glosuje. Wazne kto liczy glosy.
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Jezeli juz jesteSmy przy liczeniu glosdéw, zajmijmy si¢ na zakonczenie rozdziatu
tzw. zagadnieniem pierwszenstwa. Otoz zakladamy, ze w goracej atmosferze
dochodzi do wyborow dziekana. Ostatecznie walka odbywa si¢ pomig¢dzy
dwoma kandydatami A i B. Kazdy z n glosujacych oddaje jeden glos na
ktorego$ z kandydatow. Kartki z glosami sa wrzucane do urny, a nastgpnie
komisja skrutacyjna w skupieniu je liczy, podajac po kazdym odczytanym glosie
aktualny stan pojedynku migdzy kandydatami.

Zajmiemy si¢ rozwigzaniem problemu postawionego w 1887 roku przez
francuskiego matematyka Francoisa Bertranda.
Jezeli na kandydata A oddano p gloséw, za$s na kandydata B oddano q
glosow, p > q, to jakie jest prawdopodobienstwo, ze w trakcie odliczenia gltosow,
w dowolnym momencie, liczba oddanych gtoséw na kandydata A bedzie zawsze
wigksza od liczby glosow oddanych na B.
Oczywiscie proces liczenia glosow mozemy zilustrowaé jako odczytywanie
kolejnych elementéow ciagu binarnego o elementach A i B skladajacego sie
Zp + q wyrazow.
Zatem wszystkie glosy mogg utozyé si¢ na (p;q) sposoby.
Przypu$émy, ze p =4 oraz q = 3.
Wezmy pod uwagg kilka roznych ciggow glosow:
a) AABBBAA, b) ABABBAA, c) BABABAA, d) AAABABB, ) AABABAB,
f) ABABABA

Kazdy z tych ciggow gloséw wyznacza nam cigg liczbowy, opisujacy 0 ile
w danym momencie liczba gtoséw oddanych na kandydata A przewyzsza liczbe
glosow oddanych na B. I tak rozktad:

a) AABBBAA wyznacza ciag: 1, 2, 1,0, -1, 0, 1.
b) ABABBAA wyznaczal,0,1,0,-1,0,1

¢) BABABAA wyznacza-1,0,-1,0, -1
d) AAABABB wyznaczal, 2, 3,2, 3,2
e) AABABAB wyznaczal, 2,1,2,1,2,
f) ABABABA wyznaczal,0,1,0,1,0

Oczywiscie wszystkie z nich koncza si¢ 1, gdyz o tyle gtosow wigcej oddano
na A. Zauwazmy jeszcze, ze W przypadkach d, e kandydat A w dowolnym
momencie utrzymywat przewage w liczbie dotychczas zliczonych glosow nad
kandydatem B.

Procedura liczenia glosow tak, by A byl zawsze lepszy od B w liczbie
zliczanych nan glosow musi zawsze zaczyna¢ si¢ od glosu oddanego na A.

W przypadku og6élnym wyréznimy (q;le) takich rozktadow glosow.

Zauwazmy jeszcze, ze W przypadkach: a, b, f pomimo tego, ze zaczynaja sie od
A, to opisuja rozktady gloséw, w ktorych w pewnym momencie (od poczatku
liczenia) liczba zwolennikow B byta rowna, badz wieksza, od liczby

zwolennikoéw kandydata A.
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Rozklad, w ktérym A jest ciagle na czele nazwiemy ,,dobrym”, za$§ uktad,
w ktérym pojawia si¢ przewaga B badz remis nazwiemy ,,ztym” rozktadem.
Prawdopodobienstwo, ktore chcemy obliczy¢ bedzie ulamkiem, ktorego
mianownik zajmie liczba wszystkich rozktadow, za§ w liczniku pojawi si¢ liczba
,dobrych” rozktadow.

Aby znalez¢ liczbe ,,dobrych” rozktadow, od wszystkich rozktadow zaczyna-
jacych si¢ od A odejmiemy liczbg ,,ztych” rozpoczynajacych si¢ od A.
Pokazemy, ze liczba ,,ztych rozktadéw zaczynajacych si¢ od A rowna si¢ liczbie
rozktadow zaczynajacych si¢ od B.

Przyjrzyjmy si¢ uktadom: a) AABBBAA, b) ABABBAA, f) ABABABA
i odpowiadajacym im ciggom przewag 1, 2, 1,0,-1,0,10raz1,0,1,0,-1,0,1
i1,0 1,0 1, 0, 1. Zauwazmy, ze rozktady te staja si¢ ,,zk¢” poczawszy od
pewnego miejsca, tzn. wtedy, kiedy w ciggu numerycznym pojawia si¢ 0.

I tak w ,,ztych” numerycznych ciggach pozamieniajmy na przeciwne znaki
liczbowe do momentu pojawienia si¢ 0.

Woéwezas ciag: 1, 2, 1, 0, -1, 0, 1 bedzie wyglada¢: -1, -2, -1, 0, -1, O, 1.

Ciag 1,0, 1,0, -1, 0, 1 przejdzie w ciag: -1, 0,1, 0, -1, 0, 1.

Ciag 1,0, 1,0, 1, 0, 1 wyznaczy nam ciag: -1,0, 1,0, 1,0, 1.

Ciggom tym odpowiadajg rozktady BBAABAA oraz BABABAA i BAABABA.
Zauwazmy obecnie, ze dzigki tej procedurze ,,zly” rozklad rozpoczynajacy sie
od A zostaje utozsamiony z rozktadem rozpoczynajacym si¢ od B.

Wezmy obecnie kilka dowolnych rozktadéw rozpoczynajacych sie od B
i odpowiadajace im ciggi numeryczne:

mianowicie: BAAABAB, (-1, 0, 1, 2, 1, 2, 1); BBBAAAA, (-1, -2, -3, -2, -1, 0, 1)
oraz BAABBAA (-1,0, 1,0, -1, 0, 1).

Jezeli zastosujemy do tych rozktadéw procedure odwrotng — wszystkim liczbom
stojacym przed zerem zmieniamy znaki na przeciwne, to otrzymamy ciagi: 1, 0,
1,2,1,2,1,czyli ABAABAB; 1, 2,3, 2,1, 0, 1, czyli AAABBBA oraz 1, 0, 1, O,
-1, 0, 1, czyli ABABBAA. Kazdy z tych ciagéw liczbowych i odpowiadajace im
rozklady przedstawiajg ,,zte” drogi rozpoczynajace si¢ od A.

Wykazali$my zatem, ze kazda droga ,,zta” rozpoczynajaca si¢ od A wyznacza
jednoznacznie droge rozpoczynajaca si¢ od B. Wiedzac, ze liczba drog

rozpoczynajacych sie od B wynosi (q;le), wnosimy, ze liczba drog ,,dobrych”
: LI q+p-1\ _ (q+p-1
jest roznica: ( p—1 ) ( q-1 )
Zatem prawdopodobienstwo, ze podczas prac komisji skrutacyjnej kandydat A
zawsze bedzie na czele wynosi:

(%2)-("2) _v-a

(737) p+d

Nie wypada zapomnie¢ o Bertrandzie, ktory jako pierwszy zainteresowat si¢ tym
zagadnieniem.
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Joseph Louis Francois Bertrand (1822-1900) zajmowal si¢ nie tylko ma-
tematyka, ale rowniez ekonomig i termodynamika. Juz w wieku9 lat biegle
postugiwal si¢ lacina i poznal podstawy geometrii i algebry. Znany jako
tworca stynnej hipotezy dotyczacej istnienia liczb pierwszych w przedziale
(n,2n-2)dlane N, orazn > 3.

W teorii prawdopodobienstwa Bertrand jest znany jako autor paradoksu
monet. W zwigzku z tym, ze paradoks ten dotyczyt losowania monet z urn,
mozemy $mialo zamie$ci¢ go w tym miejscu jako ,,deser” rozwazan
dotyczacych wyborow i losowania. Ot6z mamy do czynienia z trzema urnami.
W kazdej z nich s3 dwie monety. W jednej sa dwie zlote, w drugiej dwie srebrne,
a w trzeciej jedna srebrna i jedna ztota moneta. Wybieramy monetg z jednej urny.
Okazuje sig, ze jest ztota. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze druga moneta w tej
urnie jest rowniez ztota.

W wigkszo$ci przypadkéw odpowiedz brzmi: Y4, gdyz ztota moneta pochodzi
z jednej z dwoch urn, gdzie mamy dwie zlote lub jedng ztotg i jedng srebrna.
Zatem szansa na to, ze druga tez bedzie ztota wynosi 50%. Jest to odpowiedz
bledna. Nie uwzgledniamy faktu, ze, majac w reku jedng ztota monete mamy do
czynienia z prawdopodobienstwem warunkowym.

Wprowadzimy oznaczenia Z1, Z2 — pierwsza moneta ztota, druga moneta ztota,
ZZ — urna z dwiema zlotymi monetami, SS — urna z dwiema srebrnymi,
ZS —urna z jedng srebrng i jedng ztotag moneta.

Obliczamy:
_ P(Z2nZ1) _ P(21/22)-P(22) _
P(z2/z1) = P(Z1) ~ P(Z1/ZZ)-P(ZZ)+P(Z1/ZS)-P(ZS)+P(Z!/SS)-P(SS)
L1 5
-—__3 _2
e

Zaskoczenie, prawda?

64



Us, and them

And after all we're only ordinary men.

Me, and you.

God only knows it's not what we would choose to do.

Us and them — R. Waters, R. Wright

HABEMUS PAPAM

W roku 2013 po raz pierwszy w przeszto siedmiusetletniej historii papiez
sam zrezygnowat z urzedu i konklawe jeszcze za zycia Benedykta XVI zebrato
si¢, aby wybra¢ jego nastepce.

Najwyzszy dostojnik KosSciota wybierany jest w tajnym gltosowaniu. Kazdy
elektor oddaje swoj glos w sposob tradycyjny, zapisujgc nazwisko swojego
kandydata, na kartce papieru w ten sposob, aby po charakterze pisma nie mozna
byto rozpozna¢ kim jest glosujgcy. Gdy zaden z kandydatéw nie otrzyma
wymaganych 2/3 glosow ogoétu kardynatow, procedure gtosowania powtarza sie.
Konklawe ma miejsce w Kaplicy Sykstynskiej w Watykanie. Po gltosowaniu,
ktore nalezy powtorzy¢, nad Kaplicg unosi si¢ czarny dym. Natomiast po
glosowaniu, w trakcie ktorego zostal wybrany papiez, nad Kaplica pojawia si¢
biaty dym, a po chwili kardynal diakon obwieszcza wiernym zgromadzonym na
Placu Swigtego Piotra radosna nowing stowami: Habemus papam — Mamy
papieza oraz podaje jego imig¢. Jako ciekawostke podajemy, ze Jan Pawel 11
zostal wybrany w 6smym glosowaniu, Benedykt XVI w czwartym, a Franciszek
W piagtym.

Jedna z najciekawszych historii wyboru papieza odbyta si¢ na konklawe
w 1513 roku. Wsroéd 25 kardynatow uczestniczacych w konklawe, dwdch
byto uwazanych za najpowazniejszych kandydatow na nastepce §w. Piotra.
Wskutek podzialow migdzy frakcjami kardynalskimi, wigkszos¢ z glosujacych
postanowita zagtosowaé na kandydatow z gory skazanych na porazke, liczac ze
po kolejnych turach dojdzie do porozumienia pomigdzy najpowazniejszymi
pretendentami do tytutu. W ten nieoczekiwany sposob, zupetnie pomijany przez
wszystkich, sedziwy kardynat z Hiszpanii dostal az 13 glosow (17 glosow
wystarczalo by zosta¢ wybranym). Zaskoczeni tym wynikiem hierarchowie
szybko dogadali si¢ miedzy soba i wybrali jednego z faworytow, ktory po
wyborze przyjat imi¢ Leon X.

Zastanowmy si¢ nad fenomenem tak zaskakujacego wyniku — otrzymania az
13 glosow przez nieliczacego si¢ kandydata.
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Zatozmy, ze wsrod 25 elektorow, m nie ma najmniejszych szans na wybor.
Jednak duza grupa kardynatéw postanawia gtosowaé na tych, ktérzy nie maja
praktycznie szans na wybor, tylko po to, aby podczas kolejnych tur dojs¢ do
porozumienia i wyloni¢ wspdlnego kandydata. Taka strategia jest dosy¢ czesto
spotykana podczas wybordéw przewodniczacych réznych gremiow, gdy liczba
chetnych do objecia stanowiska jest zdecydowanie zbyt duza.

Zatem m kardynaléw uznajemy jako tych, ktorzy nie majg szans by zostaé
wybranymi na papieza. W strategii polegajacej na glosowaniu na kandydata,
ktéry z pozoru nie ma szans na wybor na papieza uczestniczy I kardynatow.
17 < r < 25. Glosuja oni losowo na ktorego$ sposrod m kandydatéw bez szans.
Obecnie zastanowimy si¢ na ile sposobow r kardynatdow moze glosowaé
na grupe M kardynaléw uznanych za kandydatéw straconych i bez szans na
wybranie.

Wyobrazmy sobie, ze kazdy z r kandydatow dysponuje jedng pitka, ktorag moze
wlozy¢ do jednej z m szuflad — oznaczajacych kardynatow bez szans. Jesli na
przyktad zatozymy, ze r = 10, natomiast m = 3, to problem glosowania na grupg
czarnych koni réwna si¢ ilosci sposobdéw na ile 10 nierozrdéznialnych kul mozna
wlozy¢ do trzech szuflad.

Ponizej przedstawiamy kilka mozliwych uktadow. Pierwszy obrazek pokazuje
uktad 3, 3, 4, nastepne modeluja rozktad 0, 1, 9 oraz 10, 0, 0.

O000I00OO0I00O0O0
IOI00000000O0
000000000 O0II

Zauwazmy obecnie, ze kazdy z uktadéw kul w szufladach odpowiada ciagowi
binarnemu sktadajacemu si¢ z 12 elementow 1 posiadajacemu 10 zer oraz dwie
jedynki. Odwrotnie, kazdy 12-elementowy cigg binarny o 10 zerach modeluje
pewien uktad kul w szufladach.

Liczbe ciggdw binarnych n-elementowych zawierajagcych k jedynek (n-k zer)
mozemy obliczy¢ w sposdb nastepujacy: losujemy sposrod n wszystkich pozycji
te miejsca, ktore bedg zajmowaty jedynki, a pozostate n-k miejsc oczywiscie
wypelnia zera. Mozemy réwniez zacza¢ od losowania n-k miejsc do wypelnienia
ich przez zera. Zatem liczba takich ciggow jest rowna:

n n
(k) - (n _ k)
Oznacza to, ze mozliwych uktadéow kul w szufladach jest:
(12)_(10+3—1)_(12)_(10+3—1)
2/ \ 3-1 /) \10/ 10
Ogodlnie, liczba sposobow, na ktore r kardynatow moze zaglosowac na grupe m
kardynatéw bez szans wynosi:
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(m+r—1)_(m+r—1>

m—-1 / T

Obecnie zastanowimy sig, jak obliczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia polega-
jacego na tym, ze ktory$ z grupy m kandydatow bez szans otrzymat az 13 glosow.
[lo$¢ sposobow otrzymania przez ktoregos z grupy m kardynatow 13 glosow,
oddanych przez grupe r kardynalow — tych trzymajacych wtadzg, rowna sie
ilodci sposobow na ile pozostatych r — 13 gloséw zostanie rozdysponowanych
pomigdzy m — 1 pozostalymi kandydatami bez szans.

Zatem liczba tych mozliwo$ci wynosi;

(m—1+r—13—1)

(m+r—15)
r—13

r—13
Oznacza to, ze prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze ktorys
z grupy m kandydatow bez szans otrzyma 13 gtoséw wynosi:

m(m+r—15

T

Prawdopodobienstwa te, dla r6znych warto$ci m oraz r, przedstawia tabela:

r=17 |r=18 |[r=19 | r=20
0.1111 | 0.1053 | 0.1000 | 0.0952
0.0526 | 0.0632 | 0.0727 | 0.0813
0.0159 | 0.0225 | 0.0296 | 0.0373
0.0048 | 0.0077 | 0.0112 | 0.0155
0 | 0.0016 | 0.0028 | 0.0043 | 0.0065

333|133
minfu|n|n
Blo|o| (N

Jak widzimy, szanse na zaistnienie takiego zdarzenia sg bardzo mate. Zanim
przejdziemy do komentarzy, obliczmy prawdopodobienstwo zdarzenia, ze ktorys
z kandydatow z grupy bez szans otrzyma co najmniej 17 glosoéw, czyli liczbg
wystarczajaca, aby zosta¢ papiezem.

Zastanawiamy si¢ nad podzialem gltosow, jaki nastgpi przy glosowaniu r

kandydatow bioracych udziat w tej strategii.

Przypomnijmy, Ze:

a) ilo$¢ sposoboéw na ile ktory$ z grupy m kardynatéw otrzyma 14, 15, 16...
glosow z grupy r kardynalow — tych trzymajacych wtadzg, rowna si¢ ilosci
sposobow na ile pozostatych r — 14, r — 15, r — 16... gloséw zostanie
rozdysponowanych pomigdzy m — 1 pozostatymi kandydatami bez szans,

b) liczba sposoboéw otrzymania 14 gloséw przez ktéregos z ,.czarnych koni”
wynosi zatem:
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(m—1+r—14—1> _ <m+r—16) _ <m+r—15—1)
r—14 A\ r-14 /) \ r—-13-1
) liczba sposobow na otrzymanie 15 glosow przez ktérego$ z ,,czarnych koni”
WYnosi:
(m—1+r—15—1> _ (m+r—17> _ <m+r—15—2)
r—15 ~\ r—-15 / \ r—13-2
d) liczba sposobdw na otrzymanie 13+i gloséw przez ktoregos z ,,czarnych koni”
wynosi zatem:
(m +r—15-— i)
r—13—i
W przypadku, gdy chcemy by liczba glosow wynosita co najmniej 17,
zauwazamy, ze | = 4, 5, 6,... Wobec powyzszego, liczba sposobow na otrzymanie
17 + k glosow, k = 0,1,2,... przez ktorego$ z listy m kandydatow bez szans
WYynosi:
(m +r—19 — k)
r—17—k
Zauwazmy, ze k=0,1, 2,..., r—17.
Zatem prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze ktdry§ z m

kardynatéw marionetek zostanie wybrany na papieza (to znaczy uzyska co
najmniej 17 gtoséw) wynosi:

r—17
m Z (m +r—19 — k)
(m+r—1) r — 17 — k
T k=0
Obecnie, zanim przejdziemy do dalszych wyliczen, przez chwile zajmiemy si¢
wlasnosciami wspotczynnikow dwumianowych (Z), gdyz pewne ich wlasnosci

pozwola nam na znaczne uproszczenie wzoru na prawdopodobienstwo wyboru
papieza sposrod grupy niemajgcych szans na wybor.

Wtlasnos¢ 1:

i=0(d) = (1) e 20

Dowdd tej whasnosci przeprowadzimy przez indukcje:
Dlan =1 mamy:
0+ (@) =1+1=(50)=() =2
c c) “\e+1/) 1)

68



Nastepnie zakladamy, ze Yp_o(¥) = (*71), ¢ >0 oraz badamy zachowanie
sumy: Zn+1(k)
Chcieliby$my, aby Zn“(k) (2

c+1
Faktycznie:
n+1
k n+1 n+1 (n+ 1) 1 1
2.() =G )+ () —amalemt =)
£ \c c+1 c cl(n—c)\c+1 n+1-c¢
_ (n+2)! _
T (c+DI(n+1-0)
_(n+2>
T \c+1
Wtasnosé 2:
zn:(r+k) (r+n+1>
n
k=0
Dowod:

Oczywiscie ("T°) = ("*"). Zatem korzystajac z whasnosci 1, mamy:

NS GUR G e N

Wiasnos¢ 3: Dla 0 < m < n mamy:

m

Z(n—k)_(n+1)

m—k/) \ m
k=0

Dowad:

Wykorzystujac wtasnos¢ 2, mamy:

LG I Y G R e P Ly
+("") =
=T I )+ ()
Z(n m+k)

<kr70 m+m+1) (n+1>

m
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Obecnie powrocimy do prawdopodobienstwa wyboru papieza, zauwazajac, ze
zgodnie z wlasno$cig 3 mamy:

r—17
z (m+r—19—k> _ <m+r—18)
r—17—-k /J \ r—17
k=0
Zatem:
r—17
m Z(m+r—19—k> m <m+r—18)
TmEr—1y _ _ = TmAr—1y _
(m+rr ) — r—17 — k (m+rr ) r—17
m(m+r—18)!r!
T =17 (m+7r—-1)!

Prawdopodobienstwa te przedstawiono w tabeli ponize;j.

r=17 |r=18 |[r=19 |r=20
0.0556 | 0.1053 | 0.1500 | 0.1905
0.0035 | 0.0120 | 0.0260 | 0.0452
0.0 0.0 0.0 0.0063
0.0 0.0 0.0 0.0011

HWinfnin|=

OO | BN

313|333

Podobnie jak obliczylismy prawdopodobienistwo otrzymania co najmniej 17
glosow, mozemy (uzywajac tej samej metody) dokonaé¢ kalkulacji prawdo-
podobienstwa otrzymania co najmniej 13 glosow przez ktorego$§ z kardynatow
Z grupy m czarnych koni.

Otrzymamy wowczas:

m rig(m+r—15—k>_ m <m+r—14)
(m*'rr‘l) N - 13—k (m+:‘1) r—13
m(m+r —14)!r!
=13 (m+r-1)

Nastepnie podamy kilka przyktadowych wartosci dla roznych m oraz r.

r=17 |r=18 |[r=19 |r=20
0.5556 | 0.6316 | 0.7000 | 0.7619
0.1228 | 0.1684 | 0.2182 | 0.2710
0.0287 | 0.0449 | 0.0652 | 0.0895
0.0076 | 0.0132 | 0.0209 | 0.0309

3(3(3|3
mfuf{n|n
OO~ IN
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Zastanowmy si¢, czy rzeczywiscie kardynatowie na konklawe w 1513 roku
postapili wlasciwie. Przypomnijmy, ze po pierwszym glosowaniu, w ktorym
jeden z figurantow dostat 13 glosow (bo poczatkowo nikt nie chciat glosowaé na
faworyta), kardynalowie przestraszyli si¢. Szybko porozumieli si¢ migdzy soba
1 wybrali papieza sposrod najbardziej liczacych si¢ eminencji.

W tabelce przedstawiamy prawdopodobienstwa otrzymania co najmniej 17
glosow, przy zatozeniu otrzymania co najmniej 13 glosow.

r=17 |r=18 |[r=19 |r=20
0.1000 | 0.1667 | 0.2142 | 0.2500
0.0285 | 0.0712 | 0.1191 | 0.1667
0.0 0.0 0.0 0.0703
0.0 0.0 0.0 0.0365

OO |B(IN

33|33
INRINNINNT

Jak widzimy, istniatloby pewne zagrozenie, rzedu 25%, ze ktéry$ z dwojki
nieliczacych si¢ kardynaléw zostanie wybrany, gdyby w strategii glosowania
na figurantéw uczestniczylo 20 kardynatow. Zagrozenie zwigksza si¢ wraz
ze wzrostem glosujacych kardynatow. Zatem mozemy pogratulowac elektorom
wyCzucia. Zmieniajac strategi¢ juz w nastgpnym glosowaniu, wybrali papieza
sposrod grona szanowanych faworytow. Leon X kierowal Kosciotem
przez 8 lat.

Kolejne, ciekawe z punktu widzenia teorii prawdopodobienstwa konklawe
miaty miejsce w 1334 i 1431 roku.

Podczas konklawe 1334 roku dwudziestu czterech kardynatow przez
pierwsze siedem dni ktdcito sie i nie doszto wtedy do ani jednego gltosowania.
Kardynatowie podzielili si¢ na rozne frakcje i na znak protestu, ze nie moga
doj$¢ do kompromisu, postanowili — niezaleznie od siebie — zaglosowaé na
kardynata zupelie nieliczacego si¢ i niemajacego zadnych szans na wybor.
Wydawalo si¢ wowczas, ze w grupie 24 kardynatow, pigciu jest absolutnymi
figurantami i nie majg szans na wybor. Ku zdumieniu wszystkich zebranych,
kardynat Fournier zdobyl maksymalng liczbe glosow 1 zostat ogloszony
papiezem. On sam byt tak zdumiony, ze powiedziat stynne stowa: ,,wybraliscie
osta”. Tak dokonano wyboru Benedykta XII.

Podobna historia zdarzyta si¢ podczas konklawe 1431 roku. Dwoch najpowaz-
niejszych kandydatow zabiegato o glosy kardynatéw, ktorzy w pierwszej turze
chytrze postanowili glosowaé na kogo$ zupetnie bez szans. W tym przypadku 14
kardynatow juz w pierwszym glosowaniu zgodnie i przypadkowo wybrato papieza
—niewiele znaczacego Kardynata z Sienny. W ten sposob wytoniono Eugeniusza IV.
W tej czesci rozdzialu oméwimy, jakie byly szanse na zajScie takiego zdarzenia,
ze kardynalowie niezaleznie od siebie oddali glosy na kolegow absolutnie
niespodziewajacych si¢ wyboru, a nie na godnych papabili, bo tak okresla si¢
pewnych kandydatow, godnych pozycji papieza.
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Uzyjemy metody prostszej niz w pierwszej czeSci rozdziatu, zakladajac
dodatkowo, ze nikt nie moze glosowaé sam na siebie. Dodatkowo, jezeli kilku
kandydatéw glosowato na t¢ sama osobeg, to wyniki te bedziemy uwazali za
rozne, cho¢ nie r6znig si¢ w ilosci gtoséw oddanych na danego kandydata.

Wyobrazmy sobie zatem, ze w konklawe uczestniczy n kardynalow. W tej
grupie mamy k kardynalow zupelnie bez szans, okreSlanych jako grupa
»czarnych koni”. Kardynatowie glosujg przypadkowo na jednego kandydata.
Obliczymy prawdopodobienstwo, ze ktory$ kardynat z grupy nieliczacych na
wybor otrzyma glosy wszystkich pozostatych.

Kazdy sposrod grupy K ,,czarnych koni” ma do wyboru k — 1 kandydatow.
Natomiast kazdy z pozostatych n — k kandydatéw moze gltosowaé na kazdego
z grupy k-osobowej. Zatem liczba sposobéw na oddanie glosow na kogo$
z grupy nieliczacych si¢ kardynatow, wynosi:

(k — 1)k - knk

Sposrod tych glosow, oddanych na grupe k osobowa, policzmy na ile sposobow
mozna zaglosowaé¢ w ten sposob, aby wyloni¢ zwyciezce najwicksza liczba
glosow. Najpierw zauwazmy, ze najwigksza liczba glosow, jaka mozna
otrzyma¢ wynosi n — 1 (nie mozna glosowac na siebie). Maksymalng liczbe
gloséw moze otrzymac kazdy z k kardynatow. On sam jednoczesnie glosuje na
jednego z k — 1 kandydatéw. Zatem liczba sposobow gwarantujacych, ze jeden
z listy nieliczacych sie kardynaléw dostanie maksymalna liczbe gtoso6w wynosi:

k(k — 1)

Prawdopodobienstwo, ze kto§ z grupy kardynaldow bez poparcia otrzyma
maksymalna liczbe gtosow wynosi wobec tego:
k(k—1) 1
(k — 1)k - kn-k T gn—k-1. (k — 1)k-1

Dla konklawe z 1334 roku mamy n = 24 oraz k = 5.
Wtedy opisane prawdopodobienstwo wynosi:

W = 102 " 10_15

W przypadku konklawe z 1431 roku mamy n = 14, k = 12 i prawdopodobienstwo
wybrania czarnego konia maksymalng liczbg glosow wynosi:

W = 292 - 10_13
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Prawdopodobienstwa te sg tak male, ze az trudno uwierzy¢, ze historie te
wydarzyty si¢ naprawdg. Pozostaje zatem samemu rozstrzygnaé, czy wspomniane
historie wyboru papiezy sa prawdziwe, czy moze w wyborze posredniczyta
wowczas faktycznie jaka$ nadprzyrodzona sita.

Na zakonczenie dodajmy tylko, ze wszystkie informacje dotyczace przebiegu
konklawe pochodza z wielotomowej Historii papiezy od konca Sredniowiecza
napisanej przez Ludwiga von Pastora (1854-1928). Pastor byt pierwszym
historykiem, ktory otrzymat od papieza pozwolenie na korzystanie z zasobow
Tajnego Archiwum Watykanskiego.
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There is no dark side
of the moon really.
Matter

of fact it's all dark.

R. Waters
TAJEMNE PRZEKAZY

W 1997 roku pojawit si¢ na rynku ksiegarskim — Kod Biblii, autorstwa
amerykanskiego dziennikarza Michaela Drosnina, ktéry zainspirowany pracami
izraelskiego matematyka Eliyahu Ripsa opisat ukryte w Biblii przepowiednie
wojen, zamachow a takze rozw6j wspotczesnego Swiata.

Eliyah Rips (1948-) jest matematykiem Uniwersytetu Hebrajskiego
w Jerozolimie. Urodzony w Rydze byl cudownym dzieckiem i geniuszem
matematycznym. W wieku 20 lat w protescie przeciwko inwazji
wojsk Ukladu Warszawskiego na Czechoslowacje prébowal dokonaé
samospalenia w swojej rodzinnej Rydze. Uratowany, przymusowo leczony
psychiatrycznie, wyemigrowal do Izraela w 1972 roku.

Rips odkryt kod w oryginalnej hebrajskiej wersji Starego Testamentu.
Po wyeliminowaniu w tek$cie Piecioksiggu wszystkich spacji otrzymat nie-
przerwany ciag liter. Nastepnie Rips napisat program komputerowy skanujacy
ow dlugi ciag liter w poszukiwaniu nowych informacji poprzez odczytywanie
stow ztozonych z liter pojawiajacych sie¢ w jednakowych odstepach. W ten
sposob powstawaty wyrazy i zdania tajemnego przekazu.

W tym rozdziale dokonamy krotkiego eksperymentu.

Ponizej przytaczamy pierwszy rozdzial Ksiggi Rodzaju dotyczacy

Stworzenia Swiata.
Wybierzmy losowo jedno stowo z pierwszego zdania, powiedzmy stowo ziemie.
Wyznaczamy liczbg liter w tym stowie (6) i, przeskakujac 6 stoéw, docieramy do
kolejnego stowa: pustkowiem. Nastepnie powtarzamy procedurg, tzn. liczymy
litery w stowie (10) i przeskakujemy 10 slow, by otrzymaé¢ unosil. Tak poste-
pujac, wyznaczamy ciag stow w tekscie zaznaczonych pogrubiong czcionka.

Na poczatku Bog stworzyl niebo i ziemie. Ziemia za$ byla beztadem
i pustkowiem: ciemnos$¢ byta nad powierzchnig bezmiaru wod, a Duch Bozy
unosil si¢c nad wodami. Wtedy Bog rzekl: «Niechaj si¢ stanie $wiatlo$é!»
| stala si¢ swiatlos¢. Bog widzac, ze $wiatlos¢ jest dobra, oddzielit ja od
ciemno$ci. | nazwal Bog $wiatlos¢ dniem, a ciemno$¢ mazwal noca. | tak
uptynatl wieczér i poranek — dzien pierwszy. A potem Bog rzekl: «Niechaj
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powstanie sklepienie w $rodku wod i niechaj ono oddzieli jedne wody od
drugich!» Uczyniwszy to sklepienie, Bog oddzielit wody pod sklepieniem
od wod ponad sklepieniem; a gdy tak sie stalo, Bog nazwal to sklepienie
niebem. | tak uptynal wieczor i poranek — dzien drugi. A potem Bog rzekt:
«Niechaj zbiorg si¢ wody spod nieba w jedno miejsce i niech si¢ ukaze
powierzchnia sucha!» A gdy tak si¢ stalo, Bog nazwat t¢ suchg powierzchnie
ziemia, a zbiorowisko wod nazwal morzem. Bog widzac, ze byty dobre, rzekt:
«Niechaj ziemia wyda rosliny zielone: trawy dajace nasiona, drzewa owocowe
rodzace na ziemi wedlug swego gatunku owoce, w ktorych sg nasionax. I stalo
si¢ tak. Ziemia wydata ro$liny zielone: traw¢ dajaca nasienie wedlug swego
gatunku i drzewa rodzace owoce, w ktorych bylo nasienie wedtug ich
gatunkéw. A Bog widzial, ze byly dobre. | tak uptynat wieczor i poranek —
dzien trzeci.

A potem Bog rzekl: «Niechaj powstang ciata niebieskie, $§wiecace na
sklepieniu nieba, aby oddzielaty dzien od nocy, aby wyznaczaty pory roku, dni
i lata; aby byly cialami jasniejacymi na sklepieniu nieba, aby $wiecity nad
ziemigy. I stalo si¢ tak. Bdg uczynitl dwa duze ciala jasniejace: wicksze, aby
rzadzito dniem, i mniejsze, aby rzadzito noca, oraz gwiazdy. I umiescil je Bog
na sklepieniu nieba, aby $wiecity nad ziemig; aby rzadzily dniem i noca
i oddzielaly $wiatto$¢ od ciemnosci. A widzial Bog, ze byly dobre. I tak uplynat
wieczor i poranek — dzien czwarty.

Potem Bég rzekl: «Niechaj sie zaroja wody od roju istot zywych, a ptactwo
niechaj lata nad ziemia, pod sklepieniem nieba!» Tak stworzyl Bog wielkie
potwory morskie i wszelkiego rodzaju plywajace istoty zywe, ktorymi zaroity
si¢ wody, oraz wszelkie ptactwo skrzydlate réznego rodzaju. Bog widzac, ze
byly dobre, pobtogostawit je tymi stowami: «Badzcie ptodne i mnozcie sig,
abyscie zapelnialy wody morskie, a ptactwo niechaj si¢ rozmnaza na ziemi».
| tak uptynagt wieczor i poranek - dzien piaty. Potem Boég rzekt: «Niechaj
ziemia wyda istoty zywe roznego rodzaju: bydloe, zwierzgta petzajace i dzikie
zwierzeta wedlug ich rodzajow!» I stalo si¢ tak. Bog uczynil rézne rodzaje
dzikich zwierzat, bydta i wszelkich zwierzat petzajacych po ziemi. I widziat Bog,
ze byly dobre. A wreszcie rzekl Bog: «Uczynmy cztowieka na Nasz obraz, po-
dobnego Nam. Niech panuje nad rybami morskimi, nad ptactwem powietrznym,
nad bydtem, nad ziemig i nad wszystkimi zwierzetami petzajagcymi po ziemi!»
Stworzyl wigc Bog cztowieka na swoj obraz, na obraz Bozy go stworzyt: stworzyt
mezczyzne 1 niewiaste. Po czym Bog im blogostawil, méwigc do nich:
«Badzcie plodni i rozmnazajcie si¢, abyscie zaludnili ziemie 1 uczynili jg sobie
poddana; abyscie panowali nad rybami morskimi, nad ptactwem powietrznym i
nad wszystkimi zwierzgtami petzajacymi po ziemi». I rzekt jeszcze Bég: «Oto
wam daje wszelka rosling przynoszaca ziarno po catej ziemi i wszelkie drzewo,
ktoérego owoc ma w sobie nasienie: dla was beda one pokarmem. A dla
wszelkiego zwierzecia polnego i dla wszelkiego ptactwa w powietrzu, i dla
wszystkiego, co sie porusza po ziemi i ma w sobie pierwiastek zycia, bedzie
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pokarmem wszelka trawa zielonay. I stato si¢ tak. A Bog widzial, ze wszystko,
co uczynit, byto bardzo dobre. | tak uplynal wieczor i poranek — dzien szosty.
Tak otrzymali§my cigg wyrazow, w ktorym kilkakrotnie pojawia si¢ stowo Bég
oraz na przyktad zdanie: Bog nad ziemia stworzyl mezczyzne dla ziemi.

Ostatnie zdanie moze w zaleznoS$ci od intencji i sity wiary mie¢ przerdzne
interpretacje.

Zauwazmy obecnie, ze gdyby$Smy wybrali w pierwszym zdaniu zamiast

stowa ziemie spojnik i, to woOwczas cigg wyrazow odpowiadajacy stowu
kluczowemu i, zaczatby si¢ pokrywac z poprzednio wyznaczonym ciggiem juz
przy stowie ziemi¢ w tym samym zdaniu.
Wybierajac jako kluczowe stowo Bog, w pierwszym kroku juz otrzymamy i,
co powoduje, ze ciag wyrazow bedzie wspdlny od stowa ziemie. Stowo na
w pierwszym kroku daje Bog potem i, dalej ciag jest taki sam. Cigg wyrazow
rozpoczynajacy si¢ od niebo do wyrazu mnazwal jest inny od pierwszego
wybranego ciggu, potem ciagi juz si¢ pokrywaja. Rozpoczynajac wedréwke
od stowa stworzyt juz w drugim zdaniu, przy wyrazie pustkowiem, wpadamy
w cigg wyznaczony przez stowo ziemie. Slowo poczatku, tez prowadzi nas
do drugiego zdania i wyrazu pustkowiem.

Powyzsze przyktady pozwalaja na zastanowienie si¢, czy przypadkiem przy
odpowiednio dlugim tekscie, dwa rozne stowa kluczowe nie generuja ciaggow,
ktore od pewnego elementu si¢ pokrywaja. Dlatego bardziej od tresci przekazu
zainteresuje nas problem wyliczenia prawdopodobienstwa nastepujacego
zdarzenia: dwa rozne stowa kluczowe (poczgtkowe) wyznaczajq ciggi znakéw,
pokrywajgce sie od pewnego miejsca.

Sprobujmy wyobrazi¢ sobie matematyczny model przekazu Ksiegi Rodzaju.
Dysponujemy zbiorem n liczb naturalnych T = {s,s,, ..., s,} niekoniecznie
roznych. Kazda z tych liczb odpowiada ilosci liter w kolejnym stowie tekstu.

W naszym przypadku dla pierwszego rozdziatu Ksiegi Rodzaju mamy n = 589.
Wybieramy losowo stowo s;;i > 2,1 traktujac je jako kluczowe, generujemy
cigg wyrazow S;.

Nastegpnie (dla uproszczenia) wybieramy stowo s; wyznaczajace ciag stow S;.
Naszym zadaniem bedzie obliczenie prawdopodobienstwa pokrycia si¢ elementéw
tych ciggdow na stowie ze zbioru T.

Niech s bedzie srednia dlugoscia stowa w tekscie: s = @ W jezyku polskim
srednia dlugo$¢ wyrazu wynosi 5,4 litery. W jezyku angielskim 4,2 litery.
Mozna wykaza¢, ze dwa nieskonczone ciggi o dowolnych stowach kluczowych

i o takim samym $rednim skoku spotkajg si¢ w pewnym elemencie z prawdo-

., 1 01 1
odobienstwem: p == - - = —.
p p s s 52
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Prawdopodobienstwo zdarzenia opisujacego pokrycie si¢ dwdch ciaggdw na
stowie k-tym wynosi:

PX=k)=Q-p)*p=qg""p

Zmienna losowa X oznacza numer slowa, przy ktérym nastgpuje pokrycie
dwoch ciagow.

Z whasnoéci ciggdéw geometrycznych wynika natychmiast, ze P(X > k) = q*.
Wobec powyzszego, dla k > r mamy:

P(X>knXzr) _ P(Xx>k) _ q*
P(x=r)  P(X=r) q't

PX>k/X=1)= =gkl =PX>k—-1+1)
Obecnie przypominamy, ze mamy do czynienia z dowolnym ciggiem wyrazow
generowanym przez stowo kluczowe s;;i = 2 oraz z ciggiem wybranym od
poczatku ze stowem kluczowym s;.

Pokrycie si¢ tych nieskonczonych ciagdw nastepuje z prawdopodobienstwem 1/s,
gdyz tylko jeden z nich ma dowolny punkt startowy.

Prawdopodobienstwo, ze ciagi te spotkaja si¢ poza zbiorem T wynosi:

P(X > n/wybrano ciggi o kluczach s;,i = 2;s;) " (1 - %) =PX>n-1)-
1\ no1 1
(1=3)=a(1-3)
Zatem prawdopodobienstwo, ze ciagi wyrazéw spotkaja si¢ wewnatrz zbioru T

WYynosi:
-(1-9)(-5)
s s2

W naszym przypadku otrzymamy:

n-1

1 1 1588
1-(1-=)(1-25) " =0,99999999900000957581581335761551
Okazuje si¢ zatem, ze ciagg wyrazow generowany przez dowolny wyraz tekstu
z pewnoscia pokryje si¢ z ciaggiem wyznaczonym przez pierwsze stowo tekstu.
Zatem odczytywanie z Biblii tajemnych przekazow metoda skokow
stownych prowadzi do tych samych rezultatow bez wzglgdu na miejsce startu.
Rezultat ten zostal z powodzeniem wykorzystywany przez iluzjoniste
Alexandra F. Krausa, do sztuczki z kartami, ktorg sam opisat w 1957 roku
w czasopi$mie Ibidem.
Wybieramy z widowni ochotnika i prosimy go o doktadne potasowanie talii kart.
Nastepnie prosimy go o roztozenie wszystkich kart kolejno, tak by byly
widoczne ich wartosci. Kolejno prosimy o sekretne wybranie ktorejs z poczat-
kowych kart. Zgodnie z jej warto$cia przesuwamy si¢ w ciagu kart o tyle pozycji,
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ile ona sama wskazuje. Docierajac do kolejnej karty, postgpujemy analogicznie.

W ten sposob ochotnik wybiera nastgpne karty w talii, az do momentu gdy

zabraknie kart do wykonania kolejnego skoku zgodnego z warto$cig karty. Karta

ta jest ostatnia w jego ciagu i powinien ja zapamigta¢. Iluzjonista zgodnie

z procedurg ,,Kodu Biblii”, postepujac analogicznie i rozpoczynajac z pierwsza

kartg jako stowem kluczowym, ma duze szanse na to, by dwa ciagi kart pokryly sie.

Obliczymy obecnie prawdopodobienstwo pokrycia si¢ ciggow kart w zaleznosci

od warto$ci im przypisywanych.

a— Gdy kartom przypisujemy wartosci: As = 1, 3, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,
W =11, D = 12, K = 13 to wowczas $rednia dtugos¢ skoku wynosi:
4(1+2+3+--+13)

— =7,n=52.
Zatem prawdopodobienstwo pokrycia si¢ ciagow kart wynosi:

1- (1 - ;) (1 - 71—2)51= 0,7005.

b- Gdy kartom przypisujemy wartosci: As = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,

W =10, D = 10, K = 10 to woéwczas srednia dlugos¢ kroku wynosi

4(1+2+3+---+9+4-10 85
( ) = E,Tl = 52.

52
Prawdopodobienstwo pokrycia si¢ ciaggdw kart wynosi:
13 132\ 51

1-(1-2)(1-35) =0.7467.

c— Gdy kartom przypisujemy wartosci: As = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,
W =5 D =5, K =35, wowczas $rednia warto$¢ skoku wynosi 70/13
i prawdopodobienstwo pokrycia ciggéw wynosi: 0.8641.

d— Gdy kartom przypisujemy wartosci: As = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,
W =1 D =1, K =1, wowczas $rednia wartos¢ skoku wynosi 58/13
i prawdopodobienstwo pokrycia ciggow wynosi: 0.9440.

e — Gdy kartom przypisujemy wartosci réwne liczbie liter okreslajacych ich
numery i figury, tzn.:
As (2), dwa (3), trzy (4), cztery (6), pie¢ (4), sze$¢ (5), siedem (6), oSiem
(5), dziewiec (8), dziesigc (8), walet (5), dama (4), krol (4) to wtedy $redni
krok wynosi 70/13 i prawdopodobiefistwo pokrycia ciggéw wynosi: 0.8641.
Gdy kartom przyporzadkowujemy wartosci rowne liczbie liter okreslajacych
ich numery i figury w jezyku hiszpanskim, to wtedy $redni krok wynosi
56/13 i prawdopodobienstwo pokrycia ciaggow wynosi: 0.9544.

Gdy kartom przyporzadkowujemy warto$ci rowne liczbie liter okreSla-
jacych ich numery i figury w jezyku angielskim, to wtedy $redni krok
wynosi 4 i prawdopodobienstwo pokrycia ciagéw wynosi: 0.9721.

Jak widzimy powodzenie sztuczki zalezy tylko od umiejetnego stopniowania
napigcia przez iluzjoniste, gdyz np. liczenie wartosci kart w jezyku angielskim
gwarantuje zawsze pozytywny rezultat.
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Tired of lying in the sunshine staying home to watch the rain.
You are young and life is long and there is time to kill today.
And then one day you find ten years have got behind you.
No one told you when to run, you missed the starting gun.

D. Gilmour, M. Mason, R. Waters, R. Wright

MATEMATYKA DZIECINSTWA I WYJATKOWYCH DNI

Lata mtodosci zapisuja si¢ na trwalte w naszej pamigci. Wowczas kazda zima
byta rekordowo zimna, a miasta byly zasypane $niegiem. Kazde lato byto gorace
z wyjatkowymi temperaturami lipca i sierpnia. Wakacje spedzane z rodzicami.
Nauka wedkowania i wystuchiwane tlumaczen podczas wycieczek do lasu,
ktore grzyby sa jadalne, a ktérych nalezy unika¢. Wtedy prawie kazda ztowiona
ryba byla wigksza od poprzedniej, a kolejny prawdziwek bardziej okazaly od
poprzedniego. A dziewczyny, a chlopaki, przyjaciele, przyjacidtki... Wtedy
wydawalo si¢, ze silniejszej przyjazni juz nie bedzie.

Niedawno uslyszatem rozmoweg dwoch dojrzatych, eleganckich pan, ktore
wymieniaty si¢ swoimi spostrzezeniami dotyczacymi atrakcyjnosci otaczajacych
ich, na przestrzeni lat, mezczyzn. Wspdlnie doszly do wniosku, ze dawniej
podczas obozéw, kolonii, wycieczek, wyjazdow wakacyjnych czy wrecz pobytow
na potancowkach (tak kiedy$ nazywano zabawy przy muzyce organizowane
w publicznych lokalach — swietlice wiejskie, domy kultury, remizy itp.) za
kazdym prawie razem spotykaty ol$niewajaco przystojnych chlopakéw. Kazde
wyjscie, czy wyjazd byl okazja na spotkanie czarujacego mezczyzny. Bardzo
czgsto okazywato sig¢ rowniez, ze wlasnie poznany chlopiec przewyzszal swa
uroda i wdzigkiem swych poprzednikow.

Natomiast obecnie, gdy liczba okazji na zawarcie nowych znajomosci wcale
si¢ tak radykalnie nie zmniejszyla, coraz trudniej jest poznaé przystojnego
mezezyzne, ktory oczarowatby swym urokiem i przewyzszat swych poprzednikow.

Przystuchiwalem si¢ tej rozmowie na tyle niezrgcznie, ze moja obecnosc
zostala zauwazona. Wowczas, mobilizujgc wszystkie sity 1 zmysty, staratem si¢
zatuszowaé swoje zmieszanie, jednoczesnie probujac z wdzigkiem si¢ usmiechac.
Panie, wzruszajac ramionami, wymienity porozumiewawcze spojrzenia, ktore
jednoznacznie wskazywatly, ze jest nawet gorzej niz si¢ spodziewaty. Swym
wygladem nie tylko potwierdzalem regulg, ale rownoczesnie zdalem sobie
sprawe, ze w rankingu atrakcyjnosci, gdyby odwrdcic tabele — bytbym na czele.
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Czy faktycznie panie maja racje i czy rzeczywiscie dawniej zimy byly bardziej
srogie a lata goretsze? Czy w mtodosci towione ryby byly czeséciej rekordowe
niz obecnie? Czy przyjaznie byly silniejsze, a znajomosci bardziej atrakcyjne?

W tym rozdziale sprobujemy odpowiedzie¢ na te pytania.

Na poczatku skonstruujemy model zagadnienia i analitycznie zastanowimy
si¢ nad problemem. Zaktadamy zatem co nastepuje:

Kazdy przedmiot naszej oceny ma swojg wartos¢ w pewnej mierze. Moze
by¢ to dlugos¢ (w przypadku ryb), srednie temperatury w styczniu, lutym (srogie
zimy), $rednie temperatury lipca i sierpnia (upalne lata), cigzar (grzyby),
atrakcyjnos¢ mezczyzny.

Dysponujemy zatem n-elementowym ciggiem (wartosci ocen) liczb
rzeczywistych: x;, x5, ..., x,. Moéwimy, ze warto$¢ x;, jest rekordowa
(x; jest rekordem) jezeli x;, jest wiekszy od wszystkich liczb go
poprzedzajacych tzn x;, > max {x;, x5,..., x,_1}dla k = 2.

Dla utatwienia postgpowania zaktadamy, ze x; # x;, dlai # .

Opiszemy kilka wtasnosci rekordowych wartosci w ciggu. Nastepnie za$
dokonamy interpretacji tych rezultatow z punktu widzenia wrazen z mtodosci
i lat minionych.

Obliczymy prawdopodobienstwo zdarzenia, ze w ciggu xy, X5, ..., X, liczba
X, jest rekordowa. Oto6z n liczb moze by¢ ustawione w cigg na n! mozliwosci.
Aby x, bylta rekordowa, na ostatnim miejscu w ciggu ustawiamy najwickszg
z tych n liczb, a pozostale n—1 liczb mogg w dowolny sposob by¢
permutowane. Zatem p,, — prawdopodobienstwo zdarzenia, ze liczba stojaca na
n-tej pozycji jest rekordowa — wynosi:

_ (n-1)!
==

1
n n

Wyznaczymy obecnie $rednia liczbg rekordowych wartosci w ciggu o dtugosci n.
Niech zmienna losowa:

X, = {1, gdy x;, jest rekordowa
k=10, gdyx, nie jest rekordowa

wowczas:
EXp) =1-pp+0-(1—py) =pi

Zatem liczba rekordowych wartosci w ciggu o dtugosci n — wynosi: X; + X, +
-+ + X,,. Natomiast $rednig liczbe rekordowych wartosci w ciggu o dtugosci n
wyliczamy jako:

1 1
E(Xy + Xy o+ Xp) = EQ0) + E(X) ++ E(Xp) = 145+ 4~ SRy,
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W tabeli ponizej podajemy zaokraglone w dot, do liczby catkowitej, $Srednie
liczby rekordowych wartosci dla ciggéw o dtugosci n.

n [1]4]11]31]83
SR, |1|2|3 |4 |5

Zauwazmy zatem, ze na przyklad dla ciagow o dhugosciach od 11 do 31,

$rednia liczba rekordow waha si¢ pomiedzy 3 a 4, dla ciggow o dhlugosciach
pomiedzy 4 a 10 $rednia liczba rekordow jest mniejsza od 3. Jak tatwo zauwazy¢
liczba rekordéw w ciagu ro$nie bardzo wolno.
Zatem wsrod pierwszych zanotowanych miar fatwiej o rekordowe wartosci. Gdy
cigg miar robi si¢ dtuzszy, coraz trudniej jest natkna¢ sie na rekordy, czyli wsrod
lat i zim, ktore pamigtamy z mtodos$ci na pewno tatwiej byto o rekordy niz teraz,
rozpatrujac ciag kilkunastu lub nawet kilkudziesieciu poér roku. Podobnie wsrdd
pierwszych kilku przyjaciot czy sympatii tatwo bylo trafi¢ na tych najwspa-
nialszych 1 najpickniejszych. Obecnie, gdy dysponujemy dlugim ciggiem
warto$ci ocen naszych przyjaciol i atrakcyjno$ci naszych sympatii, coraz
rzadziej i trudniej spotykamy osobg o najwigkszej ocenie. Nie robimy si¢ wcale
bardziej wybredni ani nie bardziej tolerancyjni, tylko rekordowe wartosci
pojawiaja si¢ rzadziej wraz ze wzrostem ciggu doswiadczen i doznan.

Piszacemu ten tekst gleboko zapadt w pamieci dzien 14 XI 2008 roku.
Wtedy postanowit zmieni¢ swoje zycie. | wcale nie dlatego, ze obudzit si¢ nagle
0 godz. 1:11, co jest powodem (jak twierdza matematycy) podjecia radykalnych
zmian w swoim systemie wartosci. Niech przyczyna tego kroku pozostanie
niewyjawiona.

Pamigtam, ze tego dnia padat lekki deszczyk i pomimo jesiennej stoty byto

bardzo ciepto. Zabawimy si¢ — ile $rednio lat musi uptynaé, aby 14 Xl spadio
wigce]j deszczu niz pamigtnego (dla mnie) 2008 roku. Do dzisiaj (2013), kazdego
roku tego dnia troszke padato, ale opady byly zdecydowanie mniejsze niz
w 2008 roku.
Oznaczmy zatem przez x, ilo$¢ deszczu, ktora spadta w okolicach Lodzi 14 XI
2008 roku. Przez x, oznaczmy ilo$¢ deszczu, ktora spadta (spadnie) w okolicach
Lodzi 14 XI po uptywie n lat od 2008 roku. Niech N oznacza najmniejsza liczbe
lat, ktora uptynie od 14 Xl 2008, by ilos¢ deszczu xy byla wigksza od xg.
Zaktadamy, ze zdarzenia sg niezalezne, podlegajg takiemu samemu rozktadowi
oraz, ze X; + xj 0 ile i # k. W zwiazku z tym, Zze N jest najmniejsza wartoscig,
dla ktoérej X, > X, mamy dzigki symetrii:

p(N > Tl) = p(xO > X1, X0 > X2,Xo > X3,y X > xn) =

=p(max(xg, X1, X5, e, Xpn) = Xg) = ——
p( (%0, %1, X n) 0) "

81



zatem:
1 1

n+1=n(n+1)

P(N=n)=p(N>n—1)—p(N>n)=%_

Majac p(N = n), mozemy obliczy¢ ile $rednio lat bedziemy czeka¢ w woje-
wodztwie t6dzkim, na opady wigksze niz stawetnego 2008 roku.

E(N) =;np(N —n) :;ﬁ:;%ﬂ: ol

To rzeczywiscie byt wyjatkowy dzien!
Wyscig Pokoju

Wiosny mojego dziecinstwa uptywaly sennie do maja, kiedy to wszyscy
koledzy zaczynali si¢ szykowa¢ do Wyscigu Pokoju. ZbieraliSmy kapsle, by
starannie wypetnia¢ je koszulkami, czyli kolorowymi papierkami w barwach
flag panstw uczestnikow Wyscigu. Kazda koszulka miata réwniez nazwisko
1 numer rzeczywistego kolarza biorgcego udzial w imprezie. Zazwyczaj kazdy
z nas mial po kilka reprezentacji 7-kapslowych odpowiadajacych prawdziwym
uczestnikom Wyscigu. Zdobycie gazety ze sktadem wyscigu graniczyto z cudem.
Numer Przeglgdu Sportowego zawierajacy dane kolarzy byl najcenniejszym
fantem podczas szkolnych gietd. OsobiScie musiatem za niego da¢ dwa
unikatowe kapsle o 22 zabkach. (Kazdy kapsel ma 21 zabkéw przywierajacych
do butelki. Odpowiednie odginanie zabkow podczas zdejmowania pozwala na
zachowanie oryginalnie ptaskiej czesSci wierzchniej kapsla). Kapsel 22 zgbkowy,
tak jak i odpowiednio , kancerowany” znaczek jest gratka dla kolekcjonera.

Uzywajac kapsli, graliSmy w nasz podworkowy Wyscig Pokoju, wytyczajac
butami na ziemi trasy i pstrykajac co sit w palcach, by pierwszym wpas¢ na
stadion w piaskownicy.

Kilkakrotnie etap WysScigu Pokoju konczyt si¢ w Lodzi. Kolarze
przejezdzali ulica Strykowska, gdzie mieszkata moja ciocia. Pamictam, ze nigdy
nie lubitem do niej chodzi¢ ze wzglgdu na dziwny zapach mieszkania. Natomiast
tej wiosny uprositem babcieg, bysSmy zaraz po obiedzie, w krotkich kolarskich
spodenkach i czapce z daszkiem zsunigtym do tytu, wybrali si¢ do cioci, by
czatowa¢ na jej balkonie na kolarzy. Wierzytem, ze bedzie to niezapomniane
przezycie — patrze¢ na kolejne grupki przemykajacych kolorowych kolarzy,
kazdy z numerem na plecach. Ten rok, o ktérym pisze byl szczegolny. Nie
miatem listy startujacych w Wyscigu kolarzy! Naiwnie wierzytem, ze, Stojac na
balkonie razem z babcig i1 ciocia, policzymy szybciutko przejezdzajacych
zawodnikow.
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I tu juz wkracza matematyka, albowiem pojawia si¢ problem, ktéry postaram
si¢ rozwigza¢ W tym rozdziale. Czy na podstawie numerdéw kolarzy w poszcze-
golnej grupie peletonu mozna w oszacowaC liczb¢ 0sob biorgcych udziat
w wyscigu.

Podobnie, czy na podstawie obserwacji numerow biegaczy w pewnej grupie

maratonu mozna oszacowac liczb¢ zawodnikow bioracych udziat w imprezie.
Okazuje si¢ rowniez, ze problem ten ma powazniejszg genezg.
W czasie drugiej wojny swiatowej alianci probowali réznymi sposobami
ustali¢ liczbg czolgdéw, ktérymi dysponuje armia niemiecka. Dane wywiadu,
przestuchiwanie jencow, nastuchy przekazéw armii niemieckiej wzajemnie sobie
przeczyly i zdawaly si¢ by¢ mocno zawyzone. Gdy dokonano precyzyjnego
przegladu kilku unieruchomionych na polach bitewnych czotgéw niemieckich,
odkryto, ze kazdy z nich ma wybity unikatowy numer seryjny skrzyni biegow.
Numer seryjny pozwalat na znalezienie numeru porzadkowego czotgu w procesie
produkcji. Dysponujac pewng partia przechwyconych czotgéw, probowano
oszacowac wielkos¢ catkowitej produkcji. Stosujac metode, ktorg opisze nieba-
wem, obliczono, ze miesieczna produkcja czotgdw w Il Rzeszy wynosita 246.
Po wojnie, ujawniono, ze rzeczywista produkcja miesigczna wynosita 245 czotgow.
Szacowania byly doskonate!!

Warto jeszcze na zakonczenie dodac, ze metody obliczeniowe byty oparte na
zatozeniu, ze zaden czolg nie jest wyrdzniony i, ze numery seryjne reprezentujg
probke losowa sposrod wszystkich czotgow z produkcji. Zalozenia te byty
mozliwe na podstawie dziatania tzw. uogolnionej zasady kopernikanskiej,
opracowanej w XV wieku przez Mikotaja Kopernika!

Przystapmy zatem do wyliczen.

Zatbzmy, ze pobieramy losowa probke {xq,x;,x3..,x,} zawierajacg n
elementéw pochodzacych ze zbioru {1,2,3, ..., N}. Sprobujemy odpowiedzie¢
na pytanie, w jaki sposéb mozemy szacowa¢ N, na podstawie analizy probki
{x1, %2, %3, o0, X0 ).

Oznaczmy najpierw przez Y = max;—1, _nX;. Obliczymy p(Y = k), prawdo-
podobienstwo, ze maksymalna warto$¢ probki n-elementowej wynosi k.
(Oczywiscie k=n,n+1,n+2, ...,N)

k-1
(n — 1)

()

gdyz na (IX) sposobéw mozemy wybraé probke n elementowg ze zbioru

p(Y =k) =

1) oznacza liczb¢ sposobow wyboru k — 1
n_

liczacego N elementoéw oraz <
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elementow ze zbioru n — 1 elementowego, co gwarantuje, ze maksymalnym
elementem w probee {xq, X7, X3, ..., X, } bedzie pewien x,, = k.

Zatem:
k-1
E(Y) =SV kp(Y = k) = ¥N_ k (TZ&)J _

N N N
_ 1 k(k —1)! _on Z 2

(N n—D(k—=n) (N Wk —n)
(Tl) k:n( ) ( ) (n)k ( ) o)

Wiadomo, ze = + . Mozemy to wykaza¢, uzywajac
n+1 n n+1

prostego kombinatorycznego argumentu.

Mamy k kul czarnych i jedng biata. Sposrod tych kul losujemy n + 1 kul.
Mozemy to zrobi¢ na (Il:i 1) sposobow. Z drugiej strony, wszystkie wybory
mozemy podzieli¢ na dwie rozdzielne grupy. W jednej umieScimy te, ktore
zawieraja kule biala. Jest tych mozliwosci (l;) — odktadamy biata kule i z

pozostatych losujemy n kul. W drugiej grupie umieszczamy te wybory, ktore nie
zawierajg biatej kuli. Usuwamy biatg i z pozostatych losujemy n+ 1 kul —

k .
(n + 1). Wobec tego mamy:
k\_ (k+1y_( k
(n)_(n+1) (n+1)
Wykorzystujac ostatnig rownos¢, dostajemy:
NkY  (n) (n+1) (n+2 A
(o) )"0 (3)-
_(n n+2 n+1 n+3 n+2 N+1 N Y
B n)+(n+1)_(n+1)+(n+1)_(n+1)+ """ +(n+1)_(n+l)_

_ N +1
n+1
zatem:
n(h i) v
E(Y) = nN+1 _
(n) n+1
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Przeksztatcajac ostatnie rownanie, dostaniemy:

N:(n+1)E(Y)_1
n

W konkretnym przypadku, jezeli zalozymy, ze E(Y) jest w przyblizeniu réwna
maksimum z probki, czyli ze E(Y) = Y, mozemy na podstawie analizy probki
n-elementowej szacowac liczebno$é populacji N jako:

n+1

=

Y—-1

n

Gdy wreszcie dotarliSmy z babcia do mieszkania cioci, okazalo si¢ oczywiscie,
ze peleton w Wyscigu Pokoju juz kilka minut temu przejechat nasza ulica
i jedyna pociecha byta grupka 10 maruderow wytrwale gonigcych peleton.
Kolarzem o najwigkszym numerze — 103 — byl Holender. Na podstawie tych
danych mozna oszacowac¢ catkowita liczbe uczestnikow Wyscigu jako:

N 1 103 -1 =112,3
10 T

Wowczas w Wyscigu brato udziat 116 zawodnikow. Szacowanie na podstawie
proby maruderow byto wrecz znakomite.
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The lunatic is on the grass.

The lunatic is on the grass.

Remembering games and daisy chains and laughs.
Got to keep the loonies on the path.

R. Waters
SPRAWY CODZIENNE

1. Meskie koszmary

Koszmarnym snem kazdego dorostego mezczyzny jest wyobrazenie sobie
powrotu do domu noca po spotkaniu z kolegami.

Wieczor uptywal w znakomitym nastroju, zabawa byta przednia, sypano

zartami, opowiadano sobie anegdoty z zycia matzenskiego. Panowie razem czuli
si¢ silni, odwazni, pewni siebie i wySmiewali si¢ z tych, ktorzy po telefonie od
zaniepokojonej zony pospiesznie si¢ zegnali i bez ceremonii ,,strzemiennego” —
pozegnalnego toastu tapali taksowke, by wréci¢ do domu.
Oto6z wyobrazmy sobie, ze jesteSmy tym ostatnim Mohikaninem, ktory pozegnat
wszystkich kolegéw i bladym §witem cicho szpera po kieszeniach w poszu-
kiwaniu klucza, by bezszelestnie wslizgnac si¢ do mieszkania. Oczywiscie, robi
przy tym mndstwo niepotrzebnych, hatasliwych ruchow i gdy wreszcie zadowolony
zapala $wiatlo w duzym pokoju, ku jego zdumieniu dostrzega centralnie, w ostrym
$wietle lampy, grozng posta¢ matzonki, przy ktorej w jednej chwili czuje si¢ jak
niewinny chrzesécijanin na arenie Koloseum rzucony ku uciesze gawiedzi na
pozarcie wygltodniatego lwa. Jak mozemy uciec, jaka strategi¢ obrac¢, by nie
zosta¢ dopadnietym, by ujs¢ cato.

Zagadnienie to po raz pierwszy sformutowatl niemiecki matematyk Richard

Rado (1906-1989). Wprowadzajgc roézne zatozenia poczatkowe, podat dwa
rozwigzania, zupehie rozbiezne w swoich konkluzjach. Jedno z nich, pozwalajace
$ciganemu na wieczng ucieczke, drugie za$ konczace si¢ zle dla $ciganego.
Otoz zatdozmy, ze pokoj jest kotem 0 promieniu 1 (zeby trzymaé si¢ analogii
z Koloseum) i jest pozbawiony mebli. Maksymalna predkosci me¢za i Zony sa
takie same. W chwili poczatkowej maz znajduje si¢ na obwodzie kota. Osoby te
uznajemy za punkty materialne i oznaczamy je przez M oraz Z. M ucieka, za$
Z goni M.
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Strategia 1

Mezczyzna ucieka z maksymalng predkoscia wzdluz obwodu pokoju,
natomiast zona biegnie caly czas, rowniez z maksymalng predko$cig, W jego
kierunku, wyznaczajac tzw. krzywa poscigu. Od pewnej chwili obie osoby beda
poruszaé¢ si¢ wzdluz obwodu, w ten sposob, ze M bedzie zawsze W pewnej
odlegtosci od $cigajacego go Z.

Whniosek: M zdota zbiec.

Strategia 2

M ucieka z maksymalna predkoscia wzdtuz obwodu. Startuje w punkcie S
i biegnie w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara. Z znajduje si¢
w chwili poczatkowej w srodku pokoju O. Tym razem Z wybiera inng strategie
niz poprzednia. Otdz nie biegnie w kierunku M tylko zmierza wzdluz tuku
okregu o promieniu |OA| = 1/2, réwniez w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazowek zegara.

0A jest prostopadte do OS.

Zauwazmy, ze dla dowolnego kierunku wyznaczonego przez punkt B na duzym
okregu mamy:
dtugos¢ tuku OB’ jest taka sama jak dtugosé tuku SB.
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Rzeczywiscie: oznaczajac miarg kata BOS przez x, mamy, ze miara kata POB
wynosi %— x, oraz, ze miara kata PAB’ jest rowna m — 2x, (kat srodkowy
oparty na tym samy tuku co kat wpisany POB’). Zatem miara kata OAB’ jest

rowna 2 x. Dlugo$¢ tuku SB duzego okregu wynosi x (przypominamy, ze
promien okregu jest rowny 1), natomiast dtugo$¢ tuku OB’ matego okregu

Wynosi 2x-% = x. Jako ze maksymalne predkosci M oraz Z sg takie same,
w chwili gdy M znajdzie si¢ w punkcie P, dopadnie go Z.

Strategia 3

Tym razem zat6zmy, ze w chwili poczatkowej M znajduje si¢ wewnatrz kota
w punkcie M, a poczatkowa pozycj¢ Z nazwijmy Z, # M,. Oznaczmy roéwniez
odlegtos¢ |OM,| =1, < 1. Zaldézmy, ze w czasie t; mezczyzna (bieghie do
miejsca M;) w kierunku prostopadtym do prostej OM, tak, by punkty Z,, M;
pozostalty w roznych potplaszczyznach wyznaczonych przez prosta OM,,.
Gdy Z, znajduje sie na odcinku O M, Kierunek ucieczki jest prostopadty a zwrot
jest dowolny. Dla utatwienia (bez straty ogolno$ci), mozemy zatozy¢, ze
maksymalne predkosci, zarowno M jak i Z, sag rowne 1. Zatem odleglosc¢
pomigdzy M, i M; wynosi t;. Zatem po czasie t; mg¢zczyzna znajduje si¢
W pozycji My, takiej, ze |OM;|? = r¢ + t2.
Oczywiscie, w tym czasie Z porusza si¢ rowniez z maksymalng predkoscia 1,
az do osiagnigcia pozycji Z;. Jasne, ze Z; # My, gdyz trojkat ZoMyM; jest
rozwartokatny lub prostokatny.
Nastepnie W czasie t, mezczyzna biegnie do miejsca M, w kierunku
prostopadtym do prostej OM; tak, by punkty Z;,M, pozostaly w rdéznych
potptaszczyznach wyznaczonych przez prosta OM;. Gdy Z; znajduje si¢ na
odcinku OM,, kierunek ucieczki jest prostopadly, a zwrot jest dowolny.
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Odleglos¢ pomiedzy M, i M; wynosi t,. Zatem po czasie t, megzczyzna znajduje
sie W pozycji M,, takiej ze:

|OM,|? = |OM;|? + t2 = 1§ +t? + t2. Oczywiscie, w tym czasie Z porusza si¢
rowniez z maksymalng predkoscig 1, az do osiagnigcia pozycji Z,. Jasne, ze
Z, + M,, gdyz trojkat Z; M, M, jest rozwartokatny lub prostokgtny.

Nastepnic W czasie t;, mezczyzna biegnie do miejsca My w kierunku
prostopadtym do prostej OM,,_; tak, by punkty Z,_,, M pozostaty w réznych
pot-plaszczyznach wyznaczonych przez prosta OM,_;. Gdy Z,_, znajduje si¢
na odcinku OM,_;, kierunek ucieczki jest prostopadly, a zwrot jest dowolny.
Odlegtos¢ pomiedzy M i Mj_; wynosi t,. Zatem po czasie t, mezczyzna
znajduje sie W pozycji My, takiej ze:
|OMy|? = |OMy_1|? +tE =1§ +t? + t2 + t3 + -+ ti_; + t2. Oczywiscie,
w tym czasie Z porusza si¢ roOwniez z maksymalng predkoscig 1, az do
osiagnigcia pozycji Zy. Jasne, ze Zj # My, gdyz trojkat Z,_My_1 M, jest
rozwartokatny lub prostokatny.

Ostatecznie uda nam si¢ udowodni¢, ze tak kluczacy mezczyzna bedzie
w stanie ubiec Scigajacej go osobie, jesli tylko jego pozycja bedzie zawsze
znajdowacé si¢ wewnatrz pokoju. Czyli dla kazdego n powinno zachodzi¢:
[OM,|? =7¢ + t? + t7 + t2 +--+ t2 < 1 dla dodatnich liczb 7y, ty,
ty, ..., t, takich, ze ry, ty, ty, ..., t, < 1.

Zatem musimy tak dobra¢ wartosci t;, aby Y=, tZ < 1 —1&.

Wiadomo, ze szereg harmoniczny Z}"Lli jest rozbiezny, natomiast Szereg

2
harmoniczny rzedu drugiego jest zbiezny i Z?{o:l%:% Zatem dla
odpowiednio dobranej duzej wartosci p € N mozemy na przyklad wzigé:

1 .
tx = Oczywisciet, > 010 <t, <1.
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Woéwcezas mamy: Y=yt = 0, Yy t2 =%2— 1 —%—é ————— p—12< 1-1§.
Zatem strategia umykania, kluczenia i cigglej zmiany kierunkoéw ucieczki
wyznacza nieskonczong dhluga tras¢ poscigu, w trakcie ktorego mezczyzna
zawsze bedzie przed kobiets.

Z drugiej za$ strony, taktyka wiecznego zmieniania frontu, umykania przed
podejmowaniem trudnych decyzji, sprowadza zycie kazdego z nas do ucieczki
przed odpowiedzialnoscig. Niby wolni, swobodni, a jednak w napigciu
i jak pokazuje szereg harmoniczny, zmiany kierunku muszg w miar¢ uptywu
czasu nastgpowac coraz szybciej i coraz czgéciej musimy zmienia¢ fronty,
zdanie, poglady, by zachowa¢ swojg — czy az tak cenng w takim przypadku —
swobode. By¢ wolnym i jednoczesnie bez wlasnego zdania i pogladu to zadna
sztuka.

2. Kolezenska pomoc

Problem ten dedykujemy tym wszystkim, ktorzy twierdza, ze nie maja
szczesScia w konkursach i losowaniach.

Od dobrego kolegi, bywalca miejsc, w ktorych on — skromny pracownik
ekipy sprzatajacej w nocy przystanki tramwajowe — jest traktowany jak przybysz
niosacy blichtr i zapach salonow eleganckiego $wiata, ustyszalem wzruszajaca
histori¢. Otd6z w barze o wdzigcznej nazwie PUB, czy tez pubie o nazwie BAR,
ktory miesci si¢ w okolicach rynku miejskiego, w dni targowe — czyli wtorki
i piatki, spotykata si¢ zawsze grupa znajomych. Byli to panowie znuzeni
calodziennym handlem nowalijkami i ziemniakami. Umorusani, raczyli si¢
piwem lub kieliszkiem czego$ mocniejszego, zawsze solidarnie, stojac wkoto —
liczac gtosno kolejne wypite porcje. Nastepnie, gdy przychodzit czas na ptacenie,
odbywato si¢ misterium wylaniania osoby, ktéra tym razem bedzie zwolniona
z dorzucania si¢ do puli. Otdz ustawiali si¢ wkoto 1 odliczali poczynajac od tego,
ktory stat najblizej baru do liczby kolejek, ktore wypili. Nastgpnie ta osoba
wypadata z kregu i szykowata si¢ do ptacenia, a odliczanie zaczynato si¢ od
nowa, eliminujgc kolejne osoby, ktore pokornie ptacity. Ostatecznie wytaniano
jedna osobg pominigtg przy wszystkich wyliczankach. To on byt zwolniony tym
razem z ptacenia za wypite drinki.

M¢j Kolega zauwazyl, Zze ten sam woznica dwukrotnie zostat zwolniony

z ptacenia. Za pierwszym razem kompania liczyla 8 osob, nastgpnie 11 osdb.
Wypito tylko dwie kolejki. Woznica ustawiat si¢ w pierwszym przypadku jako
pierwszy do liczenia, a w drugim na sidédmej pozycji.
Rzeczywiscie bylo to intrygujace pytanie, zwlaszcza, ze po kilku dniach mdj
przyjaciel po wizycie w Barze o$wiadczyl, Ze nasz rezolutny woznica znowu
nie placit, ustawiajgc si¢ jako trzeci w grupie dziewigciu osob przy jak zwykle
dwoch kolejkach wypitych.
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Postanowitem sprawdzi¢, jakie pozycje sa wygrywajace dla grup n osobowych.
Powstata nastgpujaca tabelka: w pierwszym wierszu mamy liczbg osob, w drugim
odpowiednie wygrywajace pozycje dla dwoch drinkow.

Liczba 0sob 1]2[3]a[5]6]7[8]9]10[11]12]13[14]15]16]17]18]19]20
Wygrana pozycja|1|1|3[1[3]5|7[1]3]5 |7 |9 |11[13]15[1 |3 |5 |7 |9

Osmielony tymi wynikami, probowatem dokona¢ bardziej ogdlnych spostrzezen.
Zalozmy na poczatku, ze liczba osOb jest parzysta. Zatem n = 2k. W trakcie
pierwszej rundy eliminujemy wszystkie osoby o numerach parzystych. Pozostaje
krag k osob i mozemy zatozyé¢, ze znoéw rozpoczynamy odliczanie od osoby
z numerem 1. Osoby te oznaczone sg numerami 1, 3, 5,..., 2k — 1. Osoba stojaca
w nowym koétku po pierwszym odliczaniu na pozycji p, oryginalnie stala na
pozycji 2p — 1. Zatem osoba Stojaca na pozycji wygrywajacej w, dla kregu n
0so6b, w kole sktadajacym si¢ z 2n oséb stata na pozycji 2w — 1.

Zatem W(2n) = 2W(n) — 1, gdzie W(n) oznacza pozycje wygrywajaca dla krggu
n osob.

Obecnie zobaczmy, co si¢ dzieje w przypadku, gdy n jest nieparzyste (n = 2k + 1).
Pierwsza runda eliminuje wszystkie osoby o numerach parzystych. Ostatnia
wyrzucona osoba to typ z numerem 2k. Druga runda zostaje rozpoczeta
przez wyrzucenie osoby z numerem 1. W tej chwili mozemy powiedzie¢,
ze zaczynamy odliczanie dla kregu k oséb o numerach 3, 5, 7,..., 2k + 1.
Osoba stojgca na pierwszej pozycji w nowym kole byta trzecig w oryginalnym,
osoba druga byla piata. Osoba na miejscu. Zatem w szczegolnosci:

W(2n + 1) =2W(n) + 1.
W tej chwili zaryzykujemy nastepujace twierdzenie:

W(2% +t)=2t+1, 0<t<2?

Jak wiemy, z tabeli powyzej:
dlaa=1,gdyt=0, mamyW(2)=1=2-0+1,
gdy za$ t =1, zachodzi W(3) =3=2-1+ 1.
Zatoézmy, ze wzor jest prawdziwy dla pewnego a — 1 i wszystkich odpowia-
dajacych jej wartosci t.
Gdy n jest parzyste, to wowczas:

N=2"+t=2k =>W (2% +t) =2W (2** +%)—1: 2(2%+1j—1= 2t +1

Gdy n jest nieparzyste, mamy:
n=2%+t=2k+1=W(2*+t)=2W(2*"+ %)H:

- 2(2t—21+1) +1-2t+1
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Zatem na mocy indukcji matematycznej wykazalismy, ze:
W(2" + t)=2t+1, 0<t<2*

Na przyktad:

100 = 64 + 36 czyli W(100) =2-36+1 =73
20=16+4czyliW(20)=2-44+1=9

Obecnie zastanowimy si¢ nad bardziej zlozonym, a z punktu widzenia
kolegobw z baru PUB, bardziej atrakcyjnym zagadnieniem. Mianowicie
chcielibyS§my znalez¢ pozycje wygrywajaca przy liczbie wypitych drinkéw
wigkszej niz 2. Oznaczmy dla przysztych potrzeb przez W(n,q) pozycje
wygrywajaca dla kompanii n kolegdéw i przy q wypitych drinkach.

Wykazemy, ze W(n + 1,g) = [W(n,gq) + gl mod (n + 1) dlan =1, 2, 3,.,,
g=1273,...

Faktycznie, wezmy pod uwage krag ztozony z n + 1 os6b 1 w kazdej rundzie
usuwamy co g-ta osobe. W trakcie pierwszej rundy usuwamy osobg na pozycji
g(mod(n + 1)) i wowczas rozpoczynamy poszukiwanie W(n,q), ale z pozycji o q
dalszej w modulo(n + 1).

Zatem: W(n+ 1,q) =[W(n,gq) +gql mod (n+1)dlan=1,2,3,.,9=1,2,3,...
Obserwacja i bezposrednie obliczenie pozwala na skonstruowanie nastgpujacej
tabeli:

n 112|3]14|5|/6|7|8]9]10 |11 |12]13|14|15|16|17|18]19]|20|21
W(n,3)|1]|2|2|1]4]|1]4|7]1]4 |7 |10|13|2 |5 |8 |11|14|17|20|2

Dla potrzeb zadania umawiamy sig, ze n(modn) =n
Dalej mamy:

W(22,3) = [W(21,3) + 3]mod22 = 5
W(23,3) = [W(22,3) + 3]mod23 = 8

Kolejne wartosci wynosza:

n 24125)126|27|28|29|30(31|32|33|34|35|36|37|38|39/40|41
W(n,3)[11|14]17]20]23|26|29|1 |4 |7 |10|13|16/|19]|22|25|28|31

Tym samym (aby nie by¢ posadzonym o zachg¢canie do nadmiernego spozywania
napojow alkoholizowanych) poprzestaniemy z jednej strony na dosy¢ duzej
grupie 0sob (41) i tylko trzech kolejkach drinkéw. W tej sytuacji ustawiamy si¢
na 31 pozycji i zaoszczedzamy pienigdze na kwiaty dla dziewczyny, by nie stac
si¢ opisanym wczesniej obiektem poscigu.

92



Z poszukiwaniem W(41,3) wiaze si¢ legenda si¢gajaca swa historig az do
| wieku naszej ery. Oto ona:

Zydowski historyk Jozef Flawiusz urodzit si¢ w Jerozolimie w 37 roku n.e. Brat
udzial w powstaniu Zydéw przeciw Rzymianom. Wziety do niewoli, po dwoch
latach utaskawiony, poswiecit si¢ pisarstwu. Jego najwazniejszym dzielem byta
Wojna Zydowska, napisana po grecku, gdyz byl to wowczas miedzynarodowy
jezyk dziet uczonych. Byl rowniez tworcg Dekalogu, spisujac relacje Mojzesza.
W Dawnych dziejach Izraela, jego autorstwa, znajduje si¢ stawny ustep:

,, Pierwsze stowo poucza nas, ze Bog jest jeden i ze tylko Jemu nalezy oddawac
czes¢. Drugie zabrania nam czyni¢ wizerunkow jakichkolwiek zywych stworzen
dla oddawania im czci. Trzecie nakazuje, bysmy nigdy nie przysigegali na Boga
w blahej sprawie, czwarte — bysmy swiecili kazdy siodmy dzien powstrzymujgc
sie od wszelkiej pracy, pigte — bysmy szanowali rodzicow, szoste zabrania nam
morderstwa, siédme — cudzolostwa, osme — kradziezy, dziewigte — dawania
falszywego swiadectwa, a dziesigte nakazuje, bysSmy nie pozgdali Zadnej rzeczy,
ktora nalezy do innego cztowieka”

W IV wieku grecki ttumacz Hegesippos przettumaczyt Wojne Zydowskq
Flawiusza na tacing i wzbogacit ja o biografi¢ autora. Wspomina tam o krwawym
epizodzie z tej wojny.

Flawiusz wraz z czterdziestoma wojownikami zostal wpedzony w pulapke,
czekato ich pojmanie i niewola u Rzymian. Towarzysze broni woleli popetnié
samobojstwo niz odda¢ si¢ w rgce Rzymian. Flawiusz przeciwny temu
pomystowi szybko zmienit zdanie, gdy jego zoinierze zagrozili mu, ze on
pierwszy, jako dowodca, powinien si¢ zabi¢, a w przypadku gdy nie bedzie do
tego czynu zdolny, to ch¢tnie mu pomoga.

Przy takim obrocie spraw Flawiusz zaakceptowat pomyst zbiorowego samobdjstwa.
Ustawit wszystkich w kole i stwierdzil, ze zabijany bedzie co trzeci zohierz.
Po kolejnej rundzie dalej bedzie zabijana co trzecia osoba, az do chwili gdy
wszyscy zostang wyeliminowani. Pomyst zaakceptowano. On, ustawiwszy si¢ na
pozycji W(41,3) = 31, przezyt. Nastepnie oddat sie w niewole u Rzymian, z ktorej,
jak wiemy, po dwéch latach zostat zwolniony.

Kolejna wersja tego problemu jest zadanie o chrzescijanach i Turkach.
Znane juz w $redniowieczu, brzmi nastgpujaco: Statek wiozgcy 30 pasazerow:
15 chrzescijan i 15 Turkow przechyla sie niebezpiecznie podczas Sztormu.
Zdecydowano, by uratowac choé czes¢ osob i zatoge, nalezy potowe pasazerow
wyrzuci¢ za burte. Zatem wszystkich 30 pasazerow ustawiono w kregu i zaczynajgc
odliczanie od pewnej osoby oznaczonej liczbg porzqdkowq 1, co dziewigta byla
wrzucano do morza, az do chwili, gdy w kregu pozostato tylko 15 0sob.

Jak majg ustawi¢ si¢ chrzescijanie, by do morza zostali wrzuceni tylko Turcy?

Zadanie to przypisywane jest Niccolo Tartaglii. Niccolo Tartaglia (1500-1557)
byl wloskim matematykiem, ktéory wslawil si¢ odkryciem metody
rozwiazywania réwnan trzeciego stopnia. W historii matematyki znany jest
dlugoletni konflikt pomiedzy nim a Gerolamo Cardano (1501-1576), ktéry
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uprosil Tartagliec o wyjawienie mu sekretu rozwigzywania tych réwnan,
a pézniej nie dotrzymatl tajemnicy i publicznie z niej korzystal. W tym czasie
publiczne pojedynki matematykow na rozwiazywanie rownan byly ozdoba
jarmarkow i publicznych zabaw, zatem wspomniana umiejetnos¢ byla
przydatna tak samo jak posiadanie nowej skutecznej broni. Przebojowi
Tartaglia i Cardano czesto brali udzial w pojedynkach na rozwiazywanie
rownan, byli celebrytami tamtych czasow, przeznaczajac znaczna cze$¢
wygranych na hazard i huczne Swietowanie swoich zwyciestw. Spotkali si¢
bezposrednio tylko raz. Pojedymek na zadania Tartaglia sromotnie
przegral. Podczas gdy uczeni dumnie obnosili si¢ ze znajomoscia sekretu
rozwigzywania réwnan trzeciego stopnia okazalo si¢, Ze skromny nauczyciel
arytmetyki na Uniwersytecie Bolonskim, Scipiano del Ferro (1465-1526) odkryt
te metode wiele lat wcze$niej przed nimi.Rozwigzanie zadania przedstawiaja
tabele:

Numerwkregu |1 |2 |3 |4 |5]|6]7]8]9]|10|11]12]13]14]15

Osoba chich|jchjch|t|t]|t]|t|t|ch|ch]|t |[ch]|ch]ch

Numer |16 |17 |18 19|20 |21 |22 (23|24 |25 |26 |27 (28|29 30
w kregu
Osoba t ch |t t ch|ch|t t t ch |t t ch |ch |t

Zadanie to zostalo opublikowane miedzy innymi w 2004 roku w zeszycie
Miniatur Matematycznych dla szkoét podstawowych torunskiego wydawnictwa
Aksjomat jako cykl przygotowan do migdzynarodowego konkursu Kangur
Matematyczny.

Niebawem w ,,Tygodniku Powszechnym” ukazat si¢ dtugi artykut zatytuto-

wany Wzor na topienie Turka (,,TP”. 09.04.2004). Autorzy zarzucali wydawcy
propagowanie przemocy i nawotywanie do przesladowan religijnych. Potepiono
recenzentow ksiazki i apelowano do MEN o interwencj¢. Na nic zdaty sie
wyjasnienia, ze zadanie to, wlasnie o takiej oryginalnej tresci, znane jest od co
najmniej XVI wieku i publikowane w podrgcznikach catego $wiata.
Chociazby znakomita ksigzka Stanistawa Kowala Przez rozrywke do wiedzy
(Wydawnictwa Naukowo-Techniczne 1970) zawiera szczegélowe omoéwienie
tego zadania. Ksigzka ta do tej pory miala osiem wydan. Ostatnie z nich
ukazalo si¢ drukiem w 1991. Wychowato si¢ na niej kilka pokolen polskich
matematykow. Nigdy nie zarzucano autorowi nawotywania do przemocy
1 nienawisci religijne;j.

Jak wida¢, fala Zle zrozumianej poprawnosci politycznej zaczyna podmywaé
jasno$¢ widzenia niektorych dziennikarzy, ktorzy postanowili tropi¢ wypaczenia
w $wiecie kombinatoryki i arytmetyki.
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3. Sprawy sasiedzkie

Mieszkancy Lodzi twierdza, ze pojawienie si¢ lodzianina w Warszawie
powoduje zwigkszenie $redniego ilorazu inteligencji w obu miejscach: Lodzi
i Warszawie. Czy jest to mozliwe, i jak oceniaja z kolei warszawiacy wizyte ich
mieszkanca w Lodzi.

Ten pozorny paradoks daje si¢ bardzo tatwo wytlumaczy¢. Aby zilustrowac
przyktadem nasz problem zat6ézmy, dla uproszczenia (co wcale nie zmienia
ogolnosci zagadnienia), ze zard6wno Warszawa, jak i Lodz licza po trzech
mieszkancow.

Z punktu widzenia mieszkanca t.odzi problem wyglada nastepujaco:
W tabeli podajemy ilorazy inteligencji mieszkancow Lodzi i Warszawy.

W1 |W2 | W3 |LEl |£2 |13
100 | 110 | 117 | 118 | 120 | 122

Woéwcezas $redni iloraz inteligencji mieszkanca Warszawy wynosi 109,
a mieszkanca Lodzi 120. Oczywiscie, jesli ktos z Lodzi przeprowadza si¢ do
Warszawy, to musi by¢ osobg o niskim 1Q. Zatem do Warszawy przeprowadza
sie 1. Woweczas Srednie IQ w Warszawie bgdzie wynosic:

100+ 110+ 117 + 118

4
1204122 _ 45q

=111.25

w Lodzi za$§ zmieni si¢ na

Srednie ilorazy zwigkszaja si¢ w obu miastach.
Z punktu widzenia mieszkancéw Warszawy rozklad ilorazu inteligencji wyglada
oczywiScie odwrotnie.

W1 |W2 | W3 |LEl |£2 | L3
118 | 120 | 122 | 100 | 110 | 117

Oczywiscie do Warszawy moze przeprowadzi¢ si¢ tylko zdolny i bystry

lodzianin. Zatem do Warszawy przeprowadza si¢ £.3. Wowczas sredni iloraz
118+120+122+117 _ 419 o

inteligencji w Warszawie zmienia si¢ ze 120 na

a w Lodzi zmienia si¢ ze 109 na 105.

Wykazalismy, ze w zaleznosci od punktu widzenia, przeprowadzenie sig
mieszkanca todzi do Warszawy moze zwigkszy¢ §redni poziom inteligencji
w obu miastach (tak twierdza todzianie) albo zmniejszy¢ (tak pewnie powiedza
warszawiacy).
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I've always been mad, | know I've been mad, like the
most of us...very hard to explain why you're mad, even if you're not mad...

M. Mason

PRAWA MURPHY'EGO

Jezeli cos moze sie nie udac, to sie nie uda — w tym zdaniu kryje si¢ cala
filozofia praw Murphy’ego. Zasada ta, uzupelniona o 10 twierdzen, opisuje
trafnie $wiat w ktorym zyjemy.

1. Nic nie jest takie proste, jak si¢ wydaje.
2. Wszystko zabiera znacznie wigcej czasu, niz by sie wydawalo.

3. Jezeli istnieje prawdopodobienstwo, ze cos moze pojs¢ Zle, to na pewno
bedzie to wiasnie to, co spowoduje najwigksze szkody.

4. Jezeli przewidzisz cztery mozliwe sytuacje, w ktorych cos moze si¢ nie
udac i zdotasz je obejs¢, natychmiast wytoni sig pigta.

5. Sprawy pozostawione samym sobie majg tendencje, aby zamieniaé sie
ze zlych na jeszcze gorsze.

6. Zawsze, kiedy masz wlasnie cos zrobi¢, okazuje sie, ze najpierw musisz
zrobi¢ cos innego.

7. Kazde rozwigzanie rodzi nowe problemy.

8. Glupcy sq tak pomystowi, ze niemozliwe jest stworzenie czegos, z czym
kazdy glupi by sobie nie poradzit.

9. Natura jest zawsze po stronie ukrytych wad.
10. Matka natura jest sukq.

(Artur Bloch, Prawa Murphy’ego, Wyd. Zysk 2000)
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W tym rozdziale opiszemy dzialanie praw Murphy’ego z punktu widzenia
Matematyki. Sprobujemy wyjasni¢ niektore z tych praw, stosujac metody teorii
prawdopodobienstwa.

Opiszemy dzialanie praw Murphy’ego na prostych przyktadach.

W okresie $wiatecznym w pokoju wykladowcow IFE Politechniki L.odzkiej

pojawia si¢ zawsze, jak feniks z popiotow, paskudna choinka z tworzywa. Jest to
piramida nylonowych nici i sztucznego materiatu uzywanego do produkcji tzw.
ruskich toreb bazarowych, tak misternie splagtana, ze do zludzenia moze
przypomina¢ ksztattem drzewko, chociaz mnie kojarzy si¢ z gigantyczng torebka
na frytki. Konstrukcja ta, by jeszcze bardziej wprowadzi¢ w pokoju $wigteczny
nastréj, upigkszona jest zaschnigtymi plasterkami cytryn i pomaranczy.
Aby poprawi¢ wizerunek pokoju, przynieslismy z kolega krotki sznur lampek
(kazda w ksztalcie owocu) i zabraliSmy si¢ do zawieszania ich na drzewku
z zytek. Oczywiscie okazato si¢, po zawieszeniu lampek na choince, Ze niektore
sa przepalone. WykreciliSmy z powrotem wszystkie 20 lampek i starannie je
sprawdziliSmy. ZnalezliSmy 3 przepalone. Odlozyliémy je na bok i postano-
wili$my, ze nastepnego dnia dokupimy brakujace zaroweczki. Jakie byto nasze
zdziwienie, gdy nazajutrz okazato si¢, ze kto$ zyczliwy umiescit przepalone
zaroweczki z powrotem w sznurze Swiatetek.

Znéw nalezy kolejno sprawdza¢ lampki, jedna po drugiej, aby sposrod 20
wybrac te 3 przepalone.

Jak myslicie, jaka jest najbardziej prawdopodobna liczba zaroweczek, ktore
trzeba bedzie sprawdzi¢, aby wybra¢ te nieszczesne trzy przepalone?

Musimy sprawdzi¢ co najmniej 3 zarowki i co najwyzej 19.

Tylko 3 zZaréwki sprawdzimy wtedy, gdy te przepalone beda na pierwszych
trzech miejscach. Generalnie sprawdzimy k zaréwek 3 < k < 16, gdy pierwsze
dwie przepalone bedg gdzies wsrod k — 1 pierwszych lampek, a trzecia bedzie
na pozycji k.

Sprawdzimy 17 lampek, gdy pierwsze dwie spalone beda gdzie§ posrod

pierwszych 16 lampek a trzecia na miejscu 17 lub gdy wszystkie 17 sprawdzone
sa sprawne (wtedy przepalone sa na pozycjach 18, 19, 20).

Sprawdzimy 18 lampek, gdy pierwsze dwie przepalone sa wsrdd pierwszych
17, a trzecia przepalona jest na pozycji 18 lub gdy jedna niesprawna zarowka
jest gdzie§ wsrod pierwszych 17 pozycji i na 18 miejscu jest dobra Zzaréwka
(Woweczas pozostate przepalone sa na miejscach 19 i 20).

Ostatecznie, sprawdzimy 19 zaréwek, gdy pierwsze dwie przepalone s wsrod
pierwszych 18 (Wowczas stan zarowki 19 wyznacza jednoznacznie stan 20).

Oznaczmy przez py, k = 3,4, ...19 — prawdopodobienstwo sprawdzenia stanu
k zarowek do znalezienia pozycji trzech przepalonych. Najpierw zauwazmy, ze
3 Zzaréwki wérod 20 moga by¢ rozmieszczone na (230) = 1140 sposobdw.
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Zatem:

Qv G _3 G _ ¢

p3_(23_0)_1140 294_(23_0)_1140 p5_(23_0)_ﬁ<""< Pk

- (k—1)(k—2)
) T

= = < cee
) 1140
() 105 Gy 1 121
< P16 =1940 " 1140 < 2’1177 = 1140 T 1140 ~ 1140 P18
_ &) N (Y) _ 153
1140 ' 1140 1140
2(%*) 306
<P19= 1940 ~ 1140

Oczywiscie, jak wykazaliSmy z matematyczng precyzja, aby znalez¢ wszystkie
trzy przepalone zarowki, najprawdopodobniej trzeba bedzie przejrze¢ caty sznur
lampek.

Zatem: jesli jakis proces moze trwaé diuzej, ewentualnie jesli jakies dzialanie
moze sig nie udacd, to z pewnosciq bedzie trwal diuzej lub si¢ nie uda.

W dalszej czesci tego krotkiego rozdzialu zastanowimy si¢ nad prawdziwoscia
kolejnego Prawa Murphy’ego. Czy faktycznie zawsze nieszczescia wystepujq
parami?

Wezmy pod uwage model sktadajacy si¢ z 24 roéwnych okresow czasowych
(miesiace) i pewne nieszczgsliwe zdarzenia, ktore zajdg w tym czasie. Zakladamy,
ze kazde z tych zdarzen jest tak samo przykre i bolesne. Nieszczgscia w swej
naturze sg niezalezne, tzn. wystepowanie jednego nie ma wplywu na pojawienie
si¢ drugiego.

Kazde nieszcze¢$cie moze nastapi¢ w kazdym z 24 okresow czasowych.
Przyjrzyjmy si¢ najpierw modelowi zakladajacemu, ze w przeciggu tych
24 okresow czasowych mozna spodziewac si¢ trzech nieszczesliwych zdarzen
(k=3).

Woweczas prawdopodobienstwo pojawienia si¢ takiego okresu, w ktorym zdarza
si¢ dwa lub wigcej nieszczes$cia wynosi:

24-23-22
24-24-24

=0.1215

P2+ =1-
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Dla k = 4 mamy:

P(2+) =1 — 22232221 _ 19314
24242424

Dla k = 5 mamy:

P(2+) =1 — 22222 = 0.35945

24-24-24-24-24
Dla k = 6 mamy:

_ . 24:2322:212019 _
P2+ =1 24-2424-24:24-24 0.49289

Dla k = 7 mamy:

P(2+) =1— 24:23:22:21:20-19:18 = 0.61967
24:24:24:24:24:24-24

Jak widzimy, juz przy siedmiu nieszczgsciach w ciggu dwoch lat,
prawdopodobienstwo pojawienia si¢ miesigca z co najmniej dwoma nastgpuja-
cymi po sobie niefortunnymi zdarzeniami wynosi przeszito 60%.

Dalsze warto$ci to 73% dlak = 8, 82% dlak = 9 i 89% dla k = 10.

Jak widzimy, w zasadzie powinni$my zmodyfikowa¢ nieprecyzyjne prawo
Murphy’ego do bardziej przekonujacego, ze nieszczescia chodzq co najmniej
parami.
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Us, and them
And after all we're only ordinary men.

R. Waters, R. Wright

MATEMATYKA W SADZIE

W tym rozdziale przedstawi¢ stynne przyktady, ktore zastynety przed laty,
jako bledne zastosowanie naiwnego rozumienia matematyki w decyzjach
podejmowanych przez sady.

1. Swiadek daltonista

W pewnym miescie sg dwie firmy taksowkarskie: Niebiescy dysponujacy
15 niebieskimi wozami i Czarni majacy 85 czarnych samochodéw. W nocy
doszto do wypadku samochodowego, ktéry z pewnoscia spowodowany zostat
przez kierujacego taksowka. Niestety, sprawca zbiegl. Tej nocy wszystkie 90
taksowek operowalo w miescie. Na miejscu zdarzenia byt $wiadek, ktory
stwierdzil, ze wypadek spowodowata taksowka firmy Niebiescy. W czasie
przestuchania na komendzie okazato si¢, ze swiadek w 80% wlasciwie rozroznia
niebieski kolor (tzn. w 80% przypadkow widzi niebieski, gdy faktycznie pokazuje
mu si¢ przedmiot w niebieskim kolorze 1 w 20% przypadkow twierdzi, ze przedmiot
jest niebieski pomimo tego, ze faktycznie okazany mu kolor jest inny).

Jakie jest prawdopodobienstwo, przy takich zeznaniach swiadka, ze wypadek
rzeczywiscie spowodowata taksowka niebieska?
Niedoswiadczeni w teorii prawdopodobienstwa twierdza, ze prawdopodo-
bienstwo to wynosi 0.8. W rzeczywistosci jest duzo mniejsze.
Oznaczmy przez N, C, ZN odpowiednio zdarzenia: taksowka niebieska, taksowka
czarna, $wiadek zeznat, ze taksowka byta niebieska.
Faktycznie: prawdopodobienstwo, ze $wiadek rozpoznat taksowke jako niebieska

WYynosi:

15 75 27
P(ZN) = P(ZN/N) - P(N) + P(ZN/C) - P(C) = 0.8 - 507925090
Nastepnie:
15
P(NNZN) P(ZN/N)-P(N) 08-55 12
P(N/ZN) = = = =— =044
(N/ZN) P(ZN) P(ZN) 27 27
90
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Zatem prawdopodobienstwo zdarzenia, ze taksdwka byta niebieska pod warun-
kiem, ze $wiadek zeznal, ze byla niebieska wynosi ponizej 50%! Drastycznie
mniej od naiwnie spodziewanych 80%.

2. Zbieg okolicznosci

W 1968 roku w Los Angeles w USA toczyt si¢ wyjatkowy, z punktu
widzenia zastosowan matematyki, proces. Juanita Brooks zostata okradziona,
gdy wychodzita ze sklepu. Kto$§ wyrwat jej z reki torebke i zbiegl. Krzyk pani
Brooks zaalarmowat pana Bassa, ktory po drugiej stronie ulicy podlewat wtasnie
trawnik. Jak potem zeznal, zauwazyl mtoda blondynke, z wlosami upietymi
w konski kucyk, biegnaca w poprzek ulicy 1 wskakujaca do zottego auta, ktore
z zapalonym silnikiem stato przy skraju drogi. Kierowca natychmiast ruszyt
z miejsca, przejechali tuz obok pana Bassa, mogt wigc spostrzec, ze auto
prowadzit czarnoskoéry mezczyzna z brodg i wasami.

Po tygodniu zaaresztowano mieszane matzenstwo panstwa Collins, ktorzy
odpowiadali rysopisom sporzadzonym po zeznaniach swiadka. Pomimo tego, ze
W czasie procesu pan Bass nie potrafit si¢ zdecydowac, czy faktycznie tego dnia
widzial oskarzong i oskarzonego jako kierowce tego pojazdu, oskarzyciel byt
pewny wygranej. Opieral bowiem swoja mowe o niepodwazalng teorie
prawdopodobienstwa.

Aresztowane osoby odpowiadaty doktadnie opisowi. Oskarzyciel poprosit
znajomego matematyka o oszacowanie prawdopodobienstwa, ze w pewnym
miejscu dojdzie do nastgpujacego zdarzenia:

Pojawi sig:

a) czarnoskory mezczyzna,

b) mezczyzna z broda,

C) mgzczyzna z wasami,

d) biata blondynka,

e) kobieta z wltosami upietymi w konski kucyk,

f) mieszana rasowo para,

g) z6tty samochod.

Uzywajac podstawowych danych statystycznych oszacowano, ze 1 na 10
mezezyzn jest czarnoskorym z brodg, co czwarty mezczyzna nosi wasy, co
trzecia kobieta jest blondynka bialej rasy, co dziesigta kobieta nosi wlosy upigte
w konski kucyk. W tym czasie szacowano prawdopodobienstwo pojawienia si¢
mieszanej rasowo pary w aucie na 0.001, oraz ze co dziesiate auto jest koloru
z6ltego.

Matematyk woéwcezas obliczyt prawdopodobienstwo zajscia tych wszystkich
. e 1711 1 1 1 1
zdarzen jednoczesnie jako: — ==+ —" == .
10 4 3 10 1000 10 12000000 .
Wedlug prokuratora, w zwigzku z tym, Zze szansa na zajscie tych wszystkich
zdarzen wynosita jeden na dwanascie milionow (sic!), a oskarzeni spehniaja

wszystkie te cechy, zatem muszg by¢ winni.
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Prokurator dokonat nastgpujacego procesu myslowego. Jesli te osoby sa
niewinne, to prawdopodobienstwo, ze spetnig wszystkie warunki opisane przez
naocznego $wiadka jest bardzo mate. Zatem nie mogg by¢ niewinni. Zaktadajac,
ze sg niewinni, fakt, ze spelniaja wszystkie warunki, robi si¢ bardzo podejrzany,
bo na spetnienie wszystkich warunkdéw sa przeciez bardzo mate szanse. Wobec
tego musza by¢ winni!
Matzenstwo Collinséw na podstawie sity przedstawionych argumentow zostato
uznane za winne popetnionego czynu.

Decyzja ta znana jest jako jeden z przyktadow prosecutor's fallacies
— blednych decyzji opartych na falszywym rozumowaniu. Podczas wyliczen
potraktowano zdarzenia jako niezalezne i dokonano mnozenia prawdopodo-
bienstw. Nie wzigto pod uwage zalezno$ci pomigdzy zdarzeniami oraz btgdnie
interpretowano pojecie prawdopodobienstwa warunkowego.

Aby wyjasni¢ blad popetniony przez oskarzyciela i jego kolegg, wezmy pod
uwagge prosty przyktad.
Zat6zmy, ze w milionowym miescie dokonano morderstwa i zeznania $wiadkoéw
doprowadzity do wytypowania 10 podejrzanych. Sposrod tej dziesiatki jeden
zostal zaaresztowany.
Prokurator mysli podobnie jak w przypadku matzenstwa Collinsow. Jesli ten
osobnik jest niewinny, to prawdopodobienstwo, Ze spetnia on wszystkie warunki
opisane przez naocznych §wiadkow jest bardzo male. Zatem nie moze by¢
niewinny. Zaktadajac, ze podejrzany jest niewinny, a spetnia wszystkie warunki
opisane przez swiadkow, na co jak wiadomo sg bardzo mate szanse, dochodzimy
do wniosku, ze musi by¢ winny!
Oznaczmy przez S — zdarzenie, ze podejrzany spelnia warunki opisane przez
swiadkow oraz przez N — zdarzenie, ze podejrzany jest niewinny. Prokurator
wobec tego twierdzi, ze w zwigzku z tym, ze P(S/N) jest bardzo mate, nalezy
uzna¢ podejrzanego winnym.

Faktycznie w naszym przypadku mamy: P(S/N) = nggg =0.00009.

Btad polega na niezrozumieniu pojecia prawdopodobienstwa warunkowego.
Zamiast zastanawiaé sie, jakie sa szanse, ze podejrzany spetnia warunki opisu
przy zalozeniu, Ze jest niewinny, prokurator powinien zastanowi¢ si¢ nad
prawdopodobienstwem zdarzenia, ze jest niewinny, cho¢ wiadomo, ze spelia
warunki opisu.

Zatem nalezy raczej zastanowi¢ sie¢ nad wartoscig: P(N/S), ktora w tym

przypadku wynosi % =0.9!
Zatem nawet zakltadajac, ze podejrzany spetnia warunki opisu podane przez

naocznych §wiadkéw, w dalszym ciggu mamy 90% szans na to, Ze jest niewinny.
To catkowicie zmienia podejscie do problemu winy i kary.
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3. Testy DNA

Kolejnym przyktadem wykorzystania teorii prawdopodobienistwa w sadzie
s testy DNA. Testy DNA s3 obecnie bardzo czgsto uzywane do potwierdzenia
lub wykluczenia winy podejrzanych. Chociazby w glto§nym procesie Jakuba T.
— Polaka oskarzonego o brutalny gwalt na 50-letniej Angielce — wykorzystanie
testow DNA dowiodlo niezbicie o jego winie. Trzeba jednak pamigtac, ze
i w tym przypadku nalezy bardzo ostroznie podchodzi¢ do interpretacji wynikow.

Stynny proces, ktory doprowadzit do sporéw co do uzycia testow DNA jako
dowodow odbyt sie¢ w 1993 w USA. Chodzito o apelacj¢ A. Deana, skazanego
na podstawie testu DNA za usitlowanie gwaltu. Test DNA polega na poréwnaniu
DNA podejrzanej osoby z przypadkowo wybrana probka. W trakcie apelacji
obronca przekonywal, ze pomylono w trakcie procesu prawdopodobienstwo
warunkowe roznych zdarzen. Tak jak w przypadku poprzedniej historii
korzystano z prawdopodobienstwa zdarzenia, ze probka DNA podejrzanego
pokryje sie z losowa probka przy zatozeniu, ze jest niewinny zamiast obliczy¢
prawdopodobienstwo zdarzenia, ze jest niewinny majac pokrycie probek DNA.

Sprobujmy wyjasni¢, na czym polegaja pomytki z wykorzystaniem testow

DNA. Obecnie wiadomo, ze prawdopodobienstwo, aby dwie niespokrewnione
1

ze soba osoby beda miaty taki sam wynik badania kodu DNA wynosi 0

(jedna miliardowa).
Zatem, jesli pobierzemy probki DNA z ciata ofiary, to prawdopodobienstwo,

ze niewinny czlowiek bedzie miat taki sam profil DNA jak sprawca wynosi %09.
Innymi stowy:

P(DNA takie samo /niewinny) = 109

Dokonano aresztowania pewnej osoby, dokonano badania kodu DNA i wynik
okazat sie taki sam jak kod sprawcy. Na tej podstawie sad stwierdza, ze:

1
P(niewinny/DNA takie samo) = 109

1 wysnuwa wniosek, ze prawdopodobienstwo

999999999

P(winny/DNA takie samo) = —

co praktycznie dowodzi jego winy.
Faktycznie, uzywamy nastepujacego ciggu argumentow:

P(niewinny IDNA takie samo) =
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_ P(niewinny i DNA takie samo)

B P(DNA takie samo)
_ P(DNA takie samo /niewinny) * P(niewinny)
B P(DNA takie samo)

Z kolei:

P(DNA takie samo) = P(DNA takie samo/niewinny) - P(niewinny) +
+P(DNA takie samo/winny) - P(winny)

Ostatnie statystyki podaja, ze policja sktania si¢ do brania pod uwage
P(winny) = P(niewinny) = 0.5

Wtedy mamy: P(DNA takie samo) = 0.000000001-0.5+1-0.51i
0.000000001 - 0.5

0.000000001-0.5+1-0.5

P(niewinny/DNA takie samo) =
~ 0.000000001

Zatem, wedtug sadu, prawdopodobienstwa:

P(DNA takie samo/niewinny) i P(niewinny/DNA takie samo) sa prawie
identyczne i bardzo mate. Wobec powyzszego, wysnucie wniosku, Ze:
999999999

P(winny/DNA takie samo) = — 0~ 1

wydaje si¢ uzasadnione.

W rzeczywisto$ci, nie mozna przypisywa¢ dowolnej osobie warto$ci
prawdopodobienstwa winny/niewinny na zasadzie rzutu monetg. Wsrod siedmiu
miliardow ludzi zyjacych obecnie na $wiecie, tylko jedna jest sprawcg zbrodni.
Trudno sobie wyobrazi¢ aby rdzenny Indianin z dorzecza Amazonki speiniat
zatozenia prawdopodobienstwa winny/niewinny, oparte na rzucie moneta,
zbrodni popetnionej w Brzezinach koto Lodzi.

Zatem, aby urealni¢ rozwazania — przypominamy, ze sprawca byt §cigany
mig¢dzynarodowym listem gonczym — zatozymy, ze mamy do czynienia z miliardem
potencjalnych sprawcow. Wtedy:

P(winny) = 0.000000001, P(niewinny) = 0.999999999

0.000000001 - 0.999999999

0.000000001 - 0.999999999 + 1-0.000000001 ~05

P(niewinny/DNA takie samo) =

Wida¢ obecnie, ze przesadzanie o jego winie na podstawie badan DNA jest
mocno przesadzone.

W 1997 roku Sad Apelacyjny USA wydatl o$wiadczenie, w ktorym nalega na
bardzo ostrozne podej$cie do wnioskow wysnuwanych z nieuswiadomionego
zastosowania teorii prawdopodobienstwa.
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4. ,Réwnouprawnienie” kobiet i me¢zczyzn

Obecnie przedstawi¢ przyktad ilustrujacy jak, uzywajac teorii prawdo-
podobienstwa warunkowego, mozna manipulowa¢ wnioskami i rezultatami
badan.

Wezmy pod uwage nastgpujaca tabele opisujaca udzial kobiet i mgzczyzn
skazanych za pospolite przestepstwa drobnych kradziezy:

Wyrok powyzej Wyrok ponizej
1 roku 1 roku
Kobieta skazana za udzial w przestepstwie 190 1410
Megzczyzna skazany za udzial w przestepstwie 170 1490

Oznacza to, ze prawdopodobienstwo skazania kobiety na kar¢ wigzienia

powyzej 1 roku wynosi: % = (0.11875, natomiast prawdopodobienstwo

skazania m¢zczyzny na karg wigzienia powyzej 1 roku wynosi: % = 0.1024.
Mozemy zatem stwierdzi¢, ze wyroki powyzej 1 roku zapadaja bez wzgledu na
pte¢ z prawdopodobienstwem okoto 11%.

Gdy jednak przyjrzymy sie kolejnym zestawieniom, okre$lajacym rozktad
wyrokéw z uwzglednieniem pici ofiar i sprawcow, dostaniemy dos$¢ niespodzie-

wane wyniki.

Kobiety ofiarami przestgpstwa:

Wyrok powyzej Wyrok ponizej
1 roku 1 roku
Kobieta skazana za udzial w przestepstwie 190 1320
Megzczyzna skazany za udzial w przestgpstwie 110 520
Mezczyzni ofiarami przestepstw:
Wyrok powyzej Wyrok ponizej
1 roku 1 roku
Kobieta skazana za udziat 0 90
W przestepstwie
Megzczyzna skazany za udziat 60 970
W przestepstwie

Obecnie zauwazmy, ze:

P(wyrok powyzej 1 roku / kobieta skazana i m¢zczyzna ofiara) = % =0

P(wyrok powyzej 1 roku / kobieta skazana i kobieta ofiara) = % =0.1258 ~ 12.6%
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P(wyrok powyzej 1 roku / mezczyzna skazany i me¢zczyzna ofiara) = % =
0.05825 = 6%
P(wyrok powyzej 1 roku / mezczyzna skazany i kobieta ofiara) = ==

630
0.1746 =~ 17.5%

Analizujac te wyniki, trudno jest méwi¢ o rownomiernej dystrybucji wyrokoéw
powyzej 1 roku w przypadku rozbicia ich na pte¢ ofiar.

Twierdzenia o prawdopodobienstwie warunkowym sa niebezpiecznym narzedziem
w rekach laika lub bezwzglednego cynika, ktéry potrafi, manipulujac danymi,
naciggna¢ wyniki do obrony swojej tezy.

Teorig prawdopodobienstwa warunkowego zawdzigczamy angielskiemu mate-
matykowi Thomasowi Bayesowi (1702-1761). W 1742 roku zostal przyjety
do Krélewskiej Akademii Nauk pomimo tego, Ze za jego zycia nie ukazala
sie Zadna praca podpisana jego nazwiskiem. Na liScie rekomendujacym go
do przyjecia widniejg 6wczesne stawy nauki. Do dzisiaj biografowie spieraja
sie, w jaki sposob Bayes dal si¢ wowczas poznaé jako znakomity matematyk.

5. Trudny proces decyzyjny

Na zakonczenie rozdzialu zajmiemy si¢ problemem decyzyjnym. Se¢dziowie,
Z natury rzeczy, musza podejmowa¢ decyzje na podstawie pewnych przestanek,
niepelnych informacji. Powinni zawsze by¢ obiektywni i dazy¢ do prawdy.

Postawmy ich przed ponizszym problemem, ktory dla uproszczenia
opiszemy prostym jezykiem zadania z probabilistyki na poziomie szkoty
srednie;.
Ot6z w skrzynce jest 10 kul, 5 biatych i 5 czarnych. Ze skrzyni usuwamy
jedna kule, nie ogladajac jej. Nastepnie przeprowadzamy dwa eksperymenty.
Pierwszy polega na 9-krotnym losowaniu ze zwrotem jednej kuli do skrzyni,
a drugi losujemy 209 razy ze zwrotem po jednej kuli do skrzyni. Okazato sig, ze
w pierwszym przypadku wszystkie 9 losowan dato kule czarng, a w drugim
eksperymencie uzyskano 109 czarnych i 100 biatych. I teraz nadchodzi czas
decyzji. Mianowicie, w zwigzku z tym, ze w pierwszym doswiadczeniu
wszystkie wylosowane kule byly czarne, to zapewne byto ich wigcej, zatem
pierwsza usunig¢ta kula byta biata. W drugim doswiadczeniu kul czarnych tez
bylo nieznacznie wigcej, co prowadzi do wniosku, ze by¢ moze pierwsza
usunietg kulg byla kula biata. Ktéry z tych dwoch eksperymentow daje wigksze
prawdopodobienstwo zdarzenia, polegajgcego na wyjeciu na poczatku kuli biatej?
Intuicja podpowiada, ze wynik pierwszego doswiadczenia niezbicie $§wiadczy
o tym, ze usuni¢ta zostata kula biata, jednak drugie do§wiadczenie juz nie tak
jednoznacznie dowodzi o wyjegciu kuli biatej jako pierwsze;j.
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Dokonajmy wymaganych obliczen.

Doswiadczenie pierwsze:
P(wylosowania 9 kul czarnych) =
= P(wylosowano 9 czarnych/usunieto czarng) - P(usunieto czarng) +
+P(wylosowania 9 czarnych/usunigto bialq) - P(usunigto bialg) =

- 3+6) 3

P (usunieto kulg biatg /wylosowano 9 czarnych) =
_ P(wylosowania 9 czarnych/usunigto bialg) - P(usunigto bialg)

P(wylosowania 9 kul czarnych)

5\°.1
(9) 2 — 14 ~=0,88

Doswiadczenie drugie:

P(wylosowania 109 kul czarnych i 100 biafych) =

= P(wylosowano 109 czarnych i 100 biatych/usunieto czarng) - P(usunieto czarng) +

+P(wylosowania 109 czarnych i 100 biatych/usunigto bialg) - P(usunieto bialg) =
109 5 109 4 100 1

(109 G) G 2+Go0) ) 6 2

P(usunieto kule bialg /wylosowano 109 czarnych i 100 biatych) =
_ P(wylosowania 109 czarnych i 100 biatych/usunigto bialg) -P(usunieto bialg)) _

100 1

P(wylosowania 109 kul czarnych i 100 bialych)
209 109 4 100 . l
109 9 2 — 1 —
209 4 109 100 1 209 5 109 ) i 100 . l 1 + é 9
109 109 9 2 5

Niewiarygodne! Prawdopodobienstwa sa takie same, a intuicja wskazywala,
ze w drugim przypadku szanse na usuniecie biatej kuli jako pierwszej byty duzo
mniejsze niz w pierwszym przypadku.

Zauwazmy jeszcze, ze chodzi tylko i wylacznie o rdznice w liczbie
wylosowanych czarnych w stosunku do biatych. Gdy r6znica ta wynosi 9,

)

. . . 1
to zawsze szukane prawdopodobienstwo wynosi¢ bedzie: —— .
1

Zatem, gdy w trzecim eksperymencie wylosujemy 1999 kul czarnych i 1990 kul
biatych, to rowniez szanse na poczgtkowe usuni¢cie biatej wynosic¢ beda 88%.

Widaé, jak tatwo daé si¢ zwiesé, jesli zaufamy tylko intuicji i zdrowemu
rozsagdkowi, a pominiemy obiektywng i prosta matematyke.
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Money, get back.
I'm all right Jack keep your hands off of my stack.
Money, it's a hit.

R. Waters

MATEMATYKA GIER | ZABAW

W rozdziale tym zajmiemy si¢ opisem kilku gier w kosci, przyjrzymy si¢
zdrapce proponowanej przez sie¢ McDonald's, wyjasnimy co matematyka ma
do powiedzenia podczas jedzenia makaronu i zajmiemy si¢ sekretami hazardu.
Kosci zostaly rzucone — to stynne powiedzenie Juliusza Cezara odnosito si¢ do
gry w kosci, ktorej byl wielbicielem. Kosci byly znane juz w starozytnosci,
a wsrod mitosnikow rozrywek z nimi zwigzanych na przetlomach wiekow nalezy
wymieni¢ jeszcze: cesarza Klaudiusza, Marka Antoniusza, Konstantyna VII,
krola Ryszarda Lwie Serce, krola Jerzego i Henryka VIII. W Polsce zapalonym
graczem byt Kazimierz Sprawiedliwy. Liczba réznych gier, w ktérych uzywa sie
tylko kosci jest juz wigksza od 200. W tym rozdziale omowimy kilka z nich.

1. Craps

Craps to obecnie najpopularniejsza na $wiecie gra w kosci. Znana w Europie
juz od czaséw wypraw krzyzowych, w koncu wieku XVIII przywedrowata do
Ameryki, gdzie stala si¢ ulubionym zajeciem niewolnikéw. Obecnie w kasynach
grywana jest wersja 0 nazwie craps pass line bet. Popularnos¢ swojg zawdzigcza
temu, ze jest wprost stworzona do zaktadow i obstawiania wynikéw kolejnych
uktadow.

Zasady gry sg nastgpujace:

Liczba graczy: co najmniej dwoch,

Rekwizyty: 2 zwykte kosci do gry.

Gracz rzuca ko$émi i oblicza sume oczek uzyskanych w rzucie. Gdy suma
wynosi 7 lub 11, wygrywa okreslong z gory stawke. Gdy suma wynosi: 2, 3 lub
12 — traci prawo ruchu i przekazuje kosci kolejnemu graczowi. Gdy suma
wynosi: 4, 5, 6, 8 lub 9, to suma oczek staje si¢ tzw. punktem i uzyskuje prawo
do kolejnych rzutéw. Obecnie rzuca kos¢mi do momentu wyrzucenia ,,punktu” —
wtedy wygrywa, albo sumy oczek 7 — wtedy przegrywa.

Reguly gry w Craps sa smakowicie przedstawione w filmie gangsterskim
Prawo Bronxu z 1993 roku w rezyserii Roberta de Niro. Rowniez w filmie
Diamenty sq wieczne (1971) — ostatnim z przygod agenta Jamesa Bonda, ktorego
gral Sean Connery, jest zabawna scena z kasyna, w ktorej gtowny bohater gra
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w kosci i probuje si¢ niezdarnie uwolni¢ od natr¢tnej zafascynowanej nim
dziewczyny o wiele znaczacym przezwisku — Plenty.

W filmie Cooler (2003), William H. Macy gra tytulowego pechowca
zatrudnionego w kasynie, tylko po to, by przynosi¢ nieszczgécie graczom. Jest
takim stracencem, ze sama jego obecno$¢ przynosi zla passe podczas gry.
W momencie kiedy si¢ zakochuje i to z wzajemnoscia, jego los si¢ odmienia
1 staje si¢ bezuzyteczny w kasynie. Natomiast sam zaczyna wierzyé w swoja
dobrg gwiazde i rozpoczyna wielkg gre w Craps.

Sprobujemy wyliczy¢, jakie sa szanse na wygrang w tej grze.

Najpierw obliczmy, ile wynosza prawdopodobienstwa uzyskania poszczegdlnych
sum oczek na kos$ciach.

W tabelce wypisujemy wszystkie mozliwe sumy uzyskane przy poszczegolnych
rozktadach oczek na kosciach:

11234 |5 |6
112]13]4]|5 |6 |7
213|4|5]6 |7 |8
314[5]6|7 |8 |9
415]6]7(8 |9 |10
5[16]7]8|9 [10]11
617189101112

Niechp;,i = 2,3, ..., 11, 12 oznacza prawdopodobienstwo uzyskania sumy i oczek.
Mamy zatem:

() (%] Da Ps 143 [ %4 Ds () P1o P11 P12
1/36 | 2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 3/36 | 2/35

Prawdopodobienstwo wygrania w pierwszym rzucie wynosi zatem: p; + pyq = 3%.
Gracz moze wygra¢ rowniez wtedy, gdy w pierwszym rzucie uzyska ,,punkt”
(suma oczek: 4, 5, 6, 8, 9, 10), a w kolejnych rzutach wyrzuci ,,punkt” zanim
wypadnie suma rowna 7.

Zatem prawdopodobienstwo wygrania w serii rzutow wynosi:
Li=opi(1 —p;i —p;)*p;dlai=4,56,8,09 10

W pierwszym rzucie wyrzucono punkt, nastepnie serie sum réznych od punktu
oraz 7 i w koncu sume oczek roéwng punktowi.
Oczywiscie:
p?
pi tp7

Z pi(1 —p; —p)fp; =
k=0

Wygrana w serii rzutéw wynosi wigc:
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3\2 42 52 5\2 4\? 3)2
I aC . C G I B
i=4,i7Pi T D7 v 36 36 36 36 36
= 0.270709

Prawdopodobienstwo wygranej wynosi: 0.270709 + % = 0.492929.

Mamy zatem prawie 50% szans na wygranie w tej grze.

Chyba zZe stoi przy nas Cooler i wtedy nawet zdolnosci do obliczania
prawdopodobienstwa i prawa wielkich liczb oraz statystyka nam nie pomoga.

W Stanach Zjednoczonych miarg bezwzglednej uczciwos$ci jest stwierdzenie,
ze z dang osobg mozna play craps over the phone.

2. Graw12

Liczba 12 ma wiele ukrytych witasnosci i znaczen. Wymienmy kilka z nich.
1) Jesttzw. liczbg catujgcq w trzecim wymiarze.
Liczba calujaca w n-tym wymiarze nazywamy maksymalng ilos¢ kul
jednostkowych n-wymiarowych, ktore dotykaja kuli jednostkowej.
W przestrzeni jednowymiarowej liczbg catujaca jest 2:

[ Y ¥
\ A A

W dwoch wymiarach:

liczbg catujacg jest 6.
Natomiast w trzech wymiarach liczba catujaca to 12:

110



Od 2004 roku znana jest liczba catujaca w czterech wymiarach. Jest to 24. Dla
pozostatych wymiaréw nieznane sg doktadne wartosci liczb catujacych, tylko
ograniczenia dolne i gorne.

2)

3)

4)

5)

12 jest najmniejsza liczba szczodrg. Liczbe naturalng n nazywamy
szczodra, jezeli suma wszystkich jej wiasciwych podzielnikow jest
wigksza od n. Rzeczywiscie, podzielnikami wlasciwymi 12 sa: 1, 2, 3,
4,6.Zkolei 1l +2+3+4+6>12. 12 jest najmniejszg liczba o tej
wlasnosci. Oto lista liczb szczodrych mniejszych od 100. 12, 18, 20, 24,
30, 36, 40, 42, 48, 54, 56, 60, 66, 70, 72, 78, 80, 84, 88, 90, 96.

12 jest tzw. liczba podtuzng, czyli taka, ktora jest iloczynem kolejnych
liczb naturalnych. Faktycznie 12 = 3 - 4.

12 jest liczbg diabelskq, bo w zapisie binarnym ma parzysta liczbe
jedynek.
12 =1100,.

12 jest liczbg praktyczng, bo kazda liczba mniejsza od niej jest jej
podzielnikiem lub da si¢ zapisa¢ jako suma jej réznych podzielnikow.
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Zobaczmy: 1, 2, 3, 4, 6 to podzielniki 12. Adalej: 5=3+2,7=4+3,8
=6+2,9=6+3,10=6+4,11=6+4+1.

6) Liczbe 12 mozna zapisa¢ jako sume jej cyfr i szeScianow jej cyfr.
12 =1+ 2 + 13 + 23. Jest najmniejsza liczbg o tej whasnosci.

7) Liczba 12 jest jedyng liczba naturalna, ktéora mozna zapisa¢ jako sumg
poteg trojki, gdzie potegami sg cyfry tworzace 12, tzn. 12 = 31 + 32,

8) Liczba 12 jest podzielna przez sume swoich cyfr i przez iloczyn cyfr ja
tworzacych.

9) Iloczyn wiasciwych podzielnikow 12 wynosi: 1:2:3-4-6 = 122,
Zauwazmy jeszcze, ze majac 122 = 144, odwracajac kolejnosé cyft,
otrzymamy réowniez 212 = 441,

10) Rok sktada si¢ z 12 miesigcy.
11) Mamy 12 znakoéw zodiaku.
12) Zaroéwno dzien, jak i noc sktadajg si¢ z 12 godzin.

13) Skala wiatru wedlug Beauforta sklada si¢ z 12 stopni. Najsilniejszy
wiatr o sile 12 stopni to huragan.

14) Byto 12 apostotow.
15) Stopa sktada si¢ z 12 cali.

16) W Wielkiej Brytanii do roku 1971, w ktérym dokonano decymalizacji
szyling byl moneta sktadajaca si¢ z 12 pensow i byt 1/20 funta szterlinga.

17) Podstawa terapii wspolnoty AA Anonimowych Alkoholikow jest
program 12 krokow, 12 tradycyjnych regut.

Po przedstawieniu niektorych wlasnosci i osobliwosci liczby 12, omowimy
kolejna gre w kosci, znang jako ,,dwunastka”.
Gracz obiera liczbe z przedziatu [13, 18]. Nastepnie rzuca kostka i sumuje liczby
oczek. Przestaje rzuca¢é w momencie, kiedy suma oczek po raz pierwszy
przekroczy 12. Gdy otrzymana suma jest zgodna z deklarowang na poczatku
liczba, wowczas wygrywa stawke. W przeciwnym wypadku stawka przechodzi
do puli, do ktérej nastgpny gracz doktada swojg stawke i1 rozpoczyna gre.
Zastanéwmy si¢, jaka liczba z przedziatu [13, 18] ma najwigksze prawdo-
podobienstwo pojawienia si¢ jako pierwsza przekraczajaca 12.
Najpierw rozwazmy nastgpujace zagadnienie. Rzucamy kolejno kostkg i sumujemy
liczbe oczek. Niech p, oznacza, Zze po pewnej iloSci rzutow dotarliSmy
do sumy n.
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Woéweczas:
1

pP1 = ? 1
P2 =P+ - bo sume 2 mozemy otrzymac rzucajac 1 z pozycji sumy 1 lub
rzucajac 2 od razu.
D3 = %pz + %pl + % — bo sumg 3 mozemy uzyskac rzucajac 1 z pozycji sumy 2,
rzucajac 2 z pozycji sumy 1 lub rzucajac 3 od razu. Podobnie mamy:

1 1 1 1
Pa=7P3tP2t Pty

1 1 1 1 1
Ps =¢PatopPst P2t Pty

1 1 1 1 1 1
Pe =gPsToPatPzatopP2t Pty

1 1 1 1 1 1
Pn=¢Pn-1t{Pn2FPn3t  Pn-atPns+tPn-s dlan =7

Znajac warto$¢ p; = %, mozemy kolejno wyliczy¢:

n |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
p, |0.1666 |0,1944]0.2268 | 0.2646 |0.3087 | 0.3602 | 0.2536 | 0.2680 | 0.2803 | 0.2892

n 11 12 13 14 15 16 17 18
p, | 0.2933 | 0.2908 | 0.2792 | 0.2835 | 0.2861 | 0.2871 | 0.2867 | 0.2855

Obecnie wracamy do gry w 12.
Zauwazmy, ze gra zakonczy si¢ wynikiem 18, gdy po dotarciu w dowolny
sposob do 12 (z prawdopodobienstwem p;,) wyrzucimy 6.

Zatem P(18) = =py, = 0.0487.

Gra zakonczy si¢ wynikiem 17, gdy po dotarciu w dowolny sposob do 11
(z prawdopodobienstwem py,) wyrzucimy 6 lub po dotarciu do 12 (z prawdopo-
dobienstwem p,,) wyrzucimy 5. Oznacza to, ze:

P(17) = p1z + ¢ P11 = 0.1455
Analogicznie dostaniemy:
1 1 1
P(16) = —p1a + P11 + P10 = 0.1455
1 1 1 1
P(15) = sPi2tPin t o Pot P = 0.1923
P(14) = - - - ~ po + = pg=0.2369
( )—gpu 2P+ P10+ Po +Ps=0. oraz

1

1 1 1 1 1
P(13) = g P12 +5P11 +gP10 +gP9 +gP8 +€P7 = py3 = 0.2792
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W tej grze najlepiej stawia¢ na zakonczenie na sumie 13. O wlasnoSciach tej
liczby nie mam odwagi pisa¢, gdyz mam triskaidekafobie — Igk przed liczba 13,
przynoszaca nieszczgscie i pech.

Prosze zwroci¢ uwage, ze w niektorych hotelach brak pokoi o numerach 13, 113
itd. W wiezowcach po pietrze 12 nastgpuje 14. Hiszpanskie i wloskie linie
lotnicze nie maja w swojej flocie samolotdow o numerach zawierajacych 13.
Modele samochodéw firmy Renault oznaczone sa liczbami od 3 do 25
z pomini¢ciem 13.

Debiut ptytowy amerykanskiego wokalisty Johna Mayera Room for squares
z 2001, za ktory otrzymat Nagrode Grammy i jest do tej pory jego najwiekszym
osiaggnieciem zawierat 14 utwordéw. Nagranie 13 byto dwusekundowym brzmieniem
ciszy.

Pominmy zatem milczeniem 13, jako najbardziej prawdopodobne zakonczenie
tej gry i obstawiajmy inaczej. Kto wie, czy wygrana nie przyniostaby nam pecha.

3. Makaron

Najpopularniejszy makaron to produkt wytwarzamy z jaj, maki i wody.
Encyklopedia zZywienia wyroznia 93 rodzajéw makaronu. Dtugie, okolo 50
centymetrowe makaronowe rurki produkowane z maki pszenicznej nazywamy
spaghetti. Fachowcy rozrozniajg jeszcze spaghettini i spaghettoni. R6znig sig
one dlugoscig promienia rurki. Danie spaghetti to odpowiednio ugotowany
makaron tego rodzaju, polany sosem i posypany tartym serem.

Tego rodzaju danie, osoby niewprawione w konsumpcji makaronu spozywaja
dosy¢ dtugo. Bioragc na widelec stos makaronu, obserwujemy, ze podczas
transportu do buzi nitki zsuwaja si¢ z widelca. Niestety, okruszyny sera nie
zwigkszajg tarcia nitek o widelec. Gladko§¢ makaronu powoduje, ze predkos¢
zsuwania si¢ nitek z widelca jest wigksza, niz predko$¢ pochylania gtowy nad
talerzem. Z kolei maksymalne pochylenie glowy nad talerzem nie jest mozliwe
ze wzgledu na wysoka temperature potrawy i 0stry zapach cebuli oraz czosnku
wydobywajacy si¢ z talerza.

Zatem osoby mniej zdolne manualnie z reguty spedzaja dtugi czas nad talerzem
spaghetti, oczekujac albo na ostygniecie potrawy, albo na litosciwego kelnera,
ktory zabierze ten koktajl zapachow sprzed nosa.

Zdecydowanie ze wszystkich rodzajow spaghetti wole spaghetti westerny.
Wielokrotnie, siedzac nad talerzem makaronu, z nudow probowatem widelcem
Taczy¢ koncowki rurek. Dwie koncowki moga pochodzi¢ od tej samej nitki badz
od roznych nitek. W pierwszym przypadku tworzymy petelke, w drugim za$
zwigkszamy dwukrotnie dlugos¢ nitki. Idealem byloby potaczy¢ wszystkie
koncowki. Co bytoby wowczas efektem koncowym?

Zakladajac, ze na talerzu mamy n nitek, kazda o dlugosci d, w skrajnych
przypadkach mieliby§my do czynienia z jedna ogromna petla (dtugosci nd) albo
z rodzing n petelek, kazda o dtugosci d.
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Zastanowmy si¢, jaka jest najbardziej prawdopodobna liczba petelek, gdy
polaczymy wszystkie konce rurek makaronu?

Oczywiscie, przy n nitkach, wybierajac jeden z koncow, prawdopodobienstwo
zdarzenia, ze kolejny wybrany z plataniny spaghetti koniec bedzie nalezal do tej

samej nitki wynosi p,, = Py

Wybieramy zatem dwa konce spaghetti. Z prawdopodobienstwem p, = —
tworza one petle o dlugosci d. Jesli tak sie zdarzy, odktadamy petle na bok
i zostaje nam n — 1 nitek. Jesli nie tworzg one petli, to pozostaje nam réwniez
n — 1 nitek. Niech E(n) oznacza $rednig liczb¢ petelek skonstruowanych
z n nitek.

Otrzymujemy nastgpujacag relacje:
Em)=(1+EMn—-1))p, +E(n—1)(1A—-py) =E(n—1) +p,

=E(n—1)+2n_1
Majac E(1) = 1, po zastosowaniu indukcji matematycznej dostaniemy:
1 1 1 1
E) =14zttt to—

Zauwazmy, ze: E(n) = (145424 ) = 2(1+2 45+ +3)

Uzywajac wzoru Eulera:

1+ % + % + - +% n — o lnn + y, gdzie y = 0.5772 to tzw. stata Eulera.
Zatem E(n) = In2n+y —%(lnn +y)=m2+ %y + %lnn ~ 0.98175 + %lnn

Funkcja E(n) rosnie bardzo wolno. Z dania skladajacego si¢ ze 100 nitek
spodziewamy si¢ dosta¢ srednio E(100) = 3.28 petelek.
5 petelek otrzymamy dopiero z talerza o 3092 nitkach!

4. Star Raiders

Star Raiders to klasyczna gra komputerowa wyprodukowana w 1979 na
Atari. Wpisana na list¢ 10. najwazniejszych gier komputerowych w historii.
Przez mitosnikow gier uwazana za podstawe dla wszystkich kosmicznych gier
akcji. W latach 80. ubieglego wieku byta tak popularna, ze firma McDonald's,
zainspirowana jej powodzeniem, do swoich produktow dorzucata gre zdrapke
nawigzujaca do Star Raiders.

Otéz po zakupieniu produktu w sieci McDonald's klient dostawal kartke
z ciagiem zamalowanych 10 kratek. Nalezato kolejno zdrapywaé kratki,
a pokazywaly si¢ na nich kolejne symbole. Wsrdod 10 symboli 2 oznaczaty
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nagrode jaka mozna wygra¢ (nagrody byly rézne: od kolejnego hamburgera

po komputer Atari). Dwa symbole przedstawiaty znak ZAP (zastrzeli¢), za$

pozostatych 6 kratek byto pustych.

Gdy kolejno zdrapujac kratki otrzymano dwa obrazki zanim pojawit si¢ symbol

ZAP, to kupon upowazniat do odebrania nagrody.

Zaktadajac, ze uktad symboli w ciggu jest zupelnie przypadkowy, obliczmy

prawdopodobienstwo wygrania w zdrapce.

Niech N oznacza kratk¢ z symbolem nagrody, Z — to kratka z symbolem ZAP,

za$ P — to kratka pusta.

Zatem ilo$¢ mozliwych utozen symboli N wynosi: (120).

[lo$¢ mozliwych pozycji symboli Z to: (g)

Ilos¢ wszystkich mozliwych utozen symboli N, Z oraz P to: (120) (g) = 1260.
Obecnie zajmiemy si¢ obliczeniem ilosci takich ulozen symboli w kratkach,

ktére gwarantujg wygranie:

1) Pierwszy symbol ZAP znajduje si¢ w kratce nr 3 (wowczas N zajmujg
pozycje 11 2, za$ drugi symbol Z jest w jednej z pozostatych 7 kratek). Daje
to (;)(Z) mozliwosci.

2) Pierwszy symbol ZAP znajduje si¢ w kratce nr 4 (wowczas N zajmujg dwie
pozycje z pierwszych trzech, zas drugi symbol Z jest w jednej z pozostatych
6 kratek). Daje to (3)($) mozliwosci.

Postepujac analogicznie, obliczmy liczbe mozliwych utozen w przypadkach, gdy

pierwszy symbol Z znajduje si¢ w kratce nr 5, 6, 7, 8, 9.

Zatem liczba utozen pozycji wygrywajacych wynosi:

LO+RO+EE+QE+ QO+ Q) R)E) -2

Prawdopodobienstwo wygrania nagrody wynosi % =1/6

Zainteresowanego Czytelnika namawiamy do obliczenia prawdopodobienstwa
wygranej, w przypadku gdy zdrapka zawiera n kratek z symbolem nagrody,
p — kratek z symbolem ZAP oraz r — kratek pustych.

5. Kasje

W grze biorg udziat dwie osoby. Gra polega na wyrzuceniu jak najwickszego
uktadu otrzymanego z trzech kosci. Kazdy gracz ma do wykorzystania co
najwyzej dwa rzuty i rzuca co najwyzej trzema kostkami. Celem gry jest
uzyskanie jak najwyzszego uktadu oczek na wyrzuconych kostkach. Najwyzszym
uktadem jest 4, 4, 4. Kolejnymi sg 4, 1,6;4,1,5;4,1,4;4,1,3;4,1,2i4,1, 1
Wygrywa ten gracz, ktory uzyskal wyzszy uklad. Zasady gry sa nastepujace:
Gracz A rzuca trzema ko$¢mi.
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Gdy w pierwszym rzucie otrzyma uktad 4, 4, 4, to przekazuje kosSci graczowi B
i on ma szansg jedynie na remis, jesli w pierwszym rzucie wyrzuci uktad 4, 4, 4.
Jesli w pierwszym rzucie gracza A wypadnie jedna lub dwie czworki, to
woOwczas zostawia jedng z nich, rzuca jeszcze raz dwoma kostkami, aby
otrzymac ktorys$ z wygrywajacych uktadow.

Jezeli w pierwszym rzucie gracza A nie pojawi si¢ zadna czworka, to rzuca
jeszcze raz trzema kostkami.

Strategia wykorzystywana przy drugim rzucie jest nastgpujaca:

Jezeli za pierwszym razem gracz A otrzymatl ktory$ z wygrywajacych uktadow,
tzn.: 4, 1, k, gdzie k = 1, 2, 3, 4, 5, 6, to z reguly przy k = 1, 2, 3 gracz
zatrzymuje na stole dwie kostki z oczkami 4, 1 i rzuca trzecig, aby uzyska¢ wyzszy
wynik. W przypadku k = 4, 5, 6 gracz zadowala si¢ wynikiem otrzymanym
W pierwszym rzucie i rezygnuje z przywileju kolejnego rzutu.

Po opisie gry trudno jest zdecydowaé, czy ta gra jest fair, czy warto by¢
pierwszym, czy drugim.

Dlatego z uwaga przeSledzimy szanse na zwycigstwo w tej grze, z punktu
widzenia gracza B. OczywiScie, zdarzenia polegajace na wyrzuceniu okreslonego
uktadu sg niezalezne i takie same dla obydwu graczy. Nas interesowac bedzie
zagadnienie ciekawsze, tzn. wyliczymy szanse na wygrana gracza B, w kazdej
okolicznosci, kiedy zna juz wynik gracza A.

Najpierw jednak obliczmy kilka prawdopodobienstw uzytecznych w tej grze.
Prawdopodobienstwo wyrzucenia uktadu 4, 4, 4 w jednym rzucie wynosi
P(4, 4, 4) = 1/216.

Prawdopodobienstwo wyrzucenia jednej czworki przy rzucie trzema kostkami

WYynosi:
1y (5\* 75
3-(5)(6) =216
Prawdopodobienstwo wyrzucenia dwoch czworek w rzucie trzema kostkami
WYNosi:
1V 5 15
3-(8) 5 me
Prawdopodobienstwo niewyrzucenia czworki w rzucie trzema kostkami wynosi:

216-1-75-15 125
216 216

Prawdopodobienstwo wyrzucenia za pierwszym razem jednej lub dwodch
czworek bez jedynki obliczymy odejmujac od prawdopodobienstwa ukladow
zawierajacych jedna Iub dwie czworki prawdopodobienstwa wyrzucenia
uktadow:4,1,1;4,1,2;4,1,3;4,1,5;4,1,6;oraz 4, 4, 1.
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Mamy:

P(4,1, 1) = 3/216, P(4, 1, 2) = 6/216, P(4, 1, 3) = 6/216
P(4, 1, 5) = 6/216, P(4, 1, 6) = 6/216, P(4, 4, 1) = 3/216

Zatem prawdopodobienstwo otrzymania w jednym rzucie trzema kostkami
jednej lub dwoch czworek bez jedynki wynosi:

75+15-3-6-6—-6—6—3 60
216 T 216

Prawdopodobienstwo, ze gracz A zakonczy swoja runde z wynikiem 4, 1, 1
WYnosi:
3 1 N
216 6
(za pierwszym razem wyrzucit 4, 1, 1 i potem, chcac poprawi¢ wynik, rzucat
jeszcze raz jedna kostka, ale otrzymat 1)

6 1 N
216 6
(za pierwszym razem wyrzucit 4, 1, 2 i, chcac poprawi¢ wynik, rzucat jeszcze
raz jedna kostka, ale otrzymat 1)
6 1 N
216 6
(za pierwszym razem wyrzucit 4, 1, 3 i, chcac poprawi¢ wynik, rzucal jeszcze
raz jedng kostka, ale otrzymat 1)
60 1 N
216 36

(za pierwszym razem wypadta jedna lub dwie czworki, bez jedynek. Gracz A

zatrzymuje jedng czworke i rzuca dwiema kostkami, aby otrzymaé dwie jedynki).
125 3

216 216

(za pierwszym razem nie wypadla ani jedna czworka i przy drugim rzucie
trzema kostkami pojawit si¢ uktad 4, 1, 1)
Gracz A zakonczy runde wynikiem 4, 1, 1 z prawdopodobienstwem:

6 1 6 1 60 1 125 3
—+ - "5>=0.02733

P(A411) = — - = — — : :
(41D =516 5216 6 " 216 5 T 216 36 ' 216 216

Podobnie obliczamy prawdopodobienstwa ukonczenia rundy przez gracza A
z wynikiem 412 i 413, otrzymujac:
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6 1 6 1 60 2 125 6

P(A412) = P(13) = 516 67 216 6 T 216 6 T 216 36 T 216 216
= 0.04308

Nastgpnie obliczymy prawdopodobienstwo zakonczenia rundy przez gracza A
wynikiem 4, 1, 4:
3 1

216 6
(wyrzucit 4, 1, 1 i poprawial wynik rzucajac jedng kostka — wypadta 4)
3
16 +
(wyrzucit za pierwszym razem 4, 1, 4 1 zadowolit si¢ wynikiem)

6 1 N
216 6
(wyrzucit za pierwszym razem 4, 1, 2 i poprawiat wynik rzucajac jedng kostka —

wypadta 4)
6 1

216 6
(wyrzucit za pierwszym razem 4, 1, 3 i poprawiat wynik rzucajac jedng kostkg —

wypadta 4)
60 2

216 36 '
(za pierwszym razem wypadia jedna lub dwie czworki, bez jedynek. Gracz A
zatrzymuje jedng czworke i rzuca dwiema kostkami otrzymujac 41 1)

125 3

216 216

(za pierwszym razem nie wypadla ani jedna czworka i1 przy drugim rzucie
trzema kostkami pojawit si¢ uktad 4, 4, 1)

Ostatecznie:

1 3 6 1 6 1 60 2 125 3
P(A414) =

216 6 " 216 1216 6 1216 6 T 216 36 T 216 216
= 0.04893
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Podobnie mozemy obliczyc¢:
P(A415) = P(416)
3 1+6+6 1+6 1+60 2+125 6
© 216 6 216 216 6 216 6 216 36 216 216
= 0.07086

Przypomnijmy jeszcze, ze:

1
P(A444) = > = 0.00463

Zauwazmy jeszcze, ze gracz A zakonczy runde wynikiem niepremiowanym

z prawdopodobienstwem:
60 25

216 36 T

(za pierwszym razem wyrzucit jedng lub dwie czworki, natomiast w drugim
rzucie dwiema kostkami nie dostat ani jednej czworki)

125 (216 —4-6—2-3)
216 216

(za pierwszym razem nie byto czworki, zas w drugim rzucie trzema kostkami nie
otrzymal premiowanego uktadu).

Zatem prawdopodobienstwo zakonczenia rundy przez gracza A z ukladem
niepremiowanym, zerowym wWynosi:

PAD 60 25 125 186 — 0.69123

(40) = 216 36 * 216 216

Obecnie zajmiemy si¢ szansami gracza B na odniesienie zwycigstwa W poje-
dynczej rundzie. Oczywiscie, ze wzgledu na niezaleznos¢ zdarzen, prawdo-
podobienstwa otrzymania poszczegoélnych wynikéw sa takie same zarowno dla
gracza A, jak i B. Wazne sg natomiast prawdopodobiefistwa warunkowe:
Oczywiscie, jezeli A osiagnie wynik zerowy, to B z prawdopodobienstwem 0.69123
zremisuje, z prawdopodobienstwem 1 — 069123 = 0.30877 wygra i z prawdo-
podobienstwem 0 przegra.

Zapisujac symbolicznie, otrzymujemy:

P(BR/A0) = 0.69123, P(BZ/A0) = 0.30877,P(BP/A0) = 0

gdzie: BR oznacza zdarzenie — gracz B remisuje, BZ — gracz B zwycigza,
BP — gracz B przegrywa.
Jezeli A osiagnie wynik 411, to B zremisuje z prawdopodobienstwem:
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125 3
216 216

(za pierwszym razem nie wypadta ani jedna czworka i przy drugim rzucie
trzema kostkami pojawit si¢ uktad 4, 1, 1)

60 1
216 36

(za pierwszym razem wypadta jedna lub dwie czworki, bez jedynek. Zatrzymuje
jedna czworke, rzuca dwiema kostkami i otrzymuje dwie jedynki)

3 1
216 6

(za pierwszym razem wyrzucit 4, 1, 1 i potem, chcac poprawi¢ wynik, rzucat
jeszcze raz jedna kostka i wypada 1)

Zatem:

P(BR/A411) = 125 + 60 1 + 1 0.01807
/ " 216 216 216 36 216 6

Oczywiscie: P(BP/411) = 0.69123, zatem P(BZ/A411) = 0.29070.
Nastepnie ocenimy szanse gracza B w przypadku osiagnigcia przez A
wyniku 412.

Szanse na remis wynosza:
3 1

2166
(za pierwszym razem wyrzucit 4, 1, 1 i potem, chcac poprawi¢ wynik, rzucat
jeszcze raz jedna kostka i otrzymat 2)

6 1 N
216 6
(za pierwszym razem wyrzucit 4, 1, 2 i, chcac poprawi¢ wynik, rzucat jeszcze
raz jedna kostka, ale otrzymat znowu 2)

60 2 4
216 36

(za pierwszym razem wypadia jedna lub dwie czworki, bez jedynek. Gracz A
zatrzymuje jedng czworke i rzuca dwiema kostkami, otrzymujac 41 2)

125 6
216 216
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(za pierwszym razem nie wypadla ani jedna czwoérka i przy drugim rzucie
trzema kostkami pojawit si¢ uktad 4, 1, 2)

Zatem:

P(BR/A412) = 3 . 1,6 1,60 2 125 6 _ 03845
216 6 T 216 6 216 36 ' 216 216

Z kolei szanse na porazke gracza B przy wyniku 412 gracza A liczymy jako:
3 1 N
216 6
(za pierwszym razem wyrzucit 4, 1, 1 i potem, chcac poprawi¢ wynik, rzucat
jeszcze raz jedng kostka i otrzymat 1)

6 1 N
216 6
(za pierwszym razem wyrzucit 4, 1, 2 i, chcac poprawi¢ wynik, rzucal jeszcze
raz jedna kostka, ale otrzymat znowu 1)
60 26 N
216 36
(za pierwszym razem wypadta jedna lub dwie czworki, bez jedynek. Gracz A
zatrzymuje jedng czworke i rzuca dwiema kostkami, otrzymujac wynik gorszy
badz rowny 4 i 2, czyli nie wyrzuci: 42, 24, 43, 34, 45, 54, 46, 64)
125 (3 +186)
216 216

(za pierwszym razem nie wypadla ani jedna czwodrka i przy drugim rzucie
trzema kostkami pojawit si¢ uktad gorszy badz réwny 4, 1, 2, czyli w drugim
rzucie pojawi si¢ uktad niepremiowany lub 4, 1, 1).

Zatem:
P(BP/A412) = 3 1 4 6 1 60 26+125 (3 +186) — 071393
/ 216 6 216 6 216 36 216 216

Oczywiscie wtedy:
P(BZ/A412) = 0.24762

Bardzo podobnie mozemy obliczyc¢:

P(BR/A413) = 0.04308, P(BP/A413) = 0,76164, P(BZ/A413) = 0,19528
P(BR/A414) = 0.04893, P(BP/A414) = 0.80472, P(BZ/A414) = 0,14635
P(BR/A415) = 0.07317, P(BP/A415) = 0.84902, P(BZ/415) = 0,07780
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P(BR/A416) = 0.07780,P(BP/A416) = 0.91757,P(BZ/A416) = 0,00463
Przy wyniku A444 mamy:

P(BR/A444) = 0.00463, P(BP/A444) = 0.99537,P(BZ/A444) = 0
Ostatecznie:

P(BZ) = P(BZ/A0) - P(A0) + P(BZ/A411) - P(A411) + P(BZ/A412)
- P(A412) +
+P(BZ/A413) - P(A4413) + P(BZ/A415) - P(A415) + P(BZ/A416)
- P(A416) + P(BZ/A444) - P(A444) =
= 0.30877 - 0.69123 + 0.29070 - 0.02733 + 0.24762 - 0.04308 + 0.19528
-0.04308 +
+0.14635 - 0.04893 + 0.07780 - 0.07086 + 0.00463 - 0.07086 = 0.25346

Prawdopodobienstwo porazki obliczymy jako:

P(BP) = P(BP/A0) - P(A0) + P(BP/A411) - P(A411) + P(BP/A412)
. P(A412) +
+P(BP/A413) - P(A413) + P(BP/A415) - P(A415) + P(BP/A416)
- P(A416) +
+P(BP/A444) - P(A444) = 0.25162

Woéwecezas: P(BR) = 0.49492.

Zatem prawdopodobienstwo wygrania przez gracza B jest minimalnie
wigksze od prawdopodobienstwa przegrania. P(BZ) — P(BP) = 0.00184.
Gdyby w kazdej rundzie gracze stawiali po 1 PLN i w przypadku remisu
wycofywali stawke, a w przypadku zwycigstwa jednej ze stron otrzymywalaby
ona stawke strony przeciwnej, to po 1000 rund srednia wygrana gracza B
wynositaby 1.84 PLN. Zatem gra jest prawie fair i fakt, ze drugi gracz zna
wynik uzyskany przez gracza A, wptywa oczywiscie na jego zachowanie, ale nie
zwicksza znaczaco jego szans na zwyci¢stwo.

Na zakonczenie rozdzialu pozostata krotka historia o tajemnicach hazardu.
6. Tajemnice hazardu

Do przeprowadzenia tricku potrzebne jest 5 kart: 2 czerwone (kiery, kara),
2 czarne (piki i trefle) oraz joker.
Prosimy kogo$ z widowni o dokladne potasowanie 5 kart i informujemy,
ze wilasnie wczoraj poznaliSmy tajemnic¢ optymalnego obstawiania w grach
hazardowych.
Niech kto$ z widowni losuje kolejno karty. Niech karta wygrywajaca bedzie
czerwona, za$§ kazda czarna lub joker bedg kartami przegrywajacymi.
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Za kazdym razem przed losowaniem bedg ptaci¢ za udziat w grze, powiedzmy
x PLN. Jesli wygram, nastepnym razem stawiam 0.5x, je$li przegram stawiam
1.5x.

Powiedzmy, ze stawiam 16 PLN. Jak zostanie wylosowana karta czerwona,
wygrywam je i w nastepnej rundzie obstawiam za 8 PLN, gdy wylosowana
zostanie karta czarna lub joker, przegrywam i w nastepnej rundzie stawiam
16 +0.5-16 = 24.

Na kartce zapisujg, jaka kwote wygram lub przegram po pigciu rundach.
Okazuje si¢, ze niezaleznie od kolejnosci i wartosci losowania kart, zawsze

wygram ostatecznie % stawki.

Zatem zaczynajac obstawianie od 16 PLN, zawsze ostatecznie wygram 5 PLN.
Zobaczmy, na razie na przyktadzie, jak uktadaja si¢ wygrane przy losowaniu:
C(czerwona), Ca(czarna), Ca, J(Joker), C:

Obstawiam | Wygrywam | Przegrywam
16 16
8 - 8
12 — 12
18 — 18
27 27 —
43 38
43 -38=5!
Przypus$émy, ze uktad losowan jest nastgpujacy:
Ca, C,C,CaJ
Obstawiam | Wygrywam | Przegrywam
16 — 16
24 24 —
12 12 —
6 - 6
9 9 9
36 31
36-31=5!

Wyjasnimy, dlaczego ten trick zawsze dziata.

Przyjmujemy nastgpujace oznaczenia. Stawiamy przed gra x PLN, po przegranej
stawiamy ax PLN, po wygranej stawiamy bx PLN.

Zatem w przypadku uktadu (C, Ca), najpierw wygrywamy X PLN, potem
przegrywamy ax PLN. Ostatecznie zostaje nam: x(1 — a) PLN.

W przypadku uktadu (Ca, C), najpierw przegrywamy x PLN, potem wygrywamy
bx PLN. Ostatecznie zostaje nam: x(b — 1) PLN.
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Zauwazmy, ze w przypadku gdy a + b = 2, czyli 1 — a = b — 1, kolejnos¢
wygranych i przegranych nie ma znaczenia. W naszym przypadku a = 0.5, b = 1.5;
zatem zachodzi wlasnie ten przypadek.

Zauwazmy, ze karta J odpowiada karcie Ca.

Zatem uktad C, C, Ca, Ca, Ca jest rownoznaczny z uktadem C, Ca, C, Ca, Ca.
Oczywiscie, kazdy z mozliwych dziesieciu uktadow jest rOwnoznaczny z punktu
widzenia ostatecznej wygranej. Zatem, aby obliczy¢ sume wygranej w grze,
wystarczy ja znalez¢ dla jednego z mozliwych uktadow. I tak, dla uktadu kart:
C, C, Ca, Ca, Ca, mamy:

(o111 311 (3)211_5
x 2 2272222 2°2)716"

W przypadku: Ca, Ca, Ca, C, C wygrana wynosi:
wex(-1-5-0) + () + () 3)=1
- 2~ \2) "\2) "\2) 2)T 16"
W ogélnym przypadku, gdy dysponujemy talig n kart, sposrod ktorych jest k
wygrywajacych, ostateczna suma wygranej wynosi:

x(1+b+ -+ bk"1 — bk — pkq — bkg? — ... - pkgn=k=1)=
1_bk 1— n—-k 1_bk n—-k
=x _bk( a ) =x a
1-b 1—a 1-b
boa+b=2.

Wstawiajac w miejsce b = 0.5, a = 1.5, n = 5, k = 2, otrzymamy W = x - 2 -
(1-3) =x 5

Biorac x = 16, otrzymamy W = 5.

Ustalajac k = 2 oraz pamietajac, ze a =2 — b, otrzymujemy W = W(b,n).

Analiza tej funkcji pozwala nam stwierdzi¢, ze dla kazdej wartosci n
maksymalna wygrana jest osiggalna dla b = 0.07; wtedy W (0.077,n) =
1.0377x.

Ogolnie, dla b € [0,0.15] mamy W(b,n) > x. Nastgpnie dla b € (0.15,0.61)
wygrana jest mniejsza od stawki x, ale wcigz dodatnia, dla pozostalych wartosci
b wygrana jest ujemna.
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7. Czy gra jest fair?

Potasowang tali¢ 52 kart rozkltadamy na 3 stosy koszulkami do spodu.
Odkrywamy pierwsze karty kazdej z kupek i zapisujemy. Nastepnie karty znowu
sa tasowane i operacje powtarzamy 10 razy. Stawiamy 10 PLN, Ze co najmniej
5 razy na spodzie ktoregos z trzech stosikow pojawi si¢ as, dziewigtka lub walet.
Oczywiscie, karty moga by¢ tasowane dowolnie dlugo i przez dowolng osobe,
a rozktadu na 3 stosiki moze dokonywac ktokolwiek.

Kto ma wigksza szans¢ na wygrang. Okazuje si¢, ze szansa na sukces
w pojedynczym doswiadczeniu wynosi:

12+40 12+40 39 12
52 52 51 52 51 50

Zgodnie ze schematem Bernoulliego zwycigstwo w co najmniej pigciu probach
wynosi okoto 0.7445, czyli prawie 75%.

Zatem prowadzacy wygrywa w 3 partiach na kazde 4.

Na zakonczenie podam krotki trick — zabawe, podczas ktorej mozemy zbadaé
stopien sktonnosci do podejmowania ryzykownych decyzji przez osoby biorgce
udziat w eksperymencie. Zaczynamy!

8. Odgadujemy sklonnos$é¢ do ryzyka

Do przeprowadzenia tricku potrzebujemy 24 monety o nominale 1 PLN oraz
trzy rozne banknoty powiedzmy 10 PLN, 20 PLN oraz 50 PLN. Wybieramy
z widowni 3 0soby, proszac je o przedstawienie si¢ (umoéwmy sig, ze sg to osoby
A, B, C) i informujemy je, Zze zostang poddane eksperymentowi, ktory wyjawi
ich sktonnos¢ do ryzyka.

Ze stohu, na ktorym lezg monety, niby niedbale zgarniamy kilka ztotych i wreczamy
kolejno wybranym osobom odpowiednio 1, 2 i 3 monety jednoziotowe w ten
sposob, aby nie zorientowatly sig, ile kto dostat. Nastepnie opowiadamy, ze 3
banknoty lezace na stole symbolizujg kredyty, ktore mozna zaciagnac. Prosimy,
aby ochotnicy podchodzili kolejno do stolu i wybierali po jednym kredycie,
oczywiScie pierwsza osoba ma do wyboru az 3, druga 2, a trzeciej pozostaje
tylko jeden banknot.

Nastepnie ta osoba, ktora wybrata kredyt 10 PLN ma ze stotu zabra¢ takg samag
liczbe monet, jaka poprzednio dostata — jest to ustalona sptata kredytu. Osoba,
ktora wzieta 20 PLN proszona jest 0 to, by ze stotu zebra¢ dwa razy wiecej
monet niz dostata na poczatku — to jej kredyt. Ta osoba, ktora zaciagneta kredyt
50 PLN, zabiera 4 razy wigcej monet niz dostata na poczatku.

Odwracamy si¢ 1 krotki rzut oka na stot, gdzie znajduje si¢ reszta monet,
pozwoli nam na odgadnigcie, kto wzigl jaki banknot.
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Tabela ponizej przedstawia wszystkie mozliwe wybory:

A B C

dostat dostat dostat ze stotu ubyto zostato na stole
1PLN 2 PLN 3 PLN

zabrat zabrat zabrat 1PLN+4PLN+12PLN=17PLN [1PLN
10 PLN |20 PLN 50 PLN

zabrat zabrat zabrat 1PLN +8PLN+6PLN=15PLN 3PLN
10 PLN |50 PLN 20 PLN

zabrat zabrat zabrat 2PLN + 2PLN + 12 PLN = 16 PLN 2 PLN
20PLN [10PLN 50 PLN

zabrat zabrat zabrat 2PLN+8PLN+3PLN=13PLN 5PLN
20 PLN |50 PLN 10 PLN

zabrat zabrat zabrat 4PLN+2PLN+6PLN=12PLN 6 PLN
50 PLN |10 PLN 20 PLN

zabrat zabrat zabrat 4PLN+4PLN+3PLN=11 7 PLN
50 PLN |20 PLN 10 PLN

Mozna zatem po liczbie monet, ktore pozostaty na stole, wydedukowaé kto
wziat jaki banknot:

Zostalo na stole | A zabral | B zabral | C zabrat
1 10 20 50
2 20 10 50
3 10 50 20
5 20 50 10
6 50 10 20
7 50 20 10
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Black and blue and who
knows which is which and
who is who. Up and down.

R. Waters

6 STOPNI ODDALENIA

W czerwcu 2006 roku pracownicy firmy Microsoft analizowali nadawcow
i odbiorcow 30 mld wiadomo$ci mailowych krazacych w sieci pomig¢dzy
240 mln komputerow, uzytkownikow Internetu. Jak sami sprawdzili zajmowali
si¢ wiecej niz potowa wiadomosci krazacych pomigdzy tymi komputerami tego
miesigca. Ich celem bylo sprawdzenie hipotezy postawionej w 1967 roku przez
Stanleya Milgrama z Harvard University, ze dowolne dwie osoby na kuli
ziemskiej taczy tzw. szes¢ stopni oddalenia.

Stanley Milgram (1933-1984), amerykanski psycholog spoteczny. Po obranie
pracy doktorskiej w 1967 roku na Universytecie Harvarda, zaproponowano
mu etat, a nastepnie w atmosferze skandalu wyrzucono go z uczelni.
Bezposrednim powodem takiej reakcji wladz uczelni bylo przeprowadzenie
przez Milgrama szokujacego eksperymentu posfuszenstwa wobec wladzy.

W tym rozdziale opiszemy najstynniejszy eksperyment Milgrama, znany
w literaturze jako wspomniane 6 stopni oddalenia lub Swiat jest maty.

Milgram wybrat losowo kilka oséb mieszkajacych w Bostonie, a nastgpnie
wystat kilkaset listow do mieszkancow stanow Nebraska i Kansas (wybierajac
ich adresy z ksigzki telefonicznej) proszac, aby listy te przestali adresatom
w Bostonie, jesli ich osobiscie znajg. Jezeli ich nie znajg, wowczas mieli
za zadanie przestanie tych listow znajomym, ktorzy by¢ moze znaja adresata.
Ci znajomi mieli postapi¢ podobnie. Warunkiem bylo, za kazdym razem,
przekazywanie listow osobom, ktére sg znane nadawcom.

Prawie wszystkie listy zawsze docieraty do adresatow. Srednia liczba nadan
listu w tancuchu wynosita 6. To upowaznito Milgrama do stwierdzenia, ze
dowolne dwie osoby dzieli sze$¢ stopni oddalenia w taficuchu znajomych.

Jak wspomnialem wcze$niej, w 2006 roku sprawdzono, ze pomiedzy dwoma
dowolnymi uzytkownikami Internetu komunikujacymi si¢ ze znajomymi
mailowo, istnieje srednio 6,6 posrednich ogniw. Wniosek taki powstat na podstawie
analizy przeszto 30 mld listéw mailowych wysytanych z setek tysiecy komputerow.
Badania ogniw poftgczen dokonano przez zbudowanie grafu komunikacji.
Wierzchotkami byli uzytkownicy wysytajacy maile. Dwa wierzchotki byty
polaczone krawedzia, jesli ich uzytkownicy wymieniali miedzy sobg wiadomosci
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mailowe. W ten sposob otrzymano spojny graf potaczen (dowolne dwa
wierzchotki byty polaczone droga, sktadajaca sie z krawedzi).

Okazato sig, ze $rednia dlugos¢ drogi taczacej dowolne dwa wierzchotki to 6,6
krawedzi. To upowaznito badaczy do potwierdzenia tezy o szesciu stopniach
oddalenia w sieci komputerowej.

Zwroémy tylko uwage, ze analizowano listy wysytane z wlasnej, nieprzymu-
szonej woli, do znajomych. Natomiast w eksperymencie Milgrama celem byto
dotarcie do konkretnej osoby poprzez znajomych.

Potwierdzenia eksperymentu Milgrama o ,malym $wiecie” z uzyciem
poczty elektronicznej podjeto sig¢ w 2003 roku w Columbia University. Wybrano
18 celow z 13 krajow $wiata, a 24163 osoby rozpoczynaly wysytanie listow
(kazda do jednego celu) Oczywiscie kierowano si¢ zasada, ze list ma trafi¢ do
celu tylko poprzez osoby, ktore sg znane nadawcy. Wysyta¢ listy mozemy tylko
do osoby, ktérg znamy liczac, ze ona moze zna kogo$ kto przyblizy ja do
ostatecznego odbiorcy. Tylko 384 listy z poczatkowych 24163 dotarty do celu.
Wigkszo$¢ osob bioracych udzial w zabawie, rezygnowata z udzialu, tracac
zainteresowanie, ewentualnie zapominajac o wystaniu listu. Potwierdzono,
jednakze, hipoteze Milgrama o okoto szeéciu stopniach oddalenia pomigdzy
dwoma osobami na §wiecie.

Przyjrzyjmy si¢ w jaki sposob dokonano wyliczen potwierdzajacych hipo-
tezg Milgrama.

Dla utatwienia przypusémy, ze mamy trojke poczatkowych nadawcow (1, 2, 3),
jednego finalnego odbiorce (A), potaczonych ze sobg siecia jak na rysunku.

1 jest polaczona z A tancuchem o dlugosci 2, 2 o dlugosci 4, za$ 3 o dtugosci 3.
Lancuchy te pozwalaja na przypuszczenie, ze S$rednia dilugos¢ tancucha
znajomosci wynosi 3.

W tym miejscu zaczynamy czu¢ si¢ mato komfortowo, gdyz kazdy z ewen-
tualnych nadawcow przekazuje dalej list z pewnym prawdopodobienstwem. Nie
mozna zalozyé, ze kazdy z pewnoscig przekaze list dalej. Rézne powody
sktadaja si¢ na prawdopodobienstwo przekazania listu dalej. Zatézmy zatem,
dla uproszczenia, ze kazdy z nadawcow wysyta list dalej ze statym prawdo-
podobienstwem p. Zatem prawdopodobienstwo pojawienia si¢ w sieci tancucha
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o dhugoéci k wynosi P(k) = p*. Jezeli kazdy z poczatkowej trojki miat do
nadania N listow, to spodziewamy sie $rednio: Np?— ukonczonych tancuchow
o dtugosci 2, i odpowiednio Np3, Np* tancuchow o dhugosci 3 oraz 4.

Srednia dtugos¢ tancucha wynosi¢ bedzie:

2Np? + 3Np® + 4Np* p+2

Np2+ Np3+Np* ~ p2+p+1

Srednia dhigo$é bedzie wynosi¢ 3 tylko dla p = 1 i maleje wraz ze
zmniegjszeniem si¢ wartosci p. Przyktadowo dla p = 0,5 wynosi 2,57.

Z drugiej strony, jak wida¢ z rysunku, oczywiscie $redni stopien oddalenia
wynosi 3. Zatem nalezy zmodyfikowa¢ obliczenia dotyczace dlugosci sredniego
fancucha.

Niech N(k) oznacza liczbe rzeczywistych tancuchow o dlugosci k w sieci
(liczonych dla p = 1), natomiast O(k) to liczba tancuchéw o dlugosci k, ktore
pojawily si¢ w trakcie eksperymentu.

Mamy zatem:
0O(k) =N(k)-P(k)
wtedy:
_0k)
N0

Woéweczas $rednia dhugosc¢ tancucha bedzie liczona wedlug wzoru:

0 51 00 5, 00

02  0(3) . 0@
p2 | pd | pt

Dla rzeczywistych zaobserwowanych tancuchow O(2) = 6, O(3) = 2 oraz
O(4) = 1 nawet przy p = 2 otrzymujemy $rednig dtugos¢ tancucha 2.86.

Zatem ta poprawka urealnia eksperyment. Zauwazmy jeszcze, ze obliczen
dokonano przy uproszczonym zatozeniu o stalym prawdopodobienstwie
wysytania listu. Z praktyki wiadomo, ze wraz ze wzrostem dlugosci fancucha
maleje prawdopodobienstwo pojawienia si¢ kolejnego ogniwa w tancuchu, co
sugerowatoby wprowadzenie pojecia py, — prawdopodobienstwa pojawienia si¢
ogniwa 0 numerze k w tancuchu (prawdopodobienstwo, ze k-ty odbiorca
przekaze list dalej).

Wowczas: P(K) = p; "Dy * .. Dk

Najwazniejsze, ze ten eksperyment potwierdzil teze Milgrama o 6 stopniach
oddalenia.

Sze$¢ stopni oddalenia tgczy ogniwami dowolne pary ludzi tancuchem zna-
jomoéci. Podobng zabawe wymyslili matematycy przy definiowaniu tzw. liczb
Erdosa.
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Paul Erdos (1913-1966) — wybitny wegierski matematyk, byl specjalista
z teorii liczb, kombinatoryki i graféow. Nie mial stalego miejsca
zamieszkania, przemieszczal si¢ pomiedzy Instytutami Matematyki calego
Swiata, goszczony z honorami godnymi najwickszej gwiazdy. Opublikowal
ponad 1000 wspoélnych artykuléw z matematykami calego Swiata.

Dwa lata po jego $mierci powstato pojecie liczby Erdosa. Otoz przyjmuje sig, ze
sam Erdos posiada liczb¢ Erdosa roéwng 0. Liczbg 1 oznaczeni sa matematycy,
ktoérzy opublikowali prace wspolnie z Erdosem. Liczba 2 wyr6znieni sg ci,
ktorzy opublikowali prace wspdlnie z matematykami o Liczbie Erdosa rownej 1.
Ogodlnie; liczbg Erdosa k + 1 posiadajg ci, ktorzy maja napisang cho¢ jedna
wspolng prace z osobami o liczbie Erdosa k. Obecnie wartosci liczby Erdosa
dochodza do 17.

Odpowiednikiem liczby Erdosa w $wiecie filmu jest liczba Kevina Bacona.
Sam Bacon posiada liczbe 0. Jedynkami sg ci, ktorzy wystepowali wspodlnie
z Baconem. Dwojki to aktorzy, ktorzy grali w cho¢ jednym filmie z aktorami,
ktorzy sa obdarzeni wartoscia 1 liczby Bacona, itd. Obecnie (2014) najwyzsza
odnotowana warto$¢ liczby Bacona to 9. Daniel Olbrychski poprzez gre w filmie
Salt (2010) z Frankiem Hartsem jest posiadaczem liczby Bacona 2, gdyz Harts
gral z Baconem w filmie In the cut (2003).

W $wiecie muzyki odpowiednikiem liczby Erdosa jest liczba Black Sabbath
odzwierciedlajgca stopien oddalenia muzykow, ktorzy grali koncerty wspolnie
z hard rockowa grupa Black Sabbath. Zespot ten powstal w 1969 roku i wciaz
koncertuje. W roku 2014 po raz pierwszy odby? si¢ koncert tego legendarnego
zespotu w naszym kraju.
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I'm in the high-fidelity first class
traveling set
And I think I need a Lear jet.

R. Waters

OVERBOOKING

Hotele, aby zwickszy¢ zyski, stosujg tzw. overbooking. Tzn. pozwalaja na

dokonanie rezerwacji na wigkszg liczb¢ miejsc niz jest w rzeczywistosci
dostepna. Z do$wiadczenia bowiem wiadomo, ze pewna cze$¢ podréznych
z réznych powodow, pomimo dokonania rezerwacji miejsc, nie pojawia sie.
Zatem ich pokoje pozostaja niewykorzystane.
Zarzadzajacy, wobec powyzszego, decyduja si¢ na to, aby chetni rezerwowali
pokoje hotelowe w liczbie przewyzszajacej rzeczywiste mozliwosci hotelu.
Oczywiscie licza si¢ jednoczesnie z mozliwoscia wyplaty rekompensaty kazdej
osobie, ktora wcze$niej dokonata rezerwacji, a z braku miejsc nie zostala
umieszczona w hotelu.

Podobne dziatania stosuje si¢ w kinach, teatrach czy tez przy dystrybucji
biletow lotniczych. Linie lotnicze pozwalajg na dokonanie rezerwacji, a nawet
na sprzedaz wigkszej liczby miejsc niz jest faktycznie dostepna w samolocie na
konkretny lot, liczac si¢ z tym, ze w przypadku gdy wszyscy pasazerowie stawig
si¢ na odprawie, niektorzy bedg niewpuszczeni na poklad i otrzymajg duza
rekompensate w zwigzku z przetozonym lotem.

W praktyce, podczas odprawy pracownicy danej linii grzecznie pytaja sie
czy sg wérod pasazerdw tacy, ktdrzy nie mieliby nic przeciwko temu, aby za
dodatkowa optata przetozy¢ swoj lot na nastgpny mozliwy. Jest to zasada
powszechnie stosowana przez wszystkie linie lotnicze. Jedyna linig, ktora
odzegnuje si¢ od tego rodzaju dziatan jest Ryanair, ktory z kolei, jak wiadomo,
rozwaza wprowadzenie oplat za korzystanie z toalety na poktadzie i zlikwi-
dowanie (na trasach do 3 godzin) 10 foteli z ostatnich rzgdow, by tak
wygospodarowane miejsce zajeto 15 pasazeréw stojacych podczas lotu.

Zajmiemy si¢ obecnie matematycznym modelem problemu typu
overbooking z punktu widzenia, powiedzmy, witasciciela kina, ktéry w ten
sposob chce powigkszy¢ swoje zyski z kazdego seansu. Sprobujemy odpo-
wiedzie¢ na pytanie, jaka jest optymalna liczba rezerwacji, ktore nalezy dokonaé
na konkretny seans, aby pomimo overbookingu i ewentualnych rekompensat dla
kinoman6éw zmaksymalizowa¢ zysk.
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Wprowadzimy nastepujace oznaczenia:

liczba miejsc w Kinie — n,

cena biletu —c,

rekompensata dla osoby, ktdra nie zostata wpuszczona na seans z braku miejsc —
r (z reguty r = mc, gdzie m > 1),

prawdopodobienstwo, z ktérym osoby majace rezerwacje przychodza do
kina —p.

Zatem prawdopodobienstwo, ze doktadnie k os6b sposrod R osob, ktore
dokonaly rezerwacji, pojawi si¢ w kinie wynosi:

(};) p(1—p)* "

gdy liczba dokonanych rezerwacji wynosi R < n, to spodziewany zysk wtasciciela

kina wynosi:
R
R
> (D)o -
k=0

Gdy liczba rezerwacji rowna si¢ liczbie miejsc, to spodziewany zysk wynosi:
n

Z (:) p* (1 —p)**ke = cnp

k=0

W sytuacji, gdy liczba dokonanych rezerwacji bedzie wynosi¢ n + 1, to
wiasciciel kina wyptaci odszkodowanie jednemu widzowi tylko w przypadku,
gdy wszyscy, ktorzy dokonali rezerwacji, pojawig si¢ w kinie. Spodziewany
zysk wyniesie wowczas:

n

zz(nZ])Pku-qnm+*kc+(n+1)ﬂ”%1—pw0w—wﬂ

n+1
k=0

W sytuacji, gdy liczba dokonanych rezerwacji bedzie wynosi¢c n + 2, to
wiasciciel kina wyptaci odszkodowanie jednemu widzowi tylko w przypadku,
gdy n + 1 widzow pojawi si¢ w kinie, ewentualnie wyptaci dwa odszkodowania
w przypadku, gdy wszyscy, ktorzy dokonali rezerwacji, pojawig sie w Kkinie.
Spodziewany zysk wyniesie wowczas:

n
n+2 n+2
k _ n+2-k n+1 _ 1 _
;fk)pm,m ke+ (L) -pime -

n+2
n+274 _ )0 _
+ (n 4 2) p" (1 —p)°(nc —2r)
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Analogicznie mozemy wyliczy¢ zysk przy dokonaniu dowolnej liczy
rezerwacji. Poczatkowo, gdy liczba dokonanych rezerwacji rosnie, to wzrasta
réwniez spodziewany zysk. Do pewnego momentu zysk rosnie, a p6zniej rekom-
pensaty zmniejszaja wptywy i zysk zaczyna male¢. Nalezy, wobec powyzszego,
znalez¢ optymalna liczbe dostepnych rezerwacji, przy ktorej zysk jest maksymalny.
Zatozmy, ze mate kino dysponuje tylko 6 miejscami i bilet kosztuje n PLN.
7 doswiadczenia wiadomo, ze widz dokonujacy rezerwacji pojawia si¢, aby
obejrze¢ film i wykupi¢ bilet z prawdopodobienstwem 0,7. Rekompensata dla
widza, ktéry nie dostal si¢ na seans z braku miejsc wynosi tyle ile cena biletu.
Spodziewane zyski dlan =1, 2,...,10 pokazuje tabela:

Liczba rezerwacji | Spodziewany zysk
0 0

1 0.7n
2 1.4n
3 2.1n
4 2.8n
5

6

7

8

9

3.5n
4.2n
4.74n
4.97n
4.9n
10 4.58n

Dlan > 8 zyski zaczynajg malec.

Wtasciciel kina powinien zatem pozwala¢ na dokonanie 8 rezerwacji, gdyz
wtedy spodziewany zysk jest maksymalny. Zauwazmy jeszcze, ze im wigksza
jest rekompensata tym optymalna liczba mozliwych rezerwacji maleje. Przy
zmniejszajacej si¢ rekompensacie liczba optymalnie dokonywanych rezerwacji
nieograniczenie rosnie. Przy braku rekompensaty nalezaloby pozwala¢ na
dokonanie nieograniczonej liczby rezerwacji, i kazdy seans konczylby si¢
maksymalnym zyskiem nc.

Zadaniem kazdego wtasciciela kina jest takie dobranie liczby mozliwych do
dokonania rezerwacji, aby zysk z kazdego seansu byt mozliwie najwigkszy.
Nalezy rowniez wspomnie¢ o prawdopodobienstwie z jakim osoby, ktore
dokonaty rezerwacji pojawiaja si¢ w kinie, aby wykupi¢ bilet. ZatozyliSmy, ze
jest to okoto 0,7. Wartosci tego prawdopodobienstwa oczywiscie sa zmienne
1 zalezg od atrakcyjnos$ci filmu, dnia tygodnia, pogody itp.

Sugerowano, aby osoba dokonujgca rezerwacji byta obcigzana matymi kosztami,
tzw. manipulacyjnymi, ktére miatyby zdopingowaé ja do przyjscia do kina.
Przeprowadzono nawet proby z tak dokonywanymi rezerwacjami. Okazalo sig,
ku zdumieniu wtascicieli kin, Zze wzrosta liczba 0sob rezerwujacych bilety 1 nie-
pojawiajacych si¢ w kinie, by wykupi¢ bilet, a zyski kin zmalaty. Najwyrazniej
cenimy sobie wolno$¢ dokonywania wyboru i prawo do zmiany decyzji tak
bardzo, ze sktonni jestesmy zaptaci¢ za te przywileje.
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The tolling of the iron bell
Calls the faithful to their knees
To hear the softly spoken magic spells.

D. Gilmour, R. Waters, R. Wright

SZTUCZKI | MAGIA

W ostatnim rozdziale opisz¢ jak zgrabnie mozna wykorzysta¢ matematyke
przy konstrukcji prostych sztuczek magicznych. Pewne zasady operujgce w teorii
liczb sa bowiem bardzo przydatne w dokonywaniu réznego typu trickéw
polegajacych na odgadywaniu wieku, numeru telefonu, ukrytego przedmiotu itp.
W rozdziale tym pojawig si¢ zatem gotowe przepisy na sztuczki wraz z opisem
i wytlumaczeniem zasady ich dziatania. Goraco zachecam do wykorzystania
cho¢ czesci z nich przy nadarzajacej si¢ okazji. Przeciez nic tak nie przekonuje
do matematyki jak udane przyktady.

Magia kart
1. Najlepszy w historii trick karciany

W 1927 roku w Massachusetts Institute of Technology po raz pierwszy
przyznano tytul doktora nauk matematycznych. Zdobyt go William Fitch
Cheney (1894-1974), ktory zastynat w $wiecie jako tworca najoryginalniejszej
sztuczki zwigzanej z odgadywaniem kart. Trick ten zostal przestawiony po
raz pierwszy w 1950, a spopularyzowany przez Arta Benjamina — mistrza
w wykonywaniu obliczeh w pamigci. Benjamin, jak iluzjonista, w swoich
przedstawieniach, postugujac si¢ metodami arytmetyki modulo potrafi zaskakiwac
zdumionych stuchaczy odgadywaniem np. dnia tygodnia, w ktérym si¢ urodzili
czy pominietej cyfry w iloczynach liczb wielocyfrowych.

W zabawie biora udziat 3 osoby. Mistrz ceremonii, jego asystent i ochotnik,
ktory uwiarygodni popis magii. Prosimy ochotnika o wybranie z talii 5 kart
i pokazaniu ich asystentowi. Asystent z kolei pokazuje 4 z nich iluzjoniscie,
ktory odgaduje wartos$¢ piatej karty wybranej przez ochotnika.

Po wybraniu przez ochotnika 5 kart, asystent musi w ustalonym porzadku
wylozy¢ 4 karty tak, aby zgadujacy mogt wyliczy¢ jakiego koloru i wartosci jest
pomini¢ta pigta.

Przede wszystkim, wsrdd pieciu kart co najmniej dwie sg tego samego koloru.
Zatem pierwsza wylozona karta bgdzie tego samego koloru co pominigta pigta.
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Nastgpnie zauwazmy, ze pozostate 3 karty moga by¢ ulozone na 6 réznych
sposobdw, zatem moga opisac tylko jedng z szeSciu wartosci.

Te 3 karty moga by¢ jednoznacznie utozone w trzyelementowy ciag rosnacy,
gdyz w przypadku réwnych wartosci kart decyduje kolejno$¢ kolorow, tak jak
w brydzu: trefle, kara, kiery trefle.

Zatem, oznaczajac 3 karty przez: 1, 2, 3 — najmtodsza, $rednia, najstarsza,
mozemy przez ich potozenie wyznaczy¢ 6 wartosci:

powiedzmy 1 przez: 123,2 - 132, 3 -213,4-231,5- 312, 6 — 321.

Oznaczmy obecnie wartosci kart odpowiednio przez:

A (1),2(2), 3 (3),..., 10(10), W(11), D(12), K(0) zauwazamy, ze bioragc dowolne
dwa elementy X, y z ciggu: 0,1,2,...,11,12 zawsze mozna wybraé jedng z nich,
powiedzmy x w taki sposéb, aby:

y = x + k(mod)13, gdzie k € {1,2,3,4,5,6}

Na tym polega caty sekret tego tricku. Pierwsza karta okresla kolor.
Pozostate 3 wyznaczajg liczbe naturalng z przedziatu [1, 6], ktoéra po dodaniu do
warto$ci pierwszej karty daje nam warto$¢ brakujacej ukrytej piate;j.

Na zakonczenie zobaczmy, jak w praktyce dziata ta sztuczka. Powiedzmy, ze
ochotnik wybrat:
24,34,A54,7 0,90

Woéwecezas jako pierwsza pojawi si¢ 24 i nalezy trzema pozostatymi przekazaé
warto$¢ 1, bo brakujaca 34 da si¢ przedstawi¢ jako 2 + 1 (mod13).

Zatem uktad na stole bedzie wygladat nastepujgco: 24,70,90, Ase, czyli 24 oraz
uktad 123.

Niech dany bedzie uktad:
109, AsQ, 34, 64, 70.

W tym wypadku asystent sam decyduje, ktora karte opisa¢ przez pierwsze cztery
z nich.

Jesli zdecyduje si¢ na opisanie Asa®, to sekwencja czterech kart jest nastgpujaca:
109 a pozostate musza opisac liczbg 4, bo As (1) = 10 + 4 (mod)13.

Zatem mamy: 109, 64, 70, 34

Gdy zdecyduje si¢ opisa¢ 79, to wyktada As®, 100, 64, 34 (trzy ostatnie karty
wyznaczaja 6, bo 70 = As0(1) + 6 (mod)13.

Na zakonczenie zauwazmy, ze asystent pokazuje ,,mistrzowi” uporzadko-
wang 4 z talii 52 kart. Takich porzadkow jest 52-51-50-49 = 6497400.
Natomiast osoba biorgca udzial w zabawie losuje 5 kart z 52, co daje

GSZ):W = 2598960 kombinacji. Zatem mamy az 2,5 raza wiecej
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mozliwych przekazéw w poréwnaniu z mozliwymi wylosowanymi uktadami
kart. Niestety, do tej pory nie sa znane Kkonstruktywne algorytmy na
odgadywanie pozostalej karty z talii o wigkszej liczbie elementow.

2. Odgadywanie karty

Sztuczka wykorzystuje znang wlasno$¢ podzielnos$ci przez 9 réznicy danej
liczby oraz sumy jej cyfr. Prosimy ochotnika o wybranie sobie jakiej$ liczby
naturalnej z przedziatu [10, 30). Nastgpnie ochotnik tasuje doktadnie tali¢ kart
1 wybiera z niej liczbe kart rowng pomyslanej liczbie.

Obecnie prosimy ochotnika o dodanie cyfr wybranej liczby i z grupy wybranych
kart prosimy o usuni¢cie liczby kart odpowiadajgcej sumie cyfr oryginalnej
liczby.

Nastgpnie prosimy o roztozenie kart na dwie nieréwne ilosciowo grupy
i obliczenie ile jest kart w mniejszej stosie. Liczbe te sprobujemy odgadnac.
Mniejszy ilosciowo zbiér kart prosimy o schowanie do kieszeni i kolejne
odczytanie publiczno$ci wartosci kart znajdujacych sie¢ w wigkszym zbiorze kart.
Sztukmistrz twierdzi, ze po odczytaniu wszystkich kart odgadnie, ktora karta,
odczytywana przez ochotnika, odpowiadata liczbie kart mniejszej grupki.

Po zakonczeniu odczytywania kart jednoznacznie jestesmy w stanie stwierdzic,
ktora karta odpowiada liczbie kart w mniejszej grupie, gdyz:

a) dlaliczb z przedziatu (10, 30) wartos¢ roznicy warto$ci liczby i sumy jej
cyfr wynosi 9 lub 18,

b) ochotnik, odczytujac karty w wigkszej grupie, jednoczesnie informuje
nas jak liczna jest ta grupa (powiedzmy m),

c) zatem liczba kart w mniejszej grupie to 9 —m lub 18 —m,

d) w trakcie odczytywania wartosci kart przez ochotnika zapisujemy je
sobie, aby potem wyjawi¢, jaka karta jest ta wystepujaca na pozycji
9-m (18 —m).

3. Odgadywanie karty

Poczatkujacy mago-matematyk — tak bedziemy nazywaé osobe zajmujaca
si¢ sztuczkami ,,magicznymi” wykorzystujagcymi wlasno$ci arytmetyczne i teori¢
liczb do tego typu zabaw — powinien sprobowaé¢ swoich sit w nastepujacych
prostych trickach.

Odgadywanie karty (wersja podstawowa)

Prosimy ochotnika o wybranie dowolnej karty z talii kart. Nastepnie do wartosci
wybranej karty prosimy o dodanie liczby o jeden wigkszej. Numeracja jest
nastepujaca:

As-1,234...,10, W-11, D-12, K-13.
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Rezultat prosimy o pomnozenie przez 5. Nastepnie, biorgc pod uwage przypo-
rzgdkowanie: Trefl — 1, Karo — 2, Kier — 3, Pik — 4, ochotnik do otrzymanego
wyniku dodaje warto$¢ koloru wybranej karty i podaje wynik.

Mago-matematyk po otrzymaniu koncowego wyniku natychmiast podaje
warto$¢ 1 kolor wybranej karty.

Faktycznie, oznaczajac przez x — warto$¢ wybranej karty, a przez y — wartosc jej
koloru, otrzymujemy w kolejnych operacjach:

X

X+X+1=2x+1

5(2x + 1) = 10x + 5,

10x+5+y

Zauwazmy, ze 5 + y < 10, zatem po otrzymaniu ostatecznej sumy wyniku
odejmujemy od niej 5. Uzyskany wynik jest liczbg postaci Xy, gdzie cyfra
jednosci oznacza warto$¢ karty, a pozostata(e) cyfra(y) pokazuja jej wartosc.

4. Odgadywanie karty — wersja zaawansowana

a — Ochotnik wybiera karte.

b — Dowolna osoba z widowni podaje liczb¢ naturalng, mniejsza od 25, ktorg
ochotnik dodaje do warto$ci wybranej karty.

€ — Prosimy o pomnozenie sumy przez 10.

d —Prosimy o dodanie do wyniku wartosci koloru karty (wedlug schematu
z poprzedniego zadania).

e — Kolejna, dowolnie wybrana osoba z widowni podaje liczbe naturalng
z przedziatu (25, 85), ktorg ochotnik dodaje do ostatniej sumy.

f— Ochotnik wyjawia wynik.

Mago-matematyk po chwili zastanowienia podaje jaka karta zostata wybrana.
Rzeczywiscie: niech wartoscia karty i koloru beda x oraz y, za$ wybrane liczby
tonim.

Woéweczas kolejne operacje mozemy opisac:

a) X

b) x+n

¢) 10x +10n

d) 10x+10n+y

e) 10x+10n+y+m

Odejmujac od sumy liczbe 10n + m, otrzymamy wynik xy, gdzie y jest cyfrg
koloru, za$ x cyfrag(ami) wyznaczajaca (ymi) warto$¢ karty.

5. Odgadywanie ostatniej karty
Kolejnym fatwym trickiem karcianym jest odgadywanie ostatniej karty.
Bierzemy z talii 7 kart. Tasujemy je doktadnie, prosimy ochotnika o kolejne

potasowanie 1 przetozenie. W ktorym$§ momencie dyskretnie musimy
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zaobserwowa¢, jaka karta jest ostatnig wsrod tych siedmiu. Powiedzmy, ze
ostatnia kartg jest As pik. Nastgpnie prosimy ochotnika o pomyslenie sobie
liczby naturalnej mniejszej od siedmiu (zal6zmy, Ze jest to 3).
Kolejny krok, o ktorego wykonanie prosimy ochotnika, to przelozenie dwoch
kart z wierzchu na spdd, a nastgpnie kolejng (trzecia) tez ma przetozyé
z wierzchu na spod, ale warto$cia do gory. Operacje powtarzamy, tzn. Znowu
dwie karty z wierzchu przektadamy na spdd, a kolejng odwracamy wartoscia do
gory 1 rowniez przekladamy na spdéd. Za kazdym razem informujemy widownie
i ochotnika, ze karta odkryta nie bedzie As pik. Dopiero za sibddmym razem
stwierdzimy, ze przektadajacy odstoni Asa pik. Ku zdumieniu obecnych, faktycznie,
dopiero przy siodmym odstonigciu trzeciej karty okaze sie, ze jest to As pik.
Sztuczka ta wykorzystuje wprost wlasnosci liczb pierwszych i dziatania
modulo. Otéz, gdy N jest liczbg pierwsza, za$ k dowolng liczba naturalng k < N,
to biorac kolejne jej wielokrotnosci: 1-k,2 - k,3 -k, ... dopiero Nk jest podzielne
przez N.
Zatem trick dziata, gdy wybrana liczba kart N jest liczbg pierwsza. Niezaleznie,
jaka liczbe z przedziatu [1, N — 1] ochotnik wybierze, ostatnia nieprzetozona
karta w kroku N-tym bedzie ostatnia karta w talii.

6. Krotki trick

Prosimy ochotnika o wybranie z talii dwa razy po n kart. Trzyma po n Kkart
w kazdej rece. Nastepnie 4 karty z lewej dloni przektada do prawej. Obecnie
przelicza ile ma kart w lewej dloni, odktada je na stot. Obecnie tyle kart ile jest
na stole ma odtozy¢ z prawej dtoni. Ostatecznie do lewej dtoni dobiera 5 kart
i przelicza karty w obu dtoniach. Okazuje si¢, razem zawsze bedzie miat 13 kart
Rzeczywiscie:

Lewa dton | Prawa dlon

n n

n-4 n+4

0 n+4—-(n—-4)=8
5 8

7. Krotki trick 2

Prosimy ochotnika o wybranie z talii n kart. Ochotnik informuje nas
o liczbie wybranych kart. Nastepnie dzieli je na dwie kupki, oblicza ile jest kart
w kazdej z nich i wykonuje mnozenie tych liczb. Dalej jedng z dwoch kupek
rozdziela na kolejne dwie. Oblicza ile jest kart w kazdej z nich, mnozy te dwie
liczby i dodaje do wczesniejszego iloczynu. Procedure powtarza do chwili, gdy
bedzie miatl n grup po jednej karcie. Zapisuje otrzymang sumg. My, po chwili
zastanowienia, odgadujemy ja.

139



Zostawiamy Czytelnikowi do wykazania, ze otrzymana suma zawsze bedzie

., n(n—-1)
wynosic >

8. 30 kart

Na stot wyktadamy 30 kart. Odwracamy si¢ i prosimy kogo$ o usuni¢cie
dowolnej liczby kart, ale co najmniej 1 i co najwyzej 10. Nastepnie prosimy
o przeliczenie pozostatych na stole kart i obliczenie sumy cyfr tej liczby.

Dalej prosimy o usunigcie tylu kart, ile wynosita suma cyfr tej liczby.
Ostatecznie prosimy o zabranie ze stolu dowolnej liczby kart i zatrzymanie ich
w reku. Wreszcie odwracamy si¢ i, patrzac na ilo$¢ kart pozostajacych na stole,
odgadujemy ile kart trzyma w reku osoba wykonujaca nasze polecenia.
Zauwazmy, ze po pierwszym usuni¢ciu k kart k = 1, 2, 3,..., 10 pozostaje na
stole20+b kart,b=0, 1,..., 9.

Kolejno usuwane jest 2 + b kart i zostaje 18.

Odwracajac si¢ i widzac x kart, decydujemy, ze w ostatnim ruchu usunigto
18 — x kart.

9. Odgadujemy wybrang karte

Wyktadamy 21 kart w trzech kolumnach po 7 kart.

1 12 |3
4 |5 |6
7 18 |9
1011 )12
13114 )15
16 |17 ] 18
19]120] 21

Prosimy ochotnika o wybranie dowolnej karty i wskazanie nam kolumny,
w ktorej ona si¢ znajduje. Powiedzmy, ze wskazano nam pierwszg kolumng.
Zbieramy ze stotu karty kolumnami w ten sposdb, by pierwsza kolumna byta
zebrana jako druga i znow wyktadamy karty w trzech kolumnach po 7 wierszy.
Wyktadamy je kolejno wierszami. Powiedzmy, ze zebraliSmy karty kolumnami
w kolejnosci: druga, pierwsza, trzecia. Wykladajac je kolejno, otrzymamy
nastepujacy uktad kart:

2 |5 |8
111417
201 |4
7 10|13
16 |19 | 3
6 |9 |12
15118 | 21
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Pogrubione numery oznaczajg karty z pierwszej kolumny.

Zndéw prosimy o wskazanie kolumny, gdzie znajduje si¢ wybrana karta. Po jej
wskazaniu zbieramy karty ze stotu kolumnami w ten sposob, aby wskazana
kolumna byta usunigta jako druga. Nastepnie kolejno, jedna po drugiej, wierszami,
wyktadamy karty na stot.

Popatrzymy na wszystkie mozliwe przypadki.

1. Wybrana karta jest w drugiej kolumnie. Zabieramy karty kolumnami
w kolejnosci, np.: pierwsza, druga, trzecia.
Otrzymujemy po wytozeniu uktad:

2 11|20
7 166

155 |14
1 ]10]19
9 |18 |8

1714 |13
3 |12 |21

2. Wybrana karta jest w pierwszej kolumnie. Zabieramy karty kolumnami
w kolejnosci, np.: druga, pierwsza, trzecia.
Otrzymujemy po wyltozeniu uktad:

5 |14]1
1011919
1812 |11
207 |16
6 |15]8
1714 |13
3 |12 |21

3. Wybrana Kkarta jest w trzeciej kolumnie. Zabieramy karty kolumnami
w kolejnosci, np.: druga, trzecia, pierwsza.
Otrzymujemy po wylozeniu uktad:

2 |11 |20
7 166
1518 |17
4 1133
12121 |5
14|11 |10
1919 |18
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Znéw prosimy o wskazanie, w ktérej kolumnie znajduje si¢ wybrana karta.
Usuwamy karty ze stotu kolumnami, pamietajac by jak zwykle kolumna, w ktorej
jest wskazana karta, byta usunigta jako druga.

Zauwazmy, ze poszukiwana karta jest zawsze w czwartym wierszu. Usuwajac
karty kolumnami, powodujemy, ze w talii 21 kart, ktore trzymamy w reku, jest ona
na 11 pozycji. Mozemy wiec spektakularnie rzuca¢ kolejno karty na stot, a przy
karcie jedenastej stwierdzi¢, ze to wiasnie jest ta szukana karta. Dla wzmocnienia
efektu mozemy przy kazdej rzucanej karcie wymawia¢ jedng liter¢ zaklgcia
ABRAKADABRA. Zaklecie ma 11 liter, zatem wskaze nam poszukiwang karte.

10. 7 kart

Prosimy ochotnika o wybranie z talii co najmniej 30 kart i umieszczenie ich
w trzech kupkach (A,B,C) tak, aby w kazdej byta taka sama liczba kart. Zatem
liczba wybranych kart musi by¢ podzielna przez 3. Poprosimy go o wykonanie
pewnych operacji z kartami, aby po6zniej, w konsekwencji, zgadna¢ ile bedzie
kart w poszczego6lnych kupkach.
1) Prosimy o przetozenie trzech kart z kupki A do B i rowniez trzech kart
zCdoB.
2) Odtozenie na bok kart z kupki A.
3) Obliczenie ile jest kart w C.
4) Zabranie z B tylu kart ile jest w C i odtozenie ich na bok.
5) Odtozenie na bok kart z kupki C.
6) Prosimy go o podanie nam dwoch najwyzszych kart z kupki B.
Ogladajac karty pochodzace ze zbioru B, dochodzimy do wniosku, zZe
pozostato jeszcze na stole 7 kart!!
Rzeczywiscie, spojrzmy na tabelke pokazujaca jak zmieniala si¢ liczba kart
w poszczegolnych zbiorach:

n
-3|n+6
n+6-(n-3)=9
- 9

_ 7 —

A B
n
n

wlw

NEIEIERe)

Magia dzialan matematycznych

11. Matematyka w milo$ci
Ta arytmetyczna peretka jest bardzo frywolna, odpowiednio opowiedziana
z pewnoscig moze nawet zmotywowac do zainteresowania matematyka nawet

najwigkszych ignorantéw. Oto kolejne etapy ,,mitosnej sztuczki”. Prosimy
widowni¢ o wykonanie ponizszych krokow.
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a— Pomysl o liczbie dni tygodnia, ktore cheiatbys$ spedzi¢ z ukochang osoba.

b — Pomnoz te liczbe przez 50, bo seksapil sklada sie w 50% z tego co masz, i w
50% z tego co ludzie myslg, ze posiadasz, jak mowita Sophia Loren. 50 jest
liczbg Harshada, czyli dajgcq rados¢. Drzieli sig¢ przez sume swych cyfr.
Harsa — rados¢, da — daje — z sanskrytu hinduskiego. Zawdzigczamy je
hinduskiemu matematykowi Ramczandrze Kaprekarowi. 50 jest jedenastg
liczbg dajgcqg radosé, gdy pominiemy liczby jednocyfrowe.

¢ — Dodaj do wyniku magiczng liczbe 44, bys zawsze byl sprawny jak ,,magnum
44”. 44 to liczba uboga, bo suma jej dzielnikow roznych od niej samej
jest od niej mniejsza. Pierwsza bogata liczba to 12. Nastepnie mamy 18, 20,
24, 30, 36, 40, 42, 48.
To liczba szczgsliwa, bo proces sumy kwadratow cyfr ja tworzacych daje 1.
Jest to 10 liczba szczesliwa: 1, 7, 10, 13, 19, 23, 28, 31, 32, 44.

d — Pomnéz wynik przez 200. Dodajmy, ze 200 jest bardzo specjalng liczba, jest

mianowicie najmniejsza liczba pozapierwszq, pozostaje ztozona po zamianie
dowolnej cyfry na kazda inna.
(201, 202, 203, 204, 205, 206, 207, 208, 209, 210, 220, 230, 240, 250, 260,
270, 280, 290, 100, 200, 300, 400, 500, 600, 700, 800, 900 — te wszystkie
liczby, powstate przez zastapienie jednej z cyfr liczby przez dowolna inng sa
ztozone). 200 jest jednak nieszczesliwa.

e — Jesli juz miates w tym roku urodziny, dodaj 112 — tak na wszelki wypadek,
bo 112 to uznany przez Uni¢ Europejska numer alarmowy. Jesli nie miates
urodzin, dodaj 111. 111 jest bardzo ciekawg liczbg. W jezyku angielskim
jest to najmniejsza liczba, na ktorej wypowiedzenie potrzebne jest 6 sylab.
W jezyku polskim liczba o tej wiasnosci jest 71. Moze to $wiadczy¢
o oszczednos$ci jezyka angielskiego lub o bogactwie jezyka polskiego —
w zaleznosci od interpretacji lingwistycznej. Kto o 1:11 spojrzy na zegarek
temu odmieni si¢ zycie. Gdy ubrudzisz sobie palec jakim$ paskudztwem
i wycierasz go o tablice czy $ciane, to zauwaz, ze obtarcia te tworzg na
$cianie kreski w postaci liczby 111.

f— Od wyniku odejmij rok urodzenia.

Nastgpnie oznajmiamy widowni, ze kazda osoba otrzymala ostatecznie
wynik pigciocyfrowy postaci: x69ab, gdzie X — to liczba dni tygodnia, ktore
zamierzaja spgdza¢ razem ze swoja ukochang osoba, ab — oznacza ich
obecny wiek. Osobna historia to pojawienie sie liczby 69. No céz, jest to
jedyna liczba naturalna, ktorej kwadrat i szeScian wspdlnie zawieraja
wszystkie cyfry uzyte doktadnie raz.

Rzeczywiscie: 692 = 4761,693 = 328509.
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Inne znaczenie tej liczby zawdzigczamy jednej z liderek Francuskiej
Rewolucji, ktorej przypisuje si¢ autorstwo Katechizmu Kurtyzany (1790),
gdzie tg liczbg nazywa jedng z popularnych pozycji mitosnych.

Faktycznie, przesledzmy kolejne etapy wyliczen:

a) X

b) 50x

c) 50x +44

d) 200(50x + 44) = 10000x + 8800

e) 10000x + 8800 + 112 = 10000x + 8912

f) 10000x + 8912 — (2012 — 10a — b) = 10000x + 6900 + 10a + b = x69ab

Uwaga: Zaktadamy, ze nasza zabawa odbywa si¢ w roku 2012, w nastepnych
latach kolejno zamiast 111 lub 112 dodawaé bgdziemy: (112 lub 113), (113
lub 114) itd.

12. Odgadujemy wiek

Opisany trick jest jednym z wielu, w ktorym z gory mozna przewidzie¢
ostateczny wynik dzialan, pomimo tego, Ze osoba wykonujgca operacje
matematyczne uzywa do obliczen liczb znanych tylko sobie: wiek, wzrost,
numer telefonu itp.

Prosimy o wykonanie ponizszych dziatan.

a— Do roku urodzenia doda¢ liczbe oznaczajacg rok, w ktérym nastapito wazne
wydarzenie w zyciu ochotnika (powiedzmy roku, w ktorym zostat
uswiadomiony).

b — Do tej sumy prosimy o dodanie wieku wyrazonego w latach.

¢ — Dodanie do otrzymanego wyniku liczby lat, ktore minelty od czasu, kiedy
zostat uswiadomiony.

d — Prosimy o podanie wyniku.

Natychmiast jestesmy w stanie poda¢ ostateczna sume jaka otrzymata osoba
bioragca udziat w tricku.

Faktycznie: niech a — oznacza rok urodzenia ochotnika, b — rok, w ktérym zostat

uswiadomiony, C — aktualny rok; to wowczas ostateczna suma wynosi:

a+b+(c—a)+(c—b)=2c
Zatem wynik jest zawsze podwojong wartoscig liczby oznaczajacej aktualny rok.
13. Odgadywanie numeru banknotu
Ta sztuczka byta bardzo popularna w latach 40. ubiegtego wieku. Wymyslona
przez brytyjskiego iluzjonist¢ Royal V. Heatha $wiadczyla o jego rzekomych

fenomenalnych zdolnosciach obliczeniowych w rozwigzywaniu uktadow
roOwnan z o$§mioma niewiadomymi.
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Pytamy, czy kto$ na widowni dysponuje jakimkolwiek banknotem. Twierdzimy
ze, uzyskujac pewne informacje od ochotnika, bedziemy w stanie odtworzy¢
ten numer.

Przypominamy, ze obecnie w Polsce numery serii banknotéw sg siedmiocyfrowe.
Zat6zmy, ze nieznany numer banknotu jest nastepujacy:

X1 X2 X3 X4 XXX

Prosimy o podanie kolejno nastgpujacych sum:
Sl =Xq +x2,52 =X +X3, 53 = X3 +X4
S4 = X4 +x5,55 = Xg +x6,56 = X¢ +x7

Dodajemy, ze mamy tylko 6 rownan i 7 niewiadomych, dlatego prosimy jeszcze
o podanie na przyktad sumy: S; = x; + x5.

W trakcie podawania przez ochotnika wartoSci sum zapisujemy w dwodch
kolumnach sumy o indeksach nieparzystych i parzystych i kolejno je dodajemy
tak, by otrzyma¢ sume¢ wynikow o indeksach nieparzystych: A = S; + S3 +
S + S, oraz parzystych: B = S, + S, + Sg.

Nastepnie w pamigci obliczamy roéznice A — B. Wynik odejmowania daje nam
2x4. Dzielac przez 2 i wykorzystujac kolejno sumy:

Sl = X1 + xz,Sz =X + X3,53 = X3 +X4
54 = X4 +x5,55 = Xg +x6,56 = Xp +x7
Otrzymujemy kolejno wartosci: x,, X 3, X4 X5 Xg X7

Faktycznie A — B =x; +x, +x3 + x4 + x5 + X6 + X1 +x7 - (0 +x3 + x4 +
X5+x6+x7):2x1

Sztuczka ta rowniez moze by¢ wykorzystywana do odgadywania numerow
telefonéw stacjonarnych. W przypadku numeru telefonu komoérkowego, ktory
sktada si¢ z dziewigciu cyfr, postepujemy w sposob nastepujacy. Prosimy o sumy:

Sl = X1 +x2,52 =Xy +X3,S3 = X3 +.X4,,S4 = X4 +x5,55 = X5 +x6,56
=X¢+x7,5; =x7; +xg, Sg = xg + X9 0oraz Sg = x1 + Xg

W tym przypadku roznica:

A-B=x; +xy +x3+x4 +Xx5+ X5+ X7+ xg+ X9+ X1 —
(x2+X3+X4+x5+x6+x7+x8++X9):2x1

Nawet bez uprzedniego ¢wiczenia, sztuczka ta jest latwa w wykonaniu,
a wrazenie zwigzane z naszymi kompetencjami jako mistrza pamig¢ciowych
rachunkow jest nie do przecenienia.
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14. Odgadujemy pomyslany przedmiot

Prosimy ochotnika o nazwanie przedmiotow, ktére ma w tej chwili przy
sobie. Zapisujemy je na tablicy. Nastepnie szybko obliczamy sume liter W nazwach
przedmiotow, ktore ochotnik nam pokazat. Na przyktad: telefon — 7 liter, portfel
— 7 liter, moneta — 6 liter, zegarek — 7 liter, chusteczka — 10 liter, karta — 5 liter itp.
Wybieramy 3 lub 4 z nich, ktére sa opisane r6zng liczba liter. Prosimy ochotnika,
by pomyslat o ktorym$ z tym przedmiotow, a my po chwili koncentracji
powiemy, ktory przedmiot wybral.

Zanim odgadniemy przedmiot prosimy, by liczbe liter opisujacych ten przedmiot
pomnozyt przez 5. Nastepnie do wyniku prosimy o dodanie 3, bo dopiero trzeci
raz wykonujemy te sztuczke. Wynik prosimy o pomnozenie przez 2. Ostatecznie
prosimy o dodanie do wyniku dowolnej liczby naturalnej z przedziatu [1, 9].
Prosimy o podanie wyniku.

Natychmiast podamy przedmiot o jakim pomy$lano i liczbe, ktérg dodano.
Oznaczmy liczbe liter przedmiotu przez a (a < 10), liczb¢ dodana przez b.
Kolejne operacje mozemy zapisac nastepujaco:

5a,5a+3,10a+6,10a+6+b.

Zatem, odejmujgc od wyniku 6, otrzymamy liczb¢ dwucyfrowg 10a + b = ab,
gdzie cyfra dziesiatek opisuje przedmiot, a cyfra jednosci to dodana liczba.

15. Odgadujemy imiona pan

Na tablicy notujemy 7 imion pan: Beata, Bogumita, Dagmara, Kaja,
Katarzyna, Joasia, Ula. Prosimy o wybranie 4 imion i dokonanie nast¢pujacych
czynnosci.

Liczbe liter imienia pierwszej dziewczyny mnozymy przez 2 i do tego iloczynu
dodajemy 5. Sumg¢ t¢ mnozymy przez 5 i do wyniku dodajemy 10. Potem
dodajemy do sumy liczbe liter imienia drugiej dziewczyny i wynik mnozymy
przez 10. Ostatecznie dodajemy do wyniku liczbe liter imienia trzeciej dziewczyny.
Podajemy ostateczny wynik.

Dysponujac ostatecznym wynikiem, tatwo odgadniemy o jakich dziewczynach
pomyslano. Otéz zwré¢my uwage, ze imi¢ kazdej z pan jest wyznaczone przez
inng liczbe liter, mniejsza od 10. Jesli oznaczymy przez a, b, ¢ liczby liter imion
trzech wybranych dziewczat, to wykonywane operacje mozna zapisa¢ w postaci:
2a, 2a + 5, 5(2a + 5), 5(2a + 5) + 10, 5(2a + 5) + 10 + b, 10[5(2a + 5) + 10 + b],
10[5(2a+5) +10+b] +c

Ostatecznie: 10[5(2a + 5) + 10 + b] + ¢ = 100a + 250 + 100 + 10b + ¢ = 100a +
10b + ¢ + 350.

Od wyniku odejmujemy 350 i otrzymujemy liczb¢ trzycyfrowa abc, gdzie kazda
z cyfr okresla imi¢ kolejnej dziewczyny.
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16. Odgadujemy wiek

Aby odgadna¢ wiek dowolnej osoby (co najmniej dziesigcioletniej)
wyrazony w pelych latach, wystarczy poprosi¢ o wykonanie ponizszych
dziatan.

a — Pomnoz liczbe swoich lat przez 10.

b — Wybierz dowolng liczb¢ naturalng mniejsza od 10.

€ — Od otrzymanego wcze$niej iloczynu odejmij iloczyn wybranej liczby i 9.
d — Podaj wynik.

Natychmiast mozemy poda¢ wiek osoby biorgcej udziat w zabawie.
Oznaczajac wiek przez x, za$ wybrang liczbe przez k, mamy:

10x — 9K = 10x — 10k + k = 10(x — k) + k.

Otrzymany wynik ma cyfre¢ jednosci rowng k. Po odrzuceniu cyfry jednosci
otrzymany liczb¢ dwu lub jednocyfrowa o wartosci x — k. Dodajac do niej k,
otrzymamy wiek X.

Przyktad
Osoba ma 23 lata, wybrana liczba to 7.
Otrzymamy wynik to 230 — 63 = 167. Zatem k = 7, za$§ wiek to 16 + 7 = 23.
Osoba ma 64 lata, wybrana liczba to 3
Otrzymany wynik to 640 — 27 = 613. Zatem k = 3, za$ wiek to 61 + 3 = 64.

17. Odgadujemy wiek i sklonnosci do jadania poza domem

Prosimy ochotnika o wyobrazenie sobie ile razy w tygodniu chciatby jesé¢
poza domem w restauracji lub ile razy chciatby wyj$¢ ze znajomymi do pubu.
Nastgpnie prosimy o pomnozenie tej liczby przez 2 i dodanie do sumy 5.
Pomnozenie wyniku przez 50. Jesli ochotnik miat juz w tym roku (2012)
urodziny, niech doda do iloczynu 1762, jesli jeszcze nie mial, niech doda 1761.
Ostatecznie niech odejmie od wszystkiego rok urodzenia i poda ham ostateczny
wynik.

Natychmiast odgadujemy ile razy w tygodniu ma zamiar wychodzi¢ z domu i w
jakim jest wieku, gdyz wynik jest postaci abc, gdzie a — liczba wyjs¢, zas bc to
wiek osoby biorgcej udzial w sztuczce.

Rzeczywiscie: niech a — liczba wyjs¢, 10b + ¢ — wiek danej osoby.

Kolejne operacje mozemy opisac nastepujgco:

a, 2a, 2a + 5,50(2a + 5) = 100a + 250, 100a + 250 + 1762 = 100a + 2012,

100a + 2012 — (2012 — 10b — c¢) = 100a + 10b + c.
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18. Jeszcze raz odgadujemy wiek wybranej osoby

a— Prosimy o zapisanie wieku na kartce papieru.

b — Nastepnie prosimy o dodanie do swojego wieku naszej magicznej liczby,
czyli 90. Thumaczymy, ze 90 jest niezwykla liczba, chociazby ze wzgledu na
to, ze jest liczbg podtuzng. Liczba podluzna to kazda liczba, ktdéra jest
iloczynem kolejnych liczb naturalnych 90 = 9 - 10. 90 jest rowniez liczbg
praktyczng, czyli liczba naturalna, dla ktérej kazda liczba naturalna od niej
mniejsza da si¢ zapisa¢ jako suma jej podzielnikow. Oto lista liczb
praktycznych mniejszych od 100: 1, 2, 4, 6, 8, 12, 16, 18, 20, 24, 28, 30, 32,
36, 40, 42, 48, 54, 56, 60, 64, 66, 72, 78, 80, 84, 88, 90, 96. Dla przyktadu
zauwazmy, ze podzielnikami 12 (mniejszymi od 12) sa: 1, 2, 3, 4, 6. Mamy:
1=1,2=2,3=3,4=1+3,5=2+3,6=6,
7=6+1,8=6+2,9=6+3,10=6+4,11=6+ 4+ 1. 90 jest liczbg
szczodrq | diabelskg. Liczba diabelska to liczba naturalna, ktora w zapisie
binarnym posiada parzystg liczbe jedynek. Jest liczbg dajgcq radosé, bo
dzieli si¢ przez sume¢ cyfr jg tworzacych. 90 to liczba stopni w kacie prostym.
90 to liczba geniuszu — gdyz jak twierdzit Thomas Edison: Geniusz to 10%
inspiracji i 90% potu. 90 to ulubiona liczba statystykow, bo jak uwazajg
ztosliwi, az 90% statystyk jest zmyslonych.

¢ — Obecnie prosimy o dodanie wieku do naszej magicznej liczby.

d — Otrzymana suma jest liczbg trzycyfrowa. Prosimy o usunigcie z niej cyfry
setek 1 dodanie jej do tak powstatej liczby dwucyfrowe;.

e — Ostatecznie prosimy o podanie wyniku.

Po uzyskaniu ostatniej informacji natychmiast odgadujemy wiek, przez
dodanie 9 do podanej liczby.

Rzeczywiscie; Niech wiek wybranej osoby wynosi Xy, czyli 10x +y.
Woweczas kolejne operacje opisane sa nastgpujaco:

10x+y+90=10x+y +100-10=100 + 10(x - 1) +y = 1(x — 1)y
10(x-1)+y+1=10x-10+y+1=10x+y—-9=xy-9.

19. Zgadujemy usunietg cyfre

Prosimy o wykonanie nast¢pujacych operacji:

a— zanotuj dowolng liczbe naturalng (powiedzmy 5-cyfrowa),

b — oblicz sume jej cyfr,

c— skresl jedna z cyfr oryginalnej liczby i od otrzymanej liczby (4-cyfrowej)
odejmij sume cyfr, ktorg otrzymates$ poprzednio,

d— podaj wynik.
Potrafimy natychmiast poda¢ warto$¢ skreslonej cyfry.
Jak wiadomo, gdy od liczby naturalnej odejmiemy sumg jej cyfr, to
otrzymamy liczb¢ podzielng przez 9. Zatem, gdy dowiadujemy si¢ ile
wynosi réznica podana przez ochotnika, wystarczy obliczy¢ sume jej cyfr,
a poszukiwang cyfra bedzie najmniejsza, ktorej dodanie do sumy da liczbe
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podzielna przez 9. W przypadku, gdy suma ta jest podzielna przez 9,
niestety nie wiemy, czy skreslona cyfra byto 0 czy 9. Mozemy unikna¢ tej
niedogodnosci proszac, by nie skresla¢ zera w pomyslanej oryginalnie
liczbie 5-cyfrowe;j.

Sztuczke ilustrujemy przyktadem:

a) wybieramy 78946,

b) sumacyfr7+8+9+4+6=34,

c) usuwamy 8 w liczbie 78946, otrzymujac 7946,

d) 7946 —34=7912.

Suma cyfr liczby 7912 wynosi 7 + 9 + 1 + 2 = 19. Najmniejsza liczba wigksza
od 19, ktora jest podzielna przez 9 to 27.

19+8=27.

Zatem brakujacg cyfra jest 8.

20. Odgadujemy 3 liczby

Prosimy osobe che¢tng do udziatu w sztuczce o wybranie trzech kolejnych
liczb naturalnych mniejszych od 60. Nast¢pnie prosimy inng osob¢ o publiczne
wskazanie liczby podzielnej przez 3 i mniejszej od 100. Osoba bioraca udziat
w sztuczce wykonuje nastgpujace dzialania:

a— Zznajduje sumg¢ trzech wybranych przez siebie liczb naturalnych i tej
wielokrotnosci liczby 3, ktora byta publicznie podana,

b — otrzymany wynik mnozy przez 67,

c — podaje ostatnie dwie cyfry wyniku.

Ostatnie dwie cyfry wskazg nam pelny wynik oraz pomyslane wczesniej kolejne

liczby naturalne.

Sztuczka ta rzeczywiscie daje niewiarygodna satysfakcje, gdyz zdumiewa

skutecznoscig. Strzepy informacji, tylko dwie cyfry duzego iloczynu pozwalajg

na odgadniecie sktadnikéw sumy bedacej jednym z jego czynnikow.

Wyttumaczmy sekret jej dziatania. Oznaczamy nieznane liczby przez n, n + 1,

n + 2. Znang wielokrotno$¢ trojki oznaczmy przez 3k.

W pierwszej czgsci wykonywane jest dziatanie:

a) ntn+l1+n+2+3k=3(n+k+1)

w drugiej cze$ci zadania obliczmy iloczyn:

b) 67:3(n+k+1)=201(n+k+1)=200n+k+1)+(n+k+1).

Zauwazmy, ze n + K +1 <100, gdyz n + 2 < 60 oraz 3k < 100 daje nam k < 34.

Zatem n + K + 1 jest liczbg co najwyzej dwucyfrowa. Liczba 200(n + k + 1) jest

podzielna przez 100, czyli koficzy si¢ co najmniej dwoma zerami. Ostatecznie,

okazuje sie, ze ostatnie dwie cyfry iloczynu tworzg liczbe n + K + 1.

Od podanej nam liczby dwucyfrowej odejmujemy k+ 1, otrzymujac n.
Nastepnie odtwarzamy kolejne liczby: n + 1, n + 2. Mozemy rowniez podac
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warto$¢ otrzymanego iloczynu, przez dodanie do znanej liczby dwucyfrowej jej
iloczynu przez 200.

Przyktad
Pomyslano o 13, 14, 15. Wskazano 81 jako liczbe podzielng przez 3.
Suma: 13 + 14 + 15 + 81 = 123. lloczyn: 123 - 67 = 8241. Informacja uzyskana 41.
81:3=27,41— (27 + 1)=13. Pomyslane liczby to: 13, 14, 15.
Nastepnie 200 - 41 = 8200, 8200 + 41 = 8241.

21. Odgadujemy trzy kolejne liczby naturalne

Prosimy ochotnika o dodanie do siebie trzech kolejnych liczb naturalnych.

Po wykonaniu kilku operacji z tymi liczbami, zapewniamy go, Ze uda nam sig je

odgadnac.

Przystepujemy do dziatania.

a— Prosimy o dodanie trzech Kkolejnych dowolnych liczb naturalnych.
Zwracamy uwage, by dla prostoty dzialan, zadna z nich nie byla wigksza
od 50.

b — Nastepnie prosimy o wybranie pewnej wielokrotnosci liczby 3 mniejszej
badz réwnej 150. Ochotnik w tym wypadku podaje nam do wiadomosci
liczbe, ktorag wybral. Dalej prosimy o dodanie tej liczby do otrzymanej
wcze$niej sumy trzech kolejnych liczb naturalnych.

¢ — Obecnie zastanawiamy si¢ glosno, czy raczej poprosi¢ ochotnika
o pomnozenie rezultatu przez 6, gdyz jest to liczba kojarzona z ogniskiem
domowym i zdrowym trybem zycia jako iloczyn najmniejszej liczby
parzystej (liczby zenskiej) i najmniejszych liczb nieparzystych (liczb
meskich). Jest liczba doskonata — jest rowna sumie swoich dzielnikéw
mniejszych od niej—6=1+2 + 3.

Po chwili wahania zastanawiamy si¢ glosno, czy prosi¢ o pomnozenie
wyniku przez 7, gdyz 7 jest najbardziej popularng liczbg w otaczajgcej nas
rzeczywistosci: 7 dni tygodnia, 7 morz, 7 grzechow giownych, 7 cnot,
7 cudow Swiata, 7 szczytow siedmiu kontynentow, siodme niebo itd. Jednak
dochodzimy do wniosku, ze dla utrudnienia zadania poprosimy ochotnika
0 pomnozenie wyniku przez 67.

67 jest niezwykta liczba, gdyz zapisujac ja uzywajac symboli rzymskich
LXVII 1 obliczajac jej warto$¢ numeryczng (literom alfabetu przypisujemy
warto$ci wedtug wzoru A = 1, B =2, C = 3...) otrzymamy: 12 (L) + 24 (X)
+22(V) +9 () + 9(1) = 76 — odbicie lustrzane liczby 67.

d — Prosimy o podanie cyfr dziesigtek i jednosci otrzymanego wyniku.
Korzystajac z tych cyfr, podamy trzy kolejne liczby naturalne, ktore
ochotnik wybral na poczatku.

Opis symboliczny zadania pozwoli nam na wyjasnienie zasad dziatania tricku.
Oznaczmy trzy nieznane liczby przez n, n +1, n + 2, zatem:
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a n+n+1+n+2=3n+3,

b) 3n+ 3+ 3k,

c) 3n+3+3k)67 =201n+ 201+ 201k = 200n + 200k + 200 + n +
k+ 1.

Liczba 200n + 200k + 200 konczy si¢ dwoma zerami. Zatem w liczbie 200n +
200k + 200 + n + k + 1, ostatnie dwie cyfry dajg nam sum¢ n + K + 1. Znajac
liczbe jaka tworza ostatnie dwie cyfry wyniku, wystarczy odja¢
od niej k, by otrzyma¢ n + 1 — $rodkowa liczbg sposrod trzech nieznanych:
nn+1n+2.

Oznacza to, ze w momencie podania przez ochotnika wielokrotnosci liczby 3,
dzielimy ja przez 3 (otrzymujac k) i cierpliwie czekamy na dalszy rozwoj
wypadkoéw. Majac liczbe dwucyfrows, ktora tworza ostatnie dwie cyfry
ostatecznego wyniku, odejmujemy od niej k, otrzymujac n + 1.

Przyktad
Pomyslane liczby to 19, 20, 21. Kolejne etapy przedstawiaja si¢ nastepujaco:
a) 19+20+21=60,
b) ochotnik wybiera 33 (czyli k = 11) 60 + 33 = 93,
C) 9367 = 62, otrzymujemy informacje: cyfra dziesigtek 3, cyfra jednosci 1.
Obliczamy 31 — 11 = 20. Poszukiwane liczby to 19, 20, 21.

22. Odgadujemy hurtowo pomyslane liczby

Prosimy kilka 0sob o pomyslenie liczby naturalnej wiekszej od 50
i mniejszej od 100.
Wyrézniamy w ten sposob liczbe 50, bo zastuguje na to chociazby dlatego, ze
jest najmniejsza liczbg naturalng, ktorej kwadrat da si¢ zapisa¢ jako suma
kwadratoéw liczb naturalnych dwoma sposobami: 50 = 52 + 52 = 72 + 12, Jest
to niestety liczba ohydna, bo w jej zapisie binarnym wystepuje nieparzysta
liczba jedynek. Pozostale wilasnosci 50 byly opisane w tricku (matematyka
w mitosci). Oprocz tego, jak $piewat Paul Simon:

She said it's really not my habit to intrude
Furthermore, |1 hope my meaning won't be lost or misconstrued
But I'll repeat myself at the risk of being crude
There must be fifty ways to leave your lover
Fifty ways to leave your lover

Prowadzacy cate przedstawienie zapisuje na kawatku papieru pewna liczbe,
tak aby zwréci¢ uwage widowni na wykonywang czynno$¢. Oczywiscie udaje,
ze nie zdaje sobie sprawy, ze jest obserwowany. Wybrana przez niego liczba
naturalna jest mniejsza od 50. Nikt z widowni nie moze tej liczby zobaczyc.
Nastegpnie prowadzacy odejmuje t¢ zapisang przez siebie liczbe od 99. Glosno
prosi, aby kazdy z widowni do wybranej przez siebie liczby dodat t¢ wartos¢.

151



Kolejno informuje, aby w otrzymanym wyniku skresli¢ pierwsza cyfre (liczong
od lewej) i dodac ja do otrzymanej liczby. Ostatecznie prosi o odjecie tej liczby
od oryginalnie wybranej liczby.
Gdy wszyscy na widowni wykonaja dziatania, pokazujemy liczbe zapisang na
kartce. Okazuje sig, ze kazdy otrzymat ten sam wynik. Pokrywa si¢ on z liczba
zapisang przez prowadzacego.
Prowadzacy potrafit przewidzie¢ wynik dziatan prowadzonych na réznych
liczbach i doprowadzi¢ do wspolnego ustalonego przez niego wyniku.
Prze$ledzmy historie dziatan. Niech liczba wybrana przez uczestnika
z widowni to 50 + y. Liczba wybrana przez prowadzacego to 50 — x. Oczywiscie
x,y €N,x,y <50.
Prowadzacy w mys$li przeprowadza dziatanie: 99 — (50 — xX) = 49 + X, uczestnik
z widowni dodaje:
50+y+49+x=99+x+y=100+x+y—1. (Jest to liczba trzycyfrowa. Cyfra
setek jest 1). Po skresleniu 1 i dodaniu do tak otrzymanej liczby dwucyfrowej
otrzyma si¢: x + Y. Ostatecznie, odejmujac t¢ liczbe od oryginalnie wybranej:
50 + vy, otrzyma si¢: 50 + y — (X + y) = 50 — X, liczbe zapisang przez
prowadzacego na kartce!

23. Odgadywanie 4 niewiadomych

W tej sztuczce wykorzystamy rekwizyty, jakimi beda kartki papieru
imitujace banknoty o warto$ciach:
25 PLN, 10 PLN, 5 PLN oraz 1 PLN. Na stole ktadziemy 4 banknoty 0 nomi-
natach 25 PLN. Prosimy cztery osoby z widowni o wzigcie udziatu w zabawie.
Kazda z nich ma zabra¢ ze stolu po 1 banknocie, o innych nominatach.
Nastepnie osoba, ktora pierwsza wzigta banknot dla siebie jest proszona, by
wzigé jeszcze raz tyle ile ma. Druga osoba zabiera ze stotu 2 razy wiecej niz
wzieta oryginalnie dla siebie. Osoba trzecia bierze ze stotu 3 razy wiecej,
a czwarta bierze ze stotu 4 razy wigcej niz wziela oryginalnie.
Oznaczmy osoby przez A, B, C, D oraz przypiszmy im wartosci: A = 4, B =3,
C=2,D=1
Sztukmistrz oczywiScie nie widzi, kto wziat jaka ilos¢ pieniedzy. Dopiero gdy
wszyscy wzieli dla siebie banknoty, mistrz ceremonii odwraca si¢ (stat caty czas
plecami do widowni i wydawal polecenia) i analizujagc pozostale na stole
banknoty, odgadnie, kto wziat ile pieni¢dzy ze stotu.
Na poczatku na stole bylo 196 PLN. Gdy uczestnicy zabawy wzigli dla siebie
banknoty, to pozostata na stole suma wynosi S.
Opiszemy, w jaki spos6b mozna obliczy¢ ile i jakich banknotéw wzieli dla
siebie uczestnicy zabawy.
W pierwszej fazie wzicto ze stotu: 1 + 5 + 10 + 25 = 41 PLN. Podczas drugiej
fazy usunieto j banknotow 1 PLN, p banknotéw 5 PLN, dz banknotéw 10 PLN
1 dw banknotow o nominatach 25 PLN. Zatem:
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§=196—-41—j—5p—10dz — 25dw = 155 — j — 5p — 10dz — 25dw

Nastegpnie wiadomo, ze podczas drugiej fazy tricku uczestnicy brali ze stotu po 1,
2, 3 lub 4 banknoty. Jesli kto$ podczas drugiej fazy wzial x banknotoéw, to t¢
osobe oznaczymy przez 5 — X.

Obliczamy obecnie:
S(mod)5 = (155 —j — 5p — 10dz — 25dw)(mod)5 = —j(mod)5

Zatem j = —S(mod)5. Oznacza to, Zze osoba, ktora oryginalnie wzigta 1 PLN,
to osoba oznaczona przez 5-j.

Obliczamy obecnie:

S(mod)4 = (155 — j — 5p — 10dz — 25dw)(mod)4
=B —j—p—2dz—dw)(mod)4

Zauwazmy, ze j + p + dz + dw = 10, czyli
S(mod)4 = (3 —2 —dz)(mod)4 = (1 — dz)(mod)4

czyli dz = (1 — S)(mod)4. Oznacza, to, ze osoba, ktéra oryginalnie wzicta
10 PLN to osoba o numerze 5 — dz.
Postepujemy w sposob nastepujacy, aby obliczy¢ niewiadoma p:

§=155_j_5p_10dz_25dw=31—£—p—2dz—5dw
5 5 5
W zwiazku z tym, 7ej = 1,2, 3, 4 mamy, |3| = 30 — p — 2dz — 5dw
czyli: EJ = (—p — 2dz)(mod)5
Co oznacza, Ze. p= (— EJ — 2dz) (mod)5

Zatem osoba, ktora oryginalnie wzieta banknot o nominale 5 PLN to osoba
0 kodzie x — p.

Pozostata osoba wzieta banknot o nominale 25 PLN.

Zilustrujmy przyktadem powyzsze rozwazania.

Pamigtajmy, ze przyjeliSmy oznaczenia: A—4,B-3,C-2,D-1.

Powiedzmy, Zze w pierwszej fazie osoba A wzigta 5 PLN, B — 10 PLN,
C - 25 PLN, D — 1 PLN. W drugiej fazie A zabiera 5 PLN, B — 20 PLN,
C—-75PLN, D—-4PLN.

Na stole zostaje S = 51 PLN,

woéwcezas: j = —51(mod)5 = 4(mod)5. 5 — 4 = 1, zatem banknot 1 PLN wzi¢ta
osoba D.

Nastepnie: dz = (1 — S)(mod)4 = (1 — 51)(mod)4 = —50(mod)4 = 2(mod)4
5—2 =3, co oznacza, ze banknot 10 PLN wzigta osoba B.
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Ostatecznie liczymy: p = (— EJ — Zdz) (mod)5 = (— [%J -2 2) (mod)5 =
(—14)(mod)5 = 1(mod)5,

bo l5?1] = [10.2] = 1. Obecnie, liczac roznice: 5 — 1 = 4, wnioskujemy, ze
banknot 5 PLN zabrata osoba A. W konsekwencji banknot 25 PLN zabrata
osoba C.

Niezwykle dodawanie i odejmowanie

24. Odgadywanie w pamieci sum liczb wielocyfrowych

Ta sztuczka jest bardzo prosta, jednakze robi duze wrazenie na uczestnikach.
Spopularyzowana zostala réwniez przez Arta Benjamina — mistrza szybkich,
pamieciowych obliczen.

Informujemy publiczno$¢, ze potrafimy w pamigci dodawaé liczby

pigciocyfrowe duzo szybciej niz kazdy kalkulator.
Prosimy kogo$ z widowni o podanie dowolnych dwoch liczb pieciocyfrowych.
Nastepnie informujemy, ze sa one zbyt tatwe do dodania i dopisujemy kolejng —
wymyslona przez nas. Mozemy znow poprosi¢ kolejne osoby o podanie
kolejnych liczb i krzywigc sig, ze sa zbyt proste w dodawaniu, za kazdym razem
dopisujemy po jednej swojej ,.trudnej” liczbie.

Ostatecznie na tablicy mamy wypisang nieparzystg (2n + 1) ilos¢ liczb,
z ktorych n + 1 bylo zaproponowanych przez publiczno$¢, zas n z nich dopisat
prowadzacy zabawe.

W tym momencie, po podkresleniu tych liczb i postawieniu znaku +, natychmiast
podajemy wynik.

Zanim wytlumaczymy dziatanie tricku, podamy konkretny przyktad:
oto 2 pierwsze liczby podane przez publicznos¢

46328, 51792,

do tych dwoch liczb dodajemy swojg trudng.: 53671,

Kolejne liczby podane przez widownig i nasze trudne sa nastepujace:
41508, 62132, 58491, 37867,

wypisane w kolumnie i dodane dajg wynik:

46328

51729

53671

41508

62132

58491

37867

+_

351789
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Zauwazmy, ze podane przez prowadzacego trudne liczby sa tak konstruowane,
by wraz z liczbami wskazanymi przez widowni¢ tworzyty pary, ktérych suma
wynosi: 99999.

Zauwazmy teraz, ze: 46328 + 53671 = 41508 + 58491 = 62132 + 37867 = 99999.
Jedna z liczb podana przez publiczno$¢, mianowicie: 51792 pozostaje bez swojej
pary.

Zatem suma wynosi: 51792 + 3-99999 = 51792 + 300000 — 3 = 351792 — 3 =
3517809.

Powyzsze wyliczenia pokazujg co nastgpuje:

Prowadzacy zostawia jedng z liczb, (0znaczmy ja przez N) podanych przez
publicznos$¢ bez pary, a do pozostatych dobiera swoje trudne liczby w ten sposéb,
by sumowaty si¢ do 99999. Niech bedzie n takich par.

Otrzymujemy wtedy sume postaci: N + n-99999 = N +n - 10° — n.

W praktyce, aby otrzymaé¢ wynik dodawania, dopisujemy z lewej strony do
liczby bez pary ilo$¢ otrzymanych 99999-ek i odejmujemy od niej ilo$¢ tych
99999-ek.

W naszym przypadku liczbg bez pary jest 51792 i mamy 3 pary 99999-ek.
Dopisujemy z lewej strony 51792 trojke i odejmujemy trojke, otrzymujac
351792 — 3 = 3517809.

Zauwazmy roéwniez, ze trick ten mozemy wykonywaé biorac pod uwage
liczby niekoniecznie pigciocyfrowe, ale i posiadajace dowolna inng liczbe cyfr.
Dla dwu- trzycyfrowych liczb sztuczka wydaje si¢ jednak tatwa do rozszyfrowania.

25. Szybkie dodawanie

Z liczbami Fibonacciego wigze sie roéwniez pewien trick, ktory
z powodzeniem mozna stosowaé podczas lekcji matematyki czy podczas kazdej
innej okazji, by uczestnikow zabawy przekona¢ do naszych niebywalych
zdolno$ci w pamigciowym dodawaniu. Otéz prosimy chetng do wzigcia udziatu

w tym eksperymencie osob¢ do podania dwoch liczb 1,1, . Nastepnie prosimy
o zapisanie kolejnych liczb, ktore powstaja w sposob nastepujacy:
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3:|1+|2

I

l,=1,+1,
I, =1;+1,
I, =1, +1;
I, =1+,
I, =1, +1,
I, =1, +1;
lo=1g+1g

Na zakoficzenie prosimy o pokazanie nam wszystkich liczb: 1,,1,,15,...,1;,.
Twierdzimy, ze potrafimy w pamigci obliczy¢ sume wszystkich dziesigciu liczb.
Faktycznie w ciggu kilku sekund podajemy wtasciwy wynik.

Rzeczywiscie, najpierw pokazmy ile wynosi suma | +l,+1,+...+1,,, a nast¢pnie
podpowiemy, jak w pamigci mozna szybko ja wyliczy¢.
Mamy:

L+L+ L+ +] =
=l +L+0,+L)+(0, +21,)+l, +31,)+ (3l, +5l,) + (51, +8l,)
+(8l, +131,) + (131, + 211,) + (21, + 34l,) =55I, +88l, =11(5I, +8l,) =11l
Zatem suma to 111, .

Pozostaje nam przekona¢ Czytelnika, ze mnozenie przez 11 mozna rowniez
bardzo szybko wykona¢ w pamigci.

Przy mnozeniu liczby dwucyfrowej xy przez 11 wystarczy zsumowaé jej
cyfry i powstalty wynik (jesli jest mniejszy od 10) wstawi¢ pomigdzy jej cyfry.
Jesli wynik sumowania cyfr jest wigkszy od 9, to zwigkszamy o jeden cyfre
dziesiatek oryginalnej liczby, a pozostata cyfre wstawiamy pomigdzy cyfre x oraz y.

Przyktad

11.14=154, bo1+4=5<10

11-54=594, bo5+4=9<10

11.67=737,bo6+7=13 > 10

11-55=605, bo5+5=10 >10

Mnozenie liczb trzycyfrowych przez 11 oparte jest na tej samej zasadzie:
11-231=2541, bo1+3=4<10i2+3=5<10

11.223=2453, b02+3=5<10i2+2=4<10

11.562=6182, bo6+2=8<10i5+6=11 >10

11-789=8679, b09+8=17 >10i7+8+1=16 >10
11-555=6105, bo5+5=10 >10i5+5+1=11 >10
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Mnozenie przez 11 liczb o wigkszej iloSci cyfr odbywa si¢ na tej samej
zasadzie. Jak widzimy trick z szybkim dodawaniem jest spektakularny i mozna
wykona¢ go w pamieci w ciggu kilku sekund.

26. Fibonacci modulo 7 i modulo 9

Bierzemy pod uwage dowolne dwie liczby naturalne a4, a, < 7. Dodajemy
je do siebie, tworzac liczbg: a; = a, + a;(mod)7, z drobng uwaga, ze
w przypadku sumy podzielnej przez 7 bierzemy jako wynik 7. Postgpujac dalej
tworzymy liczby: a,,,» = a, 41 + a,(mod)7.

Zalozmy na przyklad, ze zaczynamy od 1,1. Wowczas kolejne liczby skon-
struowane wedlug podanego schematu sg nastgpujace:
1,1,2,351,6,7,6,6,5,4,2,6,1,7,1,1,2,3....

Zauwazmy, ze ciag ten po szesnastu wyrazach si¢ powtarza, tworzac
nieskonczony ciagg okresowy o okresie rownym 16.

Gdybysmy zaczgli wyznaczanie ciggu od par: (1,2), (2,3), (3,5), (5.1), (1,6),
(6,7), (7,6), (6,6), (6,5), (5,4), (4,2), (2,6), (6,1), (1,7), (7,1) otrzymaliby$my taka
samg sekwencje cykliczng o okresie 16.

Jak wiadomo dysponujemy 49 mozliwo$ciami wyboru pierwszych dwoch liczb.
Jak widzimy dla 16 par: (1,1), (1,2), (2,3), (3,5), (5.1), (1,6), (6,7), (7,6), (6,6),
(6,5), (5,4), (4,2), (2,6), (6,1), (1,7), (7,1) otrzymujemy taki sam okresowy ciag
0 okresie 16 i sumie wyrazéw okresurownej: 1 +1+2+3+5+1+6+7+6+
6+5+4+2+6+1+7=63.

Wezmy pod uwage poczatkowe liczby (1,3).

Para ta generuje nastepujacy ciag:

1,3,4,7,4,4/1,56,4,3,7,3,3,6,2,1,3,...

Ciag ten jest rdwniez wyznaczany przez pary: (1,3), (3,4), (4,7), (7,4), (4,4),
(4,1), (1,5), (5,6), (6,4), (4,3), (3,7), (7,3), (3,3), (3,6), (6,2), (2,1). Suma
elementow okresu wynosi rowniez 63.

Poczatkowe liczby (5,5) wyznaczaja ciag 5,5, 3,1,4,5,2,7,2,2,4,6,3,2,5, 7,
5, 5..., ktory jest wspolny dla kazdej z par: (5,5), (5,3), (3,1), (1,4), (4,5), (5,2),
(2,7), (7,2), (2,2), (2,4), (4,6), (6,3), (3,2), (2,5), (5,7), (7,5). Suma elementow
okresu jest rowna 63.

Ostatnia para, ktora moze by¢ wzigta pod uwagg to (7,7).

Zauwazmy obecnie, ze kazde dwie liczby rézne od pary (7,7) generuja w podany
sposob cigg 16 elementéw o sumie zawsze rownej 63.

Jest to podstawg do sztuczki, w ktorej po krotkim wprowadzeniu do
wykonywania dodawania z punktu widzenia dzielenia przez 7, proponujemy
w prawe gorne rogi tablicy 4x4 wpisanie dowolnych dwoch liczb naturalnych
mniegjszych od 7. Na przyktad startujemy od liczb 4,5.
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Nastgpnie prosimy o wypeinianie kolejnych okienek tablicy zgodnie z opisana
reguly. Otrzymujemy tabelg:

OI NN O

w|o|ro
NEIEN

QWIN |

Ostatecznie prosimy o obliczenie zwyklej sumy wszystkich liczb. Suma zawsze
bedzie wynosi¢ 63, a my ten wynik bedziemy mieli wczeéniej zapisany na kartce,
ktora pokazemy widowni, ku jej zdumieniu.

Podobna sztuczka réwniez jest stosowana przy dzieleniu przez 9. Wowczas
dtugos¢ okresu wynosi 25, a suma jego elementow to 117 + a,. Oznacza to, ze
prosimy o wpisywanie elementow do tablicy 5x5, a suma elementow w tablicy
bedzie wynosi¢ zawsze 117 plus element stojacy w lewym, gornym rogu.
Przyktadowo, rozpoczynajac od 4,5, otrzymamy:

w|oo|o1N|©
RPlWhA(BO
AN |ON|OT

|||~
~N(h~ (oo

Oczywiscie suma elementow w tablicy wynosi 121, czyli 4 + 117.
27. Suma szeSciu liczb trzycyfrowych

Prosimy o zanotowanie liczby trzycyfrowej o réznych cyfrach. Nastepnie
prosimy o wypisanie wszystkich mozliwych liczb, ktéore mozemy utworzyc,
majac do dyspozycji cyfry tworzace liczbe oryginalng. Ostatecznie prosimy
o obliczenie sumy tych wszystkich liczb. Podczas gdy wykonywane sg
obliczenia, notujemy na kartce wynik dodawania, ktoéry obliczamy w pamigci.
Zauwazmy, ze wybierajac liczbg abc, mamy szes$¢ permutacji: abc, acb, bac, bca,
cab, cba.

Wowczas suma tych szesciu liczb wynosi:
100a + 10b + ¢ + 100a + 10c + b + 100b + 10a + ¢ + 100b + 10c + a + 100c +
10a + b + 100c + 10b + a = 222a + 222b + 222c = 222(a + b + ).
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Zatem wybierajac przykltadowo liczbe 123 suma wszystkich szeSciu permutacji
wynosi¢ bedzie: 123 + 132 + 231 + 213 + 321 + 312 =222- (1 + 2 + 3) = 1332.

28. Niezwykle dodawanie

Trick bedzie polegat na odgadnigciu sumy dowolnych czterech trzycyfrowych
liczb. Do wykonania sztuczki sg potrzebne trzy plansze. Na kazdej planszy
znajduje sie 9 czterocyfrowych liczb.

Na planszy A beda zapisane: 4286, 5771, 9083, 6518, 2396, 6860, 2909, 5546,
8174.

Na planszy B znajdg si¢: 5792, 6881, 7547, 3299, 7187, 6557, 7097, 5288, 6548.
Na planszy C umiescimy: 2708, 5435, 6812, 7343, 1286, 5237, 6470, 8234, 5129.
Wybieramy trzy osoby i kazdej z nich wreczamy jedng z plansz. Prosimy
o wybranie jednej z liczb z kazdej z plansz. Nastepnie prosimy kolejne osoby
0 podanie nam jednej cyfry z wybranych przez nich liczb. Zapisujemy te cyfry
na tablicy tak, by tworzyly liczbg trzycyfrowa A;B,C;. Zauwazamy, Ze jest tu
peta dowolno$¢ w wybieraniu cyfr i nie ma mowy o jakimkolwiek ustawieniu.
Dalej prosimy te trzy osoby o podanie ham kolejnych cyfr z wybranych przez
siebie liczb. W ten sposob budujemy drugg liczbe trzycyfrowa: A,B,C,.

Dalej prosimy o podanie kolejnych cyfr z wybranych przez siebie liczb, tworzac
trzycyfrowe liczby: A3;B;C; oraz A,B,C,. Wyrazamy nadziejg, ze WSzyscy
Uczestnicy eksperymentu wierza, ze cyfry zostaly podane w kolejnosci, o ktorej
zdecydowali sami widzowie, zatem nie ma mowy o zadnej manipulacji.

Na tablicy widnieja cztery trzycyfrowe liczby:

AlBlcl
AB,C,
AsBsCs
AB4Cy

Prosimy o chwile na koncentracje, gdyz obwieszczamy widowni, ze suma tych
liczb jest nam doskonale znana i w tym momencie wyjmujemy z kieszeni kartke,
na ktorej widnieje suma tych czterech liczb — mianowicie 2247!

Zanim przystapimy do wyjasnienia klucza tej sztuczki, przesledzmy na przyktadzie
jej dziatanie. Ot6z powiedzmy, ze osoby wybraty liczby 9083, 6548 oraz 5129.
Kolejne cyfry podane przez widzow tworza liczby:

951
865
389
042
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Zasada dzialania sztuczki jest bardzo prosta. Oté6z w zestawie A suma cyfr
kazdej z liczb wynosi 20, w zestawie B suma cyfr kazdej z liczb wynosi 23, za$
w zestawie C 17. Zatem, obliczajgc sumg:

AlBlcl
AB,C,
AsB,Cy
A4B4C4

mamy: suma cyfr kolumny jednosci wynosi 17. Cyfra sumy jednosci bedzie
wynosi¢ zatem 7, a 1 przesuwamy do kolumny dziesiatek, ktorej suma cyfr
wynosi¢ bedzie 23 + 1 = 24. Oznacza to, ze cyfra sumy dziesiatek to 4, za$
2 przenosimy do kolumny setek, ktorej suma cyfr bedzie wynosi¢c 22.
Ostatecznie suma zawsze bedzie rowna 2247.

Zainteresowany Czytelnik sam moze tworzy¢ swoje wilasne magiczne sumy.
Chociazby zestaw:

A 1239, 8601, 2643, 5118, 8441, 3381
B: 4286, 5771, 9083, 6518, 2396, 8174
C: 9090, 7245, 3276, 1836, 5355, 6660

zawsze da sume 2015.
29. Odgadujemy roznice liczb czterocyfrowych

Prosimy ochotnika o zapisanie liczby czterocyfrowej, w ktorej cyfry
zapisane od lewej do prawej sg w porzadku malejgcym i r6znig si¢ — nastgpna od
poprzedniej o jeden. Nastgpnie prosimy o napisanie liczby, w ktorej jest
odwrécony porzadek cyfr; prosimy o odwrocenie cyfr tej liczby. Ostatecznie
prosimy o obliczenie ro6znicy tych liczb. Ku zdumieniu widowni, okazuje sig,
ze wczesniej poprawnie przewidzieliSmy rezultat. Mozemy mie¢ na przyktad
w kieszeni karteczke z wynikiem.

Zanim wytlumaczymy dziatanie sztuczki, spdjrzmy jak postepujemy przy
wyborze np. 7654:

7654 -4567—-7654 — 4567 = 3097
Obecnie zauwazmy, ze:

al0®+ (a— 110+ (a—2)10+ (a—3) +
—(a-3)102-(a—-2)10°—-(a—110—a =
=3-103+10>-10-3 =3-10%+97 = 3097
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Arytmetyka po chinsku
30. Chinskie twierdzenie o resztach

Najstynniejszy chinski matematyk Sun Tzu w V wieku n.e. napisat traktat
matematyczny, w ktorym pojawito si¢ tzw. chinskie twierdzenie o resztach.
Pozwala ono na poszukiwanie nieznanej liczby naturalnej, gdy znane sg reszty
z dzielenia jej przez liczby pierwsze.

Zilustrujmy rezultaty tego twierdzenia i algorytmu znajdowania rozwigzania na
przyktadzie.

Wiemy, ze nieznana liczba x daje reszt¢ a przy dzieleniu przez 3, reszt¢ b przy
dzieleniu przez 5, oraz ¢ przy dzieleniu przez 7. Znajdz x.

Czytelnikom, ktérzy znaja arytmetyke modulo dedykujemy:

x = a (mod)3
x = b (mod)5
x = ¢ (mod)7

Zatem x = 3K + a, gdzie k jest liczbg catkowita, dale;j:

3k + a = b(mod)5,

3k = b — a(mod)5,

6k = 2(b—a) (mod) 5,

k = 2b — 2a (mod)5,

k = 5n + 2b — 2a gdzie n jest liczba catkowita.

Wobec tego:

X =3(5n + 2b-2a) + a =15n + 6b —5a

15n 4+ 6b — 5a = c(mod)7,

n =c+ 5a— 6b (mod)7,

n=c+ 5a+ b(mod)7,

n=7m+c+5a+b, gdzie m jest liczbg catkowita.

Zatem: x = 15(7m + ¢ + 5a + b) + 6b — 5a = 105m + 15¢ + 70a + 21b.

Prosimy ochotnika o wybranie sobie liczby naturalnej z przedziatu [1;100].
Nastgpnie prosimy o podanie reszty z dzielenia tej liczby przez 3 (oznaczamy ja
przez a), przez 5 (b) i przez 7 (c). Po chwili zastanowienia odgadujemy wybrang
liczbe x jako 105m + 15¢ + 70a + 21b, tak dobierajac liczbe catkowita m, aby
x € [1;100].

Przyktadowo, gdy pomyslang liczba jest 92, otrzymujemy a=2,b=2,c=1.
Mamy zatem: x = 105m + +15-1+70-2+21-2 =105m + 197. Biorac
m = -1, dostajemy x = 92.
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Ciekawe wlasnosci liczb

31. Trick liczbowy 123

Prosimy o pomyslenie sobie dowolnej liczby naturalnej i obliczenie ile
w niej jest cyfr parzystych (a), nieparzystych (b) i wszystkich razem (c). Liczby
te piszemy obok siebie, tworzac nowa liczbg, abc, dla ktorej powtarzamy
procedurg: tzn. obliczamy, ile jest w niej cyfr parzystych a,, nieparzystych b,
i wszystkich razem c;, tworzac w konsekwencji liczbe a;b;c;. Dla tej liczby
znoéw powtarzamy procedurg, i tak kolejno tworzymy liczby typu a,,b,,cy,.
Dajac widowni troche czasu, po chwili peinej koncentracji oglaszamy, ze kazdy
otrzymat juz wynik 123.
Rzeczywiscie, jezeli dowolnej liczbie naturalnej n przyporzadkujemy f(n) =
a,b,c,, gdzie a, b, c, to liczba naturalna powstala przez dopisanie kolejno po
sobie liczby cyfr parzystych w liczbie n (a,,), liczby cyfr nieparzystych liczby
n (b,) oraz liczby wszystkich cyfr tej liczby (c,), mozna zauwazy¢ co nastepuje:

£(123) = 123

Dla n < 1000 warto$ci a, b, ¢ mogg przyjmowaé tylko nastepujgce wartosci:
(0,3,3), (1,2,3), (2,1,3), (3,0,3), ktore w kolejnych iteracjach dadza nam wynik
123 za$ f(123) = 123.

Dla n = 1000 zauwazamy, ze f(n) < n, co powoduje, ze powtarzajgc procedure
skonczong liczbe razy, otrzymamy f(k) <1000 — przypadek, ktory juz
rozpatrywaliSmy.

32. Suma szeScianow

Prosimy ochotnikéw z widowni o wziecie pod uwage dowolnej liczby
naturalnej podzielnej przez 3. Nastepnie obliczmy szeSciany tworzacych ja cyfr
i dodajmy te wyniki do siebie. Z tak otrzymang liczbg powtarzamy poprzednig
procedure. Kolejne iteracje dadzag nam w konsekwencji liczbe 153, dla ktorej
suma szescianow cyfr 13 + 33 + 53 = 153,

Dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze definiujgc f(n) = suma szeScianow cyfr
liczby n, otrzymujemy f(n) < n oraz f(153) = 153.

33. Stale Kaprekara
Wez dowolng liczbe trzycyfrowa rézng od wielokrotnosci 111. Skonstruuj
najwicksza i najmniejsza liczbe trzycyfrowa z cyfr ja tworzacych i oblicz

roznice. Dla réznicy postepuj analogicznie. Po skonczonej liczbie takich operacji
otrzymasz 495, dla ktorej zastosowana procedura da znéw 495.
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Przyktad. Bierzemy pod uwage 265:

652 — 256 = 396
963 — 369 = 594
954 — 459 = 495
954 —459=495...

Dla dowodu zat6zmy, ze a > c. Mamy zatem:

100a + 10b + ¢ — 100c — 10b —a = 100(a — ¢) + (c —a) = 100(a — ¢) — 10 +
[10-(a—-c)]=100(a—c—-1)+100-10+[10-(a—c)] =100(a—c—1) +90 +
[10 - (a—-0)].

Zauwazmy, ze cyfra dziesiagtek tej liczby jest 9, za$ cyfry jednosci i setek sumuja
si¢ do 9. Zatem mozliwe wartosci tej roznicy to: 099, 198, 297, 396, 495, 594,
693, 792, 891, 990. Liczby te tworzg nastgpujace pary: 990, 099/981, 189/972,
279/963, 369/954, 459.

Obecnie wystarczy obliczy¢:

990 -99 =891

981 - 189 =792
972 -279 =693
963 — 369 = 594
954 — 459 = 495

Jak wida¢ do statej 495 dotrzemy najpdzniej po 6 krokach.

Dla liczb czterocyfrowych algorytm ten rowniez dziata i najp6zniej po 7 krokach
konczy si¢ na 6174.

Przyktadowo: bierzemy 5472:

7542 — 2457 = 5085
8550 — 0558 = 7992
9972 —2799 = 7173
7731 —-1377 = 6354
6543 — 3456 = 3087
8730 — 0378 = 8352
8532 — 2358 = 6174
7641 - 1467 =6174...

Gdy zastosujemy t¢ procedure dla liczb dwucyfrowych, za kazdym razem
utkniemy w petli sktadajacej si¢ z pigciu elementow.

Wezmy na przyktad 71:
71-17=54,54-45=9=09,90-09=281, 81 -18=63,63—-36 =27, 7227 =45,
54-45=9=09
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W przypadku liczb trzycyfrowych algorytm zawsze skonczy si¢ na liczbie 495.
Startujac z liczbg 198, otrzymamy:

981 — 189 =792, 972 — 279 = 693, 963 — 369 = 594, 954 — 459 = 495, 954 — 459
=495...

Dla liczb o wigkszej ilo$ci cyfr algorytm ten nie jest zbiezny.

Liczby 495, 6147 nazywamy statymi Kaprekara. Hinduski matematyk
D.R. Kaprekar (1905-1986) odkryl te wlasnosci liczb cztero- i trzycyfrowych
w 1955 roku.

Kaprekar rowniez w swoich pracach poszukiwat tzw. liczb Kaprekara. Liczba
Kaprekara to liczba naturalna, ktérej kwadrat mozemy rozbi¢ na dwie dodatnie
liczby, ktérych suma daje oryginalng liczbg:

92 =81,8+1 =09, 452 = 2025,20 + 25 = 45,297? = 88209, 88 + 209 = 297
7032 = 494209,494 + 209 = 703, 4879% = 23804641,238 + 4641 = 4879

34. Ulubiona cyfra

Zapisujemy na tablicy liczbg 12345679 i prosimy widza o podanie swojej
ulubionej cyfry. Powiedzmy, Ze ta cyfra to x.
Obiecujemy widzowi rozmnozenie jego ulubionej cyfry. Prosimy go o pomno-
zenie liczby 12345679 przez 9 - x. Wynik bedzie zawsze rOwny XXXXXXXXX.

Zyczac udanej zabawy i przepraszajac za wszystkie btedy, ktore pojawity sie
na kartach tej ksigzki, zegnam wytrwatego Czytelnika, obiecujac, ze jesli tylko
bedzie mial ochote na spotkania z Matematyka, to dotoz¢ wszelkich staran, by
mogl siegna¢ po kolejne opowiesci z cyklu Akademii Zastosowan Matematyki.

Do zobaczenia
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